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Unsere bisherigen Axiome:

∀x∀y(x = y ↔ (∀z(y ∈ x ↔ z ∈ y))), (Ext)

∃`∀z(z 6∈ `), (Leer)

∀x∃s∀z(z ∈ s ↔ z = x), (Einer)

∀x∀y∃p∀z(z ∈ p ↔ (z = x ∨ z = y)), (Paar)

∀x∀y∃u∀z(z ∈ u ↔ (z ∈ x ∨ z ∈ y)), (BinVer)

∀x∃u∀z(z ∈ u ↔ ∃y(y ∈ x ∧ z ∈ y), (Ver)

∀x∀p1 . . . ∀pn∃s∀z(z ∈ s ↔ (z ∈ x ∧ ϕ(z, p1, ..., pn)) (Ausϕ)

und (Aus) ist die Menge {(Ausϕ) ; ϕ ∈ L{∈}}.

(20) Konstruieren Sie ein Graphenmodell, welches (Ext), (Aus), (Einer) und (Ver) erfüllt,
aber nicht (Paar) und beweisen Sie diese Behauptung.

(21) Eine Menge I hieß induktiv, falls ∅ ∈ I und für alle x ∈ I, ist auch x ∪ {x} ∈ I.

Analog nennen wir eine Menge Z Zermelo-induktiv falls ∅ ∈ Z und für alle x ∈ Z, ist
auch {x} ∈ Z. Zeigen Sie:

(a) Falls es eine Zermelo-induktive Menge gibt, so gibt es eine minimale Zermelo-
induktive Menge.

(b) Wir bezeichnen die minimale Zermelo-induktive Menge aus (a) mit NZermelo. Dann
gilt

⋃
NZermelo = NZermelo.

(c) Falls x ∈ NZermelo, so gilt x /∈ x.



(22) Wir erinnern uns an die Konstruktion des Graphenmodells GPot aus der Vorlesung. Es
seien G = (G,EG) und H = (H,EH) zwei disjunkte Kopien dieses Graphenmodells mit
minimalen Knoten eG ∈ G und eH ∈ H. Sei e ein Knoten, der weder in G noch in H
liegt. Definieren Sie ein Graphenmodell M = (M,E) durch

(a) M := {e} ∪G\{eG} ∪H\{eH};

(b) falls x ∈ G, dann sei eEx genau dann, wenn eGEGx;

(c) falls x ∈ H, dann sei eEx genau dann, wenn eHEHx;

(d) falls x, y ∈ G, dann sei xEy genau dann, wenn xEGy;

(e) falls x, y ∈ H, dann sei xEy genau dann, wenn xEHy;

(f) falls x ∈ G und y ∈ H, dann gibt es keine Kante zwischen x und y in M.

Zeigen Sie, daß M die Axiome (Einer), (Ver), (Pot) und (Aus), aber nicht (Ext), (Paar)
und (BinVer) erfüllt.
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