UH

Mathematische Logik & Mengenlehre
Sommersemester 2018

Prof. Dr. Benedikt Lowe

Ubungsblatt 2

La¥ Universitdat Hamburg
DER FORSCHUNG | DER LEHRE | DER BILDUNG

http://www.math.uni-hamburg.de/spag/ml/Lehre/SS18 WP24 .html

Abgabe am Mittwoch, 18. April 2017 am Anfang der Ubung.
Wir erinnern an die Definition einer Formelableitung: eine endliche Folge 1, ..., ¢, von Zei-
chenketten heifit Formelableitung, falls fiir alle 1 < i < n eine der folgenden Bedingungen gilt:

F1) o, ist t =t fiir t, ¢ € T,

&3

2) ; ist R(ty,...,ty) fiir R € Sy, o(R) =k und ty,...,t, € TS,

)

3) es gibt ein j < ¢, so dafl ; von der Form —yp; ist,
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4) es gibt j, 5" <1, so daB ¢; von der Form (¢; A @) ist,
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6) es gibt 7,7 <, so daB8 ¢; von der Form (p; — @) ist,
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7) es gibt 7,7’ <, so dal ¢; von der Form (p; <> ;) ist,
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8) es gibt ein j < ¢ und ein x € V, so dafl ; von der Form Jxy; ist oder
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5) es gibt j, 7" <1, so daB ¢; von der Form
)
)
)
)

F9) es gibt ein j < i und ein x € V, so daf} ¢; von der Form Vxy; ist.

(5) Sei S eine Symbolmenge. Eine Formel ¢ € L° heifit positiv, falls die Symbole -, — und <«
nicht in ihr auftreten. Wir wollen sagen, daf} eine Formelableitung 1, ..., ¢, positiv ist, wenn
fiir alle 1 < i < n gilt, daB eine der Bedingungen (F1), (F2), (F4), (F5), (F8) oder (F9) erfiillt
ist. Zeigen Sie, dafl eine Formel genau dann positiv ist, wenn es eine positive Formelableitung
fiir diese Formel gibt.

(6) Sei S eine Symbolmenge und Z := {xp; x € V und ¢ € L° und z ¢ frei(¢)}. Eine endliche
Folge von Zeichenketten (i, ...,(, heifle eine Z-Ableitung, falls fiir alle 1 < i < n eine der
folgenden Bedingungen gilt:

(Z1) ¢ ist ot =t fiir t,#' € T° mit = ¢ var(t) Uvar(t'),

(Z2) ¢ ist xR(ty, ..., ty) fiir R € S, 0(R) =k, t1,...,tx € TS und z ¢ var(t;) U ... Uvar(t,),
(Z3) es gibt ein j < ¢ mit ¢ = z¢ und §; = 2,

(Z4) es gibt 7,5 <imit (; =z, (y = xp und ¢ = z(p A ),



(Z5) es gibt 7,7 <imit (; =z, (y = xp und ¢ = z(p V ),
(Z6) es gibt j,7' <imit {; =z, (y = xp und §; = z(p — V),
(Z7) es gibt 7,7 <imit {; =z, (y =z und §; = z(p & V),
(Z8) es gibt ein j < i und ein y € V mit {; = z¢ und ¢; = 23y,
(79) es gibt ein j < i und ein y € V mit {; = zp und ¢ = xVyp,
(Z10) ¢; ist 23z fiir ein p € LY,
(Z11) (; ist xVayp fir ein ¢ € LY.

Eine Zeichenkette heifle Z-ableitbar, wenn es eine Z-Ableitung fiir sie gibt. Zeigen Sie, daf
eine Zeichenkette genau dann in Z ist, wenn sie Z-ableitbar ist.

(7) Sei S = Sr U Sk U Sk die Symbolmenge mit Sg := {R}, Sp := {f} und Sk := @. Wir setzen
o(f) = 2 und o(R) = 1. Finden Sie eine Struktur (A, f, R) und sechs Belegungen, die die
folgenden Formeln jeweils erfiillen oder nicht erfiillen:

(a) V.Z‘f(l',y) =,
(b) JaVyf(z,y) =y und
(c) Fa(R(z) AVYR(f(z,)))-
(8) Sei S eine Symbolmenge und ¢ eine positive Formel (vgl. Aufgabe (5)). Zeigen Sie, daB es

eine Struktur und eine Belegung gibt, die ¢ erfiillen. (Uberlegen Sie sich, dafl diese Aussage
im Allgemeinen nicht gelten kann.)



