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(41) Wir arbeiten in ZF, also unter Annahme des Regularititsaxioms. Wir haben bewiesen,
dafl unter dieser Annahme fiir jede Menge x der Mirimanoff-Rang

o(x) :=min{a; z € Vo 1}

existiert. Nehmen Sie an, dafl o(z) = a und p(y) = B und bestimmen Sie o({z}),

o{z,y}), oz Uy), o(z\y) und o(p(x)).

(42) Sei S eine Symbolmenge, xy,...,z, Variablen, tg,...,t. ¢t S-Terme und ¢ eine S-
Formel. Wir hatten in der Vorlesung die syntaktischen Substitionen tto “ und gajg ZTT
definiert und das Substitutionslemma formuliert:

(1> j(t to...tr ) _ /Jf)'(to)...j(tr) (t)

zQ...Tr zg...Tr

(i) I = SOtO L ~ genau dann, wenn J :L“o mn) =

Beweisen Sie das Substitutionslemma.

(43) Eine Sequenz I'¢ hiel korrekt, wenn I' |= ¢; eine Regel hie8 korrekt, wenn sie aus kor-
rekten Sequenzen nur korrekte Sequenzen ableiten kann. Zeigen Sie, dafl die folgenden
Regeln korrekt sind:

(i) Die Substitutionsregel:

r go%
I t=t oL,
(ii) Die Kontrapositionsregel:
Iy &
I =y =y,
(iii) Die duplex negatio-Regel:
F —|—|S0



(44)

(iv) Die Transitivitdtsregel:

Lt =1t
Tty =t
T ¢ =t

Sei S eine Symbolmenge. Eine Regel ist eine Menge von Tupeln von S-Sequenzen der
gleichen Lénge; eine nullstellige Regel ist eine Menge von Sequenzen, eine einstellige
Regel ist eine Menge von Paaren von Sequenzen und eine zweistellige Regel ist eine
Menge von Tripeln von Sequenzen.

Eine Menge K von Regeln nennen wir Kalkil. Falls K ein Kalkiil ist, so nennen wir eine
endliche Folge von Sequenzen D = (Ao, ..., A,) eine R-Ableitung, falls fiir jedes i < n
eine Regel R € R existiert, so dafl

(a) R ist eine nullstellige Regel und A; € R oder

(b) R ist eine einstellige Regel und es gibt ein j < 7, so dal (A;, A;) € R oder

(c) R ist eine zweistellige Regel und es gibt j,k < 4, so dafi (A;, A, A;) € R.
Wir nennen eine Sequenz A RK-ableitbar, falls eine K-Ableitung D = (Ay,...,A,)
existiert, so dal A = A, fiir ein ¢ < n. Sei nun A eine Menge von S-Formeln und ¢ eine
S-Formel. Wir schreiben A Fg ¢ (“A beweist ¢ im Kalkiil £”), falls eine Folge I" von
Elementen von A existiert, so dafl die Sequenz I'¢ K-ableitbar ist. Eine Menge A heifit

R-widerspriichlich, falls fiir alle Formeln ¢ gilt, daBB " F-¢ ¢; sie hei3t KR-widerspruchsfrei,
falls sie nicht K-widerspriichlich ist.

Ein Kalkiil R heifit korrekt, falls fiir jede Formelmenge A gilt: falls A Fg ¢, so A = .

Wir erinnern auflerdem an die zweistellige WIDERSPRUCHSREGEL:

Rwia := {(T'=p, T'—p—h, T'p) ; T'pe ist eine Folge von Formeln}.

Zeigen Sie:

(i) Ein Kalkiil £ ist korrekt genau dann, wenn jede Regel in K korrekt ist.

)
(i)
)
)

Falls A g ¢, so existiert eine endliche Teilmenge Ag C A mit Ay Fg .
(iii) Falls K korrekt ist und A erfiillbar, so ist A K-widerspruchsfrei.

(iv) Falls Rwiq € R, so ist eine Menge von Formeln A genau dann K-widerspriichlich,
wenn es eine Formel ¢ gibt, so dal A F ¢ und A F —p.

(v) Falls Rwiq € R, so ist eine Menge von Formeln A genau dann K-widerspriichlich,
wenn es eine endliche Teilmenge Ag C A gibt, so dal Ay K-widerspriichlich ist.



