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Projekt 3

In diesem Projekt beschéftigen wir uns mit der (Standard)-Cantor-Menge. Diese erhélt man (be-
kanntlich) mit folgender rekursiven Konstruktion:

Wir definieren Cy := [0,1] und C; := Cp \ (%, %), d.h. wir erhalten C{, indem wir aus dem Intervall
Cy das offene mittlere Drittel entfernen. Es gilt also

cim (32)- b

Wir erhalten C5 aus C, indem wir wiederum aus jedem dieser Intervalle das offene mittlere Drittel
entfernen, d.h.
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Im Allgemeinen besteht C,, aus 2™ abgeschlossenen Intervallen der Lénge %, und man erhélt C, 41,

indem man in jedem dieser Intervalle jeweils das mittlere offene Drittel entfernt. Die (Standard-)-
Cantormenge ist dann definiert als
C .= ﬂ Ch.

n>0

1. a) Welche Teilintervalle werden bei der Konstruktion von C5 aus Cy entfernt?

b) Welche Teilintervalle werden bei der Konstruktion von Cy aus Cs entfernt?

2. Bestimmen Sie die Gesamtldnge der in der Konstruktion von C, aus C,_; entfernten Inter-
valle, und berechnen Sie daraus die Gesamtlange aller bei der Konstruktion von C' entfernten
Intervalle.

Jede reelle Zahl r € [0, 1] hat eine Darstellung beziiglich der Basis 3 als
- 1
T = (0.&1(12@3...)3Zz:ak~3*,c (1)
k=1

mit Ziffern a, € {0,1,2}. Wie bei der Dezimaldarstellung ist diese terndre Darstellung nicht ein-
deutig: eine Zahl mit der endlichen Darstellung r» = (0.a1az ... ax)s mit a; # 0 hat die alternative

Darstellung r = (0.a1az ... ak—1(ar —1)22222...)3 = (0.a1a2 . . . ag—1(ar, — 1)2)5. Zum Beispiel gilt
(0.1)3 = (0.02); und (0.21201); = (0.212002); und 1= (0.2)s.

3. Finden Sie die ternédre Darstellung von r = %
Welche rationalen Zahlen haben die ternéren Darstellungen s = (0.20)3 bzw. ¢t = (0.021)3?

Bitte wenden!



. Beweisen Sie: Eine reelle Zahl r € [0, 1] gehort genau dann zu C, falls sie eine Darstellung (1)
besitzt, in der die Ziffer 1 nicht vorkommt.

Hinweis: Uberlegen Sie sich zundchst, was die erste Nachkomme-Ziffer in der terndren Darstel-
lung von r € [0,1] dber die Lage von r in [0,1] aussagt? Was sagt die k-te Ziffer aus?

. Wie erkennt man an der terniren Darstellung, ob eine Zahl r € C' Endpunkt eines der entfernten
offenen Intervalle ist?

. Die Cantormenge ist die disjunkte Vereinigung der Menge C. solcher Endpunkte und ihres
Komplements C,, der “Nicht-Endpunkte”. Haben die beiden Mengen C. und C,, gleichviele
Elemente, oder hat eine der beiden Mengen mehr Elemente als die andere? Falls die zweite
Alternative gilt: welche der beiden Mengen ist grofer?

. Wir betrachten die Abbildung D3 : R — R, definiert als

Dy(a) = 3z falls z <
B TY3 230 falls x>

NN

a) Beschreiben Sie, wie man aus der ternédren Darstellung von = € [0, 1] die ternére Darstellung
von D3(z) erhélt (es sind hier natiirlich zwei Fille zu unterscheiden).

b) Beweisen Sie, dass

C ={z€[0,1] : D}(z) € [0,1] fiir alle n > 1}.



