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Wh:

Induktion von Klassenfunktionen definierte (bilineare) Verkniipfung CxC — C
bzw. e : C ® C — C mit (fir alle \; € N):

chy,. .. A, = chy, ® ... @ ch,, unabhingig von Klammerung/Anordnung.

Definition.
Fir p € CI(S,),n € Ny, sei
pl= Y men e @ CUS)eCIS) cCac
k,1eNg k+i=n k+l=n

mit pr Qpp=p lsk‘le Cl(Skl) = Cl(Sk) ® Cl(Sl)
Man setzt linear fort zu einer Abbildung () |:C —-C®C,p+— p |.

Ubg: Fiir n € Ny ist ch, |= Y ben oder 1=n Chn Ls, ;= chn ® 1 + 1 ® chy,.

Die Skalarprodukte (,) der CI(S,), n € Ny, setzen sich zusammen zu einem
Skalarprodukt auf C, indem man (ay, as) = 0 setzt, falls o; € S(n;) mit ny # no.

Auf C ® C ist ein Skalarprodukt definiert durch

(o ® B, a9 ® Ba)eswe = (a1, az) (01, B2) (bilinear fortgesetzt).

Satz 11. (Geissinger-Bialgebra)

Die Algebra (C,e) ist freie assoziative, kommutative Algebra erzeugt von den
chy,,n € N (mit Eins 1 := chy), d.h. sie ist Polynomalgebra C[ch,, : n € NJ.

Die Abbildung |: C — C ® C ist ein Algebrahomomorphismus

(wobei (a ® (31) @ (e @ o) := v; ® Ay ® 31 @ B2) und

<O{ .67’7>C = <C¥ ®ﬁa7 l>C®C
(man sagt, | ist die zu o duale Komultiplikation, C ist selbstduale Bialgebra).

Beweis-Skizze:

Wie in Voriiberlegungen beschreibt man die Algebrastruktur.

Dann rechnet man nach, dass ch, | e chy |= (ch,echy) |. Fir a,b € Ny also
[(che @14+ 1® ch,) e (chy,® 1+ 1& chy) =]

Chap @ 1+ 1@ chap + che @ chy + chy @ chg = Y _ (chas) Ls, -
k+l=n
Hierbei ist (Cha.b) lgk_l: ab - 6Ku.b|Sk~l

— 0, falls nicht (k1) & {(n,0), (0,n), (a,b), (b,a)};
und gleich ab - 0k, 0k, |Sas = chi, @ chy falls (k,1) = (a,b) oder (b,a).

Weiterhin ist die Gleichung

(e B,7)c=(a® 08,7 |)esc

gerade eine Umformulierung des Reziprozititsgesetzes. O]
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Bemerkung:

Eine VR-Basis von C ist gegeben durch die irreduziblen Charaktere aller S,,,
Dimension von CI(S,,) ist die Anzahl der Konjugationsklassen, also Partitionen
als Indexmenge: ¢, ,ry|-

Es stellt sich die Frage nach Strukturkonstanten (bzgl. dieser Basis), den so-
genannten Littlewood-Richardson-Koeffizienten ¢§ , € C

geg. durch (Mo ¢ =30, &, - "

Néchstes Ziel: Konstruktion der ¢¥, .+, bzw. der zugehoérigen Darstellungen.

Sei, fiir jedes n € N, (™ = 1g der (irreduzible) Charakter der trivialen
Darstellung von S,,.

Ist A Partition (oder Zerlegung), so sei £} = (*) e ... o (M),

Es gilt:
& ist Charakter des S,-Moduls M* (= C[S,{t}], A-Tabloid {t}) d.h. der
Restklassendarstellung von S, bzgl. Sy; er heiit Young Charakter zu \.

Denn:
Fiir A = (n) ist £ = 1g,. Zu zeigen (mit Induktion iiber 1), dass 15, "= &*.
lg, 5= (1%“_AH ® 1%) 15n

= <(15A1-»-A171 & 1SA1) TS(A1+...+AZ,1).)\I) TS"
= <1SA1.,,A1_1 TSQHWHFI) ® C(Az)) TS": 1S>\1...)\l_1 TSO\1+”'+>‘l—1) .C()‘l),

Bemerkung:

Wihrend M ™ (triviale Darstellung) irreduzibel, ist M (") regulire Darstel-
lung (enthélt alle irreduziblen in direkter Summenzerlegung).

Sei A - n. Schreibt man £* = >~ k,1¢", so heifit die Matrix (k, )k, +n Kostka-
Matrix.

Wir werden zeigen:

Beziiglich geeigneter Anordnung der Partitionen ist (k,)g .+ Obere Dreiecks-
matrix mit Einsen auf der Diagonalen (und damit lassen sich die irreduziblen
Darstellungen leicht berechnen).
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6 Specht-Moduln

Sei t A-Young-Tableau, A F n.

In S,, hat man den Zeilenstabilisator H; und Spaltenstabilisator V; als
Young-Untergruppen.

[Wh: Fiir ¢ = (5.%),

H, = S({1,2,4}) x S({3,5}), Tabloid {t} =12 = H, - (31) ]

Es gilt: Fiir alle 7 € S,,:

Hyy=7nHo ™' Vi = aVir

Denn:

o€ Hy <= o-{nt} ={nt}

— rlon{t}={t} & nloreH < ocenHnr'

Definition. Sei X C S,,. Man definiert folgende Elemente von C[S,]:

XT=3 ymund

X7 =) oy sgn(m)T.

Speziell, fiirt \-Young-Tableau, A - n,

ke = Vi = > ey, sgn(m)mw lisst sich als Produkt kv, ky, - ... - Ky, schreiben,
wobei Vi, ..., Vi die Spalten von t seien, kv, = 3 gy, sgn(m)m.

Bsp: fiir t = (gf),

e = (id — (3, (id —(1,5))

Elemente der Form e; = ri{t} in M* (= C[S,{t}], \-Tabloid {t}) heiffen
A-Polytabloide (e; hingt von t — nicht nur vom Tabloid — ab).

Der von den Polytabloiden ey, t der Gestalt A\, aufgespannte Untermodul von
M?* heifit Specht-Modul, bez. S*.

Bsp (obiges t): e, = @—@_%4_@

Es gilt: Fiir alle 0 € S,,: e, = oey.
Somit ist S* zyklischer S,-Modul, erzeugt von beliebigen \-Polytabloid.

Denn:

Nach Definition von k; = V™ ist Ky = >
Nun:

€yt = KgtOt = Okyo Lot = oey.

reoVio—1 Sgn(ﬂ—)ﬂ = U/‘étO'_l.
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Beispiel 12. a) S™ : triviale Darstellung (Untermodul von M™ | s.0.)

b) Fiir A = (1") sei t = (1..n)* (Spalte). Es ist SU") = Cle,] sgn-Darstellung,
denn: t := Spalte (1,...,n). Dann ist k; = ) g sgn(o)o, und e; ist das Polyta-
bloid ), .g sgn(o)o{t}. (Spalten)

Nun ist e, = ey = sgn(m)e;

(denn ex =3 _ cq sgn(n'm)T{t} = sgn(m) 3" oo sgn(r)T{t}).

Damit ist S1") = Cle,| mit e, = sgn(n)e;.

Ubung:

Fir A= (n—1).1seit= (/).

Es ist e, = k — 1, wo k := Tabloid mit k in zweiter Zeile.

Der von den e; erzeugte Vektorraum {c11+ ...+ ¢,n: > ¢; =0} ist (n — 1)-
dimensional und hat Basis {2—-1,3 —1,...,n—1}.

Man erhélt irreduziblen S,-Modul mit Charakter y* [Anzahl Fixpunkte —1],
WO Xdef — Xtm'v + XJ_'

Definition.

Seien X\ = A1. ... N und jt = py. ... .p, Partitionen (oder allgemeiner Kom-
position) von n.

Set A<= M+ ...+ XN >p+ ..+ p; fir alle .

(wobei N\, p; Null gesetzt werden fiir grofie i).

Es gilt:

> definiert eine partielle Ordnung auf den Partitionen von S,,, die sogenannte
Dominanz-Ordnung. Die lexikographische Ordnung >, (mit A >, p: <
Ai > p; fiir ersten verschiedenen Buchstaben von links) ist eine Verfeinerung von
>

Sind A und p vergleichbar beziiglich Dominanz-Ordnung, so ist

A Siep b= AD L.

Denn:
Sei ¢ der erste Index wo A und p verschieden sind, somit auch Z;;ll Aj =

Z;;ll pj. Die néchste Partialsumme ist dann fiir A genau dann grofler (als die fiir
(1), wenn A\; > ;.

Bsp: Firn = 6: (6)>5.1>4.2 > 4.1.1 >, 3.3>3.2.1>3.1.1.1 >, 222>
2.2.1.1>2.1% > (15);

hierbei sind 4.1.1 und 3.3 nicht vergleichbar bzgl. > (da 4 > 3 aber 4 + 1 <
3+ 3), aber 4.1.1>3.2.1, ebenso 3.1.1.1 und 2.2.2 nicht vergleichbar.
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Es gilt:

Sind t}, s* Young Tableaux der Gestalt \, i - n, und gilt fiir alle 7, dass von
den Eintrige der i-ten Zeile von s* sich in ¢} niemals zwei in derselben Spalte
befinden, so muss \ >y gelten.

[Ubg: ¢ : 153/426 und s : 12/34/5/6]

Denn:

Die Eintréige von t* lassen sich in den Spalten so umsortieren, dass sich die
Eintriige der ersten i Zeilen von s* in den ersten i Zeilen von t* befinden. Es folgt
dass A1 + ... + \; groBer oder gleich der Anzahl der Eintrége in den ersten i Zeilen
von #*, die sich auch in s* befinden, sein muss (d.h. als pq + ... + ;). O

Lemma 2. Sei (,) das Skalarprodukt auf M* mit ({t},{s}) = 0y} sy Sei L < S,
eine Untergruppe. Dann gilt:

(i) Fiir alle u,v € M* ist (L™u,v) = {u, L™v).
(i) Ist die Transposition (b,c) € L, so ist L~ = k(id —(b, ¢)) fir ein k € C[S,].

(11i) Ist (b,c) € L, und s ein Tableau, das b und c in derselben Zeile enthilt, so
ist L={s} = 0.

(iv) Sind t*, s* Young-Tableauz der Gestalt \, u 't n, und gilt k;{s} # 0, so gilt
A Bu. Ist speziell A = p, so ist k{s} = Le,.

(v) Istu € M* undt ein Young Tableau der Gestalt i, so ist kyu ein Vielfaches
von e;.

Beweis:

1) (L7u,vy =Y ((sgnm)mu, v) = 3 (u, (sgnm)m 1) = (u, L™v),

indem man 7 durch 7! ersetzt.

2) Sei ky, ..., k; Transversal in L fiir die Untergruppe {id, (b, ¢)} von L. Dann
ergibt sich k = >, (id +(sgnk;)k;).

3) Da (b,c){s} = {s}, gilt L~ {s} = k(id —(b,¢)){s} = k{0} = 0.

4) Nach 3) miissen je zwei Eintréige b, ¢ einer Zeile von s* in t* in verschiedenen
Spalten auftreten, wenn V" {s} # 0.

Ist A = u, dann existiert (s.0.) ein 7 € V; mit {s} = w{t}. Nun ist r;{s} =
(Vi m){t} = (sgnm)r{t} (vgl. Rechnung in Bsp. 12b).

5) Sei u =), c;i{s;} € M*, s; sind p-Tableaux. Nach 4) ist kju = ). £c;e.

0

Satz 12. (Untermodul-Theorem von James)
Sei U ein S,-invarianter Unterraum von M. Dann gilt

UDSY oder U C S+

Insbesondere sind die S” irreduzibel (wenn der Grundkirper C ist).
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Beweis:

Mit Aussage (v) des Lemmas gilt fiir jedes u im S,-invarianten Unterraum U
und jedes v-Tableau t, dass ku = ae; fiir ein a € C.

7l

Fall 1: Es gebe w und ¢ mit a # 0. Somit ist dann e, € U und S ist (als
zyklischer Modul) enthalten in U.

Fall 2: Es gelte immer su = 0. Mit Aussage (i) des Lemmas ist (u,e;) =
(u, Vi {t}) = (keu,{t}) = 0. Deshalb folgt U C S** da der Vektorraum S”
erzeugt wird von den Polytabloiden e;.

Es ist S N S¥+ = 0 [gilt nicht fiir Charakteristik p], also folgt Irreduzibilitéit
der S”. O]

Satz 13. Die SY,v I n bilden eine vollstandige Liste der irreduziblen S,-Moduln
(iiber C).
Weiterhin gilt fir die Eintrdge k,, der Kostka-Matriz:

kVA;éO:>V:E>\
und k,, = 1.

Beweis-Skizze:

1) Sei 0 # 0 € Hom(S”, M*). Dann gilt v »); und 6 € Cid fiir v = \.

Denn: Es existiert ein Basisvektor e; von S” mit 0 # 6(e;) = r:01({t}) =
ki(D; ci{si}) mit A\-Tableaux s,. Somit v >\ nach Aussage (iv) des Lemmas.
Fiir v = A benutzt man Aussage (v) des Lemmas | 0(e;) = ce;, und dann auch
Ent F Cenyl.

2) Wir zeigen: die S,,-Moduln S”, v F n sind paarweise nicht dquivalent. (Dann
hat man die richtige Anzahl nicht dquivalenter irreduzibler!)

Man erhélt von 0 verschiedene Homomorphismen #; : S¥ = S# C M* und
0y : S — MY. Somit v Bu nach 1), ebenso mit 0, folgt 1 Bv also v = p.

3) Kommt S” in M mit Multiplizitit # 0 vor, so folgt mit 1), dass v BA.

Weiterhin zeigt man:

Die Multiplizitat von S” in M ist gleich dim Hom(S", M") = 1.

Anmerkung:

Nimmt man nur die Polytabloide e; mit ¢ Standard-Young-Tableaux der Ge-
stalt v, so kann man zeigen, dass diese eine Basis von S bilden.

(Insbesondere: Anzahl f, aller solcher Standard-Young-Tableaux gibt dann
die Dimension von S” an.)

Ubung: n =4
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