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Charakter-Gleichungen erster Art: ), %X(K)z/;( ) =0y

(Kor.Satz 6)
Die irreduziblen Charaktere einer Gruppe G bilden eine ON-Basis fiir Cl(G).
Dimension fiir G = S,,: Anzahl der Partitionen A\ F n.

Erste oben bestimmte Basis: dx,, A - n. (Hierbei sei fiir A - n, und sei K
die zugehorige Konjugationsklasse in S,,, n € Ny.)

Diese kann auch orthnormalisiert werden.

Genauer gilt:

Man definiert chy := |Z,| ik, = %5&. Dann ist fiir alle « € CI(S,)

{a, chy) = {a, chy) = a(K)).

Denn:
— n!
(o, cha)’ = 57 Pones, alm)eha(n™!) = G K| a(K) g

Satz 7. (Charakter-Gleichungen der zweiten Art: die Spalten)
Seien K, L Konjugationsklassen von G. Dann gilt

Z XKXL = ﬂ5KL-
|[K|

xirred. Charakter

Beweis:
Nach 1.Art: Die modifizierte Charaktertafel U = ( %XK) hat orthonorma-

le Zeilen (bzgl. des komplexen Skalarprodukts > v;w;). Da sie quadratisch ist, ist
sie unitédr, hat also auch orthonormale Spalten. O

Beweis (Satz 6):

Sei VW, ..., V® Liste aller irreduziblen G-Moduln, V' mit Charakter X(i).
Sei m; > 0 die zugehorige Multiplizitat in C[G]. Sei x = x"Y.

1) [z.2. m; = dim V®] Es ist

mi = (6 XY) = 1 Xpea XX (g7 = Fx(1a)xP(1e) = g dim VO,
Da dim C[G] = |G|, folgt 2) [,(dim V¥)? = |G|

noch z.z. 3) [Die Anzahl [ ist gleich der Anzahl k der Konjugationsklassen.]

21



Anwendung des Lemmas von Schur (s.0.): Zgpq(v) ist isomorph zur Algebra
der [ x [-Diagonalmatrizen. Jetzt ist V = C[G].
Nun ist dim ZEnd((C[GD = dim ZC[G]? denn die Abbildung

¢ : C[G] — End(C[G)),v — ¢y, wobei ¢,(w) = wv

ist Vektorraum-Isomorphismus (sogar Algebra-Anti-Isomorphismus). (Ist ¢, =
id, so ist 1¢ = ¢,(1g) = v, also Kern trivial; ist 8 € End(C[G]), so ist 0 = ¢,
fir v =0(1¢), da 0(g) = g8(1e) = ¢,(g) fur jedes Basiselement g, also folgt auch
Surjektivitét).

Bleibt z.z.: dim ZC[G] =k, wenn K1, ..., K} die Konjugationsklassen von G.

Sei z =191 + ... + Cugpn € Z(C[G]; also fiir alle h € G gilt c1g1 + ... + cLgn =
ci(hgih™) + ... + ca(hg,h71).

Alle Elemente ¢g der Konjugationsklasse von ¢; sind hg;h~! fiir ein h, und der
Koeffizient vor jedem g ist ¢;. D.h. Z(C[G] = {Zle diz; + d; € C}, wobei z; :=
> gek,; 9- Weiterhin sind die z; linear unabhéngig, da die Konjugationsklassen
paarweise disjunkt sind. Also bilden sie eine Basis. O

Satz 8. Seien G und H Gruppen.

Sind dg, dy irreduzible Darstellungen von G bzw. H, mit Charakteren x, 1,
so ist dg ® dg irreduzible Darstellung von G x H mit Charakter x ® 1 gegeben
durch (x @ 1¥)(g, h) = x(9)¥(h).

Wird durch d(é), dg) eine vollstandige Liste aller (paarweise nicht dquivalen-
ten) irreduziblen Darstellungen fir G bzw. H gegeben, so bilden die dg) ®dg) eine
vollstindige Liste aller irreduziblen G x H-Moduln.

Definition. Man definiert, fir x € CI(G) undy € Cl(H), x®v¢ € CI(Gx H)
durch (x @) (g, h) = x(9)¥(h) und identifiziert C1(G x H) mit CI(G)®@ CI(H).

Beweis (Satz):

1) Spur A® B =), a;;Spur(B) = SpurASpurB.

Deshalb ist (xy ® ©)(g, h) = Spurdg(g)Spurdy (h) = x(g)(h).

Nun ist (x ® 9, X ® V) = 1gqmy Lgmeaxn(X @) (g, ) (x @) (g7 b)) =
|—é| > gea X(@)W(g™) - ﬁ Y onen X(MY(R™Y) = (x, x) (¥, ¢) = 1. (also irreduzibel)

2) Analog zeigt man (¥ @ 9@ x®) @ D) = §;.6,;. Deshalb sind die zu-
gehorigen Darstellungen paarweise nichtéquivalent. Die Liste ist vollsténdig, da
die Anzahl der Konjugationsklassen von G' x H gerade das Produkt der Anzahlen
fir G,H ist.

0
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5 Restriktion und Induktion

Definition.
Seir H < G und d eine Matrixdarstellung von G. Dann ist die Restriktion von
d auf H, in Zeichen d |& oder d |y, gegeben durch

dln (9) = d(h).

Klar: ist Darstellung von H, Charakter y|H.

(Achtung: Beschréankung von irreduziblen nicht notwendigerweise irreduzibel!)

Umgekehrt kann man nicht einfach eine Darstellung auf H zu einer auf G
durch 0 aulerhalb H fortsetzen (singuldre Matrizen nicht erlaubt). Aber:

Definition. Sei H < G. Sei ty,...,t; Transversal fiir die Linksrestklassen bzgl.
H in G.
Ist d Darstellung von H, so sei d 1= d 1% gegeben durch

d(ty'gty) d(ty'gto)
d 19 (9) = [ d(t;'gt1)

mit d(g) Nullmatriz falls g ¢ H.
Man erhdlt die sog. induzierte Darstellung (s.u.)

Beispiel 11. Sei G = S5, H = {id, (2,3)}. Dann ist' H := {1-H, (1,2)H, (1,3)H}
(gegeben durch) ein Transversal.

Sei dg =1 die triviale Darstellung von H.

Was ist dg =119, 2.B. 119 ((1,2))?

Erste Zeile: (d(17'g1) d(17'¢(1,2)) d(17g(1,3)))

= (d((1,2) ¢ H) d(id)) d((1,3,2) ¢ H))

Man erhdlt:

010

1 0 0] [wieder Restklassendarstellung bzgl. So1 = H].
0 0 1

Es gilt:

Sei H < G und H = tq,...,t; Transversal fiir die Linksrestklassen bzgl. H in
G.

Dann ist die durch den Restklassenmodul C[H| gegebene Matrixdarstellung
identisch mit der Darstellung 1 T¢.

denn:

Seien z;;(g) € {0,1} die Eintriige der Matrixdarstellung 1 19, und z;;(g) €
{0,1} die Eintrdge der Restklassendarstellung.

Aquivalent ist z;(g) = 1 zu t;'gt; € H zu g - t;H = t;H zu z;(g) = 1 (die
C[H]-Modul-Operation bildet gerade ¢;H auf g - t;H ab).
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Satz 9. Die (in der Definition ggzgebene) induzierte Darstellung ist eine Darstel-
lung von G. Sie hingt bis auf Aquivalenz nicht von der Wahl des Transversals

ab.

Beweis:

1) Jedes d 1¢ (g) ist Blockpermutationsmatrix, d.h. dass jede Zeile und jede
Spalte genau einen Block d(t; *gt;) # 0 trifft.

Denn: Fiir die erste Spalte (Rest analaog):

z.z. von den Elementen ¢, gt1, t;" gt1, ...,t; 'gt; ist genau ein Element von H.

Da tq,...,t; Transversal, ist gt; € t;H fiir genau ein 4, deshalb ist nur t;lgtl €

H.

2) d 19 (1) ist Einheitsmatrix (klar)

d 19 (¢9)d 1¢ (h) = d 1¢ (gh), denn — Block (i, j) betrachtet:

> " d(ag)d(by) = d(c)
k

mit ay, := t; ' gty, by, := t,;lht]-, c= t;lghtj(: agby fir alle k).

Fall ¢ € H: fiir jedes k ist entweder a; oder by nicht in H, somit beide Seiten
0.

Andernfalls: Sei m der (eindeutig bestimmte, s.0.) Index mit a,, := t; 'gt,,

Element von H.
Dann fogt b, = a,,;'c und >, d(ag)d(by) = d(am)d(by) = d(amby,) = d(c).

3) Seien {ti,...,t;} und {si, ..., s;} zwei Transversale, d ¢ und d ¢ die indu-
zierten Darstellungen/,\rriit Charakteren y T¢, x 1¢.

noch z.z.: x 1¢=1 19. -

Hierbei ist x 19 (g) = >, Spur d(t; 'gt;),v 16(g) = 3, Spur d(s; ' gs;).

oBdA (Umordnung der Elemente) sei t;H = s;H fiir alle 4, d.h. t; = s;h;
fiir gewisse h; € H. Dann ist ¢, 'gt; = h;'(s; gs;)h; € H genau dann wenn
s;'gs; € H, also sind Summanden jeweils fiir dieselben 7 von 0 verschieden, iibrig
bleibt jeweils _ x(h; (55 gsi)h;) bzw. - x(s; ' gs;), x der Charakter von d.

Da der Charakter x von d Klassenfunktion ist, folgt die Behauptung. m

Bemerkung.

Andere Definitionsmoglichkeit:

Fiir H-Linksmodul V', H < G, betrachtet man den G-Modul C[G] Cu V
(wobei C[H] auf V' von links, auf C[G] von rechts operiert). Ist ¢1, ..., t; Transver-
sal, soist t; @ vi(1 < i <1[,1 <k < dim V) Basis dieses Vektorraums und g € G
operiert durch g - (t; ® vy) = t; ® hvg, wenn gt; = t;h.
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(Wir haben auch gezeigt:)
Zusatz zu Satz 9

X 19(9) = 11 Zvecatgeen X&' g2).

Denn: im Beweis oben

X 19 (9) = X2, Spur d(s;'gsi) = X, e 1 2onem SPur d(h™"s7 gsih) und
dies ist gleich ﬁ > vcGatgeen X(2 7 gx) [denn b durchlauft H und s; das Trans-
versal, also dquivalent x = s;h durchlauft G|.

Man definiert allgemein fiir Funktionen y : H — C, H < G, die induzierte
Funktion y 7¢ auf G durch diese Formel.

Satz 10. (Reziprozititsgesetz von Frobenius)
Ser H < G und seien ¢, x Charaktere von Darstellungen von H bzw. G.

Dann gilt:
<¢ TG7X>G = <¢ax lH)H

(Gilt auch allgemein fir Klassenfunktionen bzgl. Bilinearform ()’).

Beweis:

wegen Zusatz oben bleibt z.z.: [ﬁ > gea (¥ 19 (9))x(g™) =

m zxeG,geG,flga:eH vz~ gr)x(97") = \Tlﬂ ZyeH Y(y)x(y™)

L.S. mit y = 2 g Wluﬂ > v oyen V(W)X (xy ") gleich rechte Seite, da:
x(zy™tz™) = x(y7!), und somit tritt fiir jedes x € G der gleiche Summand

auf. O

Definition. Sei C := D, N, Cl(Sn) und sei, fir x € CU(Sk) und ) € CU(Sy),

ot = (x ®B) 1%+ € Cl(Ssa), wobei
X ® ¢ Klassenfunktion auf der Young-Untergruppe Sk, von S, := Sky; (s.0.).
Die Verkniipfung e heifst duferes Produkt auf C.

Fiir A = n (Zerlegung von n) definiert man .
chy == chs(= (1™my!) - ... - ("™ m,!)0k5), wenn A die eindeutig bestimmte
Partition ist, die durch Umordnung der \; erreicht werden kann.

Es gilt:
Dann ist chy @ ch, = chy, , (mit \. v En:=k+1[, wenn k := |\|,] := |v]).
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Denn, bzgl. der Basis ch,,, p = n, von CI(S,,) (s.0.):

|Z,| furp= A v,

(chy. v, chy)s, = chy o (K,) = {O
sonst.

(chy ® ch,, ch,)s, = {(chy @ ch,) 19, ch,)s,
Mit Frobenius-Reziprozitiat und Satz 8 (iiber x ® v) folgt

(chy echy,ch,)s, = |Sk—11| Ymoresy, , Ca(m)chy (o) - chyls, (. 0).

Die Sk, ;-Konjugationsklasse der (m,0) mit Zykeltypen A, v ist enthalten in
der Konjugationsklasse K, = )T.vy, von S, d.h. es muss (7 vom Zykeltyp A,
o vom Zykeltyp v und) p = A v sein, damit der zugehdrige Summand nicht

verschwindet.

Fiir y1 = \. v exgibt sich = | K[|, | cha(Ky) chy(K,) - 2k = |7,

IKul
__k!
|Z>\|—|K>\‘

(und andernfalls ergibt sich 0. m)
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