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Es sei [n] stets die Menge {1,...,n} und Abb (X,Y) die Menge aller Abbildungen von X — Y.

1.1
Es seien A und B Mengen und A X B ihr kartesiches Produk (A x B :={(a,b) | a € A,b € B}).

a) Die Potenzmenge Pot (A) ist die Menge aller Teilmengen von A.

b) Eine Relation zwischen A und B ist ein Element R € Pot(A x B), d.h eine Teilmenge R C
AXxB.

¢) Ist A= B, so spricht man von einer (bindren) Relation auf A.

d) Allgemeiner ist firn € N eine n-dre Relation eine Teilmenge von A X ... x A= Ax(A x ... x A).
—_——— R /

n-mal n—1-mal
e) Ist (a,b) € R, so sagt man, a steht mit b in Relation (Schreibweise: aRb).
Beispiel

Abbildungen zwischen zwei Mengen, gerichtete Graphen
R: {(17 1)7(2’2)’(173)7(3’2)} :

Satz 1 (Anzahl von Relationen)
Bezeichnet Rel (A) die Menge aller Relationen auf A und Rel, (A) die Menge aller Relationen auf A mit

genau r Elementen (Pfeilen), so ist
2
#Rel, (A) = (" >

r

und

#Rel (A) = Zn: (’f) —9n

=0

1.2
a) Def (R) :={a€ A|3 be A mit (a,b) € R}
Bild(R) := {be A| 3 ac A mit (a,b) € R}

b) R heifit injektiv <= fir jedes b € Bild(R) ist # {a € Def(R) | (a,b) € R} =1



c) es sei R™ C A x A die Relation {(b,a) € Ax A| (a,b) € R}

1.3

Es set H Menge, o € Abb (H x H,H). Man sagt o ist eine bindre Verkniipfung auf H und schreibt
(aob)oc usw. statt o (o(a,b),c). H zusammen mit o heifit Halbgruppe :<= o ist assoziativ, d.h.
(aob)oc=ao(boc) ¥V a,b,ce H.

e € H heifit neutrales Element der Halbgruppe (H,0) <= eoa=a undaoe=aV a € H.

Eine Halbgruppe mit neutralem Element heif$t auch Monoid.

Konvention: Ist o kommutativ, d.h. aob=boaV a,b € H, so schreibt man oft + oder - statt o, auch
bezeichnet man neutrale Elemente mit 0 (bei additiver Verkniipfung) bzw. 1 (bei multiplikativer Verkniip-

fung).

Satz 2 (Komposition von Relationen)
Fiir R, S auf A sei S o R die Relation

{(a,e) e Ax A|3 be Amit (a,b) € Rund (b,c) € S}

Dann ist die Menge Rel (A) aller Relationen zusammen mit o eine Halbgruppe.
Rel (A) zusammen mit der Komposition bildet (sogar) ein Monoid. Das neutrale Element ist

Ids :={(a,a) | a € A}

14
H sei Halbgruppe und a € H.

a) Man definiert (rekursiv) die n-te Potenz von a:

a® =1 : falls H Monoid
a”:=<a n=1
a

oa™ !l n>2

b) Ist (H,+) additiv geschriebene Halbgruppe, a € H, n > 1, so definiert man

a n=1
n-q:=
at+(n—1)-a :n>2

¢) Fir m > 2 heifst eine Relation Z auf A Zykel der Linge m <= es existieren aq,...,am € A,
paarweise verschieden, mit Z = {(a1,a2),(a2,a3), ..., (@am-1,am), (am,a1)}.

1.5
Ist (H,o) Halbgruppe, so heifst eine Teilmenge U von H zusammmen mit (der Einschrinkung von) o auf
U eine Unterhalbgruppe, wenn gilt:

a,beU = aobelU (Abgeschlossenheit)

Eine Unterhalbgruppe U heiffit Untermonoid, wenn e € U.

Satz 3 (Monoid der Abbildungen)
Die Menge Abb (A, A) der Abbildungen A — A bildet zusammen mit der Komposition ein Monoid, das
als Untermonoid von (Rel (A) , o) aufgefasst werden kann.



Des Weiteren gilt: Ist eine Relation F auf A, X := Def(F),Y := Bild(F'), und ist F injektive Abbildung
X — Y, soist _ _
F"™"oF =1dyx, FoF" =Idy und #X = #Y

1.6
Set R€ Rel(A), BC A, B°:=A-B

a) Die Einschréinkung R|B von R auf B ist die Relation {(a,b) € R | a,b € B} auf B. (Teilrelation
von R)

b) R heifft zusammenhingend <= wenn R = R|B U R‘BC, 50 Muss R|B oder R|BC leer sein.

¢) die beziiglich C mazimalen zusammenhdangenden Teilrelationen von R heiffen Zusammenhangs-
komponenten.

Beispiel
(Vereingungen von Zykeln und dhnliches)

1.7
Es sei R € Rel (A). Die Relation R heifit

a) reflexiv <= Idy CR (dh.Va€A: (a,a) €ER )

b) transitiv < Ro R C R (d.h. mit (a,b) € R und (b,c) € R ist auch (a,c) € R)

¢) Quasiordnung <= R ist reflexiv und transitiv

d) symmetrisch <= R = R™ (d.h. mit (a,b) € R ist auch (b,a) € R)

e) antisymmetrisch <= RN R™ C1da (d.h. ist (a,b) € R und (b,a) € R, so a =b)

f) Aquivalenzrelation <= R ist reflexiv, transitiv und symmetrisch

g) partielle Ordnung <= R ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch (bez. oft mit < statt R)
h) totale partielle Ordnung <= R ist partielle Ordnung und ¥ a,b € A: (a,b) € RA (b,a) € R

Beispiele
b (NO ) +)



Satz 4 (Zerlegung in Zusammenhangskomponenten)
Es sei R € Rel (A).

(i) R sei Abbildung, A sei endliche Menge und R sei injektiv (also bijektiv).
Dann ist jede Zusammenhangskomponente Z von R ein Zykel und R ist disjunkte Vereinigung
R=7,U...UZ, von Zykeln Zy,...,Z,.
(Zykelzerlegung der Permutation R)

(ii) R sei Aquivalenzrelation. Dann gilt fiir jede Zusammenhangskomponente Z von R:
Def(Z) = Bild(Z) und Z = Def(Z) x Def(Z).
Weiterhin gilt: A ist disjunkte Vereinigung (nichtleerer) Teilmengen A;,: € I, so dass

el

Die in Satz 4(ii) gegebenen Mengen A;,i € I, heifen Aquivalenzklassen (bzgl. R) und die Menge aller
Aquivalenzklassen wird mit A/ R bezeichnet. (Alternativ schreibt man statt R oft ~ und dann statt A/R
auch A/ ~)

Aufgabe

Es sei R die Relation auf [4], die (als gerichteter Graph) gegeben ist durch:

1 2 3 4
o——o >
Wie sieht die Folge R, R?, R*, R*, R® ... der Potenzen von R aus?
Zunéchst: S := R? = Ro R ist gegeben durch
1 2 3 4
° ° & &
Dann: T := R? = Ro R? ist gegeben durch
1 2 3 4
I
Es ist leicht zu sehen, dass die Folge der Potenzen gegeben ist durch R,S,T,S,T,..., wobei sich S,T
immer wiederholen.

Insbesondere bilden R, S und T eine 3-elementige Unterhalbgruppe von (Rel ([4]) , o).





