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1 Einleitung zum Struktursatz

1.1 Die Aussage

Definition 1.1.1. Sei G ein Graph. Ein IG ist ein Graph, der aus einer
Familie (B; : ¢ € V(G)) von zusammenhéngenden Teilgraphen besteht,
sodass es genau eine Kante zwischen B, und By gibt, wenn es in G eine
Kante von g nach ¢’ in G gibt. Die By heiflen Verzweigungsmengen. Ein
G-Minor in H ist ein IG, der ein Teilgraph von H ist. Wir sagen, G ist ein
Minor von H, falls H einen G-Minor hat.

Frage (Leitfrage). Wie sehen Graphen ohne K'-Minor aus?
o t =1: Leer.

e { = 2: (G besteht aus isolierten Ecken.

e t = 3: Biiume, Wiilder (K3-Minor in G findet man als Kreis in G)
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e { = 4: < 2-Summen von Ecken, Kanten und Dreiecken. Jeder Block ist
ein Series-Parallel Graph, also < 1— Sum(SERIES — PARALLEL).
Baumweite < 2.

Definition 1.1.2. Fiir Graphen G und Gs ist der Graph G eine k-Summe
von (G und G, falls:

o |[V(G1) NV (Ga)| < ks
V(G1) N V(Gy) ist vollstindig in Gy und Go;
V(G) =V(G1) UV (Ga);
E(G) 2 E(G1) U E(Gs) \ E(G1 N Gy);
E(G) C E(G1) U E(Gs).

G ist eine < k-Summe von G7 und Go, falls er eine [-Summe ist mit [ < k.
Fiir G eine Klasse von Graphen ist < k — sum/(G) die Klasse von Graphen,
die man aus Graphen in G durch wiederholte Bildung von < k-Summen
bauen kann.

Bemerkung. Series-Parallel Graphen werden wie folgt rekursiv konstruiert:
e K? ist Series-Parallel.

° Fiir G1 und G Series-Parallel mit jeweils zwei ausgezeichneten Ecken v,
vb und v2, vg sind die folgenden Graphen Series-Parallel: G; und Go

werden aneinandergeklebt durch Identifizierung von v} und v2 oder

durch die Identifizierung von v} und v2 sowie von v} und vZ.

Ein Graph G ist auch genau dann Series-Parallel, wenn wir von G auf
einen K? kommen konnen durch eine Folge von Operationen der folgenden
Typen:

e Entfernen von Unterteilungsecken,
e Kollabieren von parallelen Kanten.

Definition 1.1.3. Eine Baumzerlegung eines Graphen G besteht aus einem
Baum 7" und einer Familie V = (V;)yey (1) von Teilen, sodass

e jede Ecke in einem Teil vorkommt;
e jede Kante in einem G[V;] vorkommt;

e Falls v € V;NVy und t" auf tTt, so gilt v € Vyn.



Die Weite von (T,V) ist maxycy (1) (|Vi| — 1). Die Baumweite von G ist die
minimale Weite einer Baumzerlegung von G. Fiir t € V(T') ist der Torso an t
der Graph auf V;, deren Kanten die Kanten von G[V{] sind, zusammen mit
allen vw, sodass es t' # t gibt mit v,w € V; N V. Die Adhdsionsmenge Vi
fiir eine Kante ¢t' von T ist V;NVy. Die Adhdsion von (T,V) ist die maximale
Grofle einer Adhésionsmenge.

Satz 1.1.4. < k — sum(G) ist die Klasse von Graphen, die eine Baumzer-
legung besitzen von Adhdsion < k, sodass alle Torsos in G liegen.

Beweis. Ubung auf dem 1. Ubungsblatt. O
Satz 1.1.5 (Wagner). Die Klasse von Graphen ohne K°-Minor ist
<3 — sum (PLANAR + V),

wobei V3 ein Kreis mit vier Diagonalen ist (entspricht dem Cayley-Graph
von (Zg,+) mit erzeugender Menge {£1,+£4}).

Definition 1.1.6. < k — apex (G) ist die Klasse von Graphen G, sodass
es X C V(G) mit | X| < k gibt, sodass G — X € G.

Vermutung 1.1.7 (Jorgensen). Jeder 6-zusammenhdingende Graph ohne K-
Minor liegt in 1 — apex (PLANAR).

Definition 1.1.8. Das k x k-Gitter ist der Graph mit Eckenmenge [k]? und
einer Kante von (7, ) nach (¢, j') genau dann, wenn |i —i'| + |j — j'| = 1.

Satz 1.1.9 (Der Gittersatz). Zu jeder k € N gibt es ein f(k) € N, sodass
jeder Graph ohne k x k-Gitter als Minor Baumweite < f(k) hat (, also
in f(k) — sum (Gréfle < f(k)+1) liegt).

Satz 1.1.10 (Erdos-Posa). Zu jedem k € N gibt es ein f(k) € N, sodass
jeder Graph ohne k- K3-Minor in f(k) — apezx (<1 — sum (K, K?)).

Lemma 1.1.11. Sei G eine Klasse von Graphen ohne K%-Minor und k € N.
Dann hat kein Graph in < k — sum (G) ein K*-Minor.

Beweis. Ubung auf dem 1. Ubungsblatt. O

Bemerkung. In obigem Lemma konnen wir £ < ¢ annehmen, da wir
andernfalls keine vollstéindigen Minoren haben, entlang derer wir zusam-
menkleben kénnen.

Lemma 1.1.12. Sei G eine Klasse von Graphen ohne K®-Minor und k € N.
Dann hat kein Graph in < k — apez (G) ein K'**-Minor.

Beweis. Angenommen, schon, und sei G €< k — apex (G) mit [K!**-
Teilgraph. Sei X C V(G) mit |[X| < k und G\ X € G. Wenn wir alle
Verzweigungsmengen aus dem K% 15schen, die X treffen, kriegen wir
ein TK! mit ¢/ > t. O



Tatsache 1.1.13. Fiir jede Fliche S gibt es ein t, sodass K' nicht in S
einbettbar ist.

Gitter mit Wirbeln: Fiir jeden Knoten am Rand des Gitters wird an die-
sen ein kleiner vollstédndiger Graph angehéngt. Je zwei solcher hinzugefiigten
Graphen werden vollstéindig verbunden, wenn zwischen ihren beiden Kon-
taktpunkten mit dem Gitter eine Kante im Gitter existiert. Die Idee ist,
dass man, um grofle Minoren in einem Gitter mit Wirbeln zu finden, zwei
disjunkte Wege im Gitter zwischen 4 alternierend angeordneten Punkten auf
dem Rand finden muss, die es aber nicht gibt.

Definition 1.1.14. Sei C' = vq,...,v; in einem Graphen G. Wir sagen,
dass H durch Finfiigen eines Wirbels der Tiefe d aus G gebaut wird, wenn H
aus G besteht, zusammen mit, fiir 1 < ¢ < k und 2 < j < d, einer neuen
Ecke v] (wir setzen v} := v;), und Kanten zwischen allen v und allen
anderen vg,l mit [i — | <1 (mod k).

Mit diesen Konstruktionen sind wir nun in der Lage den Struktursatz
zu formulieren. Dabei gehen wir von Graphen aus, die ”fastin eine Fliche
eingebettet werden konnen. ”Fast”meint hier ”bis auf Wirbel”, und zwar
Wirbel entlang Kreisen, die in einer fixierten Einbettung Gebiete begrenzen.
Diese Graphen sind sozusagen die "Hauptzutaten”, die wir zusammensetzen

wollen. Diese wollen wir nun zuerst definieren.

Definition 1.1.15. Sei S eine Fliche. Ein Graph G ist bis auf n Wirbel der
Tiefe d in S einbettbar, wenn es einen Graphen G’ gibt, der in S einbettbar
ist, sodass man G aus G’ durch Einfiigen von nicht mehr als n Wirbeln der
Tiefe < d entlang disjunkten gebietumrandenden Kreise von G’ bauen kann.

Sei G,, die Klasse von Minoren von Graphen, die in Flichen von Genus <
n bis auf n Wirbel der Tiefe n einbettbar sind.

Satz 1.1.16 (Der Struktursatz von Robertson & Seymour). Zu jedem t € N
gibt es ein f(t) € N, sodass jeder Graph ohne K'-Minor in

< f(t) — sum (< f(t) — apez (Gyr)))
lvegt.

Man kann diesen Satz informell so beschreiben: Jeder Graph ohne K'-
Minor liegt in einer Klasse von Graphen. Um diese Klasse von Graphen zu
bauen, beginnen wir mit der Familie von Graphen G, die fast, d.h. bis auf
einige Wirbel, in Oberflichen von Genus héchstens f(¢) eingebettet werden
kann. Dann haben wir die Méglichkeit, bis zu f(¢) Punkte zu einem solchen
Graphen hinzuzufiigen und beliebig mit dem urspriinglichen Graph zu ver-
binden. Und schlussendlich diirfen wir solche Graphen als < f(t)-Summen
aneinanderkleben, also entlang von kleinen vollstdndigen Teilgraphen.



1.2 Anwendungen

Definition 1.2.1. Eine Prdordnung auf einer Menge X ist eine reflexive
und transitive Relation auf X.

Eine Priaordnung < auf X ist eine Wohlquasiordnung (oder wqo), wenn
es keine unendliche Folge (x1,x2,...) in X gibt mit z; < x; fiir i < 5.

Tatsache 1.2.2. Sei <X eine wqo auf X . Fir jede nach unten abgeschlossene
Teilmenge Y von X gibt es eine endliche Folge x1, ...,z in X mitY = {x €
X | Bic[k]:x 2z}

Satz 1.2.3 (Der Minorensatz von Robertson & Seymour). Endliche Gra-
phen sind beziiglich der Minorenrelation wohlquasigeordnet.

Korollar 1.2.4. Es gibt nur abzdhlbar viele Klassen von endlichen Graphen,
die unter Minoren abgeschlossen sind.

Satz 1.2.5 (Minorenpriifungssatz von Robertson & Seymour). Zu jedem
Graphen H gibt es einen O(n3)-Algorithmus, womit man erkennen kann, ob
ein Graph G einen H-Minor hat.

Bemerkung. Inzwischen gibt es auch Algorithmen, die dieses Problem
in O(n log(n)) 16sen.

Korollar 1.2.6 (Zugehorigkeitspriifungssatz von Robertson & Seymour).
Zu jeder unter Minoren abgeschlossenen Klasse G von Graphen gibt es einen O(n?)-
Algorithmus, womit man erkennen kann, ob ein Graph G in G liegt.

Dieser Satz erscheint auf den ersten Blick sehr méchtig. Allerdings hat
er auch einige Probleme: Die Laufzeit des Algorithmus ist von der Klasse
der ausgeschlossenen Minoren abhéngig. Diese Klasse kann:

e sehr groB sein, z.B. fir <1 — apex (PLANAR) hat die Klasse mehr
als 1000 Elemente (und ist unbekannt);

e unbekannt sein.

Beispiel 1.2.7. Ein Graph G heif3t knotenfrei einbettbar, falls es eine Ein-
bettung von G in R3 gibt, sodass kein Kreis von G ein geknotetes Bild hat.
Wir haben keine Ahnung, wie viele ausgeschlossene Minoren es gibt.

Der Zugehorigkeitssatz gibt uns also nur die Existenz eines schnellen Al-
gorithmus, aber er gibt uns keine Moglichkeit, einen Algorithmus zu finden,
oder festzustellen, ob ein Algorithmus korrekt ist. Um herauszufinden, ob ei-
ne Klasse von ausgeschlossenen Minoren korrekt ist, miissten wir namlich un-
tersuchen, ob diese Minoren in der Klasse sind - und genau dafiir brauchten
wir wieder einen schnellen und korrekten Algorithmus...



2 Halsketten und der Gittersatz

2.1 Halsketten

Definition 2.1.1. Eine Menge U von Ecken eines Graphen G heifit 6-
zusammenhéingend, wenn es zu je zwei Teilmengen X, Y C U mit | X| =
|Y| < 0 eine Menge von | X| (ecken-)disjunkte X-Y-Wege in G gibt.

Bemerkung 2.1.2. G ist f-zusammenhingend genau dann, wenn V(G)
in G #-zusammenhéngend ist.

Eine Halskette sieht in etwa so aus: Es gibt Perlen, disjunkte zusam-
menhéngende Graphen, die kreisférmig angeordnet sind. Zwischen je zwei
aufeinanderfolgenden Perlen gibt es eine feste Anzahl an Kanten - mit Aus-
nahme einer Stelle, wo wir auch weniger Kanten haben kénnen. (Dass wir
nur an genau einer Stelle weniger Kanten haben, verringert die Anzahl der
Wege entlang der Kette fiir alle Paare von Perlen gleichmifig.) Innerhalb der
Perlen gibt es jeweils disjunkte Wege, die die jeweils ein Paar von ein- und
ausgehenden Kanten verbinden. An der schmalen Stelle fordert man dann
entsprechend weniger solcher disjunkter Wege. Innerhalb der Halskette gibt
es Ecken, die mit Nachbarn in allen Perlen haben.

Definition 2.1.3. Sei G ein Graph und sei N = (B, M, Z), wobei B eine
Folge (B; : i € Zy,) von disjunkten Teilmengen von V(G), M eine Folge (M; :
i € Zy,) von Teilmengen von E(G) und Z eine Teilmenge von V(G) ist. Die
Linksverbindungsfolge von N ist X = (X; := B, NV (M;_1) : i € Zy) und
die Rechtsverbindungsfolge von N ist Y = (Y; := BNV (M;) : i € Zy,). N
heift (¢, s, z,n)-Halskette, falls:

N1) Die B; sind voneinander und von Z disjunkt.

N2) G[B;] ist nicht leer, aber zusammenhéngend fiir i € Z,,.

)
)
N3) Mj,...,M,_1 haben die GréBle t und M,, hat Grofle s.
) Fiir ¢ € Z,, ist M; eine Paarung von Y; nach X;;1.

)

(

(

(
(N4
(N5) Fiir ¢ € Z,, gibt es in B; min(]|X;|, |Y;|)-viele disjunkte X;-Y;-Wege.
(N6) |Z| = z und jedes Element von Z hat Nachbarn in allen B;.

Die B; heiflen Perlen von N, Z heifit die Nabe von N und n heifit die Linge
von N. Eine (6;n)-Halskette ist eine (¢, s, z, n)-Halskette mit t + s + z = 6.

Satz 2.1.4. Sei N = (B, M, Z) eine (0;n)-Halskette in G und U eine Men-
ge, die aus genau einem Element jeder Perle besteht. Dann ist U in G -
zusammenhdngend.



Beweis. Angenommen nicht. Sei N eine (t, s, z, n)-Halskette mit t+s+z = 6.
Seien X, Y C U mit |X| = |Y| < 0, sodass es keine Menge von |X|-vielen
disjunkten X-Y-Wegen in G gibt. Nach dem Satz von Menger gibt es eine
Menge S mit |S| < |X]|, die X von Y in G trennt.

Seiz € X,y € Y,sodass die Perlen B, und By, die x bzw. y enthalten, von S
disjunkt sind. Nun B, # B, da alle Perlen zusammenhéngend sind und §
insbesondere x von y trennt. Es gibt 6 disjunkte B,-B,-Wege (z durch die
Nabe, ¢ in einer Richtung um die Halskette und s in der anderen Richtung)
und einer davon muss S vermeiden. Widerspruch. O

In diesem Kapitel werden wir eine Art Riickrichtung dieses Satzes zeigen:

Satz 2.1.5 (Der Halskettensatz von Geelen und Joeris, 2016). Fiir 6,n € N
mitn > 2 gibt es einm € N, sodass jeder Graph G, der eine 0-zusammenhdngende
Menge U der Grifie m enthilt, auch eine (0;n)-Halskette enthilt, in der jede
Perle U trifft.

Beweis. Spéter. 0

Wir kénnen benachbarte Perlen einer gréfleren Halskette zu grofleren
Perlen kontrahieren, ohne dass Eigenschaften der Halskette verloren gehen
(abgesehen von der Linge). Dies kann hilfreich sein, um sicherzustellen, dass
beispielsweise in Satz jede Perle der Halskette U trifft.

Definition 2.1.6. Sei N = (B, M, Z) eine (t, s, z, m)-Halskette. Sei 0 =
ag < a1 < --- < ay, =m. Dann ist

a;
N-(a1,...;an1) = (( | Bj:i€Zn),( My :i€Zy),2)
Jj=ai—1+1

eine (t, s, z,n)-Halskette, die wir Kontraktion von N zwischen aq,...,a,—1
nennen.

Definition 2.1.7. Sei N = (B, M, Z) eine (t, s, z,n)-Halskette. Die Umkeh-
rung von N ist die (¢, s, z, n)-Halskette

((Bugi—i 11 € Zy), (Mp—; : i € L), Z).

Definition 2.1.8. Eine Halskette N trdgt eine Halskette N’, falls jede Perle
von N’ eine Perle von N enthilt. Eine Menge U trigt eine Halskette NN, falls
jede Perle von N die Menge U trifft.

Bemerkung. Tragen ist eine transitive Relation.

Nun beginnen wir mit dem Beweis des Halskettensatzes[2.1.5] Wir zeigen
zunéchst, dass es bei grofle Baumweite eine grofle hochzusammenhangende
Teilmenge gibt. Zudem zeigen wir, dass man aus einer Halskette ein Gitter
bauen kann. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber 6.



2.2 Der Induktionsanfang

Eine (1,n)-Halskette ist entweder ein Stern mit n Bléittern in U oder ein
Kamm mit n Zinken in U. Der Induktionsanfang ist also ein endlicher Stern-
Kamm-Satz. Die Beweisidee ist in etwa: Wir bauen einen Baum ausgehend
von einer Wurzel. Dabei versuchen wir immer in eine Richtung zu gehen, wo
noch viel von U liegt. So hofft man, dass entweder eine grofle Verzweigung
(Stern) oder wenige Verzweigungen (Kamm) vorliegen.

Lemma 2.2.1. Seien I,n € N. Sei G ein zusammenhdingender Graph und
sei U C V(G) mit |U| > zl__ll Sei v € V(G). Dann gibt es in G ei-
ne (0,0,1,n + 1)-Halskette (Stern), die U trdgt, oder eine (1,0,0,1 + 1)-
Halskette (B, M, Z) (Kamm) mit v € Byy1, die U trdgt.

Beweis. Induktion nach [V (G)|.

Induktionsanfang: G = (). Dann gilt U = (), nicht moglich.
Induktionsschritt: Falls | = 0: U ist nicht leer, also finden wir eine (1, 0,0, 1)-
Halskette mit v € By, die U trigt, indem wir By = V(G) wihlen. Falls [ > 0,
gibt es drei Fille:

1. Es gibt eine Komponente K von G — v, die U enthilt.
Sei v’ ein Nachbar von v in K. Wir wenden die IH fiir [,n, K, U und v’
an und fiigen v ggf. in der Perle B;y1 hinzu.

2. Es gibt eine Komponente K von G — v mit ”17:11 < |[KNU|<|U|.
Sei v’ ein Nachbar von v in K. Wir wenden die IH fiir [ —1,n, K,UNK
und v’ an und fiigen G — K ggf. als letzte Perle Byy; = {v} hinzu.

3. Fiir jede Komponente K von G —wv, die U trifft, gilt | KNU| < ";i;l
Dann ist die Anzahl von solchen Komponenten mehr als

nl—l_l / A | _ nt—n .

n—1 n—1 ni=1 -1
Also bilden n+1 von diesen Komponenten die Perlen einer (0,0, 1, n+
1)-Halskette mit Nabe {v}, die U trégt.

O]

Korollar 2.2.2. Seien I,n € N. Sei G einl zusammenhdngender Graph.
Sei N eine (0,0,0,m)-Halskette in G mit ’;—:11 < m. Dann gibt es in G

eine (0,0,1,m + 1)- oder eine (1,0,0,1 + 1)-Halskette, die N trigt.

Beweis. Wir wenden Lemma in dem Graphen an, wo wir alle Perlen
von N kontrahiert haben. ]

Definition 2.2.3. Eine (t, s, z, n)-Halskette heifit aneinandergereiht, falls t >
0.



Lemma 2.2.4. Es gibt eine Funktion f : N> — N, sodass fir 0,l,n € N
mit I,n > 2 es fiir jeden Graphen G, jede 0-zusammenhdingende Menge U
und jede von U getragene (0;m)-Halskette N mit m > f(0,1,n) eine von N
getragene (0,0,0,n + 1)- oder eine (1,0,0,1 + 1)-Halskette gibt.

Beweis. Wir setzen f(0,1,n) :=n und fiir 8 > 0 sei

f@—1,1,n) -1
fO—1,1,n)—1"

f0,l,n):=

Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach 6. Der Induktionsan-
fang 60 = 0 ist klar.

Induktionsschritt: Nach Korollar gibt es eine von N getragene (1,0,0, 1+
1)- oder (0,0,1, f(6 — 1,1,n))-Halskette. Im ersten Fall sind wir fertig. Im
zweiten Fall sei die Halskette (B, M, {v}). Wir wenden dann die IH fiir § —
1,I,n,G — v und (B, M, ) an und fiigen v ggf. am Ende in die Nabe hin-

ein. O
Notation 2.2.5. a > ai,...,ax in einer Aussage bedeutet, dass es eine
Funktion f gibt, sodass das Argument funktionieren wiirde, wenn wir an
dieser Stelle a > f(aq,...,a) schreiben wiirden.

Korollar 2.2.6. Sei G ein Graph und U eine 0-zusammenhdngende Menge
in G mit |U| > 0,1,n. Dann gibt es in G eine von

(i) eine von U getragene (0,0, 0, n)-Halskette;

(ii) eine (1,0,0,1)-Halskette, in der jede Perle mindestens 0 Elemente von U
enthdlt.

Beweis. Aus jeder (1,0, 0, 01)-Halskette konnen wir durch Kontraktion eine
Halskette wie in (ii) bauen. Also reicht |U| > f(6,6l,n) mit f der Funktion
aus Lemma 2.2.41 O

Satz 2.2.7 (Erdos-Szekeres). Sei n € N und sei X eine linear geordnete
Menge. Dann enthilt jede Folge (x1,...,x;) mitl > n von Elementen von X
eine auf- oder absteigende Teilfolge der Linge n.

Lemma 2.2.8. Sein € N. Sei G ein zusammenhdngender Graph. Sei U C
V(G) mit |[U| > m. Sei < eine lineare Ordnung auf U. Dann enthdlt G eine
von

(i) eine (0,0,1,n)-Halskette, die von U getragen wird.

(ii) eine (1,0,0,n)-Halskette (B, M, Z), sodass es eine aufsteigende Fol-
geuy < ug < -+ <up inU gibt mit u; € B;.



Beweis. Mit Lemmal[2.2.1]finden wir eine (0,0, 1, n)- oder (1, 0,0, )-Halskette (B, CM, Z)
mit [ > n, die von U getragen wird. Im ersten Fall sind wir fertig. Im zweiten,
sei vy, ..., v eine Folge in U mit v; € B;. Nach dem Satz von Erdos-Szekeres
gibt es eine auf- oder absteigende Teilfolge u1,...,u,. Indem wir die
Halskette ggf. umdrehen, kénnen wir annehmen, dass die Folge aufsteigend
ist. Also kénnen wir eine passende Kontraktion von dieser Halskette neh-
men. 0

2.3 Lange Spriinge

Definition 2.3.1. Sei N = (B, M, Z) eine Halskette in G. Ein N-Sprung
ist ein |JB U Z-Weg. Ein N-Sprung heifit (i, j)-Sprung, falls die Endecken
in B; bzw. Bj liegen. Ein (4, j)-Sprung heifit lang, falls |i — j| > 1 (modulo
die Lange von N). N heiit langsprunglos, falls es keine langen N-Spriinge
gibt.

Lemma 2.3.2. Sie t,s,z € N. Sei n N und sei m > n. Dann hat je-
de (t,s,z,m)-Halskette N = (B, M,Z) in einem Graphen G oder seine
Umkehrung eine Kontraktion N' der Linge n, sodass eine der folgenden
Optionen gilt:

(i) N’ ist langsprunglos.

(ii) Es gibt zu jedem i € Z,, einen (1,i)-Sprung.
Beweis. Wir nennen eine (¢, s, z,1)-Halskette k-gut, falls fiir i« < k es kei-
nen (i, 7)-Sprung gibt mit j ¢ {¢ — 1,4,7 4+ 1,1}.

Behauptung. Seien n’, k € Nund sei m > n,n/, k. Dann hat jede (¢, s, z, m)-
Halskette M in G eine Kontraktion M’, sodass eine von:

(i) M’ hat Linge > n/ und ist k-gut

(ii) M’ hat Lénge > n und es gibt zu jedem i € Z, einen (1,7)-Sprung
fiir M.

Beweis. Per Induktion nach k. Der Induktionsanfang k£ = 0 ist klar.
Induktionsschritt: Mit der TH finden wir 0.B.d.A. eine (k —1)-gute Kontrak-
tion M" von M mit einer Linge > n, k,n’. Sei

S ={i €Z,:k <iund es gibt einen (k,4)-Sprung fiir M"}.

Falls |S| > n, so finden wir eine Kontraktion von M” wie in (ii). Sonst finden
wir nacheinanderfolgende Elemente 4, 7 von S mit j —¢ > n’/. Also finden wir
eine Kontraktion von M" wie in (i). O
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In der Behauptung setzen wir nun n’ = k = (n + 1)2. 0.B.d.A. ist die
Linge von M’ nun genau n'. Sei

S =1{i €Zy,:i<n' und es gibt einen (i,n') -Sprung fiir M'}.

Falls |S| > n, so finden wir eine Kontraktion der Umkehrung von M’ wie in
(ii). Sonst finden wir eine Kontraktion von M’ wie in (i). O

2.4 Langsprunglose Halsketten

Lemma 2.4.1. Sei P eine Menge von k disjunkten (X —X')-Wegen, Q eine
Menge von k disjunkten (Y' —Y)-Wegen und By, ..., By eine Liste von k

disjunkten zusammenhdngenden Mengen, die alle Wege von P und Q treffen.
Dann gibt es in H=JPuUlyQU Ule G[B;] k disjunkte (X —Y)-Wege.

Beweis. Angenommen. Nach dem Satz von Menger gibt es in H einen (X, Y')-
Trenner S der Grofle < k. Dann gibt es P € Pund Q € Q und i < k
mit SN(PUQUB;) = 0, und es gibt einen X —Y-Weg in |JPU|J QUG[B].
Widerspruch. O

Lemma 2.4.2. Sei N = (B,{0},0) eine (0,0, n)-Halskette ohne lange Spriinge

oder (1,n)-Spriinge, aber sodass es k disjunkte (B1—B,,)-Wege gibt. Sei P, . ..
eine Folge von k disjunkten (By — By,)-Wegen, die so wenig Kanten aufer-
halb Ule G[B;] wie mdglich benutzt. Seil < i < kund1 <a <b<n
mit b > a+ k — 1. Dann kommt kein Element von By vor einem Element
von B, auf P;.

Beweis. Angenommen schon. O.B.d.A. gilt ¢ = k. Sei x € P, N B, und y €
P, N By mit y vor = auf Pg. Sei e eine Kante von yPyx, die in keinem G[B;]
liegt. Sei P ={P1,...,Px_1,Pry} und Q@ = {Py,..., Py_1,2P;}. Nach Lem-
ma/2.4.1|gibt es k disjunkte Wege von By nach By, in (Ule P U Ule G[BZ-]) —
e, was der Minimalitdt von P, ..., P, widerspricht.

Lemma 2.4.3. Sei N = (B,{0},0) eine (0,0,0, (n—1)(k—1)+1)-Halskette
ohne lange Spriinge oder (1,(n — 1)(k — 1) + 1)-Spriinge, aber sodass es k
disjunkte (B1 — B(n—_1)(k—1)+1)- Wege gibt. Dann gibt es eine von N getrage-
ne (k,0,0,n)-Halskette N' = (B', M', (), sodass:

(i) Bii—1)k-1)+1 € Bj,
(i) Fir (j —1)(k—1)+1 <z < j(k—1) + 1 trifft B, nur Perlen B,
mity € {j,7 +1}.
Beweis. Sei Py, ..., Py eine Folge von k disjunkten (B1 — B(p_1)(k—1)41)-

Wegen, die so wenig Kanten auflerhalb von Ugi{lxk*l) G[B;] wie moglich
enthalten. Fiir 1 <4 < kund 1 < j < n sei z;; der erste Punkte von P;

11
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in B(j—l)(k—1)+1- Firl <j < n sei B; = B(j—l)(k—1)+1 U Ule l’i}jP/L':i‘i’j+1
(also Teilstiick von P; bis z; j+1, aber ohne diesen Knoten). Nach Lemma
sind die B’ disjunkt und sie bilden die Perlen der gewiinschten Hals-
kette. O

Satz 2.4.4. Sein € N. Seien t,s,z2 € N. Sei n’ = n+2(s—1). Sei N
eine langsprunglose (t, s, z, 2t(n' — 1))-Halskette in G, sodass es zwischen je
zwei Perlen t + s + z + 1 disjunkte Wege gibt. Dann gibt es eine von N
getragene (t + 1,s,z,n)- oder (t,s + 1, z,n)-Halskette.

Beweis. Seia:=s+2und b:= a+t(n’—1). Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen,
dass z = 0 gilt, in dem wir ggf. die Nabe von N 16schen. Sei N := (B, M, 0).
Da N langsprunglos ist, gibt es eine Separation (A, B) mit AN B = B, U By,
Bi,U---UB, C A, B,U---UBy C Bund ByU- - 'UBQt(n’—l) C A. Sei Py eine
Menge von s + t + 1 disjunkten (B, — Bp)-Wegen in G. Wir unterscheiden
zwei Fille:

1. t+ 1 Elemente von Py liegen in B.
Sei N := (B, {0}, 0) die (0,0,0,b—a+ 1)-Halskette in G[B] mit B :=
Bjiq—1. Nach Lemma gibt es eine (¢t +1,0,0,n’)-Halskette N” =
(B",{0},0), die von N’ getragen wird, sodass:

(1) B(;_1)e41 € By,
(ii) Fir (j — 1)t +1 < 2 < jt + 1 trifft B, nur Perlen By mit y €
{j,J +1}.
Sei BY' = -, B} U Ua+(s+1)t B,. Sei P eine Menge von s disjunk-
ten (Y{" — Y”) Wege in |J5_, B} und Q eine Menge von s disjunk-
ten (X1 —Y{q4(s4+1)1))-Wegen in UCLJr (s+1)t B;. Nach Lemmaglbt es

in G[B"] eine Menge von s disjunkten (X;—Y/")-Wegen. Ahnlicherweise
gibt es eine Menge von s disjunkten (X7, , | —Y5y(/—1))-Wegen in B} =

U;LI nis1Bj U Uft :JITIL 4 s_1); Bi- Dann nehmen wir die Halskette:
((B”/ s+17"'7 n+572735/)7(M57~- n+s 27M2t( ))7®)

2. s+1 Elemente von Py liegen in A.

Falls s = t, so konnen wir dasselbe Argument anwenden mit A und B
vertauscht. Also angenommen s + 1 < ¢. Sei P eine Menge von s + 1
disjunkten (B,—1 — Bpy1)-Wegen in G\ B. Sei Q eine Menge von s+ 1
disjunkten (X1 — Y,—1)-Wegen in G \ B. Sei Q' eine Menge von s + 1
disjunkten (Xpy1 — Yp4s5)-Wegen in G\ B. Nach Lemma fiir P, Q
und By,...,Bsy1 gibt es eine Menge P’ von s + 1 disjunkten (B, —
Y,—1)-Wegen in G\ B. Nach Lemma[2.4.1|fiir P/, Q' und By1, - - ., Borst1
gibt es eine Menge P” von s + 1 disjunkten (X1 — Y,—1)-Wegen
in G\ B. Also bilden B,,...B,U|JP” die Perlen einer (¢,s+ 1,0, m)-
Halskette mit m > n.
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2.5 Viele lange Spriinge

Lemma 2.5.1. Sei G ein Graph und seien t,s,z,n € N mit s > 0. Sei N
eine (t,s,z,m)-Halskette mit m > n, sodass es fir i < m einen (1,1)-
Sprung gibt. Dann gibt es in G eine von N getragene (t + 1,5 — 1,2,n)-
oder (t,s — 1,z + 1,n)-Halskette.

Beweis. Sie P eine Menge von s disjunkten (X7 — Y7)-Wegen in B; Sei Q;
ein (1,7)-Sprung und sei v; die Endecke von @; in B;. Wir konnen @Q;
durch B; zu einem Weg Q) erweitert, der genau einen Weg aus P trifft.
Also gibt es P € P, sodass S := {i € Zy, : Q; NP # 0} M Elemente hat
mit M > n. Sei H := PUJ;cq@; und sei U = {v; : i € S} als linear
geordnete Menge betrachtet mit v; < v; falls ¢ < j. Nach Lemma gibt
es in H eine (1,0,0,n)- oder (0,0, 1, n)-Halskette (B', M’, Z') und eine auf-
steigende Folge 1 < -+ < xp, in S mit v,, € B.

Indem wir die erste Perle aus N 1oschen und die Wege in P \ {P} in der
zweiten hinzufiigen, finden wir eine von H \ U disjunkte (t,s — 1,z,m — 1)-
Halskette. Wir nehmen eine Kontraktion (8", M", Z) davon mit v,, € By .
Dann ist die gewiinschte Halskette

((BiU B Yiez,,, (M] UM/ )icz,, Z U Z').
0

Korollar 2.5.2. Sei G ein Graph und seien 8,n € N. Sei m > n. Sei N ein
(0; m)-Halskette in G. Dann gibt es eine von N getragene (6';n)-Halskette
in G mit 6 > 60 und langsprunglos falls 6 = 6.

Beweis. Direkt aus Lemma [2.3.2] und Lemma 2.5.11 O

Korollar 2.5.3. Sei G ein Graph und seien 0,n € N. Sei m > 0,n.Sei N
eine aneinandergereihte (0; m)-Halskette in G, sodass es zwischen je zwei
Perlen von N mindestens 0+1 disjunkte Wege gibt. Dann gibt es eine von N
getragene aneinandergereihte (0 + 1;n)-Halskette in G.

Beweis. Direkt aus Satz 2.4.4] und Korollar 2.5.2 O

Der Halskettensatz folgt nun aus Korollar und Korollar

2.6 Der Gittersatz

Satz 2.6.1. Seien 0,n € N und sei G ein Graph von Baumweite > n+6—1.
Dann gibt es in G eine 0-zusammenhdngende Menge der Grifie n.

13



Beweis. Sei (A, B) eine maximale Separation der Ordnung < n in G, so-
dass G[B] keine Baumzerlegung mit Weite < n+ 6 — 2 enthélt, sodass AN B
in einem Teil enthalten ist. (Es gibt solche Separationen, z.B. (0, V(G)).)
Dann gilt |A N B| = n, da sonst fiir ein beliebiges Element v von B \ A
auch (AU {v}, B) die Bedingung erfiillen, was der Maximalitit von (A, B)
widerspricht.

Wir beweisen nun, dass AN B sogar in G[B] #-zusammenhéngend ist.
Angenommen nicht. Dann gibt es Teilmengen X,Y von AN B mit | X| =
Y| < 60, sodass es in G[B] keine Menge von | X| disjunkten (X — Y')-Wegen
gibt. Nach dem Satz von Menger gibt es eine Separation (C, D) von G|[B]
mit X CC,Y C Dund [CND| < |X].

Wir betrachten die Separation (A’,B’) = (AU C,D) > (A, B). Der
Trenner dazu ist (AND)U(CND), was eine Teilmenge von (ANB)\ XU(CND)
ist. Also ist die Ordnung nicht mehr als n — | X| + |C' N D| < n. Also gibt
es eine Baumzerlegung (7”,)’) von G[D] mit Weite < n + 6 — 2, sodass
dieser Trenner in einem Teil V), enthalten ist. Ahnlicherweise gibt es eine
Baumzerlegung (7", V") von G[C] mit Weite < n+6—2, sodass (AUD)NC

in einem Teil t'// enthalten ist. Dann ist

(T"UT" U {to}, V' UV" U {(to, (AN B)U (C N D))})

eine Baumzerlegung von G|[B], die die Bedingung doch erfiillt. Widerspruch.
O

Lemma 2.6.2. Sein € N und sei G ein Graph, der eine (0;m)-Halskette
enthdlt mit m > 0 > n. Dann hat G einen n X n-Gitter-Minor.

Beweis. Sei N = (B, M, Z) eine (t, s, z, m)-Halskette mit ¢ + s + z = 6.

1. z>n?.
Indem wir 2n(n—1) von den Perlen kontrahieren, kriegen wir einen K2 oy, —1)-
Dieser enthélt eine Unterteilung von dem n x n-Gitter.
2. t>n (genauert > %}
Sei P die Menge von t disjunkten (B; — B,,)-Wegen, die uns die Hals-
kette N liefert. Fir 1 < ¢ < m sei GG; der Graph auf P mit einer
Kante von P nach P, falls es in G[B;] einen P — P’-Weg gibt, der kei-

nen anderen Weg aus P trifft. Jedes G; ist zusammenhéngend (da die
Graphen G[B;] zusammenhéngend sind). Es gibt nicht mehr als 2t<t; =

Mbglichkeiten fiir G, also gibt es 1 < iy < -+ <'ip(,—1) < m und einen
Graph G’ auf P mit G;; = G’ fiir j < n(n — 1). Nach Lemma
gibt es in G’ eine Folge P, ..., P,, sodass es fiir 1 < k < n einen Weg
in G’ von Py nach Py, gibt, der durch keinen anderes P, verliuft.
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Firl <z <nund1 <y < nseilQuy ein (Py—Py41)-Wegin G[B
der kein anderes P, trifft. Dann enthélt

i(z—l)n+y]’

n n n—1
UruvlU U Qw
=1 z=1y=1

einen (n x n)-Gitter-Minor.
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3 Der Kreuzsatz und Graphenwiedergaben

3.1 (C-Kreuze und Dreibeine

Definition 3.1.1. Sei C' ein Kreis in einem Graphen G. Zwei disjunkte
Wege Pp, P bilden ein C-Kreuz, wenn C U Py U Py ein TK*? ist. Gibt es
kein C-Kreuz, so nennen wir G C-Kreuz-frei.

Definition 3.1.2. Sei C ein Kreis in GG. Dann heifit G C-reduziert, falls es
keine Separation (A4, B) von G gibt mit [ANB| <3, C C Aund B\ A # 0.

Definition 3.1.3. Ein © in einem Graphen G besteht aus drei (v — w)-
Wegen fiir Ecken v und w, die sich nur in ihren Endecken treffen. Sei C' ein
Kreis in G. Ein C-Dreibein T in G ist ein O, sodass es drei disjunkte (7'—C')-
Wege gibt, die in internen Ecken von verschiedenen Wegen von T anfangen.

Definition 3.1.4. Sei G ein Graph und seien E, F C V(G). Fiir I C E ist
eine Verbindung von I nach F aus E eine Menge von disjunkten (E — F')-
Wegen, deren Menge von Anfangsecken I ist. I heifit F-verbindbar aus E,
falls es eine Verbindung von I nach F' aus E gibt.

Lemma 3.1.5. Sei G ein Graph und seien E,F C V(G). Seien I,J C
E; Die F-verbindbar aus E sind mit |J| > |I|. Dann gibt es i € J\ I,
sodass I U {i} F-verbindbar aus E ist.

Beweis. Angenommen nicht. Indem wir (E'\ (I UJ)) aus G 16schen, kénnen
wir annehmen, dass £ = I U J gilt. Wir kénnen auch o0.B.d.A. anneh-
men, dass £ N F = (. Sei P eine Verbindung von I nach F aus E. Nach
dem Satz von Menger gibt es fiir jedes i € J \ I eine Separation (A;, B;)
von G[(V(G)\ E)UTU{i}] mit ITU{i} C A;, F C B; und |A; N B;| < |I],
sodass A; N B; aus einer Ecke von jedem Weg in P besteht.

Sei A = ;e s 4i und B = ;¢\ ; Bi- Dann gilt AU B = V(G). Es
gilt AN B C Uiep (4N B;) € UP. Wir zeigen nun, dass AN B nur
ein Element jedes Weges aus P enthalten kann. Sei P € P und sei a €
ANBNV(P). Dann gibt es ein ¢ € J \ I mit o € A; N B;. Dann ist P& C
A;\ B; C A\ B, also liegt keine Ecke vor o auf P in AN B (Denn das gilt fiir
alle solche Ecken «, also insbesondere die letzte, die in AN B NV (P) liegt,
also kann es nur diese eine geben). Also gilt [PNANB| < 1 fiir jeden solchen
Weg, und das heiit |A N B| < |P| = |I| < |J|, was der F-Verbindbarkeit
von J widerspricht. O

Lemma 3.1.6. Sei C ein Kreis in einem Graphen G, der C-Kreuz-frei
und C-reduziert ist. Dann ¢ibt es kein C-Dreibein in G.

Beweis. Angenommen schon, und sei T ein C-Dreibein in G. Da G C-
reduziert ist, gibt es nach dem Satz von Menger eine Menge J von vier
Ecken in T'; die C-verbindbar aus 7' ist. Nach Definition gibt es eine
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Menge I von drei internen Ecken, die jeweils aus den drei verschiedenen
Wegen von 7" kommen, die C-verbindbar aus 7" ist. Nach Lemma gibt
es i € J\ I, sodass es eine Verbindung P von I U {i} nach C aus T gibt.
Dann enthiilt TUJ P ein C-Kreuz (siehe Ubung). Widerspruch. O

3.2 Der Kreuzsatz

Definition 3.2.1. Sei H ein Teilgraph eines Graphen G. Eine H -Briicke ist
ein Teilgraph von einer der folgenden zwei Typen:

1. Eine Kante in F(G) \ E(H) mit beiden Endecken in H.

2. Eine Zusammenhangskomponente K von G \ H, zusammen mit allen
Kanten von K nach H.

Die Ecken von H in der Briicke heiflen Ffe der Briicke.

Lemma 3.2.2. Sei G ein Graph und sei C ein Kreis in G, sodass G C'-
reduziert ist, aber G # C. Dann gibt es einen nicht-trivialen C-Weg P in G,
sodass jede Briicke von C'U P einen Fuff in C'\ P hat.

Beweis. Da G C-reduziert ist und G # C, gibt es einen nicht-trivialen C-
Weg in G. Sei |G| = n. Fiir einen C-Weg P nennen wir eine (CUP)-Briicke B
schlecht, falls jeder Ful von B auf P liegt. Fiir ¢ < n, sei b;(P) die Anzahl
von schlechten (C'U P)-Briicken mit ¢ internen Ecken. Sei g(P) die Anzahl
von Ecken in G\ (C'U P), die in nicht-schlechten Briicken liegen. Sei f(P)
die Folge g(P),b,(P),...,bo(P). Sei P ein C-Weg, sodass die Folge f(P)
lexikographisch maximal ist. Angenommen, P ist nicht solch ein gewiinschter
Weg. Dann gibt es eine schlechte (C' U P)-Briicke B. Wahle eine solche
Briicke B mit minimal vielen inneren Ecken. Seien x, y die ersten und letzten
Fiie von B auf P, sei @ ein (x — y)-Weg in B und sei P’ = PxQyP.

Da G C-reduziert ist, gibt es eine weitere Briicke B’ mit einem Fuf
zwischen = und y auf P (Betrachte (V(zPy)UB, {z,y}U(V(G)\ (V(xPy)U
B))). Bemerke, dass (C' U P)-Briicken verschieden von B, die keinen Fuf}
im Inneren von xPy haben, auch (C'U P’)-Briicken sind. Da g(P’) < g(P),
ist B’ schlecht. Sei B” die (C U P’)-Briicke, die B’ enthilt und sei i die
Anzahl von inneren Ecken von B”. Dann gilt b;(P’) > b;(P), aber b;(P") >
bj(P)DasBrauaerei fir j > i. Also gilt f(P') > f(P), was der Maximalitét
von f(P) widerspricht. O

Bemerkung 3.2.3. Hier ist ein Fehler in der Nummerierung des Original-
skripts - daher dieser Platzhalter.

Satz 3.2.4 (Der Kreuzsatz). Sei G ein Graph und C ein Kreis in G, so-
dass G C-reduziert und C-Kreuz-frei ist. Dann ist G auf so eine Art und
Weise plittbar, dass C den dufleren Kreis bildet.
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Beweis. Induktion nach |V (G)|+ |E(G)|.
Induktionsanfang: G = C.
Induktionsschritt: Nach Lemma gibt es einen C-Weg P, sodass je-
de (C'U P)- Briicke einen Fufl in C'\ P hat. Seien P; und P, die 2 Teilwege
von C, die die Endecken von P verbinden. Sei C'y := PUP; und C5 := PUP.
Sei G; die Vereinigung von C; mit allen (C' U P)-Briicken in G, die einen
Fuff auf P; \ P haben. Es gibt keine (C U P)-Briicke mit Fiilen in P, \ P
und P, \ P, da G C-Kreuz-frei ist. Also gilt Gi N G2 = P und G1 UGy = G.
Wir zeigen nun, dass G Cj-reduziert und Ci-Kreuz-frei ist. Gébe es
eine Separation (A, B) von G; mit [ANB| <3, C;y € Aund B\ A # 0,
so wire (AUV (G2), B) eine Separation von G, die bezeugen wiirde, dass G
nicht C-reduziert ist. Also ist G Ci-reduziert.
Angenommen nun es gibt ein C1-Kreuz P’, P” in G;. Wir wihlen P’
und P” so, dass die Anzahl k von Endecken von P’ und P”, die auf P
liegen, minimal ist. Wir machen eine Fallunterscheidung:

1. k = 4: Die (C U P)-Briicke, die P’ enthilt, hat einen Fufl z, der
auf Py \ P liegt. Also enthélt diese Briicke einen z — (P’ U P")-Weg Q).
Dann enthilt Q U P’ U P” ein C-Kreuz mit nur 3 Endecken auf P.
Widerspruch.

2. k < 2: Wir argumentieren fiir k = 2, da die anderne Fille analog
folgen. Jeweils eine Endecke von P’ und P” sind auf P, da die En-
decken in der zyklischen Ordnung auf C abwechselt auftauchen. Nun
fligen wir an die jeweiligen Endecken, den kiirzesten Teilweg von P
nach C hinzu. Dies bezeugt, dass P U P’ U P” ein C-Kreuz enthélt.
Widerspruch.

3. k = 3: Seien 0.B.d.A. die Endecken s und ¢t von P’ auf P. Die (C'U P)-
Briicke B, die P’ enthilt, hat einen Fufl x auf P; \ P. Also enthélt B
einen (P’ —C)-Weg Q. Falls Q von P” disjunkt ist, enthilt P'UP"UQ
ein C1-Kreuz mit nur zwei Endecken auf P. Widerspruch. Also ist )
nicht disjunkt von P”. Sei y die erste Ecke von @Q auf P”. Sei z die
Endecke von @) auf P’ und v die Endecke von P” auf P. Dann bilden
die drei (v — 2)-Wege vPsP’'z, vPtP’'z und vP"yQz ein C-Dreibein
in G, was Lemma widerspricht.

Also ist G tatsdchlich Ci-Kreuz-frei. Nach der Induktionshypothese
gibt es eine Einbettung von G; in der Ebene mit C; als duflerem Kreis.
Ahnlicherweise gibt es eine Einbettung von Gs in der Ebene mit Cy als
duBerem Kreis. Wir kénnen nun diese beiden Einbettungen kombinieren,
um die gewiinschte Einbettung von G in der Ebene zu finden. O
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3.3 Graphwiedergaben

Definition 3.3.1. Ein Gemdlde in einer Fléche % ist eine Menge I' von
endlich vielen topologischen abgeschlossenen Scheiben in Y, sodass fiir ¢ €
I' die Menge ¢ = ¢ N Uc'er\ {} ¢ nicht mehr als drei Elemente hat. Wir
schreiben N(I') fiir | cp €. Die Elemente von I' heiflen Zellen.

Definition 3.3.2. Sei GG ein Graph und sei §2 eine zyklisch geordnete Menge
von Ecken in G. Eine Q-Wiedergabe von G ist ein Tripel (T, o, 7), wobei

e ' ein Gemiilde in der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe A ist,
e o jeder Zelle ¢ in T' eine Teilmenge o(c) von V(G) zuordnet,
o 7: N(I') = V(G) injektiv ist,

sodass

entspricht.

Jeder Kreis C' von G induziert eine zyklische Ordnung auf seiner Ecken-
menge, also gibt es einen entsprechenden Begriff von C-Wiedergabe.

Satz 3.3.3. Sei G ein Graph und sei C ein Kreis in G. Dann ist G genau
dann C-Kreuz-frei, wenn es eine C-Wiedergabe von G ¢ibt.

Beweis. <= : Angenommen, es gibt ein C-Kreuz Py, P> in G. Jedes F;
besteht aus Teilwegen in Teilgraphen G[o(c)] fiir ¢ € T'. Bemerke, dass ein
¢ nur maximal einen der P; schneidet, da es nur drei Ecken im Rand von ¢
gibt. Vereinigungen von entsprechenden Bogen in den Zellen ¢ ergeben zwei
Bogen @)1 und Q2 in A, sodass JA U Q1 U Q2 eine topologische Einbettung
vom K* ist. Dieser, zusammen mit vier Bégen von einem Punkt 2 auerhalb
von A bildet eine Einbettung von K® in der Ebene. Widerspruch.
= : Per Induktion nach |V (G)|.

1. G ist C-reduziert.
Es gibt nach dem Kreuzsatz eine Einbettung von G in A, sodass
nur die Ecken von C' auf A liegen, und zwar in derselben zyklischen
Reihenfolge.

Nun bauen wir daraus eine C-Wiedergabe, in dem wir das Bild jeder
Kante e zu einer Kreisscheibe c. aufdicken, sodass c. keine weiteren
Ecken von G enthélt und die ¢, einander nur in Ecken treffen. v/
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2. Es gibt eine < 3-Separation (A, B) mit C C A und B\ A # (.

Sei (A, B) eine maximale solche Separation. Dann gibt es nach dem
Satz von Menger Wege von z zu allen Ecken von A N B, die sich nur
in z treffen, fiir ein 2 € B\ A. Sei G’ = G[A] U KA"B. Aus einem C-
Kreuz in G’ kénnten wir ein C-Kreuz in G bauen, indem wir ggf. eine
Kante oder zwei Kanten des Kreuzes durch einen Weg in B iiber x
ersetzen. G’ ist also auch C-Kreuz-frei. Nach der Induktionshypothese
gibt es eine C-Wiedergabe (T, o, ) von G'.

2.1 Es gibt ¢ € T' mit AN B C o(c). Dann kénnen wir eine C-
Wiedergabe (I, 0’, 7") von G bauen, in dem wir o(c) durch seine Ver-
einigung mit B ersetzen. v’

2.2 Es gibt kein solches c. Dann |ANB| = 3, da jede Kante und jede
Ecke in einem o (c) vorkommen nach [[WI)] Fiir i # j in ANB, sei ¢;; €
I' mit i, j € o(c;j). Bemerke, dass diese fiir die drei verschiedenen Paare
unterschiedlich sind, da wir ansonsten in Fall 2.1 sind. Dann 4,5 €
cij N Upervie o(¢) = 7lci;]. Sei also AN B = n[{p,q,r}]. Es gibt
Boégen P,, von p nach ¢, Py von ¢ nach r und P, von r nach p,
die I und einander nur in ihren Endecken treffen und sodass ¢y, - die
abgeschlossene Kreisscheibe in A mit Rand P,y U Py U Py, - die drei
cij enthélt. Sei IV = {c €T : ¢ L cpgr} U{cpgr}. Fiir c € IV, setze

U/(C) = {B U U{CIEF : C,gcpq‘r-} O'(C,) 7f]._iI' c = Cpqr '

o(c) , sonst

Es gilt N(I'") € N(T), daher setze ' := 7 | N(I''). Dann ist (I, o/, ')
eine C-Wiedergabe von G. v/

O]

3.4 Flache Teilgraphen

Lemma 3.4.1. Sei G ein Graph, sei C ein Kreis in G und sei (I',o,7)
eine C-Wiedergabe von G. Sei H ein Teilgraph von G und D ein Kreis
in H, sodass H\ D zusammenhdngend ist. Seien (F;);c(s) vier disjunkte ((H\
D) —C)-Wege in G, sodass P,N D # (. Dann gibt es eine Separation (A, B)
von G, sodass

1. ANBC D;
2. V(H) C B;
3. V(C) C A;

4. Es gibt eine (ANB)-Wiedergabe von G[B], wobei die zyklische Ordnung
auf AN B von D induziert ist.
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Beweis. Die P; bezeugen, dass D in keinem o(c) enthalten ist. Also ist D
eine Vereinigung von 7[N(I")]-Wegen Q1,...,Qn. Fir i <n gibt es ¢; € T’
mit Q; C o(¢;). Seien die Endecken von @Q; x; und y; und sei X; ein (z; —y;)-
Bogen in dc;, der kein anderes Element von N (T") enthélt. Sei X := [ J;" | X;.
Also ist X topologisch ein Kreis. Sei A’ die abgeschlossene Kreisscheibe in A
mit Rand X. Wir setzen

A= | o(@u@ErNT)ND) mdB:= |J o(uUV(D).
cel, cgZ A’ cel’, cCA/

Dann sind 1. und 3. klar.

Behauptung: Jedes P; trifft AN B.

Beweis: Sei w die erste Ecke von P; auf D und v der Vorgénger von w auf F;.
Angenommen, P; trifft A N B nicht. Sei ¢ € I' mit v,w € ¢. (H\ D)U Pv
ist zusammenhéngend und liegt wegen der P; in keinem o(c’), also enthélt
es eine Ecke in 7[¢]. Ein anderes Element liegt auf wP;, und zwei weitere
in D (und deshalb in AN B). Also enthélt 7[¢] mindestens vier Ecken. Wi-
derspruch zur Definition von 7(¢). v/

Angenommen nun, 2. gilt nicht. Also gilt V(H \ D) C A. Sei v; die erste
Ecke von P; in AN B, x; die Endecke in H \ D und y; die Endecke auf C.
0O.B.d.A. liegen die y; in der zyklischen Reihenfolge y1,...,y4 auf C. Sei @
ein (x9 —x4)-Weg in H\ D. Sei ¢ eine Kreisscheibe mit ¢ C A" und §eNdA’ =
{7~ (v1), 71 (v3)}. Dann gibt es eine C-Wiedergabe (I",0’,7') von G =
G[A] +vivg mit IV = {c € T : ¢ € A’} U{c}, aber y1PivivsPsys
und yo PyxoQx4 Pyys bilden in G ein C-Kreuz.

Also gilt 2., und wir miissen nur noch 4. beweisen. Fiir i € [n] mit ¢; € A’
sei ¢, C ¢; eine abgeschlossene Kreisscheibe mit d¢, N de; = d¢; N X = X;.
Sei A” die abgeschlossene Kreisscheibe A" U Ug;eqy) - G E A} . Fir i € [n]
mit ¢; C A’ sei ¢ C ¢; eine abgeschlossene Kreisscheibe mit d¢] N dc; = Y;
wobel X; UY; = d¢; mit X; NY; = {ay,y;} ist. Fiir ¢ € [n] mit ¢; € A’
sei ¢/ C ¢ eine abgeschlossene Kreisscheibe mit d¢ Ndc; = X;. Dann gibt es
eine (AN B)-Wiedergabe (I, 0", ") von G[B] in A" mit I = {c €T : ¢ C
Ale# et Uud{d : ien]}. O

4 Der Flache-Maschen-Satz

4.1 Flache Maschen

Definition 4.1.1. Eine r x s-Masche in einem Graphen G ist ein kantenmi-

nimaler 7 x s-Gitter-Minor, sodass die Verzweigungsmengen der Ecken (1,1), (1, s), (r, 1)
und (r, s) des Gitters Singeltons sind. (Aus der Kantenminimalitét folgt, dass

die Verzweigungsmengen Béume sind.)
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In einem r x s-Gitter H, s sind die senkrechten Wege die Wege (); mit
Eckenmengen {i} x [1, s] und die waagerechten Wege die Wege P; mit Ecken-
mengen [1,r] x {j}.

In einer r x s-Masche M mit Verzweigungsmengen X;;, nehmen wir
als Py bzw. P, die eindeutigen Wege von X 1 nach X1, durch die X ; bzw.
von X1 nach X, durch die X ;.

Als senkrechten Weg Q; nehmen wir den (P — Ps)-Weg durch die Xj ;
mit 1 < j < s. Als waagerechten Weg P;, nehmen wir den (Q1 — Q,)-Weg
durch die X;; mit 1 < j < r. Bemerke, dass P; und Ps wohldefiniert sind.

Eine Masche M’ heifit Teilmasche von M, falls die senkrechten bzw.
waagrechten Wege von M’ Teilwege der senkrechten bzw. waagrechten Wege
von M sind.

Der &duflere Kreis einer solchen Masche M ist P, U P; U Q1 U Q,. Eine
r-Masche ist eine r x r-Masche.

Bemerkung 4.1.2. Verzweigungsmengen in Maschen sind Teilmengen von
einem P; und einem @);.

Definition 4.1.3. Eine Masche greift einen K*-Minor, falls es fiir jede Ver-
zweigungsmenge X dieses Minors verschiedene 41,...,7; und ji,...,J: gibt
mit P;, N Qj, € X fiir alle [ < ¢.

Definition 4.1.4. Sei D der duflere Kreis einer Masche M. M heif3t flach
in G, falls es eine Separation (A, B) gibt mit ANB C V(D) und M C G[B],
sodass es eine AN B-Wiedergabe von G[B] gibt, wobei die zyklische Ordnung
auf AN B von D induziert ist, und sodass jede Verzweigungsmenge von M,
die D trifft, auch A N B trifft.

Satz 4.1.5 (Der Flache-Maschen-Satz). Seien r,t € N und sei T > t. Sei G
ein Graph und sei M eine R-Masche in G mit R > r,t. Dann gibt es eins
von:

o Einen von M gegriffenen K'-Minor;

e FEine Menge A C V(G) mit |A| < T und eine r-Teilmasche M’ von M,
die von A disjunkt und in G \ A flach ist.

4.2 Disjunkte lange Spriinge

Definition 4.2.1. Sei G ein Graph, M ein Teilgraph von G und R eine re-
flexive symmetrische Relation auf V (M). Disjunkte M-Wege P, ..., Py sind
R-halbverstreut, falls wir die Endecken von P; als z;,1y; so wihlen konnen,
dass (zj, ;) ¢ R fir i <k und (z;,2;) ¢ R fiir i,j < k.

Fir z € M sei R(z) :={y e V(M) : R(z,y)}.

Lemma 4.2.2. Seien G, M und R wie in Definition [{.2.1. Falls es keine
Menge von k R-halbverstreuten Wegen gibt, dann gibt es Mengen A C V(G)
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und Z C V(M) mit |A] < k—1 und |Z| < 3k — 3, sodass jeder M-Weg P
in G — A mit Endecken x,y entweder (x,y) € R oder x,y € U,c, R(2)
erfillt.

Beweis. Sei {Py,...,Ps} eine groftmogliche R-halbverstreute Menge von
Wegen mit Endecken z;,1; wie in Definition Dann s < k—1. Sei X =
{wini <spU{yii <sh

Ein Ausgangsweg von P; ist ein ((J;_, P;) — M)-Weg mit einer Ende-
cke in P;, dessen Endecke in M nicht in |J, .y R(z) liegt. Indem wir die P;
umsortieren, kénnen wir annehmen, dass P, ..., P, Ausgangswege haben,
aber P,i1,...,Ps keine Ausgangswege haben. Fiir i < p, sei Q; ein Aus-
gangsweg von P; mit Endecken a; bzw. z; in P; bzw. M. Sei A := {a;: i < p}
und Z := X U{z: i <p}.

Angenommen, es gibt einen M-Weg S in G — A mit Startecke r und
Endecke y, sodass (z,y) ¢ Rund y ¢ J,c,; R(2). Also trifft S wegen der
Maximalitéit von {P), ..., Ps} mindestens ein P;. Sei v die letzte Ecke von §
in |J;_, P;; angenommen v € P;. Bemerke, dass v # y ist, da y ¢ (J;_, F;.
Da vS ein Ausgangsweg von P; ist, gilt ¢ < p. Falls vS disjunkt zu Q;
ist, konnen wir eine groflere Menge von R-halbverstreuten Wegen finden.
Andernfalls sei w die letzte Ecke von v in Q);. Da w # a;, besteht P,UQ;US
aus zwei M-Wegen P, P, zusammen mit einem (P — P’)-Weg.

Dann erhalten wir eine gréflere Menge von R-halbverstreuten Wegen,
indem wir P; durch P und P’ ersetzen. O

4.3 Viele lange M-Wege

Definition 4.3.1. H2XT besteht aus dem 2r x 2r-Gitter zusammen mit neuen
Kanten von (i,7) nach (i+1,r+1) und von (i,7+1) nach (i+1,r) fir i < 2r.

Lemma 4.3.2. Sei t > 2. Dann hat HtXt_l) einen K*-Minor, der vom

unterliegendem Gitter gegriffen wird, und sodass jede Verzweigungsmenge
eine Ecke der Form (z,t(t — 1)) enthdlt.

Beweis. Induktion nach t. Der Induktionsanfang mit ¢t = 2 ist klar.

Induktionsschritt: Sei A = [1, (t —1)(t —2)] x [t, (t — 1)?]. Dann ist (z,y) —
(2, (t—1)2+1—y) ein Isomorphismus von H()t(—l)(t—2) nach Ht)((t_l) [A]. Also
finden wir nach der Induktionshypothese einen K'~!-Minor von H t)é_l)[A]

mit Verzweigungsmengen (X;);<¢—1, die Ecken der Form (z;,t) enthalten.
Sei

X ={(t-1D(t—-2)+2i+1,t{t—1)/2) | i < [t/2]}
(t—1)(t—2)+2i,t(t—1)/2+1) | i< [t/2]}
t—1)(t—2)+1} x [t(t—1)/24+1,t(t —1)]
[1,(t—1)(t—2)] x [(t = 1)* 4+ 1,t(t — 1)].
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Sei P = {{x;} x [1,t —1] : i <t—1} und sei Q eine Menge von ¢ — 1
disjunkten P, — P;(;_1)-Wegen, die von A und X disjunkt sind. Lemma 2.4.1
fir P, Q und Pi,..., P,_1 impliziert, dass wir disjunkte Wege R; von (x;,t—
1) nach P,;_;) finden in HtX(t—l)\(AUXé) fiir i <t¢—1.Sei X! = X;UR; fiiri <
t —1. Dann bilden X7, ..., X; die Verzweigungsmengen eines passenden K-
Minors. O

Definition 4.3.3. Der d-Rand eines r x s-Gitters besteht aus allen Ecken (i, )
mit i <d,j<d,i>r+1—doderj>s+1—d.

Lemma 4.3.4. Sei G ein Graph und sei H C G ein Gitter. Seien Ry, ..., Ry;_1)
disjunkte H-Wege von G, wobei die Endecken (u;,v;) und (w;,z;) von R;
nicht im (t(t — 1)/2 + 1)-Rand von H liegen und u; + 2 < w; < ujpq
fiir i <t(t —1). Dann hat G einen K'-Minor, der von H gegriffen wird.

Beweis. Sei H ein r x s-Gitter. Fiir ¢ < t(t — 1) enthalt H[[u;, w;] x [t(t —
1)/24+1,s — 1 —t(t — 1)/2]] U R; disjunkte Wege von (u;, t(t —1)/2 + 1)
nach (w;,s — 1 —t(t —1)/2) und von (u;, s — 1 — t(t — 1)/2) nach (w;, t(t —
1)/2+1). Also enthélt G einen H. t)é_l)—Minor, dessen unterliegendes Gitter
ein Teilgitter von H ist. Wir wenden Lemma in diesem Minor an. [J

Lemma 4.3.5. Sei G ein Graph und seien H,H' C G disjunkte Gitter.
Sei (P;)ier eine Familie von disjunkten H — H'-Wegen in G mit |I| > t, die
vom (t(t—1)/2+1)-Rand von H disjunkt sind. Dann hat G einen K*-Minor,
der von H gegriffen wird.

Beweis. Da H' einen Hamiltonweg besitzt, ist es 0.B.d.A. ein Weg. Wir
definieren eine totale Ordnung auf I mit ¢ < j, falls P, H' vor P; trifft.
Sei z; = (u;,v;) die Endecke von P; in H und y; die Endecke von P; in H'.
Dann gibt es 0.B.d.A. i1,...,4, € I mit n > ¢, sodass u;, < -+ < u;,.
Nach dem Satz von Erdos-Szerkeres gibt es 0.B.d.A. eine aufsteigende
Teilfolge j1 < j2 < --+ < Jg—1)- Sei Qi = Pjy;_,Yjs;_o H'yjs; Pjy;- Dann

i~ J3i”

kénnen wir Lemma fiir H und diese @); anwenden. O

Lemma 4.3.6. Sei G ein Graph und sei H C G ein Gitter. Sei (P;);cr eine
Familie von disjunkten H-Wegen in G mit Endecken x;,vy;, sodass:

(i) [1]>t;
(ii) kein x; liegt im t(t — 1) + 2-Rand von H;
(11i) dp(x;,y;) > 2t(t — 1)+ 3 firie I.
Dann hat G einen K'-Minor, der von H gegriffen wird.

Beweis. Der (t(t — 1)/2 + 1)-Rand von H ist eine Vereinigung von vier
Gittern. Falls also

{i eI : y;istim t(t —1)/2+ 1-Rand von H}| > ¢,
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so konnen wir Lemma anwenden. Also konnen wir annehmen, dass
|{i € I : y; ist nicht im (¢(t —1)/2 4 1)-Rand von H}| > t.

Sei z; := (u;,v;) und y; = (w;, 2). O.B.d.A. gibt es I’ C I mit |I'| >t
mit y; nicht im (¢(¢t — 1)/2 + 1)-Rand und |u; —w;| > t(t — 1) + 2 fiir i € I'.
O.B.d.A. gibt es I” C I' mit |I”| > ¢ und w; > u; fir i € I”.

Sei K der Graph auf I” mit einer Kante von ¢ nach j, falls [u;, w;] N
[uj,w;] # 0. Nach dem Satz von Ramsey gibt es in K eine groie vollstéandige
oder eine grofle unabhéingige Menge.

Fall 1: Es gibt eine vollstéindige Menge J C I"” mit |J| > t. Sei u = max;e j u;
Fall 1.1: Es gibt J' C J mit |J'| >t und v —w; > t(t —1)/2+ 1 fiiri € J'.
Dann wenden wir Lemma fir H[{(p,q)|p < u}] und H[{(p,q)|p > u}]
an.

Fall 1.2: Es gibt J' C J mit |J'| > tund v —u; < t(t—1)/2+1furie J.
Dann gilt w; > u + t(t —1)/2 + 1 fiir ¢ € J', und wir wenden Lemma [4.3.5]
fiir H[{(p,q)lp < u+t(t — 1)/2+ 1} und H[{(p, q)lp = u-+£(t — 1)/2+ 1]
an.

Fall 2: Es gibt eine unabhingige Menge J C I” mit |J| > t. Dann wenden
wir Lemma fir die R; mit ¢ € J an. O

4.4 Beweis des Flache-Maschen-Satzes

Definition 4.4.1. Sei M eine Masche und sei f eine Abbildung von V(M)
in die Eckenmenge des entsprechenden Gitters, die die Elemente von V.,
auf (z,y) schickt. Der d-Rand von M ist die Menge von Ecken, die f auf
den d-Rand des Gitters schickt. Das d-Innere von M ist die groBite Teilma-
sche, die den d-Rand nicht trifft.

Die M-Linge eines M-Weges P von x nach y ist der Abstand im Gitter
von f(x) nach f(y). Fiir ein Intervall [a,b] ist die Teilmasche auf diesem
Intervall die grofite Teilmasche, deren vertikale Wege die (); mit a < i < b
ist. Die Weite davon ist b — a.

Satz 4.4.2. Seienr,t,€ N und sei T > t. Sei G ein Graph und sei M eine s-
Masche in G mit s > r,t. Falls es keinen von M gegriffenen K*-Minor gibt,
so gibt es eine Menge A C V(G) mit |A| < T und eine Teilmasche M’
auf einem Intervall der Weite r, sodass V(M') N A = () und jeder M'-Weg
von M -Linge mehr als 2t(t — 1) + 3 beide Endecken im 2t(t — 1) + 3-Rand
von M’ hat.

Beweis. Sei H das s x s-Gitter und sei f : V(M) — V(H) wie in Defini-
tion Sei H' der Graph, der aus H entsteht, indem wir alle Ecken im

duleren Kreis miteinander verbinden. Sei

R:={(v,w) € V(M)* | dp(f(v), f(w)) < 2t(t — 1) + 3}.
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Angenommen, es gibt eine R-halbverstreute Familie (P;);c; von M-Wegen
mit |I| > T, wobei die Endecken x; und y; wie in Definition gewéhlt
sind. Dann gibt es nicht mehr als ein ¢ € I mit z; im (¢(¢ — 1) + 2)-Rand
von M.

Fall 1: Es gibt I' C I mit |I'| > t, sodass alle y; mit i € I' in derselben
Verzweigungsmenge liegen.

Da diese Verzweigungsmenge eine Vereinigung von zwei Wegen ist und der
Rest des Gitters eine Vereinigung von vier Gittern ist, konnen wir Lem-
ma in dem Graphen anwenden, wo wir alle anderen Verzweigungsmen-
gen kontrahieren und bekommen einen Widerspruch.

Fall 2: Es gibt I' C I mit |I'| > t, sodass alle y; mit i € I' in verschiedenen
Verzweigungsmenge liegen.

Dann gibt es I” C I’ mit [I”] > t mit allen z;,y; in verschiedenen Verzwei-
gungsmengen fiir i € I”, also kriegen wir einen Widerspruch zu Lemma [4.3.6]
in dem Graphen, wo wir alle Verzweigungsmengen kontrahieren.

Also gibt es keine solche Familie. Nach Lemma gibt es A C V(QG)
und Z C V(M) mit |A| < T, |Z| < 3T, sodass jeder M-Weg P in G— A
mit Endecken x, y eins von (z,y) € R oder z,y € |, R(z) erfiillt. Sei nun
M’ eine Teilmasche von M auf einem Intervall der Weite r, die A und Z
vermeidet. Dann ist jeder M’'-Weg in G — A mit einer Endecke auflerhalb
des (2t(t — 1) + 3)-Rand von M’ auch ein M-Weg und erfiillt nicht, dass
beide Endecken in (J, ., R(z), also ist die M’-Lénge davon nicht mehr als
2(t — 1) + 2. O

Nun folgt der Flache-Maschen-Satz aus Satz und dem folgen-
den Satz:

Satz 4.4.3. Seien r,d,t € N und sei R > r,d,t. Sei G ein Graph und sei
M eine R-Masche in G, sodass jeder M-Weg von M-Linge > d in G beide
Endecken im d-Rand von M hat. Dann gibt es eins von:

(i) Einen von M gegriffenen K'-Minor von G.

(i1) Eine Teilmasche M' von M auf einem Intervall der Weite r, deren
(d+t(t —1)/2)-Inneres in G flach ist.

Beweis. Fur ¢ = 1,...,t(t — 1) sei M; die Teilmasche auf dem Intervall
[r(i—1), ri] und sei M/ das (t(t—1)/2)-Innere von M;. Sei G; die Vereinigung
von M/ mit allen M-Briicken, die nur Fiifie in M/ haben. Seien die Endecken
il, s?, t%, t? von M/ auf dem &uBeren Kreis, in dieser zyklischen Reihenfolge.

Sei C; der Kreis s} s7 t! t? [eventuell kein Teilgraph von G] und sei
G, := G;UC;. Falls es in jedem G’ ein C;-Kreuz gibt, dann finden wir einen
passenden H 1f(‘;‘/fl)—Minor, wo wir Lemma m anwenden kénnen, um einen

S

K'Minor wie in (i) zu finden.
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Also kénnen wir annehmen, dass es ein i < t(t — 1) gibt, sodass G} Cj-
kreuzfrei ist. Nach Satz gibt es eine C;-Wiedergabe von GY. Sei M das
d-Innere von M/, also das (d + t(t — 1)/2)-Innere von M;. Sei D der &uflere
Kreis von M. Nach Lemma [3.4.1] gibt es eine Separation (A, B) von G} mit:

1. AnB C V(D)
2. V(M) C B;

4. Es gibt eine (A N B)-Wiedergabe von G}[B], wobei die zyklische Ord-
nung auf A N B von D induziert ist.

Bemerke, dass (M} \ M) N B = ist. Seit A’ = AU (V(G) \ B). Da G[B] =
G}[B], reicht es fiir (ii) zu zeigen, dass (A’, B) eine Separation von G ist.
Sei also zy € E(G) mit z € A’ und y € B. Sei P ein (y — M])-Weg in G;.
Da AN B CV (M), ist die Endecke von P in M/ sogar in M/". Also haben
die M-Briicken in B nur Fiifle in M. Also gilt € V(G,;) und deshalb
x € A, woraus folgt {z,y} N (A" N B) # 0. O

5 Gesellschaften und wirbelnde Wiedergaben

5.1 Schiefe Verbindungen

Definition 5.1.1. Eine Gesellschaft besteht aus einem Graphen G und
einer zyklisch geordneten Menge (2 von Ecken in G. Fiir disjunkte Intervalle
A, B C Q ist eine (A — B)-Verbindung eine Menge von disjunkten Q-Wegen,
die Endecken sowohl in A als auch in B haben. Eine Verbindung in (G, )
ist eine (A, B)-Verbindung fiir disjunkte Intervalle A und B. Die Tiefe von
(G, Q) ist die GroBe einer maximalen Verbindung.

Fiir eine (A, B)-Verbindung P seien die Endecken der Wege aus P ay, ..., ay
in der Reihenfolge, wie sie in A liegen. Sei P; € P der Weg von a; nach B mit
Endecke b; € B. Deren Reihenfolge in B schreiben wir b, ), ..., br(1). Wir
nennen 7 := 7p die entsprechende Permutation zu P. Falls 7 die Identitéat
ist, nennen wir P planar. Falls 7(1) # 1 und 7(n) # n, so heifit P schief.
Ein Weg P € P heifit peripher in P genau dann, wenn es ein Intervall von 2
gibt, das die Endecken von P, aber keine weiteren Endecken aus P enthélt.

Bemerkung 5.1.2. Eine Verbindung ist genau dann schief, wenn sie keine
peripheren Wege enthilt. Sei P eine schiefe Verbindung und sei P; € P ein
Weg mit i # 1,7(i) # 1,7 # n und 7(i) # n. Dann ist auch P — P; schief.
Insbesondere gibt es in einer Verbindung mit mehr als fiinf Elementen einen
Weg, den wir 16schen kénnen, ohne Schiefheit zu verlieren.

Lemma 5.1.3. Sei (G,Q) eine Gesellschaft und seien p,q € N. Sei P eine
Verbindung von (G, Q) der Grifie p+q—2. Dann gibt es P' C P, die planar
und der Grife p oder die schief und der Grifie q ist.
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Beweis. Per Induktion nach p + ¢ — 2. Der Induktionsanfang p4+¢—2=1
ist klar.

Induktionsschritt: Falls P schief ist, so sind wir schon fertig. Falls nicht, so
finden wir einen peripheren Weg P. Sei P’ := P — P. Nach der Induktions-
hypothese gibt es in P’ eine schiefe Verbindung der Grofle ¢ (dann sind wir
fertig) oder eine planare Verbindung der Gréfie p — 1, die dann zusammen
mit P eine planare Verbindung der Grofle p bildet. 0

Lemma 5.1.4. Sei (G,Q) eine Gesellschaft und sei P eine schiefe Ver-
bindung in G. Sei Q ein Q-{JP-Weg mit der FEigenschaft, dass es kei-
nen Teilweg R C P gibt, wobei P der von Q getroffene Weg ist, fiir den
(P\{P})U{QUR} eine schiefe Verbindung ist. Dann kénnen wir bezeugende
Intervalle A, B zu P wdhlen, sodass P = Py, 7p(1) = n,mp(2) = 1,7p(n) =
n —1 und die Endecke von Q in § in B zwischen by, (1), .-, brpn—1) liegt.

Beweis. Sei u die Endecke von @ auf P, seien A, B bezeugende Intervalle zu
P,und sei P = P, fiir ein i € [n]. Setze P’ = P\{P}U{QuPa;} und P" = P\
{P}U{QuPb;}. Da P’', P” keine schiefen Verbindungen sind, P jedoch schief
ist, ist P’, P # P. Also ist u keine Endecke von P. (Anmerkung: Dies folgt
auch aus der Definition von Q- JP-Weg.) O.B.d.A. liegt die Endecke v von
Q@ in  nicht in A (Wihle A und B so, dass sie 2 iiberdecken. Dann folgt dies
durch potentielles Vertauschen von A und B). Also ist P’ eine Verbindung.
Da sie nicht schief ist, gilt 0.B.d.A. 7p/(n) = n (wobei n = |P| = |P’]).

Foll 1: v =n.

Dann liegt v im Intervall [a,, b,], welches kein a; fiir i < n — 1 enthilt. Also
ist P” eine schiefe Verbindung - Widerspruch.

Fall 2: i #n.

Dann gilt 7p(i) = n, 7p(n) =n — 1 und v ¢ [an,b;,(n—1)] (da wir sonst in
Fall 1 wéren), welches kein a; fiir ¢ < n — 2 enthélt. Durch Anpassen der
Intervalle , ist also auch P” eine Verbindung. Da 7p»(n) # n und P” nicht
schief ist, gilt 7pr (1) = 1.

Also gilt i = 1,7p(2) = 1 und v ¢ [b;,(1),a1] - das Interval, welches nicht
brp(j) flir j > 2 enthélt. O

Lemma 5.1.5. Sei (G, ) eine Gesellschaft und sei P eine schiefe Verbin-
dung in G. Seien Q,Q" disjunkte | JP-Q-Wege. Dann gibt es P € P und
Teilwege R, R’ von P, sodass eins der Folgenden eine schiefe Verbindung
15t:

1. P\{P}U{QU R},
2. P\{P}U{Q UR'}, oder
3. P\{P}U{QUR,Q"UR'}.
Beweis. Angenommen 1. und 2. gilt nicht. Seien v,v’ die Endecken von

Q,Q" in Q und u, v’ die Endecken in |JP. Nach Lemma kénnen wir
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bezeugende Intervalle A und B finden, sodass 7p(1) = n, 7p(2) = 1, 7p(n) =
n — 1, u liegt auf Py und v liegt in [br,(n—1), brp(1))-

Wenden wir Lemma auf P, und Q' an, so erhalten wir einen Weg
P’ der ebenso alle anderen Wege kreuzt (Fiir die erhaltenden Intervalle A’
und B’, aber kreuzen ist unabhéngig von der Intervallwahl). Da 7p(2) = 1
und 7p(n) = n — 1, kreuzen diese Wege sich nicht. Also muss P| # P» und
P| # P, gelten, insbesondere kreuzt P| also P und P,. Aber aus dieser
Tatsache zusammen mit 7p(2) = 1 und 7p(n) = n — 1 folgt P| = P;.
O.B.d.A. liegt u zwischen a; und v’ auf P;. Sei P’ die Verbindung P \
{P} U{a1 Pru@, Q'v'Pib1}. Dann gilt 7p/(2) = 1 und 7p/(n) = n — 1 (falls
v’ € [ag,a,]) oder 7pr(n — 1) = n (falls v € [br, (-1, brp(1)]), also ist P’
schief. O

5.2 Zylindrische Wiedergaben

Definition 5.2.1. Ein wirbelndes Gemdlde in einer Fliche ¥ ist eine Menge
I" von endlich vielen abgeschlossenen topologischen Scheiben in 3, sodass fiir
c € I die Menge ¢ = cNJ,p . ¢ endlich ist. Wir schreiben N(T') fiir |J,cp €.
Die Elemente von I' heilen Zellen. Zellen mit |¢| > 3 heiflen Wirbel.

Definition 5.2.2. Sei (G, () eine Gesellschaft und sei ¥ eine Fliche mit
nur einer Komponente K im Rand. Eine wirbelnde Wiedergabe von (G, )
ist ein Tripel (I', o, 7), wobei

e I' ein wirbelndes Gemiilde in X ist,
e o jeder Zelle ¢ in T' eine Teilmenge o(c) von V(G) zuordnet,
o 7: N(I') — V(G) injektiv ist,

sodass dieses Tripel - |(W4)| aus Definition erfiillt.
Fiir ¢ € T ist die entsprechende Gesellschaft (o(c), 7 1(¢)). Die Tiefe

von c ist die Tiefe dieser Gesellschaft.

Definition 5.2.3. Eine zylindrische Wiedergabe von (G,€2) besteht aus ei-
ner wirbelnden Wiedergabe in der Einheitskreisscheibe und einer Zelle ¢
davon, sodass keine andere Zelle ein Wirbel ist. Die Tiefe dieser Wiederga-
be ist die Tiefe von cg.

Satz 5.2.4. Sei k > 4. Sei (G,Q) eine Gesellschaft, die keine schiefe Ver-
bindung der Grofle > k hat. Dann gibt es eine zylindrische Wiedergabe von
G der Tiefe < 8k — 5.

Beweis. Per (starker) Induktion nach |V(G)|. O.B.d.A. fiige den entspre-
chenden Kreis auf  hinzu. Dies hat keinen Einfluss auf die Existenz von
Verbindungen, da diese ©-Wege sind. Falls (G,) selber Tiefe < 8k — 5
hat, so sind wir fertig. Also kénnen wir annehmen, dass es eine Verbindung
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der Grofle > 8k — 4 gibt. Nach Lemma hat diese eine planare Teilver-
bindung P der Grofle > 7k — 2. Seien A, B, Pi,...,Prp_1, a1,...,075_1,
bi,...,brp—1 wie in Definition Sei

2%h+2
X1 =( U P;) U [bogs2, a2
i=1

und
Tk—2

Xo=( |J P)Ulask3, bse_s].
1=bk—3

Sei G; die Vereinigung von X; mit allen (2 U JP)-Briicken, die mindestens
einen Fuf} in X; haben. Also trifft G; kein P; mit i > 3k + 2, da wir sonst
eine schiefe Verbindung der GroBe > k finden wiirden. Ahnlicherweise trifft
G kein P; mit ¢ < 4k — 3, und G und G» sind disjunkt.

Gébe es in G ein [bog+2, asg+o]-Kreuz und in G ein [asg—3, bs—3]-Kreuz,
so wiirden diese zusammen mit Psyo, ..., Py,—3 eine schiefe Verbindung der
Grofe k bilden.

Wir kénnen also annehmen, dass es in G kein [bog1 2, asgio]-Kreuz gibt,
und deshalb gibt es nach Satz eine [bogt1, agk+1]-Wiedergabe (T, o, )
von Gp. Fur i < k+3sei S; ;== V(P;) Nw[N(I')] und sei L; ein Bogen von
7 (a;) nach m71(b;) in A, der YT U JA nur in 7#~1(S;) trifft. Sei L) der
Teilbogen in §A von 7~ (a;) nach 7~1(b;), der 7~ (ay,4) nicht enthélt. Sei
A; die Kreisscheibe in A mit 0A; = L; U L. Sei A; := Ucp ca, o(c) und
B; = Ucer,cng,- o(c). Also ist (A;, B;) eine Separation von G mit A;NB; =
S;. Sei also B} = B; U (V(G) \ V(G1)). Da kein Nachbar von V(G) \ V(G1)
in A; liegt, ist auch (A;, B]) eine Separation von G mit A; N B, = S;. Es gibt
dann eine Wiedergabe von (G[A4;], [bi, a;] U S;).

Nach der Induktionshypothese reicht es nun, zu zeigen, dass (G[B}], [ag, ba]U
S3) keine schiefe Verbindung der Gréfle > k hat, da wir die dadurch erhal-
tene zylindrische Wiedergabe der Tiefe < 8k — 5 mit der Wiedergabe von
(G[As2], [b2, a2] U Sa) zusammenkleben koénnen.

Angenommen also, es gibt eine schiefe Verbindung P’ der Gréfie > k von
dieser Gesellschaft. Wir wéhlen eine solche Verbindung, die so wenig Kanten
auerhalb von Uf;rg P; wie moglich hat. Wir zeigen zuerst, dass kein Weg P
aus P’ in einem A; enthalten ist. Gébe es ein solches P, so wire das P € P’
mit P C A; mit minimalem Abstand zwischen seinen Endecken in [b;, ;]
peripher (ansonsten finden wir ein [b;, a;] U S;-Kreuz).

Falls es zwei oder weniger Wege gibt, die Sy treffen, so kdonnten wir
diese entlang von Se umleiten und erhalten so direkt ein Kreuz in der ur-
spriinglichen Wiedergabe. Es gibt also mindestens drei Wege P € P/, die
So treffen. Jeder solche Weg muss jedes S; mit 3 < i < k + 3 treffen, um
aus A; herauszukommen. P’ enthélt nur ¥ Wege, da wir ansonsten einen
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Loschen kénnen und so die Anzahl an Kanten auflerhalb von Ufi?? P; redu-
ziert hétten.

Seien =,y € {as,...,a3k+3,b3, ..., b33} \ UP'. Seien P,, P, die in P
enthaltenen Wege, die z,y enthalten, sei @, der in P, enthaltende z-|JP’-
Weg und sei (), dhnlich definiert. Da P, und P, mindestens drei Wege, denn
S; C P;, und daher insbesondere zwei Wege aus P’ treffen gilt Q, # P, Qy #
P, und Q,NQ, = 0. Also gibt es nach Lemmaeine schiefe Verbindung,
die weniger Kanten auflerhalb von Ufi:? P; hat, was ein Widerspruch zur
Wahl von P’ ist. O

6 Zusammenkleben von flachen Gebieten

6.1 Schneiden von flachen Gebieten entlang Wegen

Definition 6.1.1. Eine Gesellschaft (G,Q) heifit flach, falls es eine Q-
Wiedergabe von G gibt. Sie heifit Gebiet in H, falls G C H und ) G von
H \ G trennt. Ein gerichteter Weg in einem Graphen G ist ein Weg mit
einer festen Wahl von von Anfangs- und Endstiicken. Sei (G, §2) eine flache
Gesellschaft mit einer Wiedergabe p = (I',0,7) und sei P ein gerichteter
)-Weg in G. Wir legen einen dA-Bogen B(P) in A fest, mit

BN (U Tu 6A> — L (V(P)).

Sei a die Anfangsecke und b die Endecke von P. Seien Y 7 (P) und > % (P)
die Scheiben die wir bekommen. Wenn wir A entlang B schneiden, sodass
7(3%(P)NA) = [a,b] und 7 (3%(P) N6A) = [b,a]. Sei SP(P) =V(P)N
Im(7) und sei Q7 (P) := [a,b] US? und sei G (P) = Uecr ey (p) o(c). Wir
definieren auch Q% (P), Q% (P) analog.

Bemerkung 6.1.2. (G (P),Q) ist wieder eine flache Gesellschaft. Falls
(G1(L),Q}(P)) in H ein Gebiet. Sei Py, ..., Py eine Verbindung in (G, Q).
Mit Idices wie in Definition Dann ist diese Verbindung planar und
P, C GL(P;) fiir i < j.

6.2 Grobe Zusammensetzung von flachen Gebieten

Bemerkung 6.2.1. Diese Bemerkung ist hier, um die Nummerierung der
Nummerierung aus der Vorlesung anzupassen.

Bemerkung 6.2.2. Diese Bemerkung ist hier, um die Nummerierung der
Nummerierung aus der Vorlesung anzupassen.

Bemerkung 6.2.3. Sei (G,() eine Gesellschaft und sei (Pi, P;) ein Q-
Kreuz in G. Sei R ein nicht-trivialer Q-(P; U P,)-Weg mit RN P; # (). Dann
hat P; ein Teilweg @, sodass (RU @, P») ein Q-Kreuz in G ist.
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Lemma 6.2.4. Sei (G1,9Q1) ein flaches Gebiet in H und sei (Ga,€2) eine
flache Gesellschaft mit Go C H. Sei Py, ..., Ps eine (planare) Verbindung in
(G1,9Q1) mit Indizes wie in Definition[5.1.1, sodass V (G2) N C G1,r(Ps).
Sei X ein Interall von Qa, die Qo NGy 1(P1) enthilt.

Seien Qn,...,Qs disjunkte (2 N G1,1(P1))-Ps-Wege in G1 NG, deren
Endecken in X in dieser Reihenfolge und deren Schnitte mit P; auch in
dieser Rethenfolge entlang Py liegen, und sodass QQ; NPy vor Q; N Py auf Q;
kommt. Sei G3 = G2 \ (Gl \ GI,R(PI))'

Wir bauen Q3 aus Qs2, indem wir X durch S(P1)NV(G2) ersetzen. Dann
ist (G3,Q3) flach.

Beweis. Sei K der Graph (U?:Q Pi> U (U?Zl Qj) UQ3. Wir miissen beweisen,
dass es kein 3-Kreuz in G5 gibt. Angenommen es gibt ein solches Kreuz
(R1, R2). Betrachte ein solches, dass so wenig Kanten wir moglich aufierhalb
von K enthilt. Ry und Ry miissen G \ G treffen, da Gy r(P1) flach ist.
Also sind sie nicht in K enthalten. Sei R} ein minimaler Teilweg von R;,
sodass R; C Rf U K. Dann wird auch G2 \ G; von R} und Rj; getroffen.

Fall 1: Weder R} noch Rj trifft Gy (FP»). Dann kénnen wir die R; mit
Teilwegen der @) zu €22-Wege erweitern, ohne die zyklische Reihenfolge der
Endecken zu &ndern, also gibt es in (G2,$22)) ein Q-Kreuz. Dies ist ein
Widerspruch.

Fall 2: Es gibt ein 4, sodass R} N G1,1,(P2) # 0. Dieses R} trifft auch
V(G2)NQ C Gy r(Fs), also trifft es alle P; mit 2 <4 < 6. Nach Lemma
gibt es eine Teilmenge J von V (R} U R5) der Grofe fiinf, die Q23-verbindbar
aus V(R] U R3) in K ist. Auch die Menge I von Endecken der R} ist (-
verbindbar aus V(Rf URj3) in K, also gibt es nach Lemma[3.1.5ein j € J\ I
und eine 23-Verbindung £ von [ U {j} aus V(R] U R}) in K. Fiir k eine
Endecke eines R; in S(P1) N Ga, sei u(k) die néchste Ecke von diesem R;
in V(G2) N, v(k) die nichste Ecke von diesem R; zu k in R}, L(k) der
Weg in £ der v(k) enthélt und w(k) die andere Endecke von L(k), die dann
auch in S(P1) N Gy liegt. Da Gy r(Pr) flach ist, liegen die u(k) liegen auf
V(G2) Ny in der entgegensetzten Reihenfolge wie die k auf P, also liegen
die w(k) in derselben Reihenfolge wie die k auf P;.

Deshalb bildet die Vereinigung von den R mit allen L(k) ein Q3-Kreuz in
G3, das dieselben Kanten wie (R;, R2) auBerhalb von K benutzt. £ enthélt
aber auch einen Weg in K von {23 zu einer inneren Ecke eines R, also gibt
es nach Bemerkung [6.2.3]ein 23-Kreuz in G3 mit weniger Kanten auerhalb
von K. Dies ist ein Widerspruch. 0

Korollar 6.2.5. Im Kontext von Lemma|6.2.4), sei p die Q2-Wiedergabe von
G1 und sei X' ein Intervall von (Qy (P1)\ X') U (Q2 \ X)-Wiedergabe von
G1,0.(P1) U G2, die auf X1 1,(P1) mit p ibereinstimmt.
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6.3 Geschicktes Zusammenkleben von Wiedergaben

Definition 6.3.1. Sei ¥ eine Flédche und G ein Graph. Eine Y- Wiedergabe
von G ist ein Tripel p := (I, 0, 1), wo I ein Gemélde in ¥ ist, o jeder Zelle ¢
in I" eine Teilmenge o(c) von V(G) yuordnet und 7 : N(I') — V(G) injektiv
ist, sodass (T, o, ) die Bedingungen (W7) — (W3) aus Definition [3.3.2] erfiillt.
Sei nun ¥’ C 3, sodass 60X’ N (YT') € N(T'). Wir setzen

o I'[yw={cel:cCX},

® 0 [yv:=0 [y,

o T fz/:: ™ rN(F{E/) und
o G ly= UceF{Z/ Glo(c)].

Dann ist p [g:= (T |y, 0 s, [v) eine ¥/ Wiedergabe von G |y.
Wir nennen (G, p) ein X-Gebiet in H, falls G C H und fir jede Ecke v
von G mit einem Nachbarn in H \ G der Form 7 (z) ist fiir ein x € 0.

Bemerkung 6.3.2. Sei (G, p) ein X-Gebiet in H und ¥’ C ¥ wie in Defi-
nition Dann ist auch (G |y, p [s/) ein ¥'-Gebiet in H.

Lemma 6.3.3. Sei (G, p) ein X-Gebiet in H mit p = (I',0, 7). Seien Dy,
Dy Bégen in X, die 0% nur nur in ihren Endecken schneiden, und sodass
eine Komponente A; wenn wir X2 entlang D; schneiden eine Kreisscheibe ist
und A1NAy = (). Sei D] der Teilbogen von 0¥ mit 0A; = D;UD). Sei Q; die
Menge m (N(I') N 0A;), mit der von §A; induzierten zyklischen Ordnung. Sei
Pi, ..., Pi eine planare Verbindung in der Gesellschaft (G [a,,$);), sodass
(G 1a,)r(P}) von m (N(T) N D;) disjunkt ist.

Sei (G',€Y) ein flaches Gebiet in H, sodass G'NG C G [a, UG [a, und
V(G NQ; C(Ga,)r(PE). Sei X; ein Intervall von Q' mit ' NG [A,C X;
und X1N Xy = 0. Seien QY ..., Q% disjunkte (Q2 N (G [a,)L(P))-Pg-Wege
in G [a, NG, deren Endecken in X; in dieser Reihenfolge und deren Schnitte
mit P{ auch in dieser Reihenfolge entlang P} liegen, und sodass Q; NP} vor
Q} N P auf Q; liegt.

Sei B der darstellende Bogen fiir P; wie in Definition @ und set
Y, die Vereinigung der Komponenten, die entstehen, wenn wir X entlang
Gjl- und B? schneiden und die D1 und Do enthalten. Seid X" die Flichen
die entsteht, indem man zwei gegeniiberliegende Seiten eines Quadrats @
entlang die B} klebt (mit entsprechender Orientierung). Dann gibt es eine
¥ Wiedergabe p" von G" = G |y, UG, mit p" |v,=p |%,

Beweis. Zuerst wenden wir Lemmazweimal an, um eine (S (PHyNG' )ﬂ
(S(P?) N G')-Wiedergabe p von G = G’ \ (U?:l (Ga, \ (GAi)R(Pf))) zu

finden. Dann kleben wir dieses auf p |, entlang der B} O
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Lemma 6.3.4. Im Kontext von Lemmam sei P ein Q;-Weg in G |a,
mit Endecken % und % in m(N(L)ND'), sodass P, ..., Piin (G [a,)r(PY)
liegen und P in (G a,)L(PY) liegt. Seien Si, S disjunkte Pg-P2-Wege in
G', wobei die Endecke von S; auf P} v} ist und v} zwischen x% und v}
auf P¢ liegt. Sei S’;- = w;P&v}SjUJQ.PjZJ:?. Sei K ein zusammenhdingender
Teilgraph von G’ \ (S} U S,), der viPgvl trifft. Dann gibt es eine Teilfliche
X" von X", sodass (G |, p’ [sm) ein Gebiet ist, X" =2 X" ¥y C 3" und
K g GII rEIII'
Beweis. Sei B; ein Bogen von 77_1(3:]1-) nach W_l(ﬂf?) in AjUAUQ und T
und der Rand dieser Fliche nur in 7—1($ j’) trifft, und sei A die Komponente,
wenn man A; UA,UQ entlang By und By schneidet, die B; und By enthilt.
Sei X" := %o U A. Wir zeigen zuerst, dass (G” [sm,p [sm) ein ¥"-Gebiet
von H ist. Sei v € V/(G” [sx) mit einem Nachbarn w aufierhalb von G” [y
Also gibt es z € N(T') mit 7(z) = v.

Fall 1: v € G'\ . Dann w € G, also w € G” [a,ua,uQ, wWoraus folgt
T € Bl U BQ C X",

Fall 2:v ¢ G'\§Y. Dann z € ¥y, und deshalb x € 0%. Also gilt z € §¥".
Die Ecke von K in viPjvi liegt in G” [s, also da K zusammenhiingend
ist und {v € G” [gm: 7~ 1(v) € §X"} nicht trifft gilt K C G” [gm. O

Bemerkung 6.3.5. In den Anwendungen werden wir die Wege P;, Q;'» USW.
nicht explizit angeben; es wird immer grofie Maschen in G U G’ geben, wo
es einfach ist, die entsprechenden Wege zu finden.

7 Aktenschrianke

7.1 Definitionen

Definition 7.1.1. Sei A, ,, der Teilgraph von dem (2n+ 1)r x 3r-Gitter, der
entsteht, indem man fiir 1 < a < n alle Ecken (p, ¢) mit (2a —1)r < p < 2ar
und 7 < ¢ < 2r 16scht. Fiir a < n ist ,.; der kiiryeste Kreis in A,,, durch
(2a—1Dr+1—-br+1-0), ((2a—1)r+1—->5,2r+b), (2ar +b,r+1—0>)
und (2ar + b,2r + b). Ein r, n-Aktenschrank in einem Graphen G ist ein
kantenminimaler A, ,-Minor A von G. wir schreiben dann C, (A) fiir den
eindeutigen Kreis A, der genau die Verzweigungsmengen fiir Ecken auf C
enthélt. Der duflere Kreis von A ist der eindeutige Kreis A, der genau die
Verzweigungsmengen fiir Ecken auf dem dufleren Kreis des (2n + 1)r x 3r-
Gitters enthilt. Sei die Verzweigungsmenge fiir (p, q) X, 4(A). Fiir d4, , (p, q)
sei Kp4(A) der maximale Weg in X, ,(A), dessen Endecken Grad > 3 in
A haben. A {iberlagert eine Masche M, falls es injektive Abbildungen ¢
von [(2n + 1)r] nach der Menge von senkrechten Wegen von M und v von
[3r] nach der Menge von waagerechten Wegen von M, sodass fiir 1 < p <
(20 +1)r und 1 < q < 373 Kpg(A) 2 6(p) 1 0(q).
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Definition 7.1.2. Fiir eine wirbelnde Wiedergabe p = (', 0, 7) einer Ge-
sellschaft (G, Q) und einen Kreis C' in G, der in keiner Zelle von I' ent-
halten ist, legen wir einen Kreis D(C,p) in A fest, dessen Schnitt mit
UTUGSA genau 7~ 1(V(C)) ist. Sei G(C, p) der Graph Ueer,ccpicp) Glc] und
sei Q(C,p) = V(C) N Im(m), mit zyklischer Ordnung von der von D(C,p)
induziert. Wir nennen (G(C, p), Q(C,p)) die innere Gesellschaft von C.

Definition 7.1.3. Sei G ein Graph. Ein r, T-Abheften von G mit n Schub-
laden ist ein Tupel A = (X, p, A, (¢q)a<n), sodass

Al) X CV(G) mit |X| < T,

A2) p ist eine wirbelnde Wiedergabe von (G \ X, 0),

Ad) ¢, € I' mit cq € A(€)a,1(A), p),

A5

(
(
(A3) A ist ein r,n-Aktenschrank in G \ X,
(
( Jeder Wirbel ist ein ¢,, und

(

)
)
)
)
)
A6) Die A(cq,1(A), p) sind disjunkt.

Die Schubladen von A sind die Zahlen 1,2,...,n. Die Schublade a heifit:

flach, falls die Gesellschaft (G(cc,,10,p), 2(Ce,,10,0)) flach ist,

toroidal, falls sie nicht flach ist, aber (G(ce,,1,0), 2(Ceq,1,0)) eine Wiederga-
be in dem Torus mit einem Loch hat,

kreuzheubal, falls sie nicht flach ist, aber (G(cc,,10,p), 2(Ce,,10,p)) €ine Wie-
dergabe in der Kreuzheube mit einem Loch hat,

ordentlich, falls sie toroidal oder kreuzhaubal ist, und

< d-wirbelig, falls (G(cc, ), (ce,,p)) eine zyklische Wiedergabe der Tiefe
< d hat.

Satz 7.1.4. Seien r,t € N und seien U,d, T, R > r,t Sei G ein Graph und
sei M eine R-Masche in G. Dann gibt es eins von:

(a) einen von M gegriffenen K'-Minor von G, oder

(b) ein M -iberlagerndes r,T-Abheften von G, wo alle Schubladen bis auf
< U flach sind und jede Schublade < d-wirbelig oder ordentlich ist.

Wir beweisen diesen Satz noch nicht.

Lemma 7.1.5. Seien r,t € N und seien T, R > r,t. Set G ein Graph und
sei M eine R-Masche in G. Dann gibt es eins von:

(a) einen von M gegriffenen K'-Minor von G, oder
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(b) ein M -iiberlagerndes r,T-Abheften.

Beweis. Nach dem Flachemaschensatz gibt es entweder einen von M gegrif-
fenen K!-Minor von G wie in (a) oder X C V(G) mit |X| < T und eine
Teilmasche M’ von M, die in G \ X flach ist. Im zweiten Falle sei (A, B)
eine Separation wie in Definition und sei p = (I',o,7) die AN B-
Wiedergabe von (G \ A)[B]. Sei ¥ =2 $? die Fliche, die entsteht, wenn man
die Grenze von A entlang der Grenze einer anderen Kreisscheibe Cy klebt.
Sei p/ (T U{C1},0 U{(C1,A)}, 7). Wir finden (r x r)-Teilmaschen von M’
und Wegesysteme dazwischen nach folgendem Muster, die yusammen einen
1, 7-Aktenschrank in G\ X bilden. Dann ist (X, p/, A, (C1)) das gewiinschte
Abheften. O

7.2 Sprungbretter

Definition 7.2.1. Sei A = (X, p, A, (¢a)a<n) €in r, T-Abheften eines Gra-
phen G mit n Schubladen. Ein g¢-Sprungbrett in X ist ein Tripel (a,Y, H),
sodass:

e q ist eine flache Schublade von A,

e H ist eine Vereinigung von Zusammenhangskomponente von G\ X,
die A nicht treffen,

Z \ X mit G[Z U H| zusammenhéngend,

Es gibt ein (N(Z) N G(c1,4,p))-A-Weg in G\ X und

es gibt ¢ disjunkte (N(Z) \ G(CLgJ,@p))'A'Wege in G\ X.

Zwei Sprungbretter (a,Z, H) und (a’,Z’, H') heilen disjunkt, falls a # o/,
ZNZ" =0 und HNH' = (). Die g-Sprungkraft Sy(\) ist die maximale Anzahl
von paarweise disjunkte g-Sprungbrette.

Lemma 7.2.2. Seien Ny,...,N,\V(G) und sei A\ G, sodass es q disjunkte
N;-A-Wege in G gibt fiir alle i < q. Dann gibt es disjunkte Wege Py, ..., P,
in G, wobei P; ein N;-A-Weg ist.

Beweis. Ubung. 0

Korollar 7.2.3. Se M eine Masche in G und sei A ein M -iiberlagerndes
r,T-Abheften von G mit n Schubladen. Sei t € N und sei ¢ > t. Falls
S4(A\) > q, so hat G einen von M gegriffenen K'-Minor.

Beweis. Sei A = (X, p, A, (cq))a < n). Seien (a;,Y;, H;)i<q die disjunkte g¢-
Sprungbretter in A. Nach Lemma[7.2.2|finden wir disjunkte Wege Pi, ..., P,

in G\ X. Wobei P; ein (N(YZ) \ G(CL%J,ai,p)>_A_Weg ist. Wir konnen P;
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durch Z; U H; zu einem A-Weg erweitern, mit der anderen Endecke in
G(ct1,a;p)- So finden wir viele disjunkte lange Spriinge, und damit wie in
Abschnitt den gewiinschten K‘-Minor. O

Definition 7.2.4. Sei A\ ein Abheften. Die Ordentlichkeit O(\) von A ist
die Anzahl von ordentlichen Schubladen und die Unebenheit U(\) ist die
Anzahl von nicht-flachen Schubladen.

Lemma 7.2.5. Seien r,t,T,q € N und seien R, T',Q,d > r,t,T,q. Sei A
ein M -tiberlagerndes R, T-Abheften von einem Graphen G in dem es eine
Schublade a gibt, die weder < d-wirblig noch ordentlich ist. Dann g¢ibt es
eins von:

(a) Einen von M gegriffenen K'-Minor von G,

(b) Ein M-iiberlagerndes r, T'-Abheften X' von G, sodass

ON)+UWN) + Sy(N) > O\ +U(N) + So(N)

Dieses Lemma werden wir im Abschnitt [7.3] beweisen. In diesem Ab-
schnitt werden wir zeigen, wie man Satz[7.1.4] daraus folgern kann. Zunéichst
wenden wir dieses Lemma induktiv an, um folgendes zu beweisen:

Korollar 7.2.6. Sei k € N. Sei q,r,t € N. Seien d,T,R > r,t, k,q. Sei
G ein Graph und M eine R-Masche in G. Dann gibt es eins der folgenden
Sachen:

(a) Einen von M gegriffenen K'-Minor von G.

(b) Ein M -iberlagerndes r,T-Abheften X von G mit U(X\) < k, in dem
jede Schublade ordentlich oder d-wirbelig ist.

(¢) Ein M-iberlagerndes r,T-Abheften X von G mit O(X)+U(N)+Sg(\) >
k.

Beweis. Per Induktion nach k. Der Induktionsanfang folgt aus Lemmal [7.1.5]
und der Induktionsschritt folgt aus Lemma [7.2.5 O

Lemma 7.2.7. Seia eine nicht-flache Schublade in einem Abheften (X, p, A, (¢a)a<n)-
Dann gibt es ein (cq10, p)-Kreuz in G(cq10, p), dessen vier Ecken in ver-
schiedenen Verzweigungsmengen von A liegen.

Beweis. Ubung. O

Beweis von Satz[7.1.4 Wir konnen 0.B.d.A annehmen, dass r > @ +
20. Wir wenden Korollar [7.2.6| an mit & = U und U > ¢ > t. Mit den

Ergebnissen @ oder @ wéren wir schon zufrieden. Also nehmen wir an,
dass es ein M-iiberlagerndes r, T-Abheften A von G gibt mit O(\) +U(\) +
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S,(\) =k =U. Da U(\) = O(\), folgt 2U(X) + 5,()) = U.

Fall 1: U(X) > t(t—1). Dann finden wir nach Lemma und Lemmal[4.3.2)
einen K'-Minor wie in

Faéléi: S¢(A) > ¢. Dann finden wir nach Korollar einen K'-Minor wie
in U

7.3 Verbessern eines Abheftens

In diesem Abschnitt beweisen wir Lemma[7.2.5] Seien r, ¢, T, ¢ € N und seien
R, T',Q,d > r,t,T,q. Sei A ein M-iiberlagerndes R, T-Abheften von einem
Graphen G. Sei ag eine Schublade in A, die weder < d-wirbelig noch ordent-
lich ist. Sei A = (X, p, 4, (ca)a<n)- Sei (@i, Zis Hi)i<s,(n) eine maximale Fa-

milie von disjunkten @-Sprungbrettern in \. Sei G/ = G\ ((UiSSQ()\) Hl)),
und p' = (T',0’,7’) die von p induzierte wirbelnde Wiedergabe von (G’, ).
Sei Gq = G’ (C (A), p’) und Qg, = Q (C (A), p’). Da ag nicht d-

ao, 4] ao, | %]
wirbelig ist, gibt es nJach Satz eine schiefe Veerindung P von (Gay, Qay)
der Grofie L%j. Seu N die grofite Masche in A [UISpST,ISqST Xp+(2a0_1)r7q}
und seien S := {S1,52,...,S,} und W = {Wy, Wy, ..., W, } die Mengen von
Senkrechten und waagerechten Wegen in N. O.B.d.A. kénnen wir annehmen,
dass P auBerhalb von G’ (Cy, 4(A), p') nur Kanten der Wege aus S benut-
zen (Ubung 4, Blatt 8). Nach dem Satz von Erdos und Szekeres gibt
es entweder viele Wege aus P, die einander kreuzen, oder viele, die einander
nicht kreuzen.

Fall 1: Es gibt P’ C P mit |P’| = 2s, wobei s > r,t, sodass die Wege in
P’ alle einander kreuzen. Seien S7,. .., S}, die Wege aus S, die Wege aus P’
auBlerhalb von G (Cgy 4(A), p') treffen in dieser Reihenfolge von links nach
rechts in N. Sei P; € P’ der Weg, der auf dieser Weise S; trifft. Also ist
ein Anfangsstiick von P; ein Teilweg von S/ und ein Endstiick von P; ein
Teilweg von S; 5.

Sei W/ der eindeutige S}-S5,-Weg in Wyysr1—; fiir 1 <4 < s und der
eindeutige Sosy1-Sks-Weg in Wy fiir s < i < 2s. Sei N/ die 2s x 2s-Masche,
deren waagerechten Wege die W/ sind und deren senkrechten Wege Teilmen-
ge der P; sind. Nach Satz und Satz gibt es Ergebnis @ oder ein
y < R,T,Q,d, eine Menge Y C V(Gy,) mit |Y| < y und eine Teilma-
sche N” von N’ auf einem Intervall der Weite s’ > r, deren y-Inneres in
Gao \ Y flach ist. Sei ¥ die Fléche, die entsteht, indem wir beide Enden eines
verdrehten Streifens entlang disjunkter Segmente von dA (Cy, a+10(A), p')
u AT = A\ A (Cag.d+10(A), p') kleben. Nach Lemma gibt es ein
Y-Gebiet (G".p) in G"\ 'Y, sodass:

o ("\Y)\ G (Capari0(A4),p) € G,

e G" enthilt s’ — 10 senkrechte Wege von N’, und
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e p stimmt auf A~ mit p’ iiberein.

Nun finden wir nach folgendem Muster ein Ir, n + 1-Aktenschrank A’ in
G’, sodass es ein darin passendes 7, T + y-Abheften (X UY, A", p”(c},)a<n+1)
von GG gibt mit einer weiteren kreuzheubalen Schublade.

Fall 2: Es gibt eine planare Verbindung P’ C P mit |P’| = 4s, wobei
s> r,t. Seien S1,...,S§, die Wege aus S, die Wege aus P’ aufierhalb von
G’ (Gao’d(A), p’) treffen, in dieser Reihenfolge in N, und sei P; € P’ der Weg,
er auf dieser Weise 5; trifft. Also gibt es ein eindeutiges i, < 4s, sodass
P = {Pjy+j: j < 4s}. Falls ig < 2s, so setzen wir P]( = Pj,_2s+j. Seien

Us..., 51, die Wege aus S, die diese Wege P/ auBerhalb von G'(cq,,a(A), p')
treffen, in dieser Reihenfolge in N. Also ist ein Anfangsstiick von P/ ein
Teilweg S;’ und ein Endstiick von P; ein Teilweg von SJ, ;. Sei W/ der
eindeutige S7-Sy,-Weg in Wyi 1 fiir ¢ < s und der eindeutige S5 -
Si-Weg in Wy, fiir s < i < 2s. Sei N’ die Masche, deren waagrechte
Wege die W/ sind und deren Senkrechte Wege Teilwege der P! sind. Nach
Satz und Satz m gibt es Ergebnis (a) oder ein y < R,T',Q, d eine
Teilmenge Y C V(Gg,) mit |Y| < y, und eine Teilmasche N” von N’ auf
einem Intervall der Weite s’ > r,y, deren y-Inneres in G, \ Y flach ist.
Sei (A, é) eine entsprechende Separation von G, und p eine entsprechende
Wiedergabe von Gy, [B] wie in Definition
In N’ gibt es 2y + 1 disjunkte Intervalle (Ni)i<oy 1 der Weite {@SﬁJ
dieser Reihenfolge von links nach rechts. Fiir ¢ < 2y + 1 sei D; der auflere
Kreis des y-Inneren von N;.

Fir x € Y sei ¢, das maximale ¢ und j, das minimale ¢, sodass x einen
Nachbarn in (Gq, \ Y)[B](D;, p) hat, falls es ein solches ¢ gibt und sei i, =

Jo = 0 sonst. Sei ig € 2y + 1] \ U ey {2 Ju }-

in

Y = {x € Y: z hat einen Nachbarn in (Gq, \ Y)[B](Ds, ,3)} .

Also ist G, := (G \Y) [B](D;, p) flach in G, \ Y’ und jede Ecke z € Y’
hat Nachbarn links und rechts davon.

Sei X die Fliache die entsteht, indem wir beide Enden eines nicht-verdrehten
Streifen entlang disjunkt Segmenten von dA(Cy, dt2s+10(A), p') zu A~ =
A\ A(Caoyd+25+10(A),pl) kleben. Nach Lemma gibt es ein X-Gebiet
(G",p) in G'\ 'Y, sodass:

o G'\Y'\ (G'(caas2s+10(A),p")) € G”

e G enthilt LﬁJ — 10 senkrechte Wege von Nj,.

e p stimmt auf A~ mit p’ iiberein.

Sei H die Vereinigung aller G”-Briicken in Gy, \ Y’ und sei
G" = (G/ \ G <Cao,L%J—1,p’)) U GZO.
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Also finden wir nach folgendem Muster ein 7/, n + 1-Aktenschrank A’ mit
r"” > rin G", sodass es ein dazu passendes r’, T + y-Abheften von G gibt,
sodass V(H) NV (G") C o(c,,) Uo(cy,1): Wir wihlen s” mit r < s” < &'

Ht:=aG" (Cao,s”(A,)a ﬁ) UHUG" (Ca0+15//(14/), :5) (???)

T+

Fall 2.1: Es gibt s” disjunkte Wege von ¢, 57 (A’) nach cqyy1,57(A") in H
Ubung (éhnlich wie vorherige Argumente).

Fall 2.2: Es gibt eine Separation (A4, B) von H mit V (Cao,S// (A’))
V (Cuy,57(A")) € Bund [AN | <B Wir nehmen eine solche mit |A
minimal.

Also finden wir ein r’, n+1-Abheften (X UY' U (AN B), p, A", (¢})a<n+1)
von G. Falls weder Cy, 10(A”) noch Cyy11,10(A”) flach ist, so sind wir fertig.
Angenommen also O.B.d.A. Cyy11,10(A”) ist flach. Dann kann Y/ U (AN B)
nicht leer sein, da dann auch (Gy,)r(P) flach gewesen wére fiir ein P €
P’ C P, was die Schiefheit von P widerspricht. Sei also z € Y’ U (AN
B). Nach der Konstruktion gibt es N(x)-A"-Wege in G'(Cyy1(A"), p) und
G/ (Caps1(A"), ).

Sei nun (A, B) eine maximale Separation von G’ (Cy, q+2(A4’), p) mit fol-
genden Figenschaften:

e Jede Komponente von A trifft N(z),
o Cyyqr2(A”) C B, oder
° |/~l N B| <gq.

Dann gibt es ein i < ¢+ 1 mit V (Cy,i(A”)) N AN B = (), und deshalb
Cap.i(A") € A\ B oder C,, ;(A”) C B\ A. Ersteres ist nicht moglich, da es
mehr als ¢ disjunkte (Cyq i-Cag.qr2-Wege gibt. Also gilt Cy,i(A”) C B\ A,
woraus folgt A C G’ (Cy, i(A"), p).

Giibe es einen A-Cj, 44 9-Trenner S mit |S| < ¢, so kénnen wir A’ als die
Vereinigung von S mit allen Komponenten von G’ \ S, die A treffen und B’
als die Vereinigung von S mit allen anderen Komponenenten definieren, und
(A", B') wire echt groBter als (A, B) (als Separation), was die Maximalitéit
von (A, B) widersprechen wiirde.

Also gibt es nach dem Satz von Menger ¢ disjunkte A—ca07q+2—Wege. Dann

kénnen wir (ao +1,(AnB)uU{z}, G [fl \ BD als weiteres Sprungbrett in
einem passenden Abheften nehmen.
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