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A: Prasenzaufgabeni

1. Vektorraumaxziome iberpriifen Sei Fol die Menge aller Folgen (x,,)nen von reelen Zahlen. Wir defi-
nieren die Summe (zy,)neN + (Yn)nen zweier Folgen (2, )neny und (Yn)nen als (25, + Yn)nen, und fiir
A € Rund (z,)nen € Fol definieren wir das Skalarprodukt A - (2, )nen als (Axy,)nen. Beweisen Sie,
dass (Fol, +,-) ein Vektorraum ist.

Losung: Wir miissen die FEigenschaften aus der Definition tiberpriifen:

Kommutativitét: (2,)nen + (Yn)nen = (Tn + Yn)nen = (Yn + Zn)neN = (Yn)nen + (Tn)nen-

Assoziativitit:

xn)nEN + (yn + Zn)neN

Tn + Yn + Zn)neN

Ty, + Yn)neN + (2n)nen
(Zn)nen + (Yn)nen) + (2n)nen

(xn)nEN + ((Yn)nen + (2n)nen)

P

Nullvektor: Wir setzen 0 := (0),en. Dann 0 + (2, )nen = (04 Zp)nen = (Tn)nen.

Negativen: Wir setzen *(mn)nEN = (7In)n6N- Dann 7(In)n6N + (zn)nEN = (71% + mn)nEN =

(O)nGN =0.
Distributivitit:
A ((@n)nen + (Yn)nen) = A (Tn + Yn)nen
= (M@n + Yn))nen
= (ATp + MYn)nen
= (/\l'n)neN + ()‘yn)neN
A (xn)nEN + A (yn)nEN
und

A+ 1) (@a)nen = (A + W)Tp)nen
(AZn + U )nen
= (AZn)nen + (UTn)nen
= A (@n)nen + 4 (Tn)nen

Assoziativitdt der Multiplication: A-(p(2n)nen) = A (2n)neny = (AuZn)nen = (A1) (Tn)nen
Multiplikation mit 1: 1 (z,)neny = (12n)nen = (Tn)nen

2. Unterrdume von R? erkennen
Welche der folgenden Mengen sind Unterrdume von R?

(a) {(z,y) € R?|z <y}
(b) {(z.y) e R?|z =y}



(¢) {(z,y) € R?|zy > 0}

Losung:

(a) Kein Unterraum denn sie enthélt (0,1) aber nicht (—1) - (0,1) = (0, —1).

(b) Unterraum: Nicht leer, weil sie (0,0) enthélt. Sind (21, y1) und (x2,y2) in diese Menge enthal-
ten, so ist auch (z1,y1) + (z2,y2) = (€1 + x2,y1 + y2), da 1 + 22 = y1 + y2. Sei A eine reele
Zahl. Ist (z,y) in der Menge, so ist auch A - (z,y) = (Az, \y), da Az = Ay.

(¢) Kein Unterraum, weil sie die Vektoren (0, 1) und (—1, 0) enthiilt, aber nicht ihre Summe (1, —1).

3. Summen von Unterrdiumen
Seien U und W Unterrdume eines Vektorraums V. Zeigen Sie, dass

U+W:={u+wueUund weW}

ein Unterraum von V ist.

Losung: U und W sind nicht leer, also konnen wir Elementen v von U and w von W finden. Dann
u+w € U+ W. Deshalb ist U + W nicht leer. Seien vy, vo Elemente von U + W. Seien uq,us € U
und wy,ws € W, sodass v1 = u; + wy und vy = us + we. Dann vy + vo = uy + wy + us + we =
(ug +ug) + (w1 +w) eU+W.Sei A€ Rundv e U+ W. Sei w € U und w € W mit u+ w = v.
Dann A-v=X-u+X-veU+W.

B: Aufgaben zum 17. Juni

1. Kartesische Produkte von Vektorrdumen
Seien V und W Vektorrdume. Wir definieren die Summe und das Skalarprodukt fiir das kartesische

Produkt V' x W wie folgt:
(v1,w1) + (v2, w2) = (v1 + Vo, w1 + wa) Ac(vyw)=A-v, A w).

Zeigen Sie, dass (V x W, +,-) ein Vektorraum ist.

Losung: Wir miissen die Eigenschaften aus der Definition iiberpriifen:

Kommutativitét: (z1,y1)+ (22,92) = (v1 + 22,51 +12) = (T2 + 21,92 +y1) = (22, y2) + (21, 41).

Assoziativitét:

x1,y1) + (X2 + 3,92 + Y3

(x1,91) + ((z2,y2) + (3,93)) ( )
= (w1 +x2+x3,01 +Yy2 +Y3)
(
(

T+ 22,1 + y2) + (23, Y3)
(1,91) + (22,92)) + (23,y3)

Nullvektor: Wir setzen 0 := (0,0). Dann 0+ (z,y) = (0+ 2,0+ y) = (z,y).
Negativen: Wir setzen —(z,y) = (—z, —y). Dann —(x,y) + (z,y) = (—z+z,—y+y) = (0,0) = 0.
Distributivitét:

A-((@, ) + (22,92)) = A (@1 + 22,51 +32)

(Mz1 4+ 22), A(y1 + y2))
(Ax1 + Ax2, Ayr + Ay2)
(Az1, Ay1) + (Az2, Ay2)
= A (z1,y1) + A (22, 92)



und

(A + )z, (A + p)y)

Az + pz, Ny + py)
Az, Ay) + (pz, py)

= A (zy) +p (z,9)

A+ p) - (z,9)

Assoziativitdt der Multiplication: - (p- (z,y)) = A - (ux, py) = Apz, Auy) = (An) - (x,y)
Multiplikation mit 1: 1 (z,y) = (1z,1ly) = (z,y)

. Unterrdume von R® erkennen
Welche der folgenden Mengen sind Unterriume von R3?

(@) {(z,y,2)|lz +y+2=0}
(d) {(z,y,2)|zy = z}
(C) {(xayvz)lx =Yy= Z}

Losung:

(a) Wir nennen diese Menge U;. Sie ist ein Unterraum. Sie ist nicht leer, weil (0,0,0) € U;. Fiir
(w1,y1, 21) und (22,y2, 22) in Uy gilt auch (x1,y1, 21) + (22, Y2, 22) = (21 + 2, y1 +y2, 21 +22) €
Uy denn (z1+x2)+ (y1+y2)+ (21 +22) = (@14+y1+21)+ (22 +y2+22) =040=0.Fir A\ € R
und (z,y, z) € Uy gilt auch A (z,y,2) = (A\x, \y, Az) € Uy denn Az + Ay+ Az = ANz +y+2) =
Ax0=0.

(b) Diese Menge ist kein Unterraum denn sie enthilt die Vektoren (1,0,0) und (0, 1,0) aber nicht
deren Summe (1,1,0).

(¢) Wir nennen diese Menge Us. Sie ist ein Unterraum. Sie ist nicht leer, weil (0,0,0) € Us. Fiir
(1,91, 21) und (2, y2, 22) in Us gilt auch (x1,y1, 21) + (22, y2, 22) = (x1+ 22, y1 +y2, 21 +22) €
Us denn x1 + 22 = y1 + y2 = 21 + 22. Fiir A € R und (z,y,2) € Us gilt auch X - (z,y,2) =
(Az, Ay, Az) € Us denn Az = \y = Az.

. Matrixgleichungen umformen
Seien A und B Matrizen in R™*™. Zeigen Sie, dass {x € R"|Az = Bz} ein Unterraum von R ist.

Losung: Diese Menge ist die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems (A — B)z = 0.

. Unterraumaziome tiberprifen
Sei Fol der Vektorraum von Folgen aus der ersten Présenzaufgabe. Beweisen Sie, dass

{(zn)nen € Fol| lim z, =0}
n— oo

ein Unterraum von Fol ist.

Losung: Wir nennen diese Menge U. Sie ist nicht leer, weil sie die Folge (0),cn enthélt. Fir (2,)nen
und (yn)nen in U gilt auch (zp)nen + Wn)neny = (@n + Yn)nen € U denn limy, o0 (zn + yn) =
lim, oo T = limy, ooy = 04+ 0 = 0. Fiir A € R und (z,)neny € U gilt auch X - (2,)neny =
(AZpn)nen € U denn lim, o0 Az, = Alimy, 00 x,, = A0 = 0.

. Schnitte und Vereinigungen von Unterrdumen

Seien U und W Unterrdume eines Vektorraums V. Zeigen Sie, dass der Schnitt U N W auch ein
Unterraum von V ist. Finden Sie solchen V', U und W, sodass die Vereinigung UUW kein Unterraum
von V ist.



Losung: Weil U nicht leer ist, gibt es ein Vektor u € U. Dann 0 = 0 -« € U. Ahnlicherweise gilt
0 € W. Also gilt 0 € U N W. Deshalb ist U N W nicht leer. Seien v; und vy in U N W. Dann
v1 + v € U, weil U ein Unterraum ist, und v + vo € W, weil W ein Unterraum ist. Deshalb gilt
v1 + v € UNW. Sei nun A eine reele Zahl und v ein Vektor in U N W. Dann \v € U, weil U ein
Unterraum ist, und A\v € W, weil W ein Unterraum ist. Deshalb gilt Av € UcapW.

Sei nun V := R2, U := {(z,y) € V|]y = 0} und V := {(z,y) € V]z = 0}. Dann ist U + W kein
Unterraum von V', weil sie die Vektoren (1,0) und (0, 1) aber nicht deren Summe enthélt.



