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A: Prasenzaufgaben

1. Zeilenstufenform und reduzierte Zeilenstufenform erkennen
Welche der folgenden Matrizen sind in Zeilenstufenform? Welche sind in reduzierten Zeilenstufen-

form?
1 4 5 1 4 5 1 4 0
(b)<001> (C)<OOO> (d)<001>

Losung: (a) ist nicht in Zeilenstufenform, weil die zweite Zeile keine fithrende 1 hat. (b) is in
Zeilenstufenform, aber nicht in reduzierter Zeilenstufenform, weil es eine 5 iiber der fithrenden 1 in
der zweiten Zeile gibt. In (c¢) is diese fithrende 1 nicht mehr da (die zweite Zeile besteht nur aus
Nullen), und in (d) gibt es eine Null iiber dieser fithrenden 1. Also sind (c) und (d) in reduzierter
Zeilenstufenform.

(a)

S O =
S N O
_ o O

2. Gaufs-Verfahren
Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mit Hilfe des Gauf3-Verfahrens:.

—x9 + 31‘3 = 1
3351 + 61‘2 — 31‘3 = =2
6x1 4+ 622 + 1223 = 5

Losung: Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

0 -1 3 1
3 6 -3 -2
6 6 12 5

Der erste von Null verschiedene Eintrag in der ersten Spalte ist die 3 in der zweiten Zeile, also
vertauschen wir die erste und zweite Zeilen:

3 6 -3 =2
0 -1 3 1
6 6 12 5

Jetzt teilen wir die erste Zeile durch 3, um da eine fithrende 1 zu kriegen:



Wir subtrahieren das Sechsfache der ersten Zeile von der dritten Zeile, damit wir nur Nullen unter
dieser fithrenden 1 haben:

1 2 -1 -2

0 -1 3 1

0 -6 18 9

Wir multiplizieren die zweite Zeile durch -1, um da eine fithrende 1 zu kriegen:

1 2 -1 -2
0 1 -3 -1
0 -6 18 9

Wir addieren das Sechsfache der zweiten Zeile auf die dritte Zeile, damit wir nur Nullen unter dieser
fihrenden 1 haben:

2
12 -1 -2
01 -3 -1
00 0 3

Wir teilen die dritte Zeile durch 3, um da eine fithrende 1 zu kriegen:

12 -1 -2
01 -3 -1
00 0 1

Die Matrix ist jetzt in Zeilenstufenform, also betrachten wir wieder das entsprechende Gleichungs-
system:

2
X +21‘2 — X3 = 75
) —3$3 = -1

0 =1

Weil die letzte Gleichung keine Losungen hat, ist dieses System nicht 16sbar. Deshalb war das
usrpriingliche Gleichungssystem auch nicht losbar.

. Gauf$-Jordan- Verfahren
Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mit Hilfe des Gau-Jordan-Verfahrens:

21‘1 +x3 = 5
To — 2$3 = 7
41‘1 - 21‘2 = 3

Losung: Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

2 0 1 5

0o 1 -2

4 -2 0

Wir teilen die erste Zeile durch 2:

1 0 1 5
2 2

o 1 -2 7

4 -2 0 3



Wir subtrahieren das Vierfache der ersten Zeile von der Dritten:
1
1 0 5
0o 1 -2
0o -2 -2 -7

-3 nojot

Wir addieren das Zweifache der zweiten Zeile auf die Dritte:

1 5

2 2

-2 7

-6 7

Wir teilen die dritte Zeile durch —6:

1 5

2 2

-2 7

7
L -5

37
0 %
-2 7
7
I -5

Wir addieren das Zweifache der dritten Zeile auf die Zweite:

37
100 &
14
0 1 0 ?7
00 1 —5
Die Matrix is jetzt in reduzierter Zeilenstufenform. Die einzige Losung ist (%, %, f%)

B: Aufgaben

1. Fiihrende und freie Variablen, Rickwdrtssubstitution, Gauf$-Jordan Verfahren
Wir gehen davon aus, dass die erweiterte Koflizientenmatrix eines linearen Gleichungssystem in
den Variablen x1, xs, . .., xg durch elementare Zeilenumformungen auf die folgende Zeilenstufenform
gebracht wurde:

-1 -1 2 1
2 0 0 1
0 1 -3 -2
0 0 0 0

S O O =
S O =N
O O W W

(a) Welches sind die fithrenden und welches sind die freien Variablen?
(b) Finden Sie die allgemeine Losung durch Riickwiértssubstitution.

(c) Finden Sie die allgemeine Losung durch anwendung des GauB-Jordan-Verfahrens.

Losung;

(a) Die fithrende Variablen sind 21, 2 und x5. Die freie Variablen sind z3, x4 und x.



(b) Wir setzen x3 := r, x4 := s und xg := t. Die dritte Gleichung ist x5 — 3z¢ = —2. Das
heifit, x5 — 3t = —2, also x5 = 3t — 2. Die zweite Gleichung ist x5 + 3z3 + 2x4 = 1. Das heif}t,
To+3r+2s =1, also x9 = 1—3r—2s. Die erste Gleichung ist x1 +2x5+3r3 — x4 — x5+ 226 = 1.
Substitution fiir a2 ... 2 in dieser Gleichung ergibt 21 +2(1—3r—2s)+3r—s—(3t—2)+2t =1,
woraus folgt z1 = 37 4+ 5s + t — 3. Die allgemeine Losung ist deshalb die Menge

{(Br+5s+t—3,1—3r—2s,r,s,3t—2,t)|r,s,t € R}.

(¢) Wir subtrahieren das Zweifache der zweiten Zeile von der Ersten:

10 -3 -5
01 3 2
0 0 O 0
0 0 O 0

Wir addieren die dritte Zeile auf die Erste:

10 -3 -5
01 3 2
0 0 O 0
0 0 O 0

Die Matrix ist jetzt in reduzierter Zeilenstufenform.
Dann wird die erste Gleichung x; — 3r —5s —t =

-1
0
1
0

0
0
1
0

2 -1

0 1
-3 -2

0 0
-1 -3
0 1
-3 =2
0 0

Wir setzen x3 :=r, x4 := s und x5 := t.
—3, woraus folgt z; = 3r + 55+t — 3.

Ahnlicherweise ergibt sich aus der Zweiten Gleichung, dass o = 1 — 3r — 2s, und aus der
Dritten, dass x5 = 3t — 2. Die allgemeine Losung ist deshalb die Menge

{(Br+5s+t—3,1—3r—2s,1,83t—2,t)|r,s,t € R}.

2. Gaufs-Verfahren

Stellen Sie die erweiterte Koeflizientenmatrix fiir das folgende lineare Gleichungssystem auf und
bestimmen Sie die allgemeine Losung mit dem Gauf3-Verfahren.

21‘1 +1‘2+£L‘3
1 — T2+ T3
3r1 + x2 + 223

Losung: Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

2 1 1
-1
3 1 2
Wir teilen die erste Zeile durch 2:
L3 3
1 -1 1
3 1 2

Wir subtrahieren die erste Zeile von der zweiten:

w O =
— e
poleo
DN NoI—= N



Wir subtrahieren das Dreifache der ersten Zeile von dem Dritten:

1 1 1
L5 2 3
_3 1 7
0 2 2 2
1 1 5
0 -3 3 —3
Wir multiplizieren die zweite Zeile durch fg:
1 1 1
1L 3 2 2
1 7
0 1 3 3
1 1 5
0 -3 3 -3

Wir addieren das %—Fache der zweiten Zeile auf die Dritte:

1 1 1
L3 3 3
1 7
01 -3 —3
1 11
00 35 -3
Wir multiplizieren die dritte Zeile durch 3:
1 1 1
L2 3 3
1 7
01 -3 -3
0 O 1 —11

Die Matrix ist jetzt in Zeilenstufenform, also betrachten wir wieder das entsprechende Gleichungs-
system:

S SR
TgtrTols =g
1 7

$2—§.’I]3 = —g

Tr3 = —11

Aus der zweiten Gleichung folgt 22— +(—11) = —%, also 23 = —6. Aus der Ersten folgt 21+ 3(—6)+

1(—11) = 3, also z; = 9. Die einzige Losung ist deshalb (9, —6, —11).
. Gauf-Jordan- Verfahren

Stellen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix fiir das folgende lineare Gleichungssystem auf und
bestimmen Sie die allgemeine Losung mit dem Gaufl-Jordan-Verfahren.

2:61 +1‘2+£L‘3
1'171'24’1‘3 = 4
3r1 +x2+2x3 = 4

Losung: Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

2 1 11
1 -1 1 4
3 1 2 4



Wir teilen die erste Zeile durch 2:

1 1 1
L 3 35 3
1 -1 1 4
3 1 2 4
Wir subtrahieren die erste Zeile von der zweiten:
1 101
L2 2 2
3 1 7
0 -3 3 3
3 1 2 4

Wir subtrahieren das Dreifache der ersten Zeile von dem Dritten:

101 1
L 3 2 3
3 1 7
0 2 2 2
1 1 5
0 -3 3 3
Wir multiplizieren die zweite Zeile durch fg:
1 1 1
L5 2 32
1 7
0 1 -3 —3
1 1 5
0 - 2 2 2

Wir addieren das %—Fache der zweiten Zeile auf die Dritte:

L3 3 3
01 -} -
00 1 3
Wir multiplizieren die dritte Zeile durch 3:
TR
01 -} -
0 0 1 4

Die Matrix ist jetzt in Zeilenstufenform, aber noch nicht in reduzierter Zeilenstufenform. Wir sub-
trahieren das %—Fache der zweiten Zeile von dem Ersten:

2 5
3 3

1 4

wl~

o O =
S = O
Wl

Wir subtrahieren das %—Fache der dritten Zeile von dem Ersten:

0 -1

_7
3
1 4

o O =
oS = O
Wl

Wir addieren das %—Fache der dritten Zeile auf die Zweite:
0 -1
0 -1
1 4

o O =
S = O

Die eindeutige Losung ist also (—1,—1,4)



4. Allgemeine Lésung bestimmen
Bestimmen Sie die allgemeine Losung des folgenden Gleichungssystems:

271 +x2 + 3 =
Tl — Ty +x3 =
31‘1 +21‘3 =

Losung: Wir wenden das Gaufl-Verfahren an. Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

2 1 1 1

1 -1 1 4

3 0 2 5
Wir teilen die erste Zeile durch 2:

1 3 3 3

1 -1 1 4

3 0 2 5

Wir subtrahieren die erste Zeile von der zweiten:

1 1 1
L5 3 3
3 1 7
0 -3 3 3
3 0 2 5

Wir subtrahieren das Dreifache der ersten Zeile von dem Dritten:

101 1
L 3 2 3
-3 1 7
0 2 2 2
_3 1 7
0 2 2 2
Wir multiplizieren die zweite Zeile durch fg:
1 1 1
1L 3 2 32
-1 _7
0 1 3 3
_3 1 7
0 2 2 2

Wir addieren das %—Fache der zweiten Zeile auf die Dritte:

1 1 1

L 5 3 3
1 7

01 -3 —3
00 0 0

Die Matrix ist jetzt in Zeilenstufenform, also betrachten wir wieder das entsprechende Gleichungs-
system:

1

$1+§1'2+§1'3 = 5
1 7

To — =X = ——=
2737 3

0 =0



Setze x3 = t. Aus der zweiten Gleichung ergibt sich zo = % — % Aus der ersten ergibt sich
z1+ 5(L—2)+ 4t =3, also 21 = 3 — 2. Deshalb ist die allgemeine Lésung

52t T gl
3 3°'3 3

. Ldosungsmengen sind unter elementare Gleichungsumformungen von Typ (i) erhalten

Sei 57 eine lineare Gleichungssystem. Sei S5 eine lineare Gleichungssystem, die man von S; durch
Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer andern Gleichung konstruieren kann. Sei LL; die
Losungsmenge von S; und sei Ly die Losungsmenge von Ss.

(a) Beweisen Sie, dass IL; eine Teilmenge von Ly ist.

(b) Beweisen Sie, dass Sp sich auch aus Sz durch Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu
einer andern Gleichung konstruieren ldsst.

(c) Beweisen Sie, dass L; = LLo. [Wegen (a) reicht es hier zu beweisen, dass Ly eine Teilmenge von
Ll iSt.]

Losung:

(a) Wir nehmen an, dass S1 aus m Gleichungen in den n Variablen z; ... x,, besteht, und wir nen-
nen den Koeffizient von z; in der j-ten Gleichung a;; und die rechte Seite der j-ten Gleichung
b;. Sei A eine Reele Zahl, und j und k natiirliche Zahlen, sodass man S von S; durch Addition
des A-Fachen der k-ten Gleichung zu der j-ten konstruiren kann. Die j-te Gleichung in Sy hat
also die Form:

(alj + )\alk)xl + (agj + )\agk)xg + ...+ (anj + )\ank)xn = bj + Aby,

Sei (t1...t,) eine Losung von Si. Sie ist automatisch eine Losung von jeder Gleichung in Sy
aufler der j-ten, da diese Gleichungen auch in S; sind. Sie ist auch eine Losung von der j-ten
Gleichung in Ss:

(alj —+ )\alk)tl +...+ (anj + )\ank)tn = (aljtl +...+ an]—tn) + )\(alktl +...+ anktn) = bj + by,

Wir haben jetzt bewiesen, dass jede Losung von S; auch eine Losung von S5 ist. Deshalb gilt
L C Lo.

(b) Sy lésst sich durch Addition des (—\)-Fache der k-ten Gleichung zu der j-ten.

(c) Wegen (b) folgt aus (a), dass auch Ly C ;. Deshalb sind L; und Ly gleich.



