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Naturliche Zahlen

Definition

Mit IN bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen
IN:={1,2,3,...}
und mit INg die nattirlichen Zahlen einschlieBlich der Null

No := {0} UN ={0,1,2,3,...}.

m oftmals wird auch die Null als natiirliche Zahl angesehen

m die Existenz der natiirlichen Zahlen (so wie wir sie kennen) kann aus
den ZERMELO-FRAENKEL-Axiomen abgeleitet werden
(Unendlichkeitsaxiom)

m in dieser VL werden wir IN mit der Addition (+) und Multiplikation (-)
und den geltenden Rechenregeln erstmal als gegeben annehmen
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Rechengesetze fiir natirliche Zahlen

Fir alle Zahlen a, b, c € INy gelten:

m Assoziativgesetze:

at+(b+c)=(a+b)+c und a-(b-c)=(a-b)-c

m Kommutativgesetze:

]
op

at+b=b+ a und a-b . a

m Distributivgesetz:
a-(b+c)=a-b+a-c

m Existenz der neutralen Elemente:

a+0=a und a-1=a
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Vollstandige Induktion

Beweisprinzip der vollstandigen Induktion

Sei A(n) eine Aussageform. Die Aussage . fiir alle n € IN gilt A(n)" ist wahr,
wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

A(1) ist wahr Induktionsanfang

und fiir jedes n € IN gilt die Implikation A(n) = A(n+1).
Induktionsschritt |

Bemerkungen

m vielseitiges Beweisprinzip, welches oft Anwendung findet

m andere Varianten der vollstandigen Induktion betrachten wir spater

m die im Induktionsschritt als wahr angenommene Aussage A(n) heiBt
Induktionsannahme/Induktionsvoraussetzung und die herzuleitende
Aussage A(n + 1) heiBt Induktionsbehauptung

m in kondensierter Form kann man das Beweisprinzip selbst als folgende
Aussage formulieren

A1) A (VneN: A(n) = A(n+1)) == VnelN: A(n)
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Beispiel: GAUSSsche Summenformel

Fir alle ne N gilt
n
2.i=

Beweis

Sei A(n) die Aussageform )" | (”+21)" Wir zeigen mit vollstindiger Induktion, dass
fir alle n € IN die Aussage A(n) gllt

Induktionsanfang: Die Aussage A(1) lautet ;. i = (H )1 Diese gilt, da

Z 1+21) 1. ()

) fur alle n € IN. Sei also n € IN beliebig und

+1
D= (n+1)” gilt. Unter dieser Annahme

Induktionsschritt: Wir zeigen A(n) = A(n
es gelte die Induktionsannahme A(n), d. h.

. . . F— (n—|—1—|—1 n+1 n+2)(n+1
leiten wir A(n + 1) her, d. h. wir zeigen >/ i = 2)( ) = ( )2( )
n+1 n
O Ay (n+1)n  2(n+1) (n+1)(n+2) (n+2)(n+1)
Y=Y i+(n+1)= = > = > (V)
Somit gilt A(n), also die im Satz behauptete Formel, fiir alle n € IN. ]
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Beispiel: BERNOULLIsche Ungleichung

Sei g = —1 eine reelle Zahl. Fiir alle n € IN gilt

(1+q9)">1+nqg.

Beweis (durch vollstindige Induktion fiir ein reelles g > —1)

Induktionsanfang: Fir n = 1 gilt
(1+qg)t=1+g=1+1-gq. (V)

Induktionsschritt: Es gelte die Induktionsannahme (1 + q)” > 1 + ng und wir
zeigen damit (1 + q)"*! > 1+ (n + 1)q. Tatsichlich gilt

|. Annahme

L+@)"™'=(1+q)" L+q = (L+nq)-(1+4q)
=1+ng+q+ng®>=>1+ng+qg=1+(n+1)q. (V)
Somit gilt also die im Satz behauptete Ungleichung fiir alle n € IN. ]
Wo wurde g > —1 benoétigt? Erste Ungleichung im I.Schritt!)
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Beispiel: Teilbarkeit

m Fir ganze Zahlen a und b schreiben wir a | b, falls a ein Teiler von b ist, d. h.
es gibt eine ganze Zahl z mit a- z = b.

Fiir alle n € IN ist n®> — n durch 3 teilbar, d.h. 3 | (n® — n) fiir alle n € INV.

Beweis
Sei A(n) die Aussageform 3 | (n®> — n). Wir zeigen mit vollstandiger Induktion, dass
fir alle n € IN die Aussage A(n) gilt.

Induktionsanfang: Die Aussage A(1) lautet 3 | (13 — 1), also 3 | 0. Somit ist A(1)
wahr, da die 3 Teiler der 0 ist. (v')

Induktionsschritt: Fiir alle n € IN zeige A(n+1),d.h.3 | ((n+1)3 - (n+1)),
unter der Induktionsannahme A(n). Es gelte also 3 | (n®> — n). Durch elementares

Umformen erhalten wir
(n+1P —(n+1)=((+3n* +3n+1)—(n+1)=(n* —n)+3(n* +n). (%)

Wegen der Induktionsannahme A(n) gilt 3 | (n® — n) und da 3(n® + n) durch 3
teilbar ist, folgt auch

31 (P —m+3(+n) <= 3| (n+1P—(n+1). (V)

Somit gilt A(n) fir alle n e IN. ]
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Beispiel: Geometrische Knobelei

Hof-Fliesen-Problem

Ein quadratischer Hof mit Seitenlangen 2" soll mit L-formigen Fliesen ausgelegt
werden. Dabei soll ein vorgegebenes Quadrat mit der Seitenlange 1 im Hof frei
bleiben, weil da eine Statue aufgestellt werden soll. Die L-formigen Fliesen haben
die Form von drei aneinander gesetzten Quadraten mit Seitenlange eins.

-

Hof Fliesen

Ist es moglich, den Hof wie oben beschrieben vollstandig mit L-formigen Fliesen so
zu Uberdecken, dass die Fliesen sich nicht {iberlappen und nicht zerschnitten
werden miissen?

y
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Hof-Fliesen-Problem kleine Beispiele

Wir betrachten zunachst die Falle n = 1 und n = 2 und sehen, dass wir den
Hof wie gewiinscht fliesen konnen. Schon der Fall n = 1 geniigt fiir den
Induktionsanfang.

oy [ [

Die anderen Falle sind symmetrisch zu einem der dargestellten Falle.
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Hof-Fliesen-Problem Losung mit Induktion

Lésung vom Hof-Fliesen-Problem

Fiir alle n € IN gibt es ein Lésung fiir das Hof-Fliesen-Problem eines quadratischen Hofes
mit Seitenlange 2" und beliebig vorgegebenem freien Quadrat mit Seitenlange 1.

Beweis: Sei A(n) die Aussage ,, jeder quadratische Hof mit Seitenldnge 2" und beliebig
vorgegebenem freien Quadrat mit Seitenldange 1 kann mit L-férmigen Fliesen ausgelegt
werden”.

Induktionsanfang: Die Aussage A(1) gilt, da wie im Beispiel gesehen, das Entfernen eines
Einheitsquadrats aus einem Quadrat mit Seitenlange 2 genau eine L-Fliese ergibt. (V')

Induktionsschritt: Sei n € IN beliebig und es gelte A(n). Sei ein quadratischer Hof mit
Seitenlange 2"t und einem vorgegebenem freien Quadrat gegeben.

Zerlege den Hof in vier quadratische Hofe mit Seitenlange 2", wobei genau einer das
vorgegebene freie Quadrat enthdlt. Die Induktionsannahme liefert eine Flieseniiberdeckung
fir diesen Hof.

In die ,Mitte” konnen wir eine L-formige Fliese F so legen, dass jeweils genau ein Quadrat
der restlichen 3 Hofe belegt wird und so liefert die Induktionsannahme jeweils fiir jeden

dieser 3 Hofe eine Flieseniiberdeckung, sodass jeweils das durch F belegte Quadrat frei
bleibt. (siehe Bild nachste Folie)

Diese 4 Uberdeckungen zusammen bilden eine Lésung fiir den urspriinglichen Hof. []
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Hof-Fliesen-Problem — Zerlegung fiir den Induktionsschritt

Zerlegung des Hofes mit Seitenldnge 271 in 4 Hofe mit Seitenldange 2" und
Lage der mittigen Fliese F:
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Hof-Fliesen-Problem Rekursiver Algorithmus

Der induktive Beweis liefert ein rekursives Verfahren zum fliesen eines so
gegebenen Hofes:

m Wenn der Hof die Seitenlange 2 hat, so bleibt neben dem markierten
Quadrat genau Platz fiir eine L-férmige Fliese.

m Wenn der Hof fiir ein n > 1 die Seitenlange 2" hat, so unterteile den
Hof in vier Hofe mit Seitenlange 2"~ ! und lege eine Fliese F so in die
Mitte, dass sie genau die drei Hofe der Seitenlange 271 trifft, die
nicht das markierte Quadrat enthalten.

m Fihre den Algorithmus fiir die vier Héfe mit Seitenlange 2"~ durch,
wobei das urspriinglich markierte Quadrat und die drei Quadrate, die
von der ersten Fliese F liberdeckt werden, markiert werden.

Bemerkung

Umgekehrt lassen sich die Laufzeit und Korrektheit eines rekursiven
Algorithmus oft gut mit vollstandiger Induktion analysieren.

y
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Varianten der vollstandigen Induktion

Vollstandige Induktion (Standardvariante)

Sei A(n) eine Aussageform. Die Aussage ,fiir alle n € IN gilt A(n)" ist wahr, wenn
folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

A(1) ist wahr

und fiir jedes n € IN gilt die Implikation A(n) = A(n+ 1).

Vollstandige Induktion mit beliebigem Startwert

Sei A(n) eine Aussageform und sei ng eine ganze Zahl. Die Aussage ,fiir alle
ganzzahligen n > ng gilt A(n)" ist wahr, wenn:
A( 0) wahr ist

F und fir jedes ganzzahlige n > ng die Implikation A(n) = A(n + 1) gilt.

Vollstandige Induktion mit mehreren Vorgangern (und bel. Startwert)

Sei A(n) eine Aussageform und sei ng eine ganze Zahl. Die Aussage ,fiir alle
ganzzahligen n > ng gilt A(n)" ist wahr, wenn:

A(ng) ist wahr

B und fir jedes ganzzahlige n > ng gilt (A(ng) A --- A A(n)) = A(n+1).
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Beispiele: Induktion mit anderem Startwert

Fir alle natirlichen Zahlen n > 3 gilt 2n + 1 < 2", \

m Aussage ist tatsachlich falsch fiir ganzzahlige n < 3.

Beweis (durch vollstandige Induktion mit Startwert ny = 3)

Induktionsanfang: Fiir n = ng gilt
2.3+1=7<8=2% (V)

Induktionsschritt: Es gelte die Induktionsannahme 2n + 1 < 2" flir n = ng
und wir zeigen damit 2(n + 1) + 1 < 2" Tatsachlich gilt

. Annahme

1
2n+1)+1=2n+1+2 2 2n 42T 2 pon —ontl ()
Somit gilt also die behauptete Ungleichung fiir ganzzahlige n = ng = 3. L[]
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Geometrische Reihe

Satz (Geometrische Summenformel)

Sei g # 1 eine reelle Zahl und n € INg. Dann gilt

Beweis (durch vollstindige Induktion mit Startwert ng = 0 fiir ein g € R \ {1})
Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt (mit der Konvention 0° = 1 falls g = 0)

0

i l1—gq l1—gq
Mg =—q=1="9 . (V)
i=0

Induktionsschritt: Es gelte die Induktionsannahme fiir ein beliebiges n > 0 und wir
zeigen die Induktionsbehauptung fiir n + 1. Tatsachlich gilt

n+1 - n+1 n+1 n—+2 n+1 n+2
i n+l LA ny1, 1—¢q q" " —q"""+1—q l—q
— _|_ — + — — . \/
,-;)q ’ ;) T 1—q l=9 g )
Somit gilt also die behauptete Gleichung fiir alle n € IN. []
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Rekursiv definierte Folgen

Definition (Folgen)
Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung IN — R, die jeder natiirlichen Zahl
n € IN eine reelle Zahl a, € R zuordnet. Dafiir schreibt man
(an)nem und (a1, az,...)
und die a, heiBen auch Folgenglieder.

Eine solche Folge (a,)qen ist rekursiv definiert, wenn fiir ein k € IN die ersten k
Folgenglieder a, ..., ax festgelegt werden und es eine Funktion g: R¥ — R gibt,
sodass fur n > k gllt ant1 = &(an—k+1y---,an).

Allgemeiner kann als Indexmenge statt IN auch INy oder Mengen {ng € Z.: n > ng}
ganzer Zahlen groBer-gleich einem bestimmten ng genommen werden.

v

Beispiele
m Sei (a,)nen definiert durch a; := 1 und a,,1 := 2a, + 1 fir alle n e IN.
(k=1, g(x) =2x+1)

m FiBoNAcCcI-Folge: fy:=0, fi :=1und f, .1 :=f,_1+f, firallen>1
(k=2, g(x,y) =x+y)
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Abstecher: Rekursive Algorithmen

ant1 =2a,+1inC

int a(int n) {
if (n>1) {
/* a(n)=2a(n-1)+1 */
return 2*a(n-1) + 1;

t

else {
/* a(1)=1 */
return 1;

t

+

v

Fibonacci-Folge in C

int £(int n) {
switch (n) {
case 0: /* f(0)=0 */
return O;
case 1: /* f(1)=1 */
return 1;
default: /* Rekursion */
return f(n-1)+f(n-2);
+
+

y

m fir rekursive Folgen mit k > 2 oft ineffektiv
m Bsp.: fyo mit 1,4 GHz Intel i5 Prozessor:

m rekursive Definition 14Bt sich einfach implementieren

— Mehrfachberechnungen

rekursiv tiber 300 Jahre
direkt unter 2 NﬂHBekunden)
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Rekursion vs. Induktion

| 3121, 3223, 3327, 34215, 35231,...,31021023

Die Folge (an)nev sei definiert durch a; := 1 und a1 := 2a, + 1. Dann
gilt fir alle ne IN

a,=2"-1.

Beweis (durch vollstandige Induktion)

Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt offensichtlich
ag=1=21-1. (V)

Induktionsschritt: Es gelte die Induktionsannahme fiir ein beliebiges n € IN
und wir zeigen die Induktionsbehauptung fiir n + 1. Tatsachlich gilt

aps1 1= 2a, + 1 AMEMMEoon 1) 41 —ontl 1 (V)

Somit gilt also die behauptete Gleichung fiir alle n € IN. []
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FIBONACCI-Zahlen
. f(-):Olf:-l.:]'!f.2:]'16:21ﬂ-:31f.5:5f.6:8,f-7:13,f.8:21

Satz (DE MOIVRE-BINET-Formel)

Sei (f,)nen, die Folge der FIBONACCI-Zahlen definiert durch fy := 0, f; := 1 und
fni1 = fn_1 + f,. Dann gilt fir alle n € IN mit ¢ := # und ¢ 1= 1_2\/5
1
f,=— (0" —¢") .
7 (" — ")

v

m Echt jetzt? Wie kommt man darauf? — Lineare Algebra
m die reelle Zahl ¢ heiBt auch goldener Schnitt

Beobachtung

Die Konstanten ¢ und ¢ erfiillen die Gleichung 1 + i = X.
Beweis: Fiir x # 0 gilt

1
1+ - =x «<— x+1=x°
X
und p-g-Formel liefert x; o = % + 75

v
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_ 1 n n
fn — % (90 o ¢ )
Beweis (durch vollstindige Induktion mit zwei Vorgangern)
Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt

1 0 0\
\/g(gp w)_\/g
und fuir n = 1 haben wir

1 1 (1445 1-45\ 1 o
E(%O_w)_\@( 5 _ 2 >_\/g(\/g)_1_'f1' (\/)

Induktionsschritt: Es gelte die Induktionsannahme fiir n — 1 und fiir n und wir
zeigen die Induktionsbehauptung fir n+ 1. Es gilt

1A " — ¢t 90—¢n " (1 ) wn( 1)
for1 = foo1 + 1, \/g \/7 \/7 +1 \/g 1+¢ :

Wegen der Beobachtung wissen wir = —|— l=¢pund1 —|— = = 1) und somit folgt

Somit gilt also die behauptete Formel fiir alle n € INy. ]

1
(1-1)=0=:f
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Vollstandige Induktion Bemerkungen

m Beweis der DE MOIVRE-BINET-Formel fiir f, bendtigt
Induktionsanfang fiir beide Anfangswerte n = 0 und n =1, da der
Induktionsschritt fir n + 1 (unabhéngig von n) auf beiden vorherigen
Aussagen fiir n und n — 1 beruht. Der Fall n = 1 ist somit nicht im
Induktionsschritt abgedeckt, da wir nicht auf eine Aussage fiir n = —1
zuriickgreifen kénnen.

m Ublicherweise bendtigen Aussagen iiber rekursive Folgen mit k € IN
einen Induktionsanfang fir die ersten k Falle.

m Warum gilt denn eigentlich das Prinzip der vollstiandigen Induktion?

m Kann man beweisen, dass ein Beweisprinzip gilt?

m fiir die Beantwortung der Fragen brauchen wir klarere Vorstellungen
von den natirlichen Zahlen — Axiomatisierung
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PEANO-Axiome

Definition (Natiirliche Zahlen IN)

Die Menge der natiirlichen Zahlen IN erfiillt die folgenden Axiome mit der
Nachfolgerfolgerfunktion N(-):

leN 1 ist eine natiirliche Zahl
N(n) € IN fur alle ne IN jede Zahl n hat einen Nachfolger
N(n) # 1 fiir alle ne IN 1 ist kein Nachfolger
B3 Funktion N ist injektiv Nachfolgerfunktion ist injektiv

H Sei M eine beliebige Menge mit
m1le Mund N(n)e M fir alle ne M,
dann gilt N < M. vollstandige Induktion gilt (Induktionsaxiom)

y

Bemerkungen
m fiir N(n) schreiben wir einfach n+ 1, d.h. n+ 1 := N(n)
m Addition wird dann rekursiv definiert: n + N(m) := N(n + m)
m ebenso die Multiplikation: n-1:=nund n- N(m) :=n-m+n
— diese Definitionen erlauben die Rechengesetze fiir + und - auf IN zu beweisen

m Mengen M wie in Axiom 5 heien induktive Mengen und das Axiom besagt,
dass IN die ,kleinste” induktive Menge ist
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Ordnung der natirlichen Zahlen
m Nachfolgerfunktion definiert Ordnung (<, <) auf IN: n < N(m), falls
m=n oder N(n) < N(m)

und n < m, falls n < m oder n = m.

m das kleinste Element (min M) einer Teilmenge M < IN ist das Element
me M mit m < m’ fir alle m" € M.

Jede nichtleere Teilmenge der natiirlichen Zahlen hat ein kleinstes Element.\

Beweis (Widerspruchsbeweis)

Sei & # M < IN ohne ein kleinstes Element und betrachte das Komplement

M=IN~ M.

Mit vollstandiger Induktion werden wir M=N zeigen, was zum
Widerspruch M = & fiihrt. []
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M = IN

Mit vollstiandiger Induktion (mit mehreren Vorgingern) zeigen wir n € M fiir
jedes n e IN.

Induktionsanfang: Die 1 ist das kleinste Element von IN, da die Definitionen
sofort 1 < N(1) < N(N(1)) < ... nach sich ziehen. Da wir annehmen
dass M kein (eigenes) kleinstes Element hat, gilt also 1 ¢ M und somit

le M. (V')

Induktionsschritt: Fir ein beliebiges n € IN gelte die Induktionsannahme

fir1,...,n,d.h. {1,...,n} S M. Wir zeigen die Induktionsbehauptung
(n+1)e M.

Falls (n + 1) € M, dann ware n + 1 das kleinste Element von M, wegen der
Induktionsannahme, also gilt (n+ 1) ¢ M und somit

(n+1)eM. (V)

Somit erhalten wir tatsachlich den Widerspruch M = IN.
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