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Vorwort

Dies ist das Skript fiir die Vorlesung Mathematik II fiir Studierende der Informatik
(Analysis & Lineare Algebra) des Sommersemesters 2025. Das Skript ist eine leicht ver-
anderte und angepasste Version des Skriptes von Stefan Geschke, welches sich wiederum
an dem von Thomas Andreae aus dem Sommersemester 2014 zur gleichen Vorlesung
orientiert hat. Ziel der Vorlesung ist die Vertiefung mathematischer Grundlagen und
Beweistechniken. Die folgenden Themen werden besprochen:

e Vektorrechnung und Matrizenringe,

e lineare Gleichungssysteme,

e Vektorrdume und lineare Abbildungen,
e reelle Zahlen und Konvergenz,

e Differential- und Integralrechnung.

Die Besprechung der komplexen Zahlen (siche Anhang A) und der Matrizenringe
(siche Kapitel 1.2) wird aus Mathematik I aus dem WiSe 2024 /25 vorausgesetzt.

Hamburg, Frithjahr 2025 Stefan Geschke und Mathias Schacht
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Teil 1

Lineare Algebra






KAPITEL 1

Vektoren und Matrizen

§1.1 VEKTORRECHNUNG

In diesem Abschnitt fiihren wir einen Ring ein, bei dem das Kommutativgesetz
fiir die Multiplikation nicht gilt. Dieser Ring spielt eine zentrale Rolle in der Linearen
Algebra.

Erinnerung: Fir einen Koérper IK und n € N ist K™ die Menge aller n-Tupel mit

Eintragen aus K
K" = {(xl,...,xn): xl,...,xne]K}.

Wir definieren eine Addition +: K" x K" — K" und eine Multiplikation mit einem
Skalar -: K x K" — K" auf K".
Definition 1.1. Wir nennen die Elemente von K" Vektoren. Die Summe zweier

Vektoren u = (uq,...,u,), v = (v1,...,v,) € K" definieren wir komponentenweise
durch

U+ v=(ug,. .., u)+ (U1,...,0,) == (ug + 01, ..., U, + V).

AufBerdem definieren wir die Multiplikation von Vektoren mit Elementen des Kérpers K.

Sei a € K und w = (wy, ..., w,) € K". Dann sei
a-w=aow = (qwi,...,aw,).

In diesem Zusammenhang nennt man « ein Skalar, mit dem der Vektor w skaliert wird

und man spricht auch von der Multiplikation mit einem Skalar.

Beispiel 1.2. Wir stellen uns Vektoren in R? als Punkte in der Anschauungsebene
oder als Pfeile vom Nullpunkt zu einem Punkt in der Ebene vor. Die Summe von
Vektoren lasst sich dann geometrisch als Aneinanderreihung von Pfeilen interpretieren.
Entsprechendes gilt in R?® oder ganz allgemein in R™, wobei unsere Anschauung im

Falle n > 3 natiirlich sehr herausgefordert wird.

e Fir w:=(—1,3) und v := (2,-1) gilt w +v = (1,2):
3
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Die Multiplikation mit dem Skalar « entspricht einer Streckung um den Faktor a.

Satz 1.3. Sei K ein Korper und n € IN.

(i) (K", +) ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element der Addition ist der
Vektor 0 = (0,...,0), den wir den Nullpunkt nennen.
(i) Fir alle v, we K" und alle o, B € K gilt
(a) a(v+w) =av + aw
(b) (v + p)v = av + v
(¢) (a-B)v = a(Bv)
(d) lv =w.
BEWEIS. (7) Die Axiome fiir abelsche Gruppen rechnet man schnell nach. Dabei
wird nur verwendet, dass (I, +) eine abelsche Gruppe ist.
(71) Die Eigenschaften der Multiplikation von Vektoren mit Skalaren rechnet man

schnell nach. O

Eine Struktur der Form K™ mit der Operation + und der Multiplikation mit Skalaren

ist ein Vektorraum. Wir werden Vektorrdaume im zweiten Teil der Vorlesung studieren.
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Beispiel 1.4. Wir betrachten wieder R? und v = (—1, 3). Sei
U={av: aeR}.

Dann ist U eine Untergruppe von (R?, +).

Fir o, 8 € R gilt ndmlich nach Satz 1.3 av — fv = (a + (—f))v € U. Nach unserem
Kriterium fiir Untergruppen folgt nun, dass U tatsichlich eine Untergruppe von (R?, +)
ist.

Die Menge U der skalaren Vielfachen von v ist einfach die Gerade durch den 0-Punkt,
die den Vektor v enthélt. Die Nebenklassen von U in R? sind die Geraden in R?, die

zu der Geraden U parallel sind.

Wir definieren noch eine weitere Operation zwischen Vektoren in K".
Definition 1.5. Fiir Vektoren u = (uyq,...,u,), v = (vy,...,v,) € K" ist das Standard-
Skalarprodukt von w und v das Kérperelement
Uy + -+ upvy,, falls K # C,
U1 + -+ unv,, falls K = C.
Die Bezeichnungen ,,Skalarprodukt® und ,,Multiplikation mit einem Skalar* geben

leicht Anlass zur Verwirrung. Es handelt sich um die Standardbezeichnungen und man

muss aufpassen, dass man sich immer genau klarmacht, worum es geht.

Beispiel 1.6. (i) Fir v = (1,2,3) und w = (—1,2,1) in R? gilt
(w,wy=1-(-1)+2-243-1=—-1+4+3=6.
(1) Fiir v = (1,2,3,4) und w = (3,4,2,1) in F? gilt
(v,w)=3+8+6+4 (modb5)=1.
(77) Fir v = (1 +24,2) und w = (—1,5 — 3¢) in C? gilt
(v, w) = (1+24)(=1) +4(5 —31) = (-1 — 24) + (=3 + 5i) = —4 + 34.

(iv) Fir v = (a1 + by, ..., a, + ib,) € C" gilt
(v,v) = > (a; +ib;)(a; + ibj) = ¥ (a; + ib;)(a; — ib;) = > (a? + 7).
j=1 j=1 j=1

Insbesondere ist das Skalarprodukt (v, v) fiir komplexwertige Vektoren v eine
nichtnegative reelle Zahl.
Man erinnere sich an den Satz von Pythagoras: In einem rechtwinkligen Dreieck,
in dem die Langen der Katheten, also der Seiten, die am rechten Winkel anliegen, a
und b sind, gilt fiir die Lange ¢ der Hypothenuse, also der Seite, die dem rechten Winkel
geniiber liegt, die Gleichung

a’ + b = 2.
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Insbesondere ist der Abstand des Punktes (a,b) € R? vom Nullpunkt genau

\/CL2 + b% = \/<(a7 b)? (a7 b)>

y I I I
e
\/a2;+b2:
R I i R I/
Ca z

In der komplexen Zahlenebene und in hoheren Dimensionen und gilt das Entspre-
chende. Daher nennen wir fiir Vektoren v € R™ oder v € C"die Zahl |v| = /(v,v)
den Betrag von v. Der Betrag von v ist nichts anderes als der Abstand von v vom
0-Punkt. Der Betrag || einer reellen Zahl X ist der Wert, den man erhélt, wenn man
das Vorzeichen von A weglasst. So ist | — 5| =5, [2.5| = 2.5 und |0| = 0.

Der folgende Satz fasst die Eigenschaften des Standardsskalarprodukts und des

Betrages zusammen.

Satz 1.7. (i) Sei IK ein Korper und n € IN. Dann gelten folgende Aussagen fiir
alle o € IK und alle uw, v, w e K":

(a) (1) (v,w)={w,v) fir K+#C (Symmetrie)

(2) (v, w) = (w,v) fir K=_C (Hermitizitt)

(b) {av,w) = alv, w) und {(u + v, w) = (u,w) + (v, w). (Linearitat)

(i) Sei K =R oder IK = C. Fir alle n € N, alle v, w € K" und alle A € K gelten

die folgenden Aussagen:

(a) |v] e R und |v| =0, (Nichtnegativitat)
(b)) [v|=0<=wv=0=(0,...,0), (positive Definitheit)
(c) || =|A||v], (Homogenitat)
(d) v+ w| < |v|+ |w|. (Dreiecksungleichung)

Bemerkung 1.8. Mithilfe der Symmetrie folgt fiir IK # C aus der Linearitat im ersten

Argument des Skalarprodukts auch die Linearitiat im zweiten Argument, d. h.
(w,ow) = alv,w) und {(u,v+w) = {u,v)+ {u,w).
Fir K = C folgt die Sesquilinearitat

(w,aw) =a(v,w) und {(u,v+w) =" u,v)+ {u,w).
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BEWEIS. Alle Beweise bis auf die Dreiecksungleichung, ergeben sich durch Einsetzen
der Definitionen und elementaren Umformungen. Exemplarisch fiir die Homogenitéat

sehen wir

M| = /(Av, o) = \/Z A2 = A2 02 = Al [ 3 0F = Ao, 0) = [A[J].
i=1 i=1 i=1

0

Der Beweis der Dreiecksungleichung beruht auf der folgenden Ungleichung von

Cauchy und Schwarz.
Satz 1.9 (Cauchy-Schwarz). Fir alle Vektoren u, v € C" gilt [{u,v)| < |u] |v|.

BEWEIS. Die Ungleichung gilt offensichtlich, falls v der Nullvektor ist und wir
kénnen somit annehmen, dass v nicht der Nullvektor ist.
Fiir jedes A\ € C gilt

0<|u—w]?=u—\vu— I

und aus der Linearitdt und Symmetrie des Skalarproduktes (mehrmals angewendet)
folgt
{u—Av,u— ) ={u,u— ) — Xv,u— )
— () — Nat, 0) — Ao, 1 — M)
= (u,u) — Mu,v) — \Xv,u) + I\ v,v)
— (u, u) — Mu, v) — Mu, v) + | A} (v, v).

Fiir A = &% eroibt sich

{v,v)
Kwwl o o)l
vy o

und die Ungleichung folgt durch Wurzelziehen auf beiden Seiten. U

= [u, )l <[ul*|v/*

< (u,u) —

Mithilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgern wir nun die Dreiecksungleichung
aus Satz 1.7.

BEWEIS (DREIECKSUNGLEICHUNG DES BETRAGS). Seien u, v € C™ beliebig. Mit

den Rechenregeln erhalten wir
lu+ v = (u+v,u+v)={uu)+{(u,v)+{v,u)+ {(v,v)

und, da {(u,v) + (u,v) zweimal der Realteil R({u,v)) von (u,v) ist (siche Satz A.6),
gilt
lu +v? = |ul® + 2R((u, v)) + |v]?.



8 1. VEKTOREN UND MATRIZEN

Wegen R(z) < |z| fir jede komplexe Zahl z € C, folgt mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung 2 R({u, v)) < 2 [(u,v)| < 2|ul|lv| und somit gilt

[+ v < Jul* + 2Jullv] + [v* = (Jul + |v])?,
wodurch sich die Ungleichung
lu +v| < |u| + |y
nach Wurzelziehen auf beiden Seiten ergibt. U
§1.2 MATRIZENRINGE

Definition 1.10. Seien m,n € IN und sei K ein Korper. Eine m x n-Matrix A iiber K

ist ein rechteckiges Zahlenschema der Form

ayj; a2 ... Qip

921 A29 ... Qon
A= ,

Am1 Am2 - .. Amn

wobei die a;; Elemente von K sind.
Wir schreiben eine solche Matrix kiirzer als A = (a;;)1<i<m oder auch einfach als
1<j<n

A = (a;j), wenn die Dimension m x n der Matrix klar ist. In einer solchen Matrix

nennen wir (a1, ..., a;) die i-te Zeile und

alj

Qmyj
die j-te Spalte. Die Menge der m x n-Matrizen iiber dem Korper K bezeichnen wir
mit K™,
Man beachte, dass eine m x n-Matrix im wesentlichen denselben Informationsgehalt

wie ein Vektor in IK™™ hat, nur dass die Matrix graphisch anders dargestellt wird.

Entsprechend definieren wir auch die Summe von zwei m x n-Matrizen.

Definition 1.11. Fiir zwei m x n-Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) tiber einem
Korper K sei A + B die Matrix

a1 + b11 aig + b12 c. a1p + bln
Qo1 + b21 a9 + b22 R A9n + an
A+ B = (Clij + bij)lgiém =
1<jsn
Am1 + bml Am2 + bm2 o Qmn + bmn

Der Eintrag in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte der Matrix A + B lautet also a;; + b;;.
Die m x n-Matrix, deren Eintréage alle 0 sind, nennen wir die Nullmatrix 0 € IK"*"

im Format m x n.
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Fir o€ K und A = (a;;) € K™*" sei A die Matrix

aaqq aalg ... (7051
a9 ado ... (7057
aA = (Oéaij)Kism =
1<i<n
Ay AAm2 ... OQmp

Wie im Falle von K" sieht man schnell, dass (IK™*™, +) eine abelsche Gruppe ist.
Neben der Addition von Matrizen und der Multiplikation von Matrizen mit Skalaren
gibt es eine weitere Verkntipfung von Matrizen, die fast noch wichtiger ist als die beiden

schon genannten Operationen, ndmlich die Matrizenmultiplikation.

Definition 1.12. Sei K ein Kérper und seien £,m,n € IN. Weiter sei A = (a;;) € K™
und B = (bjy) € K™*". Dann ist AB = A - B die { x n-Matrix C = (c;;), deren

FEintrag c;, das Korperelement
m
Cik 1= Qitbig + -+ + Qimbmk = Z aijbjk ,
j=1

also das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von B, ist. Es gilt

also

AB = (Z aijbjk>
j=1 1<i<t
1<k<n
Die Matrizenmultiplikation A - B ist nur dann definiert, wenn A genauso viele
Spalten hat, wie B Zeilen hat. Die Ergebnismatrix C = AB hat dann soviele Zei-
len wie A und soviele Spalten wie B. Eine wichtige, nichttriviale Eigenschaft der

Matrizenmultiplikation ist die Assoziativitét.

Satz 1.13. Sei K ein Korper und seien k,¢,m,n e IN. Sind A € KF*¢, B € K™ und
C e K™ so gilt

(A-B)-C=A (B-0C).

Der Beweis der Assoziativitit der Matrizenmultiplikation ist eine gute Ubungsauf-
gabe.

Betrachtet man n x n-Matrizen fir ein festes n, so kann man die Matrizen in
beliebiger Reihenfolge multiplizieren und erhélt wieder n x n-Matrizen.
Satz 1.14. Sein € N und sei K ein Korper. Dann ist (IK"*™, +,-) ein Ring (mit Fins),

der Ring der n x n-Matrizen tiber K.
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Bemerkung 1.15. e Das neutrale Element beziiglich der Multiplikation bzw.

das Einselement in dem Ring K"*" ist die Finheitsmatrix

0 ... 0
01 0

E, = ,
00 ... 1

bei der auf der Diagonalen Einsen stehen und sonst nur Nullen.

nxn

e Die Einheitengruppe des Matrizenringes K sind die invertierbaren Matrizen.

e Der Matrizenring IK™*™ ist fiir n > 1 nicht kommutativ, wie man an folgendem
Beispiel sieht

(o 3) (o)) e (o) (3)-C)

e Der Beweis von Satz 1.14 ist leicht nachpriifbar und wird als Ubung iiberlassen.



KAPITEL 2

Lineare Gleichungssysteme

§2.1 LINEARE GLEICHUNGEN UND GLEICHUNGSSYSTEME

Beispiel 2.1. Die Gleichung
2r —3 =95
ist eine lineare Gleichung in der Variablen z. Diese Gleichung lasst sich leicht umformen
zu der Gleichung
2z = 8.

Diese Gleichung ist dquivalent zu x = 4. Die Zahl 4 [dst also die Gleichung.

Im Allgemeinen lésst sich eine lineare Gleichung in einer Unbekannten in der Form
ar =b

schreiben. Dabei ist x die Unbekannte bzw. Variable. Der Koeffizient a und b sind
Elemente eines festen Korpers K.

Unsere Diskussion linearer Gleichungen und Systeme linearer Gleichungen bezieht
sich im Prinzip auf Gleichungen mit Koeffizienten in beliebigen Koérpern. Konkrete

Beispiele werden jedoch meistens reelle Koeffizienten haben.

Beispiel 2.2. Die Gleichung
dr —2y =1

ist eine lineare Gleichung in den zwei Variablen x und y. Wir bringen y auf die rechte

Seite und erhalten

2y =4z — 1.
Division durch 2 liefert
1
=2z — —.
Yy € 5

Losungen dieser Gleichung sind alle Paare (z,y) der Form

1
1,2t — =
(1= 3)

wobei der Parameter t eine reelle Zahl ist. Die Losungsmenge der Gleichung ist also die

{(vm5) vem}

11

Menge



12 2. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Definition 2.3. (a) Eine lineare Gleichung in den Variablen x4, ..., x, ist eine

Gleichung der Form
a1xy+ -+ a,r, = b,

wobei die Koeffizienten aq, ..., a, und b Elemente eines festen Korpers IK sind.

Die Losungsmenge der Gleichung ist die Menge der Vektoren
{(a:l,...,a:n) e K": ayz1 + - + apx, = b}.

(b) Ein lineares Gleichungssystem in den Variablen xy, ..., x, besteht aus mehreren

linearen Gleichungen

111 + -+ a1y, = bl

a1 + -+ agpT, = by

Am1T1 + -+ QnTn = by, -

Einn-Tupel (x4, ..., x,) € K™ 16st das Gleichungssystem, wenn (x1, . .., z,) jede
der m linearen Gleichungen erfiillt. Die Lésungsmenge des Gleichungssystems

ist also der Durchschnitt der Lésungsmengen der einzelnen Gleichungen.
Wir fiithren die folgende Begriffe beziiglich der Losbarkeit von Gleichungssytemen.
Definition 2.4. (i) Ein Gleichungssystem heifit konsistent oder losbar, falls iiber-

haupt eine Losung existiert.
(77) Ein Gleichungssystem heifit inkonsistent oder unlosbar, falls keine Lisung
existiert.

(7i) Ein Gleichungssystem

aj1xry+ -+ ATy = b1
911 + - + Aoty = bQ
A1 1 + - + ATy = by,
heifft homogen, falls by = --- = b, = 0 gilt.

(iv) Jedes homogene Gleichungssystem hat den Nullvektor (vq,...,v,) = (0,...,0)
als triviale Losung. Fin homogenes Gleichungssystem kann aber aufler der
trivialen Losung noch weitere Losungen haben.

(v) Wir nennen zwei lineare Gleichungssysteme in denselben Variablen dquivalent,

falls sie dieselben Losungsmengen haben.

Einem linearen Gleichungssystem kénnen wir nun verschiedene Matrizen zuordnen.
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Definition 2.5. Das lineare Gleichungssystem

a11T1 + -+ Apnly = bl
ATy + -+ agpxy, = by
Am1T1 + -+ AmnTn = bm
hat die Koeflizientenmatrix
aix a2 Q1n
21  A22 (057
Am1  Am2 Amn

und die erweiterte Koeffizientenmatrix

ailr a2
a1  A22
Am1 Am2

wobei der trennende Strich vor der letzten Spalte oft auch weggelassen wird.

Beispiel 2.6. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

Q1n by

Az | b2

amn bm

ZL’1+$2+21’3:9

201 + 4x9 — 33 =1

3r1 + 629 —bxs = 0.

Dieses Gleichungssystem hat die Koeffizientenmatrix

und die erweiterte Koeflizientenmatrix

11
2 4
3 6

§2.2 ELEMENTARE UMFORMUNGEN UND ZEILENSTUFENFORM

2
-3
-5

9

—3|1
=510

13

Im Folgenden werden wir sehen, wie man lineare Gleichungssysteme 16st, wie man

einem Gleichungssystem ansieht, ob es losbar ist und wie die Losungsmenge eines linearen

Gleichungssystems aussieht. Dazu benutzen wir elementare Gleichungsumformungen

bzw. elementare Zeilenumformungen.



14 2. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Definition 2.7. Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem mit Koeffizienten aus KK

a1 + -+ ApnTy, = b1
a1 Ty + -+ + agpy, = by
11+ F QT = by,

Die folgenden Operationen nennen wir elementare Gleichungsumformungen:

(1) Vertauschen zweier Gleichungen,
(2) Multiplikation einer Gleichung mit einer von 0 verschiedenen Konstante aus I,

(3) Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung.

Beispiel 2.8. Wir betrachten wieder das Gleichungssystem

X1+ T2 + 2.’E3 = 9
201 +4x9 — 323 = 1
3x1 + 6x9 —dxrzs = 0.

Vertauschen der letzten beiden Gleichungen liefert

T1+ 2o +2x3 = 9
3271 + 61’2 — 5.I3 = 0
21 +4x9 — 33 = 1.

Multiplikation der ersten Gleichung mit 2 liefert

2@ + 229 + 423 = 18
31’1 + 6]72 — 5&33 = 0
201 + 4x9 — 323 = 1.

Addition des (-1)-fachen der dritten Gleichung zur ersten Gleichung (bzw. Subtraktion
der dritten Gleichung von der ersten Gleichen) liefert
—2x9 +Txz = 17
3x1 4+ 6z —dx3 = 0
201 + 4x9 — 323 = 1.
Man beachte dabei, dass das Ergebnis der Addition des c-fachen der i-ten Gleichung

zur k-ten Gleichung die neue k-te Gleichung wird.

Satz 2.9. FElementare Gleichungsumformungen dndern die Lisungsmenge eines li-
nearen Gleichungssystems nicht. D.h., zwei Gleichungssysteme, die durch elementare

Gleichungsumformungen auseinander hervorgehen, haben dieselben Liosungsmengen.
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BEWEIS. (1) Die Losungsmenge eines Gleichungssystems andert sich offensicht-
lich nicht, wenn die Gleichungen in unterschiedlicher Reihenfolge aufgeschrieben
werden und somit diirfen zwei Gleichungen insbesondere vertauscht werden.

(2) Sei a € K~ {0}. Da K ein Korper ist, existiert somit das Inverse a™! € K.
Wenn v = (vy,...,v,) € K" eine Gleichung azy + -+ - + a,x, = b l6st, dann
gilt

av1 + -+ apv, =0,

und somit gilt auch auch
ab = alavy + -+ + ayvy,) = (ag)vy + - + (aay)v, .

D.h. v 16st auch die Gleichung («aq)zy + - - - + (aay,)z, = ab, die wir erhalten,
nachdem wir die Gleichung mit der Konstanten a multipliziert haben.
Sei nun umgekehrt v = (vq,...,v,) € K" eine Losung der mit a multipli-

zierten Gleichung, d. h. v 16st aa121 + - - - + aa,x, = ab und es gilt
aav, + - - + aa,v, = ab.

Nun argumentieren wir wie oben. Allerdings multiplizieren wir die Gleichung mit

dem Inversen o~ ?

, um zu zeigen, dass v auch eine Losung der Originalgleichung
ist.
(8) AbschlieBend zeigen wir, dass auch elementare Umformungen vom Typ (3) die

Losungsmenge nicht dndern. Seien Gleichungen
airy + -+ ar, =b und djxy+---+ax, =0 (2.1)

und eine Konstante o € IK gegeben. Wenn wir die zweite Gleichung mit «

multiplizieren und auf die erste addieren, erhalten wir die beiden Gleichungen
(a1 + aay)xy + -+ (ay, + aa))z, =b+ab und ajzy+ - +a,z, =b (2.2

Falls v = (vy,...,v,) € K" eine Losung von (2.1) ist, dann lést v offen-
sichtlich die zweite Gleichung in (2.2), da diese im Orignalsystem vorkam. Der

Vektor v ist auch eine Losung der ersten Gleichung von (2.2), da
(a1 + aa))vy + -+ + (a, + aa)v, = (a1v; + -+ + apv,) + alajvy + - + a,vy,)
=b+ab.

Sei nun umgekehrt v = (vq,...,v,) € K" eine Lésung von (2.2). Es ist zu
zeigen, dass v dann auch eine Losung von der ersten Gleichung in (2.1) ist (die
zweite Gleichung ist ja in beiden Systemen enthalten). Da v eine Losung von

alxy + -+ alx, =0 ist, gilt also

ajvr + -+ apv, =0 — aladjvy + -+ av,) = ol (2.3)
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Als Losung von (2.2) 16st v auch die erste Gleichung von (2.2) und somit gilt
b+ab = (o +ad))vy + -+ (a, + aal,)v,
= (a1vy + -+ + apvy,) + aldvy + -+ + avy,)
@8 (@101 + -+ + ayvy) + b

und es folgt b = ajvy +- - - + a,vy,, d. h. v 16st auch die erste Gleichung aus (2.1).
O

Definition 2.10. Die elementaren Gleichungsumformungen eines linearen Gleichungs-
systems entsprechen elementaren Zeilenumformungen der erweiterten Koeffizientenma-
trix:

(1) Vertauschen zweier Zeilen,

(2) Multiplikation einer Zeile mit einer von 0 verschiedenen Konstante aus K,

(3) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Beispiel 2.11. Wir betrachten die erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems

aus Beispiel 2.8:

1 1 29\ -2 2 2 4 |18 + 0 -2 7 |17
2 4 =31 :] 36 =50 ] — |3 6 =50
3 6 =510 2 4 3|1 (=1 2 4 =3|1

Im ersten Schritt wurde die erste Zeile mit 2 multipliziert und die letzten beiden Zeilen
wurden vertauscht. Dadurch ist die mittler Matrix entstanden. Diese Matrix unterschei-
det sich von der ersten Matrix, aber nach Satz 2.9 haben die beiden Gleichungssysteme
mit diesen erweiterten Koeffizientenmatrizen die gleichen Losungsvektoren, d.h. die
entsprechenden Gleichungssysteme sind dquivalent. Die dritte Matrix entstand aus der
zweiten, indem die letzten Zeile von der ersten abgezogen wurde, was ebenfalls eine

elementare Zeilenumformung ist.

Definition 2.12. FEine Matrix ist in Zeilenstufenform wenn folgende Punkte erfiillt

sind:

(i) Alle Zeilen, die nur Nullen enthalten, stehen unten in der Matrix.
(7i) Wenn eine Zeile nicht nur Nullen enthélt, so ist der am weitesten links stehende,
von Null verschiedene Eintrag eine Eins (die fithrende Eins dieser Zeile).
(7ii) Fiir je zwei verschiedene Zeilen, die nicht nur Nullen enthalten, steht die
fiihrende Eins der oberen Zeile echt weiter links als die fiihrende Eins der

unteren Zeile.

In einer Matrix in Zeilenstufenform stehen also in Spalten mit fiihrenden FEinsen unter
den fiihrenden Einsen nur Nullen. Ist eine Matrix in Zeilenstufenform und stehen auch

iiber den fiihrenden Einsen nur Nullen, so ist die Matrix in reduzierter Zeilenstufenform.
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Beispiel 2.13. Die Matrizen

14 2 9 1 10 1 5 2
01 -7 —11, 011 und 0 01
00 1 2 000 000

sind in Zeilenstufenform, aber nicht in reduzierter Zeilenstufenform. Die Matrizen

110 010
011 und 1 00
020 000

sind nicht in Zeilenstufenform. Die Matrizen

1 00 110 1 20 4
01 0], 0 01 und 0013
0 01 000 0000

sind in reduzierter Zeilenstufenform.

Ist die erweiterte Koeflizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems in Zeilenstu-

fenform, so konnen wir leicht die Losungsmenge des Gleichungssystems bestimmen.

Beispiel 2.14. Wir betrachten das Gleichungssystem

1 +4x0 + 223+ 924 = 2
Ty — 71’3 — Xy = 3
T3+ 24y = 1.

Die erweiterte Koeffizientenmatrix

14 2 9|2
01 -7 —-11|3
00 1 2|1

ist in Zeilenstufenform. Wir formen die dritte Gleichung um und erhalten

T3 =1 — 2x4.
Umformen der zweiten Gleichung liefert

To =3+ Txs + 4.
Anstelle von x3 konnen wir 1 — 2x,4 einsetzen. Das liefert
To=3+T(1—2x4)+24=3+7—14xy + x4 =10 — 1324.
Durch Umformen der ersten Gleichung ergibt sich
T, =2 —4x9 — 223 — 4.

Wieder konnen wir die bereits erhaltenen Ausdriicke fiir x5 und 3 einsetzen. Das liefert

xTry = 2-4(10— 131’4) —2(1 —2134) —9ZE4 =2—-40+ 521’4 -2 +4[E4 —91’4 = —40+47$4
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Das heifit, dass xy, x9 und x3 durch z; eindeutig bestimmt sind. Dieses Verfahren
nennen wir Rickwdrtseinsetzen.

Wir fithren einen Parameter ¢ € R ein und setzen x4 := ¢t. Dann ergibt sich x5 = 1—2¢,
x9 = 10 — 13t und x; = —40 + 47t. Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist die
Menge

{(—40 +47¢,10 — 13¢,1 — 2¢,¢): t € R} = {(—40,10,1,0) + ¢ - (47,-13,-2,1): t € R}.

Wir nennen (—40 + 47¢t,10 — 13t,1 — 2¢,t) fiur t € R, die allgemeine Losung des

Gleichungssystems in Parameterform.

Definition 2.15. Ist ein Gleichungssystem in den Variablen x1, ..., x, gegeben, dessen
Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform ist, so nennen wir die Variablen, die zu Spalten
mit fithrenden Einsen gehdren, fithrende Variablen. Die anderen Variablen heifien freie

Variablen.

Im Beispiel 2.14 ist die Variable z4 frei, alle anderen sind fithrend. Die Werte der
freien Variablen kénnen wir frei wihlen und erhalten immer eine entsprechende Losung
des Gleichungssystems. Die Losungswerte der fiihrenden Variablen ergeben sich aus den
gewahlten Werten der freien Variablen.

Wenn die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems reduzierte Zeilenstufenform

hat, dann ist es noch einfacher, die allgemeine Losung zu bestimmen.

Beispiel 2.16. Das Gleichungssystem
1+ 2x9 = 4
r3 = 3

hat die erweiterte Koeffizientenmatrix

1 2 04
00 1/3)

welche bereits in reduzierter Zeilenstufenform vorliegt.

Die fithrenden Variablen sind z; und x3. Die Variable x5 ist frei. Durch die zweite
Gleichung ist z3 bereits eindeutig bestimmt. Die erste Gleichung liefert z; = 4 — 2x5.
Fiithren wir wieder einen Parameter ¢ ein und setzen x5 := t, so erhalten wir die
allgemeine Losung (4 — 2t,¢,3) fiir t € R.

Im Unterschied zum Beispiel 2.14 kénnen wir die Losung des Gleichungssystems in

diesem Falle direkt ablesen und ein Riickwartseinsetzen ist unnotig.

Satz 2.17. Mittels elementarer Zeilenumformungen ldsst sich jede Matrix iber einem
Kérper K in eine Matrix in reduzierter Zeilenstufenform dberfihren. Der folgende

Algorithmus, das GauB-Jordan-Verfahren, leistet das Gewiinschite:

(1) Bestimme die am weitesten links stehende Spalte der Matriz, die von Null

verschiedene Werte enthdlt.
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(2) Ist der oberste Eintrag der gefundenen Spalte eine Null, so vertausche die
oberste Zeile mit einer geeigneten Zeile, die in dieser Spalte keine Null hat.

(3) In der betrachteten Spalte ist nun der oberste Eintrag ein von Null verschiedenes
Korperelement a. Dividiere die erste Zeile der Matrix durch a und erzeuge so
eine fiihrende Eins.

(4) Addiere/subtrahiere das jeweils passende Vielfache der ersten Zeile zu den
anderen Zeilen, so dass alle Eintrige unter der fihrenden Eins der ersten Zeile
Null werden.

(5) Wende die Schritte (1)—(4) auf die Matriz an, die man durch Streichen der
ersten Zeile erhdlt und iteriere das Verfahren bis die Matriz Zeilenstufenform
hat.

(6) Mit der letzten nicht verschwindenden Zeile beginnend, addiere geeignete Viel-
fache dieser Zeile zu den dariber liegenden Zeilen, um tber den fiihrenden

FEinsen Nullen zu erzeugen.

BEWEIS. Da bei jeder Iteration der Schritte (7)—(4) die zu bearbeitende Matrix
eine Zeile weniger hat, folgt z. B. mit vollstandiger Induktion, dass die Schritte (1)—(5)
eine jede gegebene Matrix nach endlich vielen Schritten in Zeilenstufenform iiberfiihren.

Genauso wird bei jeder Iteration im Schritt (6) die noch zu bearbeitende Matrix
um eine Spalte verkiirzt und eine einfache Induktion zeigt, dass die gegebene Matrix

dadurch in reduzierte Zeilenstufenform tiberfihrt wird. O

Wir kénnen nun lineare Gleichungssysteme 16sen, indem wir zunéchst die erweiterte
Koeffizientenmatrix nach dem Gaufl-Jordan-Verfahren in reduzierte Zeilenstufenform
bringen und dann die Losungen des Gleichungssystems an dieser erweiterten Koeffizien-
tenmatrix ablesen.

In manchen Féllen ist es glinstiger, den Schritt (6) wegzulassen und die Losungen
eines Gleichungssystems anhand der erweiterten Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform
durch Riickwéartseinsetzen zu bestimmen. Diese Variante des Gauf-Jordan-Verfahrens
nennt man das Gauf- Verfahren. Betrachtet man nur Matrizen und keine Gleichungssys-
teme, so nennt man das Verfahren, in dem man nur die Schritte (1)—(9) einsetzt, um
eine Matrix in Zeilenstufenform zu bringen, ebenfalls Gaufs- Verfahren.

Wahrend eine Matrix verschiedene Zeilenstufenformen haben kann, ist die reduzierte

Zeilenstufenform eindeutig bestimmt.

Beispiel 2.18. Wir losen das Gleichungssystem

r+y+2z2 =9
20 +4y -3z = 1
3r+6y—5z = 0
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mittels des Gaul-Verfahrens. Die erweiterte Koeflizientenmatrix lautet

11 219
2 4 -3|1
3 6 =50

Die erste Spalte ist die am weitesten links stehende Spalte, in der von Null verschiedene
Eintrage auftreten. Der erste Eintrag der ersten Zeile ist bereits von Null verschieden.
Also miissen keine Zeilen getauscht werden. Der erste Eintrag der ersten Zeile ist bereits
eine fithrende Eins. Also miissen wir die Zeile nicht noch dividieren, um eine fithrende
Eins zu erzeugen. Die Nullen unterhalb der fithrenden Eins erhalten wir dadurch, dass

wir das 2-fache der ersten Zeile von der zweiten und das 3-fache von der dritten Zeile

11 219 (-2) 9:(-3) 11 2109
2 4 =31 ]+ — |0 2 —7|-17
36 =5|0 + 0 3 —11|—27

Wir setzen das Gauf3-Verfahren mit der zweiten Zeile der Matrix fort. Streicht man

abziehen:

die erste Zeile der Matrix, so ist die zweite Spalte die am weitesten links stehende, die
von Null verschiedene Eintréage hat. Die zweite Zeile der Matrix hat in der zweiten
Spalte einen von Null verschiedenen Eintrag, namlich 2. Also teilen wir diese Zeile
durch 2, um eine fiihrende Eins zu erzeugen und ziehen danach das 3-fache dieser Zeile

von der dritten Zeile ab:

11 219 11 2 ]9 11 219
. 7 17

02 -7|-17f]:2 —]0o1 -2 |- ]~<—3>—> 01 -I]-1I¥

0 3 —11|-27 0 3 —11|-27 " 00 —1] -2

Schliefllich multiplizieren wir die letzte Zeile mit —2 (bzw. wir teilen sie durch —1/2),

um eine fithrende 1 zu erhalten

11 2 9 11 2 9
7 17
01 —3|—-% — 0 1 _% _g
00 —35|-2/1-(-2 00 11| 3
Das zugehorige Gleichungssystem lautet
r+y+2z = 9
-
VU5 T T
z = 3
Rickwértseinsetzen liefert die eindeutige Losung z = 3,
17 7 17 7
y=——+-2=——+--3=2

2 2 2 2



2. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 21
und
r=9—-y—22=9-2-2-3=1.

Beispiel 2.19. Wir wollen das Gleichungssystem

r+y+2z = 9
20 +4y—3z = 1
3r +6y —5z = 0.
nun mittels des GauB-Jordan-Verfahrens losen.

Wir wissen bereits aus dem vorherigen Beispiel, dass sich die erweiterte Koeffizien-

tenmatrix in die Zeilenstufenform

11 219

7| 17
01 —31-%
00 13

bringen ldsst. Wir wenden nun den Schritt (6) aus dem Gauf-Jordan-Verfahren an.
Zunéchst addieren wir das %-fache der dritten Zeile zur zweiten Zeile und ziehen

das 2-fache der dritten Zeile von der ersten Zeile ab:
1 1 2 9 + 1 1 03
01 —I|-¥ j+ — |0 1 0|2
00 3 2 (-2 00 13
SchlieBlich subtrahieren wir die zweite Zeile von der ersten Zeile und erhalten
11 013 j+ 1 0 011
010 (=1 — 01 0|2
001 00 13
die reduzierte Zeilenstufenform. Wir kénnen direkt die Losung x =1, y =2 und 2z = 3

ablesen.

Beispiel 2.20. Wir betrachten das Gleichungssystem

r = 6
r+y = 0
r+2y = 0.

Die Anwendung des Gauf-Verfahrens auf die erweiterte Koeffizientenmatrix liefert die

Zeilenstufenform

1 0(6 (=1) 9-(=1) 1 0] 6 1 0] 6
1 1(0 ]+ — 0 1|6 (=2) — 0 1|-6
1 210 + 0 2|-6 ]+ 0 0] 6
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Damit ergibt sich x = 6, y = —6 und
0=0zx+0y=6.

Letzteres ist aber fiir alle x und y falsch. Damit ist das Gleichungssystem unlosbar.

Beispiel 2.21. Wir betrachten das Gleichungssystem
r+2y = 4
3xr+ 6y = 12
Uberfithrt man die erweiterte Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform, dann erhélt man
1 24 {(=3) 1 24
<3612>]+ o (000)'

Es ergibt sich x = 4 — 2y. Wir fithren wieder einen Parameter ¢ ein und kénnen nun die

Losungsmenge des Gleichungssystems in der Form
{(4=2t,t): teR} = {(4,0)+¢-(-2,1): te R}

angeben.

Fiir lineare Gleichungssysteme iiber den reellen Zahlen treten also drei mogliche
Falle auf: ein lineares Gleichungssystem ist eindeutig losbar, es ist unlésbar, oder es
gibt unendlich viele verschiedene Losungen. Wir werden spater sehen, dass es zumindest

iiber R keine weiteren Falle gibt.



KAPITEL 3

Vektorraume

Zentraler Untersuchungsgegenstand in der Linearen Algebra sind Vektorrdume und
lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen. In diesem Kapitel befassen wir uns mit

den grundlegenden Eigenschaften von Vektorrdumen.

§3.1 VEKTORRAUME UND UNTERVEKTORRAUME

Der K™ mit der Vektoraddition und der Multiplikation mit Skalaren aus K erfiillt
die Rechenregeln aus Satz 1.3 und ist damit das Standardbeispiel eines Vektorraums.

Die folgende Definition des Vektorraums abstrahiert diese Eigenschaften.

Definition 3.1. Sei V' eine Menge und +: V x V — V eine zweistellige Operation.
Weiter sei -: K x V' — V' eine Abbildung. Dann ist (V,+,-) ein Vektorraum iiber dem
Koérper K (oder ein IK-Vektorraum ), falls fiir alle w,v,w € V und alle A\, x € K die

folgenden Axiome erfiillt sind:

(i) (V,+) ist eine abelsche Gruppe,

(i) A (p-u) = (A p)u

(79) 1-u = u,
JA-(u+v)=A-u+ A\ v,
) Ot p)u= At

(v
(v
Die Elemente eines Vektorraumes nennen wir Vektoren, die Elemente des Kérpers KK
Skalare.
Beispiel 3.2. Satz 1.3 zeigt, dass K" ein K-Vektorraum ist.

Beispiel 3.3. Fiir natiirliche Zahlen m und n ist die Menge der m x n-Matrizen tiber
einem Korper KK mit komponentenweiser Addition und Multiplikation mit einem Skalar

ein [K-Vektorraum. Tatséachlich ist dieser Vektorraum isomorph zum K™™".

Beispiel 3.4. Wir betrachten ein homogenes lineares Gleichungssystem

a1xy + -+ a1y, = 0
91Ty + - + Aoty = 0
Am1T1 + -+ Gy, = 0

iiber dem Korper K.
23
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Angenommen v = (vy,...,v,), w = (w; ...,w,) € K" lésen beide das Gleichungs-

system. Dann gilt fir jedes i € [m] = {1,...,m}
an(vi +wy) + -+ @i (v, +wp) = @iV + -+ QiU+ awy + -+ 4w, = 040 = 0.

Damit ist auch v + w eine Losung des Gleichungssystems.
Fiir alle A € K und 7 € [m] gilt

ap vy + -+ A Av, = A (@01 + -+ aipv,) = A -0 =0.

Damit ist auch A - v eine Losung des Gleichungsystems. Insbesondere sind auch —v und
die triviale Losung 0 Losungen des Gleichungssystems.

Also ist die Losungsmenge eines homogenen Gleichungssystems in n Variablen
iiber einem Korper K eine Untergruppe von (K", +). Somit ist die Losungsmenge
eines homogenen Gleichungssystems ein Vektrraum, da die Rechenregeln (i) —(v) aus

Definition 3.1 wieder aus Satz 1.3 folgen.
Beispiel 3.5. Sei K = R. Mit [0, 1] bezeichnen wir das Interval

{reR:0<2<1}.

Weiter sei
M :={f: f ist eine Funktion von [0, 1] nach R}.
Wir definieren eine Addition +: M x M — M und eine Multiplikation -: R x M —> M

mit Skalaren aus R.
Fir f,g € M sei f + g die Abbildung von [0, 1] nach R, die punktweise wie folgt

definiert ist:
(f +9)(a) := f(a) + g(a) firalle a € [0,1].
Genauso definieren wir fiir A € R und f € M die Abbildung Af durch

(Af)(a) :== Af(a) firalle a € [0,1].

Man kann leicht nachpriifen, dass die (M, +) eine abelsche Gruppe ist, wobei die
konstante Nullfunktion f(a) = 0 fiir alle a € [0, 1] das neutrale Element ist und das
Inverse —f von f ist durch (—1)f gegeben. Weiterhin gelten die Rechenregeln (i) —(v)
aus Definition 3.1 und (M, +, -) ist ein R-Vektorraum.

Beispiel 3.6. Die Menge der Polynome K[X] tiber einem Kérper K mit der tiblichen
Addition von Polynomen und der tiblichen Multiplikation von Polynomen mit Kor-
perelementen, also konstanten Polynomen, ist ein Vektorraum iiber K. Man beachte,
dass in diesem Beispiel die Multiplikation mit einem Skalar einfach die Einschréankung
der Multiplikation von Polynomen ist, da wir die Skalare aus KK mit den konstanten

Polynomen identifizieren.
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Lemma 3.7. Sei V' ein Vektorraum tber K. Folgende Aussagen gelten fir alle ve 'V
und A € K:

(1) A-0=0

(2)0-v=0

(3) (-1) -0 = —v

(4)Nv=0 = X=0 oderv=0.

BEWEIS. (1) Nach den Axiomen fir Vektorrdume gilt
A0 = A\(0 +0) = A0 + \O.

Da (V, +) eine abelsche Gruppe ist, folgt daraus 0 = \O.
(2) Es gilt
Ov = (0+ 0)v = 0v + Ov.

Wieder folgt daraus Ov = 0.
(3) Es gilt

v+ (-lv=1lw+(-lv=(1-1)v=0v=0.

Also ist (—1)v das beztiglich der Addition Inverse von v. Es gilt (—1)v = —v.
(4) Angenommen \v = 0, wobei A # 0. Da K ein Korper ist, existiert das

multiplikative Inverse A~'. Nun ist
v=1lv=AN"Nv=X"'Qv)=)"'0=0.
Ul

Definition 3.8. Sei V' ein Vektorraum tiber einem Korper K. Eine nichtleere Teilmen-

ge W <V ist ein Untervektorraum (oder einfach Unterraum) von V', falls gilt:

(7) fiir allev, we W istv +we W,
(7) fiir allew € W und alle \ € K ist A\w € W.

Man beachte, dass aus () und (7 ) und Lemma 3.7 folgt, dass jeder Unterraum W
eines Vektorraumes V' eine Untergruppe von (V, +) ist, da namlich fiir jedes w € W
auch —w = (—1)w und 0 = Ow Elemente von W sind. Insbesondere ist also (W, +)
eine abelsche Gruppe und somit ist jeder Untervektorraum auch selbst ein Vektorraum.
Beispiel 3.9. (a) Ist V ein K-Vektorraum, so ist V' ein Unterraum von V. Auch

die Menge {0} < V ist ein Unterraum von V.
(b) Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems in n Variablen
iiber einem Korper K ist ein Unterraum von K”.
(¢) Sei W := {(wy,...,w,) € K": wy = 0}. Dann ist W ein Unterraum von K".
(d) Die Menge {p € K[X]: grad(p) < 5} der Polynome iiber K, deren Grad

hochstens 5 ist, ist ein Unterraum des K-Vektorraumes aller Polynome tiber K.
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§3.2 LINEARE UNABHANGIGKEIT
Definition 3.10. Sei V ein K-Vektorraum, vq,...,v, €V und \,..., )\, € K. Einen
Ausdruck der Form
Aoy + -+ A,
nennen wir eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,. Wir unterscheiden nicht

strikt zwischen dem Wert der Linearkombination, also dem Vektor, der das Ergebnis

der Linearkombination ist, und dem formalen Ausdruck.

e Sind die Koeffizienten \q,...,\. alle 0, so sprechen wir von der trivialen
Linearkombination. Letztere ergibt immer den Nullvektor O.

e Auflerdem erhalten wir fiir die leere Linearkombination fiir r = 0 ebenfalls den
Nullvektor, da leere Summen das Nullelement ergeben, welches in (V, +) der
Nullvektor O ist.

Beispiel 3.11. (a) Seien K = R, v; = (1,2,3), v = (1,0,1), \y = 1 und Ay = —2.
Dann ist

AV + AUy = (1,2,3) -2 (1,0, 1) = (—1,2, 1)

eine Linearkombination der Vektoren v; und vs.
(b) Sei K = Z/?Z, U = (4,5), Vo = (3, 1), V3 = (0,1), )\1 = 2, )\2 =1 und )\3 = 6.
Dann ist
)\1’01 + )\2’02 + )\3’03 =2 (4, 5) + (3, 1) +6- (O, ].)
=(1,3) +(3,1) + (0,6)
= (4,3)

eine Linearkombination von vy, v, und wvs.

Definition 3.12. Sei V' ein K-Vektorraum und U < V. Dann nennen wir die Menge

span(U) :={v € V': v ist eine endliche Linearkombination von Vektoren aus U}
={v e V: es existieren r € No, \y,..., A, e K und uy,...,u, € U

mit v = Auy —|—---+)\rur}

die lineare Hiille der Menge U von Vektoren. Die lineare Hiille der leeren Menge ergibt

durch die Definition der leeren Summe das Nullelement von V', d. h.

span(@) = {0}.

Fiir eine endliche Menge von Vektoren {uy,...,u;} SV schreiben wir vereinfachend

span(uy, ..., u;) anstelle von span({uy, ..., u;}).
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Lemma 3.13. Fir jede Menge U < V wvon Vektoren eines K-Vektorraums V ist
die lineare Hille span(U) ein Unterraum von V. und wir sagen span(U) wird von U

aufgespannt oder erzeugt.

BEWEIS. Da @ eine endliche Teilmenge von U ist, ist die leere Linearkombination in
span(U) enthalten und somit gilt 0 € span(U). Insbesondere ist span(U) also nicht leer.
Wir zeigen, dass die Eigenschaften (i) und (7)) aus Definition 3.8 fiir W = span(U)
erfiillt sind.

Fir (i) seien v, w € span(U) beliebig. Somit gibt es endliche Linearkombinationen
von Vektoren aus U, die v und w darstellen. D.h. es gibt r, s € Ny, A\1,..., A\ € K,

AN, N e K uy, ... u, € U und v, ..., u. € U sodass
/ / !
v=MNu+---+Nu, und w=Nu;+- -+ Au,.

Folglich ist
v+w=Nu+ -+ Nu,+ AUl 4+ N

und somit ist v + w als endliche Linearkombination von Vektoren aus U darstellbar.
Wegen der Definition von span(U) ist deswegen auch v + w € span(U).

Fiir die Eigenschaft (i7) sei nun A € K beliebig und v = A\ju; + - - - + A\, u, € span(U).
In diesem Fall gilt

AV =\ ()\1“1 + -+ )\rur) = ()\)\1)’(1;1 + -+ ()\)\T)UT

Folglich ist Av eine endliche Linearkombination von Vektoren aus U und wir haben

gezeigt \v € span(U). O

Beispiel 3.14. (a) Wir betrachten den R-Vektorraum R[X] der Polynome tiber R.
Sei f = X und g = X2 Dann ist

span(f,g) = {aX® +bX: a,be R}.
Setzt man nun noch h =1 (h = X°), so ist
span(f,g,h) = {aX? +bX +c: a,b,ce R},

der Raum der reellen Polynome vom Grad hochstens 2.
(b) Seien vy = (1,1,0), vo = (1,0,1),v3 = (0,1,1) € R?. Dann ist

—V1 + Vg + V3 = (0,0,2),

V1 — Vg + V3 = (0,2,0)
und

v + v —v3 = (2,0,0).
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Nach Lemma 3.13 sind alle Linearkombinationen der Vektoren (0,0, 2), (0,2,0)

und (2,0,0) wieder Elemente von span(wvy, v, v3). Fiir alle (z,y, z) € R3 ist

(x,y,z) = g : (27 070) + ’ (07270) + ’ (0>Oa 2) € Span(”l?”%”i’))-

N =<
DO |

Also ist span(vy, v, v3) = R3.
Die folgende Definition ist zentral in der Linearen Algebra.

Definition 3.15. Es sei r > 1 und V ein Vektorraum iiber dem Koérper IK. Vektoren

v1,...,v, € V heiflen linear unabhéngig, falls die einzigen Skalare Ay, ..., \, € K mit

Mo+ -+ A0, =0

die Skalare \; = --- = \. = 0 sind, wenn also aus der Gleichung

MU+ + A, =0

folgt, dass A\y = --- = A\, = 0 gilt. Falls vy,...,v, nicht linear unabhédngig sind, so
nennt man die Vektoren linear abhangig.
FEine unendliche Menge von Vektoren U < V ist linear unabhangig, wenn jede

endliche Teilmenge von U linear unabhangig ist.

Man beachte, dass fiir beliebige Vektoren vy, ..., v, € V die Gleichung
Ovi+---+0v, =0

gilt. Die Vektoren vy, ..., v, sind genau dann linear unabhéngig, wenn das die einzige

Moglichkeit ist, 0 € V' als Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, zu schreiben.
Beispiel 3.16. Betrachte die Vektoren v; = (1,0,1), vy = (1,1,0), vz = (1,2, 3) € R3.
Seien Ay, A9, A3 € R so gewdahlt, dass

)\1’01 + )\2’02 + )\3’03 =0

gilt. Es gilt also auch

1 1 1 0
AMco|O]+XA-[1T[+X-]12]=1]0
1 0 3 0

Damit 16st (A1, A2, A3) das homogene lineare Gleichungssystem, dessen Koeffizientenma-
trix die Spalten vy, v2 und v3 hat, also das Gleichungssystem

loy + 1z + 123 = 0

0xy + 1oy +223 = 0

1271 + 01’2 + 31’3 = 0.
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Wir fithren das Gauf-Jordan-Verfahren mit der erweiterten Koeflizientenmatrix durch

1 1 110 (—=1) 1 1 110 1 1 110
01 20 ] — |0 1 210 — |0 1 210
1 0 3]0 + 0 -1 210 ]+ 0 0 4]0 |:4
1 1 110 + 1 1 010 j+
— |0 1 210 j+ — |10 1 010 (=1
00 110 (=2) -(=1) 00 110
1 00
— |0 1 0
00 110

Insbesondere hat das Gleichungssystem nur die eine Losung (x1, 22, x3) = (0,0,0). Es
folgt A\ = Ay = A3 = 0 sind die einzigen Koeffizienten, so dass A\jv; + Avs + A3v3 = 0.
Damit sind vy, v2 und w3 linear unabhangig.

Beispiel 3.17. Wir betrachten nun die Vektoren v; = (1,0,1), v, = (1,1,0) und
vz = (3,1,2) in R?. Wieder wollen wir feststellen, ob die Vektoren linear unabhéingig

sind. Wir suchen also Koeffizienten A, Ao, A3 € R mit
AMV1 + Avo + A3v3 =0

und wollen dabei feststellen, ob die \; alle 0 sein miissen (in diesem Fall sind die Vektoren
linear unabhéngig) oder nicht (in diesem Fall sind die Vektoren linear abhéngig).
Wir suchen also Losungen fiir das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten

Koeffizientenmatrix und fithren das Gauf3-Verfahren durch:

1 1 3]0 (-1) 1 1 310 1 1 3]0
0110] — |0 1 110 — |0 1 1]0
1 0 2|0 + 0—1—10]+ 00 00
Wir sehen sofort, dass z3 eine freie Variable ist und dass das Gleichungssystem daher
unendlich viele Losungen hat. Insbesondere hat das Gleichungssystem eine nichttriviale
Losung. Damit ist der Nullvektor eine nichttriviale Linearkombination der Vektoren v,

v2 und v3. Das zeigt, dass die Vektoren linear abhéngig sind.
Wir konnen eine solche Losung auch durch Riickwértseinsetzen berechnen. In diesem

Beispiel erhélt man die Losungsmenge
{(—2t,—t,t): te R}.

Fiir ¢ = 1 erhélt man die explizite Losung (=2, —1,1) und —2 v — vy + v3 = 0 ist eine
nichttriviale Linearkombination die den Nullvektor erzeugt.

Beispiel 3.18. Sei K = Z/3Z, v, = (2,2,0), vo = (1,1,1) und v3 = (0,1,1). Um
festzustellen, ob diese Vektoren linear unabhéngig sind, wenden wir wieder das Gauf3-

Verfahren auf die erweiterte Koeffizientenmatrix des sich ergebenden Gleichungssystems
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an. Dabei ist zu beachten, dass wir in Z/3Z rechnen. Deswegen multiplizieren wir im
ersten Schritt die erste Zeile mit 2, da 2 das multiplikative Inverse von 2 in Z/37Z ist,

und addieren im zweiten Schritt die erste Zeile auf die zweite, da 1 das additiv Inverse

von 2 ist:
2 1 0|0\ |-2 1 2 0/0
2 1 110 —>2110]+
01 11]0 1 110
1 0 12 0|0
— |0 0 1]0 — |0 1 1|0
0 10:j 00 1]0

Wir sehen, dass das Gleichungssystem eindeutig 1osbar ist. Damit hat das Gleichungs-
system nur die triviale Losung. Also sind die Vektoren vy, v, und w3 linear unabhéngig.
Beispiel 3.19. Wir betrachten den Vektorraum R[X] der Polynome tiber dem Korper
der reellen Zahlen. Dann sind die Polynome 1, X, X2 und X? linear unabhingig. Damit

A L4 X + A X2+ 0 X3

das Nullpolyniom ergibt, miissen alle Koeffizienten \q, ..., A4 gleich 0 sein.
Andererseits sind die Polynome p; = X, p» = X? und p3 = X? — X linear abhéngig.
Es gilt namlich

—pr+pr—p3=—-X+X*—(X*-X)=0.

Es gibt also eine nicht-triviale Linearkombination der Polynome p;, p; und ps, die gleich

dem Nullpolynom ist.

Bemerkung 3.20. e Sind vy, ..., v, Elemente eines IK-Vektorraumes V' und gilt
v, = v; fir zwei verschiedene 1 < ¢ < j < r, tritt also einer der Vektoren
in der Liste vy,...,v, zweimal auf, so sind die Vektoren linear abhangig. In
diesem Fall ist namlich v; — v; = 0 eine nichttriviale Linearkombination des
Nullvektors.

e Sind vy,...,v, € V und gibt es ein i € [r] mit v; = 0, so sind die Vek-
toren ebenfalls linear abhéangig. In diesem Fall ist v; = 0 eine nichttriviale
Linearkombination des Nullvektors.

e Ein einzelner Vektor v € V ist genau dann linear unabhéngig, wenn v # 0 gilt.

Wir beschlielen diese Kapitel mit einer praktischen Charakterisierung linear unab-

héngiger Vektoren.

Lemma 3.21. Sei V' ein K-Vektorraum und seien v+, ...,v, € V. Dann sind die beiden

folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Vektoren vy,. .., v, sind linear abhdngig.

(i) Einer der Vektoren vy,...,v, ist eine Linearkombination der anderen.
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BEWwWEIS. Wir nehmen zunéchst an, dass einer der Vektoren v, ..., v, eine Linear-
kombination der anderen ist. Nach eventueller Umbenennung der Vektoren konnen wir
annehmen, dass v; eine Linearkombination der Vektoren wvs,..., v, ist. Es gibt also
Aoy ..y A € K mit

/\2'1)2 + -+ )\'rv'r = V1.
Also ist
—U1+)\2’Ug+"‘+)\7«’07~=0
eine nicht-triviale Linearkombination, die den Nullvektor darstellt, da der Koeffizient
vor vy gleich —1 # 0 ist. Damit sind v, ..., v, linear abhangig.

Fiir die Hinrichtung nehmen wir an, dass vy, ..., v, linear abhéngig sind. Dann gibt

es A, ..., A\ € K, die nicht alle 0 sind, so dass
Mvi+ -+ N0, =0

gilt. Mindestens ein \; ist von 0 verschieden. Nach eventueller Umbenennung der
Vektoren konnen wir annehmen, dass A\; von 0 verschieden ist.
Es gilt
/\1’01 = (—)\2)’02 + -+ (_)\1’)’01"
Wegen \; # 0 kénnen wir die Gleichung mit dem Inversen von \; mutliplizieren und

erhalten

Damit ist v; eine Linearkombination von v, ..., v,. O

§3.3 BASEN VON VEKTORRAUMEN

Definition 3.22. Sei V' ein K-Vektorraum und U < V. Die Vektoren in U sind ein
Erzeugendensystem von V' (oder U erzeugt V'), falls

span(U) =V

gilt.
Die Vektoren in U sind eine Basis von V', falls sie linear unabhéngig sind und V'

erzeugen.

Beispiel 3.23. Wir betrachten wieder die Vektoren v; = (1,0,1), vy = (1,1,0) und
vz = (1,2, 3) aus Beispiel 3.16. Wir wissen bereits, dass die Vektoren linear unabhéngig
sind. Um zu zeigen, dass die drei Vektoren auch den Vektorraum R? erzeugen, miissen

wir zeigen, dass fiir alle b = (b1, b, b3) € R? Skalare i, Ao, \3 € R existieren, so dass
)\1’01 + )\2’02 + )\3’03 =b

gilt.
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Wir miissen also das Gleichungssystem mit der erweiterten Koeffizientenmatrix

11 1/Hh
0 1 2|b
1 0 3]|bs

losen. Fiihren wir dieselben elementaren Zeilenumformungen wie in Beispiel 3.16 durch,

so erhalten wir die eine Matrix der Form

1 00 C1
010 Cy |,
0 0 1fcs

mit gewissen reellen Zahlen ¢y, co,c3 = R.

Die eindeutige Losung des Gleichungssystems lautet also (cp, ¢o, ¢3). Damit gilt
C1V1 + vy + c3v3 = b.
Also erzeugen die Vektoren v, v, und vs den Vektorraum R3. Damit sind v, vs, v3
eine Basis von R3.

Lemma 3.24. Eine Menge von Vektoren vy,...,v, € V bildet genau dann eine Basis

des K-Vektorraums V', wenn es fiir alle Vektoren w € V' eindeutig bestimmte Skalare
A,y A€ K omit
MU+ -+ v, = w
qibt.
BEWEIS. Wir nehmen zunéchst an, dass vy, ..., v, eine Basis von V' bilden. Wegen

span(vy,...,v,) =V gibt es fiir jeden Vektor w € V' Skalare Ay, ..., A, € K, sodass
AN+ N, = w

gilt. Angenommen, fiir einen Vektor w € V' gibt es Skalare Ay,..., A, A, ..., A e K

mit

MU+ AN = w = Mo+ + Mo,
Dann ist

M =AD)vi 4+ + N = A)v, =w—w=0.
Da die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig sind, folgt

(= X) == (A = X) =0,

Also gilt A\ = N, ..., A\, = A, Das zeigt die Eindeutigkeit der Koeffizienten Ay, ..., A,
Nun nehmen wir an, dass fiir alle w € V' eindeutig bestimmte Skalare Ay,..., A\, € K
mit
Mo+ o+ v, = w
existieren. Dann ist insbesondere jeder Vektor w € V eine Linearkombination von

v1,...,v,. Es gilt also V' = span(vy,...,v,). Ist nun \jv; + -+ + Ao, = 0, so gilt
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A ==\, =0, da die Koeffizienten A, ..., \, eindeutig bestimmt sind. Damit sind

die Vektoren vy, ..., v, linear unabhangig. O

Beispiel 3.25. Wir haben schon gesehen, dass die Vektoren vy = (1,0,1), vy = (1,1,0)
und vz = (1,2,3) aus den Beispielen 3.16 und 3.23 eine Basis von R? bilden. Wir wollen
nun den Vektor (0,2, 1) als Linearkombination von vy, vs und vz darstellen.

Das heifit, wir suchen i, Ag, A3 € R mit

)\1’01 + )\2’02 + )\3’03 = (0, 2, 1)

Wir miissen also das Gleichungssystem mit der erweiterten Koeffizientenmatrix

1 1 10
01 2|2
1 0 3|1

l6sen.

Wir fiihren dieselben elementaren Zeilenumformungen durch wie in Beispiel 3.16:

11 1[0 (-1) 1 1 1[0 11 1[0
0122]—>0122 — [0 1 2|2
10 3|1 + 0—121]+ 00 4(3/|:4
1 1 1/0 ' 10—§j+
_>0122j+ — 0l % (1)
00 1|2 (=2) J(=1) 013
1002
— |0 1 0] 3
0013
Damit ist A\ = —%, Ay = % und A3 = %. Also ist

5 3 5 1 3
20, + Sy + Swg = (_Z>'(1’0’1)+5’(1’1’0)+Z(1’2’3) — (0,2, 1).

Bemerkung 3.26. Ist V' ein IK-Vektorraum und v, ..., v, eine Basis von V', so liefert
diese Basis ein Koordinatensystem. Fiir jeden Vektor w € V' sind die Koordinaten von w

beziiglich der Basis vy, ..., v, die eindeutig bestimmten Skalare Aq,..., A, € K mit
MU+ 4+ Ao, = w.

Die iiblichen Koordinaten eines Vektors w € K" sind die Koordinaten beziiglich
der Standardbasis eq, ..., e,, wobei e; der Vektor ist, dessen i-te Komponente 1 ist,
wahrend alle anderen Komponenten 0 sind. Der Vektor e; ist der i-te Einheitsvektor

von K".
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§3.4 DIMENSION EINES VEKTORRAUMS

Satz 3.27 (Basiserginzungssatz). Sei V' ein Vektorraum iber einem Korper IK. Weiter
seien vy, ...,V Wy, ..., ws € V. Angenommen, vy, ..., v, sind linear unabhdngig und
die Vektoren vy,...,v,,wy,...,ws erzeugen den Vektorraum V.

Falls vy,...,v, noch keine Basis von V bilden, so kann man vq,...,v, durch

Hinzufiigen von Vektoren aus {wy, ..., ws} zu einer Basis von V erginzen.

BEwEIs. Wir haben nur dann etwas zu zeigen, wenn vq, ..., v, noch keine Basis
von V ist. In diesem Fall gilt s > 0, da vy, ..., v, alleine noch nicht V' erzeugen. Wir
zeigen, dass es ein i € {1,..., s} gibt, sodass die Vektoren vy, ..., v,, w; linear unab-

hangig sind. Wir kénnen dann v, fiir w; schreiben, sodass wir nach Umnummerieren

der Elemente von {wy,...,ws} \ {w;} eine Liste
Uiy oo, Upp1, W1,y ..., Ws_1

von Vektoren vorliegen haben, in der vy, ..., v, linear unabhéngig sind und
Viy.o oy Uy, W1, ..., Ws_1

den Vektorraum V' erzeugen. Der Satz folgt dann, indem man dieses Argument solange
iteriert, bis die Vektoren v; am Anfang der Liste V' erzeugen. Dieser Fall tritt spatestens
dann ein, wenn in der Liste kein Vektor w; mehr auftritt.

Seien also vy, ..., v, linear unabhéngig mit

span(vy,...,v,) # V.

Falls
{wy,...,ws} S span(vy,...,v,)
gilt, so sind auch alle Linearkombinationen von v, ..., v,, wy,...,w, in dem Unterraum
span(vy, ..., v,) enthalten. Damit gilt span(vy,...,v,) = V, ein Widerspruch zu unserer
Annahme. Also gibt es unter den Vektoren wq, ..., w, mindestens einen, der keine
Linearkombination von vy, ..., v, ist. Sei w; ein solcher Vektor.
Wir zeigen, dass die Vektoren vy, ..., v,, w; linear unabhéngig sind. Seien
041,...,047«,BE]K
mit

av, + -+ v, + fw; = 0.
Ist 8 =0, so gilt
vy + -+ av, =0
und es folgt oy = --- = a,, = 0, da die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig sind.

Wir nehmen nun an, dass [ von Null verschieden ist. In diesem Fall ist

—fw; = v + - + v,



3. VEKTORRAUME 35

und damit
- —ay
w; = 7’01+--'+70r.
Das widerspricht aber unserer Annahme, dass w; keine Linearkombination von vy, ..., v,
ist. Es folgt, dass die Koeffizienten «, . . ., ;. und S alle 0 sind. Damit sind v, ..., v,, w;
linear unabhangig. [
In diesem Satz ist der Fall » = 0 ausdriicklich nicht ausgeschlossen. Ist wy, ..., w;

ein Erzeugendensystem von V', so existiert eine Basis von V', die aus Vektoren aus der
Menge {w;, ..., ws} besteht.

Der Basiserganzungssatz zeigt inshesondere, dass jeder Vektorraum V', der die lineare
Hiille von endlich vielen Vektoren ist, eine endliche Basis hat. Ein solcher Vektorraum
heifit endlich erzeugt. Es gibt auch Vektorraume, die nicht endlich erzeugt sind, wie
zum Beispiel der Vektorraum K[ X] aller Polynome iiber einem Korper K. Man kann
zeigen, dass auch jeder Vektorraum, der nicht endlich erzeugt ist, eine (unendliche)
Basis hat. Dafiir ist allerdings das Auswahlaxiom notig (siche Axiome der Mengenlehre)

und wir werden in dieser Vorlesung darauf nicht naher eingehen.

Korollar 3.28. Sind vq,...,v, und wq,...,w, Basen von V, so gilt r = s.

BEWEIS. Ist V = {0}, so gilt » = s = 0. Enthalt V' mehr als nur den Nullvektor 0,
so miissen 7 und s beide mindestens 1 sein.

Wir tauschen nun Schrittweise die Vektoren vy, ..., v, gegen Elemente von
{wy,...,wy}

aus, wobei wir in jedem Schritt einen Vektor v; entfernen und mindestens einen
Vektor w; hinzufiigen. Das machen wir so, dass wir in jedem Schritt eine Basis vorliegen

haben.

Im ersten Schritt betrachten wir die Vektoren

Vyiy.oo oy Up_1, Wy, ..., Ws.
Dabei sind v, ..., v,_; linear unabhangig und

Viy,- -3 Up—1, Wy, ..., Wy
erzeugen V. Also konnen wir vy, ..., v,_; nach dem Basisergéinzungssatz durch Hinzu-
nahme von Vektoren aus {w;, ..., w} zu einer Basis von V erginzen. Das liefert eine
Basis vy,...,V,—1,w;,,...,w;, von V. Hierbei ist kK > 1, da aus der linearen Unabhén-
gigkeit von vy, ...,v,_1,v, folgt v, ¢ span(vy,...,v,_1) und somit vyq,...,v,_; nicht

bereits eine Basis von V bilden.

Im néchsten Schritt ersetzen wir den Vektor v,_; durch Vektoren aus

{wy, ..., w} ~{w;,...,w;}



36 3. VEKTORRAUME

und erhalten wieder eine Basis von V. Wir setzen dieses Verfahren fort, bis jeder der
Vektoren vy, ..., v, durch einen oder mehrere Vektoren aus {w;, ..., ws} ersetzt wurde.
Da in jedem Schritt neue Vektoren aus {wy, ..., w,} gewéhlt werden, folgt s > r.

Vertauscht man die Rollen der v; und wyj, so ergibt sich r > s. Das zeigt r = 5. [

Dieses Korollar rechtfertigt die folgende Definition.

Definition 3.29. Sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum tiber einem Kérper IK. Dann

ist die Dimension von V' die eindeutig bestimmte Zahl n € INy, sodass jede Basis von V'

genau n Vektoren umfasst. Wir schreiben fiir die Dimension von V' dann dim(V).
Vektorraume V' die nicht endlich erzeugt sind, sind unendlich-dimensional und wir

schreiben dim(V') = oo.

Beispiel 3.30. (a) Fiir jedes n € IN hat der K-Vektorraum K" die Dimension n.
Die Einheitsvektoren ey, ..., e, (siche Bemerkung 3.26) bilden namlich eine
Basis. Daraus folgt, dass auch alle anderen Basen von K" genau n Elemente
haben.

Wir kénnen auch den 0-dimensionalen Vektorraum K° betrachten: Er be-
steht aus allen Tupeln der Lange 0 von Elementen von K. Allerdings gibt es
nur ein 0-Tupel, das leere Tupel (). Also hat K° nur ein Element, nimlich
das leere Tuple, welches wir mit 0 = () bezeichnen. Der einelementige Vek-
torraum {0} iiber K hat die Dimension 0. Die leere Menge von Vektoren ist
namlich eine Basis. Sie ist sicherlich linear unabhéngig und die einzig mdogliche
Linearkombination, die leere Linearkombination, hat den Wert 0.

(b) Wir betrachten das lineare Gleichungssystem in Variablen z1, ..., x¢ mit der

erweiterten Koeflizientenmatrix

123 -1 -1 210
01 3 2 0 0
000 O 1 —-31]0
Die erweiterten Koeflizientenmatrix hat bereits Zeilenstufenform und wir fithren

das Gaufl-Jordan-Verfahren durch, um die Matrix auf reduzierte Zeilenstufen-

form zu bringen:

123 -1 -1 210 + 3 =1 0 =110 j+
013 2 0 010 ] — 3 2 0 010 (=2)
000 0 1 =30 0 0 1 =310

-3 -5 0 —-11]0
3 2 0 010
0O 0 1 =310

o O = O O =
S = O O =N
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Nun lesen wir die Losung ab, wobei wir fiir die freien Variablen x3, x4 und ¢

die Parameter r, s und ¢ einsetzen. Aus der letzten Zeile/Gleichung ergibt sich
rg =1 und 5 =0+ 31 = w25 = 3t.

Somit folgt wegen der zweiten Gleichung

Ty=S§, T3 =T und To=0—323—2x4 = x9=-3r—2s

und schliellich impliziert die erste Gleichung
r1=04+3z3+bx4+25 = 1 =3r+>5s+1

fir r, s, t € R.
Diese allgemeine Losung konnen wir auch mit Hilfe von Vektoren wie folgt

schreiben:
(x1,...,26) =7-(3,-3,1,0,0,0) + s-(5,—-2,0,1,0,0) + ¢ - (1,0,0,0,3,1) .

Offenbar ist jede Losung des Gleichungssystems eine Linearkombination der
Vektoren v, = (3,-3,1,0,0,0), vy = (5,—2,0,1,0,0) und v3 = (1,0,0,0,3,1),
d.h. fiir die Losungsmenge L des homogenen Gleichungssystems gilt L =
span(vy, v, v3). Insbesondere sind fiir jede gegebene Losung w = (uq, ..., uq) €
L die Skalare ry, sy, t, € R durch w eindeutig bestimmt, da r, = ug, sy = Uy
und t, = wug gilt. Also bilden wvq,vs,v3 eine Basis des Losungsraumes des
Gleichungssystems.

Dieses Beispiel zeigt, wie das Gaufl-Jordan-Verfahren benutzt werden kann,
um eine Basis des Losungsraumes eines homogenen Gleichungssystems zu
bestimmen: Man berechne zunéchst die reduzierte Zeilenstufenform der erwei-
terten Koeflizientenmatrix des Gleichungssystems, fithre fiir jede freie Variable
einen Parameter ein und gebe die Losung dann wie oben in Vektordarstellung
an. Die Vektoren, die dabei auftreten, sind bereits eine Basis des Losungsraumes
des Gleichungssystems. Man beachte, dass die Dimension des Losungsraumes

genau die Anzahl der freien Variablen ist.

Korollar 3.31. Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n und seien vy,...,v, €V

linear unabhdngig. Dann gilt r < n.

BEWEIS. Sei wy, ..., w, eine Basis V. Nach dem Basiserginzungssatz kénnen wir
v1,...,v, durch Hinzunahme von Vektoren aus wi,...,w, zu einer Basis von V
erganzen. Diese Basis hat mindestens r Elemente. Da aber alle Basen von V' dieselbe

Lange haben, folgt r < n. O

Korollar 3.32. Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n und sei wq, ..., ws €in

Erzeugendensystem von V. Dann gilt n < s.
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BEWEIS. Nach dem Basisergidnzungssatz hat V' eine Basis, die aus Vektoren aus

wi, ..., w, besteht. Solch eine Basis hat hochstens s Elemente. Da aber aller Basen
von V' genau n Elemente haben, folgt n < s. O
Korollar 3.33. Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n und seien wy,...,u, €V

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) wy,...,u, sind linear unabhdingig,

(i) uq,...,u, erzeugen V.

BEWEIS. Angenommen w1, ..., u, sind linear unabhéngig. Nach dem Basisergén-
zungssatz konnen wir wq, ..., u, durch Hinzunahme von Vektoren aus einem endlichen
Erzeugendensystem zu einer Basis von V' erganzen. Diese Basis hat dann aber auch n
Elemente. Also ist uq,...,u, bereits eine Basis von V.

Nun nehmen wir an, dass uy, ..., u, den Vektorraum V erzeugen. Nach dem Ba-
sisergdnzungssatz konnen wir eine Basis aus den Vektoren w4, ..., u, auswahlen, die

dann aber auch n Elemente hat. Also ist uq, ..., u, bereits eine Basis von V. [

Satz 3.34. Sei V' ein IKK-Vektorraum der Dimension n € Ng und U ein Unterraum
von V. Dann ist U ebenfalls endlich erzeugt und die Dimension von U ist héchstens n.

Ist die Dimension von U genau n, so gilt U =V.

BeEwEIS. Nach Korollar 3.31 gibt es in V' keine Familien linear unabhéngiger Vekto-
ren mit mehr als n Elementen. Also gibt es auch in U keine Familien linear unabhéngiger
Vektoren mit mehr als n Elementen. Wir wéhlen w4, ..., u, € U linear unabhéngig,
sodass r maximal ist. Ist » = n, so ist w4, ..., u, nach Korollar 3.33 bereits ein Erzeu-

gendensystem von V. Also ist in diesem Fall
V =span(uy,...,u,) c U< V.

Damit gilt U = V.

Falls uq, ..., u, kein Erzeugendensystem von U ist, so existiert ein Vektor
w e U N\ span(uq, ..., u,).

Nachdem Basisergidnzungssatz ist u,...,u,,w eine Basis von span(uq, ..., u,, w).
Insbesondere sind wuy, ..., u,, w linear unabhangig, im Widerspruch zur maximalen
Wahl von r. Also erzeugen wq, ..., u, den Unterraum U. Insbesondere ist U endlich

erzeugt und hat die Dimension r < n. U

Beispiel 3.35. Wir bestimmen sdmtliche Unterrdume von R?. Da R? die Dimension 2
hat, konnen die Unterraume nur die Dimensionen 0, 1 und 2 haben. Der einzige
Unterraum der Dimension 0 ist der Raum {(0,0)}. Unterrdume der Dimension 1 bestehen

aus allen Vielfachen eines Vektors v # 0. Es handelt sich also um Geraden durch den
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Nullpunkt. Alle Geraden durch (0, 0) sind eindimensionale Unterrdume von R?. Es gibt
nur einen Unterraum der Dimension 2, ndmlich R? selber.

Die Unterrdume von R? kénnen die Dimensionen 0, 1, 2 und 3 haben. Der eindeutig
bestimmte 0-dimensionale Unterraum ist die Menge {(0,0,0)}. Die 1-dimensionalen
Unterraume sind Geraden durch 0 = (0,0,0). Die 2-dimensionalen Unterrdume sind
Ebenen, die den Nullvektor 0 enthalten. Der einzige 3-dimensionale Unterraum ist R3

selber.

§3.5 BESTIMMUNG VON BASEN

Der Basiserganzungssatz besagt unter anderem, dass wir aus einem endlichen Erzeu-
gendensystem wy, ..., w, eines Vektorraums V' eine Basis des Vektorraums auswahlen
konnen. Dazu miissen wir nur solange linear unabhéngige Vektoren aus dem Erzeugen-
densystem auswéhlen, bis wir keinen weiteren Vektor mehr finden, der von den bereits
gewahlten Vektoren linear unabhéangig ist.

Allerdings ist das Uberpriifen auf lineare Unabhingigkeit aufwendig. Wir diskutieren
daher noch eine andere Methode, eine Basis eines Vektorraums zu finden, der durch ein

Erzeugendensystem gegeben ist.

Definition 3.36. Sei K ein Kérper und A € IK™*". Der Zeilenraum von A ist der von
den Zeilen der Matrix A erzeugte Unterraum von IKK". Der Spaltenraum von A ist der

von den Spalten der Matrix A erzeugte Unterraum von K™.

Lemma 3.37. Elementare Zeilenumformungen dndern nicht den Zeilenraum einer
Matriz.

BEWEIS. Sei A eine m x n-Matrix iiber einem Korper K. Es ist klar, dass die neuen
Zeilen, die bei elementaren Zeilenumformungen von A entstehen, Linearkombinationen
der Zeilen von A sind. Entsteht also die Matrix B durch elementare Zeilenumformungen
aus A, so ist jede Zeile von B im Zeilenraum von A enthalten. Damit ist der Zeilenraum
von B eine Teilmenge des Zeilenraums von A.

Andererseits lassen sich elementare Zeilenumformungen durch elementare Zeile-
numformungen riickgéngig machen. Damit lasst sich die Matrix B durch elementare
Zeilenumformungen in die Matrix A tiberfithren. Also ist der Zeilenraum von A auch eine

Teilmenge des Zeilenraums von B. Damit stimmen die beiden Zeilenrdume tiberein. [

Dieses Lemma gibt uns folgendes Verfahren, um Basen von Unterrdumen zu bestim-

men.
Satz 3.38. Sei K ein Korper und seien vq,...,v,, € K". Dann kénnen wir eine Basis
von span(vy, ..., v,,) wie folgt bestimmen:

(1) Schreibe die Vektoren vy, ..., v, als Zeilen einer m x n-Matriz A dber K. Der

Raum span(vy, ..., v,,) ist der Zeilenraum der Matriz A.
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(2) Fiihre das Gauf-Verfahren durch, um die Matrix A in eine Matriz B in
Zeilenstufenform zu tberfihren.

(3) Die Zeilen der Matriz B, die nicht nur Nullen enthalten, bilden eine Basis von

span(vy, ..., Uy).

BEWEIS. Wir miissen nur zeigen, dass die von Null verschiedenen Zeilen von B eine
Basis des Zeilenraums von A bilden. Nach Lemma 3.37 haben A und B denselben
Zeilenraum. Der Zeilentraum von A wird also von den Zeilen von B erzeugt. Da die
Nullzeilen von B nichts zum Erzeugnis der Zeilen beitragen, erzeugen die von Null
verschiedenen Zeilen bereits den ganzen Zeilenraum von B und damit auch von A.

Die von Null verschiedenen Zeilen von B haben alle eine fithrende Eins und diese
fithrenden Einsen stehen jeweils in verschiedenen Spalten. Seien wy, ..., w, die entspre-
chenden Zeilenvektoren, wobei fiir 1 < ¢ < 7 < r die fithrende Eins in w; weiter links
steht als in w;.

Angenommen die Vektoren wy, ..., w, sind linear abhdngig, dann gibt es nach Lem-
ma 3.21 einen Vektor w;, der als Linearkombination der anderen Vektoren darstellbar
ist, d. h. es gibt i € [r] und Skalare A\1,...,; A1, Aiz1, ..., A\ € K mit

i—1 r
w; = Z )\jw]‘ + Z )\j'wj .
j=1

j=i+1

Da w; nicht der Nullverktor ist, gibt es einen kleinsten Index k # ¢ mit A\, # 0. Alle
Vektoren w; mit j > & haben ihre fithrende Eins weiter rechts als wy, also hat w; in
der entsprechenden Spalte den Wert A\, # 0, der nicht vor der fithrenden Eins von w;
stehen kann. Somit folgt £ >iund A\y =--- = X\;_; =0, d. h.

r
w; = Z )\j’l.l]j.

j=i+1

Da die fithrende Eins von w,; aber weiter links steht als alle fihrenden Einsen der
Vektoren w1, ..., w, fihrt dies zu einem Widerspruch.
Das zeigt, dass die Zeilenvektoren wr, ..., w, von B linear unabhéngig sind. Also

bilden die von Null verschiedenen Zeilen von B eine Basis des Zeilenraums von A. O

Beispiel 3.39. Seien die Vektoren v; = (1,2, 3,0), vy = (1,0,1,1) und vz = (0,2,2, —1)
aus R* gegeben. Wir wollen eine Basis des von v, vs und v3 erzeugten Unterraums

span(vy, vy, v3) von R* bestimmen. Dazu schreiben wir die Vektoren als Zeilen einer
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Matrix und fuhren das Gauf-Verfahren durch.

1 2 3 0 (=1) 1 2 3 0
1 01 1 ]+ — |0 -2 =2 1
0 2 2 -1 0 2 2 -1 ]+
1 2 3 0 1 2 3 0
— |0 =2 =2 1| |:(-3) — |01 1 -1
0O 0 0 O 000 O
Damit bilden die Vektoren (1,2,3,0) und (0, 1,1, —%) eine Basis des von v, v, und vs

erzeugten Unterraums von R*.

Definition 3.40. Sei K ein Kérper und A € IK™*™. Der Zeilenrang von A ist die
maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen von A. Der Spaltenrang von A ist die

maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten von A.

Lemma 3.41. Der Spaltenrang einer Matrix A ist die Dimension des Spaltenraums

und der Zeilenrang ist die Dimension des Zeilenraums.

BEwEIS. Wir wissen bereits, dass man aus einem endlichen Erzeugendensystem
eines Vektorraums eine Basis dieses Vektorraums auswéhlen kann. Sind vq,...,v,
Elemente eines Vektorraums V', so konnen wir unter den Vektoren vy, ..., v, eine linear
unabhéngige Menge von Vektoren von maximaler Grofle auswéhlen. Nach dem Basis-
erganzungssatz ist diese Menge von Vektoren eine Basis des von vy, ..., v, erzeugten
Unterraums von V.

Damit ist die Dimension von span(vy, ..., v,) genau die maximale Anzahl linear
unabhangiger Vektoren unter den Vektoren vy, ..., v,. Das zeigt das Lemma sowohl fiir

den Zeilenrang als auch fiir den Spaltenrang einer Matrix. 0

Eines auf den ersten Blick vielleicht iiberraschendes Ergebnis der linearen Algebra
ist die Tatsache, dass der Zeilenrang einer Matrix gleich dem Spaltenrang ist. Um das
zu zeigen, betrachten wir im néchsten Kapitel strukturerhaltende Abbildungen zwischen

Vektorraumen.






KAPITEL 4

Lineare Abbildungen

§4.1 LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN

Definition 4.1. Seien V und W Vektorrdume tiber demselben Korper K. Eine Ab-
bildung f: V — W heifit linear, falls fiir alle w, v € V und alle A € K folgende
Bedingungen erfiillt sind:

(@) flu+wv) = f(u)+ f(v)

(i) f(Av) = Af(v)

Eine Abbildung f zwischen K-Vektorrdumen V und W ist also linear, wenn sie
mit den Operationen (Vektoraddition and Multiplikation mit einem Skalar) in den
Vektorrdaumen vertraglich ist.

Beispiel 4.2. (a) Sei V.= W = R. Dann ist f: V — W mit  —> 3z eine
lineare Abbildung: Fiir alle z,y € V und alle A € R gilt

flx+y)=3(x+y)=3r+3y = f(z)+ f(y)

und
f(Ax) =3 z =X (3x) = Af(x).

(b) Sei V.= R? und W = R. Dann ist g: V — W mit (z,y) —> z + 3y eine
lineare Abbildung.

(c) Sei V = R?® und W = R? Dann ist h: V — W mit (x,y,2) — (v +y +
z,2y — z) eine lineare Abbildung.

(d) Sei V= R[X] der R-Vektorraum aller Polynome in der Unbestimmen X und
W = R. Dann ist die Abbildung e: V. — W mit p — p(27), wobei das
Polynom p € R[X] auf den Wert p(27) € R der Polynomfunktion abbgebildet
wird, eine lineare Abbildung. Seien nédmlich p, ¢ € R[X]. Dann ist

e(p+4q) = (p+ ) (27) = p(27) + q(27) = e(p) + e(q).
Analog ist e(Ap) = (Ap)(27) = X - p(27) = X - e(p).

Die wichtigsten Beispiele fiir lineare Abbildungen liefert die Multiplikation von
Matrizen mit Vektoren. Dazu erinnern wir uns zunachst an die Matrizenmultiplikation
o KO o KM — KO fiir Matrizen A = (a;;) € K™ und B = (b)) € K™
definiert durch

A-B = (ci) e K" mit ¢, = Z a;;bjr  fir alle i € [¢] und k € [n]
j=1
43
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(siehe Definition 1.12).

Die Abbildungen f, g und h aus Beispiel 4.2 kénnen mithilfe der Matrizenmultipli-
kation dargestellt werden.

Beispiel 4.3. (a) Der R-Vektorraum R = R! ist eindimensional und wir betrach-
ten die 1 x 1-Matrix A = (3) € R"!. Dann entspricht die Abbildung f aus
Beispiel 4.2 (a) der Multiplikation A - x fiir x = (z) € R

(b) Ganz analog entspricht die Abbildung ¢g: R? — R aus Beispiel 4.2 (b) der
Multiplikation B - x fiir

B = (1 3) eR™ und «= (x) e R**!,
Y

da dann B - x = z + 3y. Hierbei fassen wir die Vektoren x des R? als 2 x 1-
Matrizen auf, d.h. als Spaltenvektoren) und nicht als Zeilenvektoren wie zuvor.
(¢) Genauso entspricht h: R® — R? aus Beispiel 4.2 (¢) der Multiplikation C - @

fir
1 1 1 !
C = eR¥® und z= |y |eR¥>,
02 -1
z

wodurch der Spaltenvektor @ in den Spaltenvektor
rT+y+z c R241
2y — 2

Bemerkung 4.4. Da K™*!, K" und K" isomorph sind, werden wir in Zukunft, wenn

uberfihrt wird.

es vom Kontext klar ist, auch fiir Spaltenvektoren einfach x € K" anstelle von x € K™*!
schreiben.
Wie man leicht nachrechnet ist die Multiplikation einer festen Matrix mit (Spal-

ten)Vektoren eine lineare Abbildung.

Lemma 4.5. Sei K ein Korper und A € IK™*™. Dann ist die Abbildung fa: K" — K™

gegeben durch x — Ax linear.

BEWEIS. Sei A = (a;;) € K™*™ gegeben und seinen

Tn Yn
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und A € K beliebig. Wir betrachten zuerst f4(x + y). Aus der Definition der Abbil-
dung f4 und der Definition der Matrizenmultiplikation ergibt sich

falx+y) =A - (x+y)

2o ay (T + y5)

i1 Gmg - (T + Yj)

Do QT+ 205 a1y,

D1 AmiTy + D0 Ay,

21 Q15T 21 @1jY;
_ : . .
21 GmiT; 21 GmY;
= Az + Ay
= fa(x) + faly).

Genauso erhalten wir auch die zweite geforderte Eigenschaft der Linearitét
2o ar - (Azg)
fa(Az) = A - (Az) = :
Z?:l Ay + (Az;)
A Doy QT

A=D1
21 Q1
= A : =\ (Az) = Afa(z).
Dot A

O

Die wichtige Umkehrung des Lemmas besagt, dass jede lineare Abbildung f: K" — K™

als Matrizenmultiplikation darstellbar ist.

Satz 4.6. Sei K ein Korper und f: K" — K™ eine lineare Abbildung. Dann existiert
eine Matriz Ay € IK™*", so dass fiir alle ¢ € K" gilt

f(zx)=Asx.

Dariiberhinaus ist die Matriv Ay eindeutig bestimmt und fir j € [n] ist die j-te Spalte
von Ay der Vektor f(e;) € K™, wobei e; der j-te Einheitsvektor von K" ist.
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BEWEIS. Fir jedes j € [n] und den j-ten Einheitsvektor e; € K" sei

Ay a1 ... A1y ... Q1n
m mxn
f(ej) =a; = a;; | € K und Af = aip .. Qi ... Qi | € K .
A5 Am1  --- Qi ... Qmp

Insbesondere ist a; die j-te Spalte der Matrix A. Fir alle
T
z=| '@ |eK"
T
gilt
n
r=mxe +- - +ITpey = ijej.
7j=1
Wegen der Linearitdt von f gilt somit
f(@) = f(zier + -+ xe,) = 21 f(€1) + -+ xnflen) = 1101 + - + 250 .
Auf der anderen Seite gilt auch
Ajx =101 + - + Th0,

da ai,...,a, die Spalten von Ay sind. Somit folgt f(x) = Az, d.h. die lineare
Abbildung f entspricht der Multiplikation mit der Matrix Ay.

Fir die Eindeutigkeit sei B eine Matrix mit Bx = f(x) fir alle € IK". Es folgt
unmittelbar, dass B eine m x n-Matrix ist. Fir den j-ten Einheitsvektor e; € K"
ergibt die Matrizenmultiplikation, dass Be; die j-te Spalte von B ist. Auf der anderen
Seite gilt Be; = f(e;) = a;. Somit ist a; die j-te Spalte von B und es folgt B = Ay,
wodurch die Eindeutigkeit gezeigt ist. O

Der Beweis dieses Satzes zeigt, dass man eine lineare Abbildung f: K" — K™ be-
reits dann vollstandig , kennt*, wenn man weif3, auf welche Vektoren die Einheitsvektoren
ey,...,e, € K" abgebildet werden. Dasselbe geht fiir jede Basis des Definitionsbereichs
einer linearen Abbildung:

Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorrdumen V und W
und sei vq,...,v, eine Basis von V. Ist v € V, dann existieren \,..., )\, € K mit

v = \v; + -+ \v,. Es gilt nun

fo) = fAvr+ -+ Avn) = Acf(vr) + -+ A f(vn).

Also ist f durch die Bilder f(vy),..., f(v,) der Basisvektoren eindeutig bestimmt.
Der folgende Satz zeigt, dass die Multiplikation von Matrizen der Komposition

linearer Abbildungen entspricht.
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Satz 4.7. Fir einen Korper K seien f: K™ — K’ und g: K — K™ lineare
Abbildungen mit den dazu gehérenden Matrizen Ay € K™, A, € K™*" (siehe Satz 4.6).
Dann gilt fiir alle @ € IK™ die Gleichung

(fog)x) = flg(x)) = (AsAg)z.
Die Multiplikation von Matrizen entspricht also der Komposition linearer Abbildungen.

BEWEIS. Der Satz ist eine direkte Konsequenz des Assoziativgesetz der Matrizen-

multiplikation (siehe Satz 1.13). Wegen dem Assoziativgesetz gilt
(AfA))x = Af(Ayx).

Da A, der Abbildung g entspricht (siche Satz 4.6) folgt
Aj(Agx) = Af-g()

und da Ay der Abbildung f entspricht, erhalten wir weiter

Af-g(x) = f(g(z))

und der Satz folgt. O

§4.2 DIMENSIONSFORMEL

Definition 4.8. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei IK-Vektorrdaumen.

Der Kern von f ist die Menge
ker(f) :={veV: f(v)=0}< V.
Das Bild von f ist die Menge
im(f) = {f(v): ve VW,

Man beachte, dass der Kern das Urbild des Nullvektors aus dem Bildbereich ist und,
dass die Definition des Bildes einer linearen Abbildung einfach die iibliche Definition des
Bildes einer Abbildung ist. Aulerdem folgt direkt aus der Definition, dass fiir jede lineare
Abbildung f: V — W immer im(f) # @ gilt, da jeder Vektorraum V mindestens
einen Vektor (ndmlich den Nullvektor) enthalten muss und somit f(0) € im(f) folgt.
Des Weiteren ist auch der Kern einer linearen Abbildung nichtleer, da der Nullvektor

von V im Kern von f liegen muss, wie man durch

f(0)=f(0+0)=f(0)+f(0) = 0=f(0)

einsieht. Hierbei ist zu beachten, dass in 0 = f(0) der Nullvektor auf der linken Seite
in W liegt, wiahren das Argument von f der Nullvektor in V' ist.
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Beispiel 4.9. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

x|+ o + 2?[73 =9
201 +4x9 — 33 = 1
3r1 + 6x9 — b3 = 0.

Dieses Gleichungssystem hat die Koeffizientenmatrix

Wir kénnen das Gleichungssystem auch mithilfe der Matrizenmultiplikation in der Form

T 9
Ax =b mit x= = | 2 und b= |1

I3 0

In Matrizenschreibweise lautet das Gleichungssystem also

11 2 T 9
-3 T | =
-5 I3 0

Schreiben wir f4: R? — R? fiir die lineare Abbildung
r+— Ax,

so lautet das lineare Gleichungssystem f4(x) = b. Wenn wir ein lineares Gleichungssys-
tem losen, bestimmen wir also das Urbild eines Vektors unter einer linearen Abbildung.

Da ker(fa) das Urbild vom Nullvektor ist ist die Losungsmenge des homogenen Glei-

chungssystems
T+ 20+ 223 = 0
201 +4x9 —3x3 = 0
31’1 + 61’2 — 5[)33 = 0

genau der Kern der linearen Abbildung f4.

Der Spaltenraum der Matrix A, also der Raum der Linearkombinationen der Spal-
ten von A, ist genau das Bild der linearen Abbildung f4. Die Frage, ob das lineare
Gleichungssystem Ax = b losbar ist, ist aquivalent zu der Frage, ob b im Bild der
linearen Abbildung f4 liegt.

Lemma 4.10. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei IK-Vektorraumen.

Dann ist ker(f) ein Unterraum von V und im(f) ein Unterraum von W.
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BEWwWEIS. Wir hatten bereits gesehen, dass ker(f) und im(f) nichtleer sind und wir
brauchen nur jeweils die lineare Struktur (Bedingungen (7) und (7 ) in Definition 3.8)
iiberpriifen.

Seien u und v Elemente des Kerns von f und A € K. Dann gilt wegen der Linearitat

von f
flut+v)=f(u)+ f(v) =0+0=0

und somit ist u + v ebenfalls im Kern von f. Auflerdem folgt aus der Linearitét von f

auch
f(Av) =Af(v)=X-0=0.

Damit ist also auch Av im Kern von f.
Seien nun & und y im Bild von f und A € K. Dann existieren u, v € V mit f(u) = x

und f(v) = y und die Linearitdt von f ergibt
r+y=f(u)+f(v)=flu+v).
Damit ist auch « + y im Bild von f. Auerdem gilt A& = Af(v) = f(A\v) und somit ist
auch Az im Bild von f. O
Da der Kern und das Bild einer linearen Abbildung Unterrdume sind, haben sie

folglich auch eine Dimension und es gilt die elegante Dimensionsformel.

Satz 4.11 (Dimensionsformel). Sei V' ein endlich erzeugter IK-Vektorraum, W ein
beliebiger K- Vektorraum und f: V — W eine lineare Abbildung. Dann ist der Unter-

vektorraum im(f) € W endlich erzeugt und es gilt
dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim(V). (4.1)

BEWEIS. Als Unterraum von V' ist nach Satz 3.34 der Kern ker(f) ebenfalls endlich
erzeugt und damit endlich-dimensional. Wir wéhlen eine Basis vy, ..., v, von ker(f).
Da V endlich erzeugt ist, konnen wir vy, . . . , v, nach dem Basisergénzungssatz (Satz 3.27)

durch Hinzunahme von endlich vielen Vektoren zu einer Basis
Viy,.. ., Up, UL, ..., Uy

von ganz V' erganzen. Es gilt also

dim(V)=r+s und  r = dim(ker(f)). (4.2)

Wir zeigen nun, dass f(u1),..., f(us) eine Basis von im(f) ist. Zunéchst weisen wir
nach, dass f(u1),..., f(us) den Unterraum im(f) erzeugt, d.h.

im(f) = span(f(u1), ..., f(us)). (4.3)

Offensichtlich gilt span(f(u;),..., f(us)) € im(f) und wir miissen nur die umgekehrte

Inklusion zeigen.
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Sei also w € im(f) beliebig. Dann existiert v € V mit f(v) = w und es existieren
Skalare \q, ..., \.;s € K mit
V=MV 4+ F N+ AU o AU

Wegen der Linearitiat von f und da die Vektoren vq,..., v, im Kern von f liegen gilt

w = f(v)
= Af(v1) + - A S (o) + A f(un) + -+ Ao f ()
= M0+ A0+ A f(ur) + o+ A f(u)
A f )+ A (1)
Somit ist der Vektor w eine Linearkombination der Vektoren f(u,),..., f(us), d.h.

es gilt w € span(f(uy),..., f(us)). Da w € im(f) beliebig gewédhlt war, ist folglich
im(f) < span(f(u1), ..., f(us)) und mit dem bereits gezeigten ergibt sich (4.3).

Als néchstes zeigen wir, dass die Vektoren f(u;),..., f(us) linear unabhéngig sind.
Angenommen
prf(uwy) + -+ psf(us) =0 (4.4)
fiir Skalare pq, ..., us € K. Zusammen mit der Linearitat von f folgt

flpawy + -+ psug) = pa f(ur) + -+ ps f(us) = 0

und somit liegt der Vektor pyuy + - - - + psus im Kern von f. Da vy, ..., v, eine Basis

von ker(f) ist, gibt es also Skalare i, ..., u. € K mit
ity + U = UL+t o,

Damit folgt

gy e o e g = 0
und da die Vektoren vq,...,v,, uq,...,us linear unabhangig sind, folgt daraus
—Hy == === s = 0,

Insbesondere sind also iy, . . ., s alle Null und mit Blick auf (4.4) zieht dies die lineare
Unabhéngigkeit von f(uy),..., f(us) nach sich. Also ist dim(im(f)) = s und die
Dimensionsformel (4.1) folgt mit (4.2). O

§4.3 RANG EINER MATRIX

Als Konsequenz der Dimensionsformel kéonnen wir nun zeigen, dass Zeilen- und

Spaltenrang einer Matrix gleich sind.

Korollar 4.12. Der Zeilenrang einer Matrix ist gleich dem Spaltenrang.
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BEWEIS. Sei A eine m x n-Matrix iber einem Korper KK mit Spaltenrang s € N,
d.h. s ist die Dimension des Spaltenraums von A. Der Spaltenraum von A ist das Bild
der linearen Abbildung f4: K" — K™ mit & — Ax. Der Losungsraum des linearen
Gleichungssystems Ax = 0 ist genau der Kern der Abbildung f4. Sei r die Dimension

des Kerns von f4. Nach der Dimensionsformel (Satz 4.11) ist
r+ s = dim(ker(fa)) + dim(im(fa)) = dim(K") = n.

Mit dem GauB—Jordan—Verfahren tiberfithren wir die Matrix A in reduzierte Zeilen-
stufenform und erhalten eine Matrix B. Das Gleichungssystem Bx = 0 hat dieselbe
Losungsmenge wie Ax = 0, die ker(f4) mit Dimension r ist. Wiederum nach der Di-
mensionsformel (angewendet auf die lineare Abbildung fp: K" — K" mit  — Bx
dessen Kern ebenfalls die Losungsmenge von Bax = 0 ist und dessen Bild dem Spal-
tenraum von B entspricht) erhalten wir fiir die Dimension des Spaltenraums von B
genau n — r = s. Die Matrizen A und B haben also denselben Spaltenrang (obwohl
sie moglicherweise unterschiedliche Spaltenrdaume haben). Dartiberhinaus wissen wir
bereits, dass A und B denselben Zeilenraum haben (siche Lemma 3.37) und somit
auch denselben Zeilenrang haben. Es reicht also zu zeigen, dass der Zeilenrang von B
genau s ist. Dafiir betrachten wir die Zeilen von B die keine Nullzeilen sind. Jede dieser
Zeilen hat eine fithrende Eins und alle fithrenden Einsen stehen in unterschiedlichen
Zeilen und Spalten. Wir miissen also zeigen, dass es genau s fithrende Einsen in B gibt.

Die Anzahl der fiihrenden Einsen entspricht genau der Anzahl der Spalten von B
minus der Anzahl der freien Variablen des Losungsraums von Bx = 0. Die Matrix B
hat n Spalten und die Anzahl der freien Variablen entspricht der Dimension des
Losungsraums des homogenen, linearen Gleichungssystems Bx = 0, der gleich r ist.
Es gibt also n — r = s fithrende Einsen in B und somit ist s der Zeilenrang der
Matrix B. U

Nach diesem Korollar brauchen wir nicht zwischen Zeilenrang und Spaltenrang einer

Matrix zu unterscheiden.
Definition 4.13. Der Rang rank(A) einer Matrix A ist der Zeilenrang von A.

Der folgende Satz ist eine einfache Konsequenz von Lemma 3.37 und zeigt, dass

man den Rang einer Matrix mit dem Gaufi—Verfahren bestimmen kann.

Satz 4.14. Sei A € K™*" fiir einen Korper K, dann ist rank(A) gleich der Anzahl
der von Null verschiedenen Zeilen einer Matriz B in Zeilenstufenform die aus A durch

elementare Zeilenumformungen hervorgegangen ist.

BEWEIS. Wir wissen bereits wegen Lemma 3.37, dass elementare Zeilenumformungen
nicht den Zeilenraum und somit auch nicht den Zeilenrang und den Rang einer Matrix

andern. Die von Null verschiedenen Zeilen der Zeilenstufen einer Matrix bilden eine
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Basis des Zeilenraums. Damit ist die Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen in der

Zeilenstufenform B genau der Rang von A. g

Réange von Matrizen lassen sich auch anwenden, um die Losbarkeit linearer Glei-

chungssystem zu untersuchen.
Satz 4.15. Sei A € K™ und b € K™ fiir einen Korper K. Dann ist das lineare

Gleichungssystem Ax = b genau dann lésbar, wenn der Rang der Koeffizientenmatriz A

des Gleichungssystems gleich dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatriz ist.

BEWEIS. Seien aq,...,a, € K™*! die Spalten der Matrix A und
x1
xTr =
:L‘n

Dann ist Ax = a1 + - -+ + z,a,. Das Gleichungssystem Ax = b ist also genau dann

losbar, wenn b eine Linearkombination der Spalten aq,...,a, von A ist, wenn also b
ein Element des Spaltenraums span(ay, ..., a,) von A ist.
Seien U := span(ay,...,a,) und V := span(ay,...,a,,b) die Spaltenrdume der

Koeffizintenmatrix A und der erweiterten Koeffizientenmatrix. Der Vektor b ist genau
dann ein Element von U, wenn U = V gilt. Der Raum U ist immer ein Untervektorraum
von V. Nach Satz 3.34 sind U und V' genau dann gleich, wenn sie dieselbe Dimension
haben. Die Dimension von U ist genau der Rang von A, die Dimension von V' der Rang
der erweiterten Koeffizientenmatrix.

Damit hat das Gleichungssystem genau dann mindestens eine Losung, wenn diese

beiden Réange iibereinstimmen. O

Beispiel 4.16. (a) Wir betrachten das lineare Gleichungssystem mit der erweiter-

ten Koeflizientenmatrix

S ==
N O N
N = W

— O

Diese Matrix haben wir schon in Beispiel 3.39 betrachtet. Die Zeilenstufenform
lautet
12 3]0
01 1|-—
00 00

N

Da in der Zeilenstufenform zwei Zeilen von Null verschieden sind, hat die

erweiterte Koeffizientenmatrix den Rang 2. Auflerdem sehen wir, dass die
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Koeffizientenmatrix

ebenfalls Rang 2 hat, da die gleichen elementaren Zeilenumformungen einge-

schréankt auf die ersten drei Spalten die Zeilenstufenform

o O =
S =N
O = W

ergeben. Das gegebene lineare Gleichungssystem mit der erweiterten Koeffizi-

entenmatrix ist also losbar.

(b) Wir andern nun die letzte Spalte der erweiterten Koeffizientenmatrix und be-

trachten das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten Koeffizientenmatrix

2 3
0 1
2 2

S = =
_ = O

Das Gaufl-Verfahren liefert die Zeilenstufenform

12 3]0
01 1|—3
0001

Also hat die erweiterte Koeffizientenmatrix Rang 3, aber die Koeffizientenmatrix
hat nur Rang 2. Also ist das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten

Koeffizientenmatrix B nicht lésbar.

An dieser Stelle diskutieren wir noch die Struktur der Lésungsmengen von inho-

mogenen linearen Gleichungssystemen. Dieser Satz besagt, dass die Losungsmenge

eines inhomogenen Gleichungssystems Ax = b eine Nebenklasse der Losungsmenge des

homogenen Gleichungssystems Ax = 0 ist.

Satz 4.17. Sei A € K™ und b € K™ fiir einen Kéorper K. Sei Lao = K" die

Léosungsmenge des homogenen Gleichungssystems Ax = 0 und v € K" eine Lisung des

inhomogenen Gleichungssystems Ax = b.

Dann sind die Losungen Lap des inhomogen Gleichungssystem Ax = b genau die

Vektoren von der Form v +u fir einwe Ly, d. h.

Lap=v+Lag:={v+uuecLyp}

BEwWEIS. Wir betrachten die lineare Abbildung fa: K* — K™ mit x — Ax.
Dann gilt

LA,O = ker(fA) .
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Sei w € K" eine beliebige Losung des inhomogenen Systems Ax = b. Dann gilt
fa(w —v) = fa(w) — fa(v) =b-b=0.
Also ist w — v € Ly und es existiert ein Losung w € L4 ¢ des homogenen Gleichungs-
systems, sodass
u=w-—-"v = w=v+u,
d.h. LAJ, C v+ LA70.

Sei umgekehrt uw € L 4 ¢ eine Losung des homogenen Gleichungssystems. Dann gilt
fa(v+u) = fa(v) + fa(u) =b+0=0>.

Also ist auch v + u eine Losung des inhomogenen Systems Az = b und somit erhalten

wir v + LA70 < LAJ,. O

Beispiel 4.18. Wir betrachten wieder das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten

Koeffizientenmatrix

0

1

—1

Wie wir in Beispiel 3.39 gesehen haben, lautet die reduzierte Zeilenstufenform dieser
Matrix

S = =
O N
D = W

1 0 1] 1
1
01 1|3
00 0] O

Das entsprechende lineare Gleichungssystem lautet
r1+x3 = 1

Ty + 23 = 5

Wir setzen fir die freie Variable x5 die Zahl 0 ein und erhalten x; = 1, x5 = —% und

x3 = 0 als eine mogliche Losung des linearen Gleichungssystems.
Die erweiterte Koeffizientenmatrix des zugehorigen homogenen linearen Gleichungs-

systems hat die reduzierte Zeilenstufenform

Das zugehorige Gleichungssystem lautet
r1+x3 = 0

To+wx3 = 0
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Damit ergibt sich 1 = —x3 und x5 = —x3. Setzt man den Parameter ¢ fiir x5 ein,
so erhdlt man die allgemeine Losung 1 = —t, 19 = —t und z3 = ¢t fir ¢t € R. In

Vektorschreibweise lautet die allgemeine Losung des homogenen Systems also

2o |=t|—1| mitteR.

Die Losungen des inhomogenen Gleichungssystems sind alle Summen der Losung

1

0

N[ =

mit Losungen des homogenen Gleichungssystems. Die allgemeine Losung des inhomoge-

nen Gleichungssystems lautet also

—1 |+t -1 mitteR.

§4.4 INVERTIERBARKEIT VON MATRIZEN

Wir erinnern uns daran, dass eine Funktion f: X — Y zwischen zwei Mengen X
und Y injektiv ist, falls je zwei verschiedene Elemente von X durch f auf verschiedene
Elemente von Y abgebildet werden. Fiir lineare Abbildungen lasst sich Injektivitét

leicht charakterisieren.

Satz 4.19. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K- Vektorrdaumen.

Dann ist f genau dann injektiv, wenn ker(f) = {0} gilt.

BEWEIS. Wenn f injektiv ist, dann gibt es hochstens ein v € V mit f(v) = 0. Es
gilt f(0) = 0, da fiir ein beliebigen Vektor u € V' gilt

J(0) = £(0-u) = 0- f(u) = 0.

Damit ist ker(f) = {0}.
Sei nun ker(f) = {0} und seien v, w € V, sodass f(v) = f(w). Dann gilt

flo—w) = f(v) - f(w) = 0.

Also ist v — w € ker(f) und aus der Annahme ker(f) = {0} folgt v — w = 0. Somit ist
also v = w und die Injektivitiat von f folgt. O

Korollar 4.20. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei n-dimensionalen

K- Vektorrdumen. Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn sie surjektiv ist.
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BEWEIS. Angenommen f ist injektiv. Dann ist nach Satz 4.19 der Kern von f der
Nullvektorraum {0} der 0-dimensional ist. Nach der Dimensionsformel (Satz 4.11) folgt
daraus, dass das Bild von f ein n-dimensionaler Unterraum von W ist. Da W selber
n-dimensional ist, stimmt nach Satz 3.34 das Bild von f mit ganz W iiberein und f ist
surjektiv.

Sei nun umgekehrt f surjektiv. Nach der Dimensionsformel hat f damit einen

0-dimensionalen Kern. Damit ist f injektiv. U

Lemma 4.21. Ist f: V — W eine bijektive lineare Abbildung, so ist auch die Um-
kehrabbildung f~': W — V linear.

BEWEIS. Seien a, b e W und A € K. Dann existieren u, v € V mit f(u) = a und
f(v) =bund es gilt f~!(a) =u und f~1(b) = v. Wegen der Linearitit von f ist

flu+v)=f(u)+ f(v)=a+b
und damit ist
fHa+b)=u+v=[f"a)+ [ (b).
AuBerdem ist f(Au) = Af(u) = Aa. Also gilt f~'(Aa) = \u = A\f~'(a) und damit ist
die Umkehrabbildung f~* linear. O
Eine bijektive lineare Abbildung nennen wir wie im Falle von strukturerhaltenden
Abbildungen bei Gruppen oder Graphen einen Isomorphismus.

Definition 4.22. FEin bijektive lineare Abbildung zwischen zwei IK-Vektorrdumen heifit
Isomorphismus. Zwei K-Vektorraume sind isomorph, wenn es einen Isomorphismus

zwischen diesen gibt.

Ein spezieller Isomorphismus ist die identische Abbildung idk»: K" — K™ mit
x — x. Die Matrix, die zu der linearen Abbildung idk- ist die Einheitsmatriz, deren
i-te Spalte der i-te Einheitsvektor e; in K™ ist.

Ist f: K® — K" eine lineare Abbildung, so existiert eine n x n-Matrix A; mit

f(x) = Ay fir alle € K™. Falls f ein Isomorphismus ist, dann ist auch
K — K"

ein Isomorphismus (siehe Lemma 4.21). Somit existiert auch eine n x n-Matrix A -
mit [ (y) = Ay fir alle y € K*. Wegen fo f~! = idg» und fo f~! = idg» gilt

AfA; =E, = A; 1Ay,
Definition 4.23. Eine Matrix B ist invers zu einer Matrix A, falls fiir ein n € INg
AB =E, =BA (4.5)

gilt. Wir setzen A" = B und A~ heifit Inverse von A. Eine Matrix A, die eine Inverse

besitzt, nennen wir invertierbar.
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Eine Matrix kann mit Blick auf (4.5) nur dann invertierbar sein, wenn sie quadratisch
ist, also fiir ein n € Ny aus K™"*". Die Menge der invertierbaren Matrizen in IK™*™ bilden

somit die Einheitengruppe (K"*™)* des Rings der n x n-Matrizen (siehe Kapitel 1.2).

Satz 4.24. Eine Matriz A € K™*" fiir einen Korper IK ist genau dann invertierbar,

wenn sie vollen Rang hat, d.h., wenn rank(A) = n gilt.

BEWwEIS. Eine Matrix A € K"*" ist genau dann invertierbar, wenn die lineare
Abbildung f4: K" — K" mit « — Az ein Isomorphismus ist. Insbesondere ist f4
bijektiv und somit gilt dim(im(f4)) = n. Die Dimension des Bildes von f4 ist aber genau

die Dimension des Spaltenraums von A, also gilt n = dim(im(fa)) = rank(A). O

Wir wollen nun die Inversen von invertierbarer Matrizen berechnen. Fiir eine ivertieb-
are Matrix A € K™*" suchen wir eine Matrix B € K*"*" mit AB = F,, = BA. Wenn
fiir Matrizen A, B € K™*" die Gleichung AB = E,, gilt, dann gilt auch BA = E,
und umgekehrt. Es gentigt also, eine Matrix B so zu bestimmen, dass AB = FE,, gilt.

Die i-te Spalte von E,, ist der i-te Einheitsvektor e; in K™. In dem Matrizenprodukt
AB ist die i-te Spalte genau das Produkt von A mit der i-ten Spalte von B. Die i-te
Spalte von B 16st also das Gleichungssystem Ax = e;. Damit lasst sich die zu A inverse
Matrix B also spaltenweise bestimmen, in dem wir die Gleichungssysteme Ax = e;
fiir jedes i € [n] 16sen. Schreiben wir die erweiterte Koeffizientenmatrix eines solchen
Gleichungssystems auf, so erhalten wir (Ale;).

Um das Gleichungssystem zu l6sen, bringen wir die Matrix (A|e;) mit dem Gauf—
Jordan—Verfahren in reduzierte Zeilenstufenform. Hat A vollen Rang, so ist das Glei-
chungssystem losbar und die reduzierte Zeilenstufenform von (A|e;) hat die Form
(E,|b;), wobei b; die eindeutige Losung des Gleichungssystems ist.

Die n linearen Gleichungssysteme (Ale;) fiir ¢ € [n] kénnen wir auf die folgende Weise
gleichzeitig 16sen. Wir schreiben die Matrix A auf und die Matrix E,, rechts daneben:
(A|E,). Diese (erweiterte) n x 2n-Matrix bringen wir nun mit dem Gaufi—Jordan—
Verfahren auf reduzierte Zeilenstufenform. Die linke Hélfte der entstehenden Matrix in
reduzierter Zeilenstufenform ist die reduzierte Zeilenstufenform der Matrix A. Also ist A
invertierbar, wenn die linke Hélfte der reduzierten Zeilenstufenform die Einheitsmatrix
FE, ist, wenn A also vollen Rang hat. Die rechte Halfte ist eine Matrix B, deren i-te

Spalte b; die Losung von Ax = e; ist. Damit ist B genau die zu A inverse Matrix.

Beispiel 4.25. Wir betrachten die Matrix

-1 2 0
A=1]1 2 1]|eR¥
1 00
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Wir schreiben die Einheitsmatrix neben die Matrix A und bringen die entstehende

erweiterte 3 x 6-Matrix mittels des Gauf3-Jordan-Verfahrens auf reduzierte Zeilenstufen-

form:
-1 20100 | (1) 1 -2 0|-10 0
121010ﬂ — |0 4 1|1 1 0]]:4
1 00[0 01 + 0 0/ 1 01
1 =2 0[-1 0 0
—»01%%}10]-(@
0 2 01 01 +
1 -2 0|-1 0 0
S A N
I I A
1 =2 0[-10 0
—)Oli‘l‘ioj+
0 0 1|-1 1 -2 (C))
1 -2 0[-10 0 j+
— |0 1 0|3 0 1% 2
0 0 1|-1 1 -2
1000 0 1
— |01 0% 0 3
00 1[—-1 1 -2
Damit ist
0 0 1
B=|1 o0 1!
-1 1 -2

—1

2
AB = 2
0

o = O

1
1
Es ist also B die Inverse A~! von A.

Wir koénnen nun leicht jedes lineare Gleichungssystem Ax = b 16sen, indem wir

beide Seiten von links mit A~ multiplizieren. Dann erhalten wir die Losung = A™'b.

Sei zum Beispiel

(=
I
W N =
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Dann 1ost
0 0 1 1 3
1
v=A"'b= % 0 % 21=1 2
-1 1 =2 3 -5

das lineare Gleichungssystem Aax = b. Die Probe liefert

—1

2
Av = 2
0

o = O
I
[SCR R
I
(=

1
1

§4.5 DETERMINANTEN VON MATRIZEN

Ob eine quadratische Matrix invertierbar ist oder nicht, lasst sich am Rang der
Matrix feststellen. Ein weiterer wichtiger Parameter von Matrizen ist die Determinante
an der man unter anderem auch die Invertierbarkeit einer Matrix ablesen kann. Wie der
Rang kann auch die Determinante mit Hilfe des Gauss—Verfahrens bestimmt werden.

Wir erinnern uns zunéachst daran, dass eine Permutation einer endlichen Menge
gerade ist, wenn sie das Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen ist. Sonst
ist die Permutation ungerade. Fiir eine Permutation 7 einer endlichen Menge setzen

wir das Signum/ Vorzeichen

() +1, 7 ist gerade
sgn(m) =
—1, m ist ungerade.

Die Permutationsgruppe aller Permutationen der Menge [n] mit mit der Gruppenope-

ration der Komposition bezeichnen wir mit S,,. Auflerdem ist
A, ={reS,: sgn(r) =1}

die Menge der geraden Permutationen, die die sogenannte alternierende Untergruppe A,
von S, bildet.

Definition 4.26. Sei A = (a;;) € K"*" eine Matrix tiber einem Koérper K. Dann ist

die Determinante von A definiert durch

det(A) := Z sgn(m) Ham(i) :

TESH

Fiir die Determinante einer Matrix A = (a;;) € IK"*™ schreiben wir auch abkiirzend

aip ... Qip



60 4. LINEARE ABBILDUNGEN

Hierbei ist zu beachten, dass das Vorzeichen sgn(n) dann der 1 bzw. —1 in K
entspricht. Falls wir z. B. Matrizen tiber Z/37 betrachten, dann haben ungerade Per-
mutation 7 das Vorzeichen sgn(w) = 2, da 2 der —1 in Z/3Z entspricht. Wir werden
uns hier aber grofitenteils auf Determinanten von Matrizen iiber R beschranken.

Die in der Definition angegebene Formel der Determinante ist als Leibniz—Formel
bekannt und sehr ineffizient fiir die Berechnung der Determinante, da eine Summe
mit |S,| = n! Summanden gebildet wird. Fiir kleine n ergeben sich allerdings einfache

Formeln fiir die Determinantenfunktion.

Beispiel 4.27. (a) Fiir n = 0 besteht Sy aus der leeren Abbildung und in der
Leibniz—Formel steht ein Summand mit einem leeren Produkt, welches 1 ergibt.

Somit ist det(A) =1 fir A = () e K*°.
(b) Fiir n = 1 enthélt S; nur die Identitét, die eine gerade Permutation ist und
somit ist fiir A = (ay;) € IK'*! die Determinante gegeben durch det(A) = ay;.
(¢) Fiir n = 2 gibt es neben der Identitét id noch die ungerade Permutation 7 € Sy
die die beiden Elemente vertauscht und fir eine Matrix A = (a;;) € K**?

erhalten wir die allgemeine Formel

11 a2

det(A) =

21 A22

= sgn(id)a;jq(1)aziacz) + SO(T)a1-(1)a2-(2)
= Q11022 — Q12021 -

(d) Fiir n = 3 gibt es drei gerade und drei ungerade Permutationen in S und man
erhilt fir A = (a;;) € K**3 die Sarrus—Regel

ailz a2 as
det(A) = |ay azn ass
ag1 asz ass

= (110422033 + Q12023031 + Q13021032 — Q13022031 — 411023032 — 412021033

die oft graphisch wie folgt dargestellt wird:

+ + +
a1 a2 a13 11 12

X
>

a21 22

. AN

a31 asz a33 asi asa

a1 a2 @23

-
-

X
X

Hierbei entsprechen die Produkte entlang der durchgezogenen Linien den
geraden Permutationen und bekommen ein positives Vorzeichen, wahrend
die Produkte entlang der gestrichelten Linien den ungeraden Permutationen

entsprechen und deswegen mit negativem Vorzeichen verrechnet werden.
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(e) Fir allgemeines n € INy kann man aus der Leibniz—Formel ein rekursives
Verfahren zur Berechnung von Determinanten ableiten, welches als der Ent-
wicklungssatz von Laplace bekannt ist.

Fir eine Matrix A = (a;;) € K" und k, £ € [n] sei Ay die (n—1) x (n—1)-
Matrix die aus A durch Streichen der k-ten Zeile und ¢-ten Spalte hervorgeht.
Es gilt fir jedes k € [n]

det(A) = i(—l)kMaM det(Ap)

und man nennt diese Formel auch Entwicklung nach der k-ten Zeile. Genauso
kann die Determinante fiir jedes ¢ € [n] iiber die ¢-te Spalte entwickelt werden

und es gilt

det(A) = i (—l)kMakg det(Akg) .
k=1

Entwickelt man z.B. A = (a;;) € K*** nach der ersten Zeile

a11 aiz2 Aaiz Qg
Q22 A23 A4 Q21 23 Azq
Q21 dA22 Q23 d2q
det(A) = = Q11|32 G33 Q34| — A12 (G317 A33 (A34
a31 dazz 33 A34
Qg2 A43 A44q Qg1 Aq3 A44q

Q41 Q42 Q43 QA44q

G21 Q22 Q24 Q21 dg2 (23
+ ai3|asr ags aza| — Q14 (Az1 A32 33

Q41 Q42 Q44 Q41 Q42 Q43

Die Berechnung der Determinante einer 4 x 4-Matrix wird also rekursiv auf die
Berechnung von vier Determinanten von 3 x 3-Matrizen reduziert. Genauso

erhalt man z. B. fiir die Entwicklung nach der zweiten Spalte die Formel

a1 aiz2 Aaiz aiy
Q21 A23 Azq 11 aiz Aaiq
Q21 Q22 G23 d2q
det(A) = = —Q12|G31 (33 34| T Q22 (a3 a33 a34
a31 dazz2 33 34
Qg1 Q43 QA4 Qg1 Q43 Q44

Qg1 Q42 QA43 Q44

11 a1z Q4 11 a1z Q4
— (32 |G21 G23 Q24| t+ Q42|21 Q23 Q24| -

Q41 Q43 Q44 @31 az3z 34

Grob gesagt entspricht die Entwicklung der Determinante nach einer Zei-
le/Spalte einer speziellen Umordnung der Summe in der Leibniz—Formel. Wir
lassen den Beweis des Entwicklungssatzes von Laplace als Ubung.

Eine Entwicklung nach der k-ten Zeile/{-ten Spalte kann bei kleinen Matri-

zen praktisch sein, wenn die entsprechende Zeile/Spalte viele Nullen enthilt,
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da fiir ag, = 0 der entsprechende Summand in der Formel Null ist und die
Berechnung von det(Ay,) eingespart werden kann.

Fiir groflere n ist die Berechnung der Determinante mithilfe der Leibniz—Regel oder

dem Entwicklungssatz von Laplace sehr mithsam, z. B. ergeben sich fiir n = 10 bereits

10! > 3 Millionen Summanden und fiir eine effiziente Berechnung der Determinante

einer Matrix beweisen wir zuerst die folgenden Rechenregeln.

Satz 4.28 (Rechenregeln fiir Determinanten). Sei A = (a;;) € K™*™ eine Matriz diber

einem Korper IX. Dann gelten folgende Rechenregeln:

(i) Falls A eine obere Dreiecksmatrix ist, d. h. a;; = 0 fiir alle i > j, dann ist die

Determinante von A das Produkt der Elemente auf der Diagonalen von A
i=1

Insbesondere ergibt sich det(E,,) = 1 fir die Finheitsmatriz E,, € I<"*".
(ii) Seien ay,...,a, € K" die Zeilen von A und fir ein k € [n] sei a), = a), + a,

fiir zwei Zeilenvektoren a), a} € K'*™. Dann gilt
det(A) = det(A’) + det(A"),

wobei A" und A" aus A dadurch hervorgehen, dass die k-te Zeile ay durch a),
bzw. aj ersetzt wird.

(iii) Sei B die Matriz die aus A hervorgeht, indem fir ein k € [n] die k-te Zeile
mit A € K multipliziert wird, dann gilt det(B) = Adet(A). Insbesondere gilt
det(AA) = A" det(A) fiir jedes X € K.

(iv) Falls A zwei gleiche Zeilen hat, dann ist det(A) = 0.

(v) Sei B die Matriz, die aus A durch Vertauschung zweier Zeilen hervorgeht,
dann gilt det(B) = — det(A).

(vi) Sei B die Matriz die aus A hervorgeht, indem das Vielfache einer Zeile auf
etne andere addiert wird, dann dndert sich die Determinante nicht, d. h. in
diesem Fall gilt det(B) = det(A).

Die Rechenregeln (7)) und (777) besagen, dass die Abbildung det: K"*" — K linear

in jeder Zeile ist. Dies ist nicht mit der Linearitat von Abbildungen zu verwechseln,
so gilt det(A + B) = det(A) + det(B) im Allgemeinen nicht fir n x n-Matrizen mit

n = 2, wie man z. B. in R"*" durch

(it >

det(E, + Ey) = det(2E,) @ 2 det(E,) L 27 "2 2 = 1+ 1 2 det(E,,) + det(E,)

einsieht.

Wegen dem Vorzeichenwechsel in Rechenregel (v) sagt man auch, dass

det: K" — K
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alternierend ist und die Eigenschaft det(E,) = 1 bedeutet, dass die Determinantenfunk-
tion normiert ist. Tatsdchlich kann man zeigen, dass die Determinantenfunktion durch
diese drei Eigenschaften eindeutig bestimmt ist, d. h. die einzige normierte, alternierende

und in jeder Zeile lineare Abbildung von K"*" — IK ist die Determinantenfunktion.

BEWEIS VON SATZ 4.28. () Wir zeigen, dass fir jedes 7 € S, mit m # id
der entsprechende Summand [ [}, a;r(¢;) in der Leibniz-Formel 0 ist. Da sich
fiir die Identitat das Produkt der Diagonalelemente ergibt, folgt somit diese
Rechenregel.

Sei also 7 # id. Dann gibt es einen grofiten Index k € [n] mit w(k) # k.
Da fir ¢ > k dann 7(¢) = ¢ gilt und 7 injektiv ist, gilt 7(k) ¢ {k + 1,...,n}
und aus 7w(k) # k folgt m(k) < k. Da A eine obere Dreiecksmatrix ist, gilt
apx(r) = 0 und es folgt 11, air(s) = 0, da einer der Faktoren 0 ist.

(7)) Seien aj, = (a}y,---,ay,) und af = (a};,...,af,) dann ergibt sich die Rechen-

regel direkt durch Einsetzen in die Leibniz-Formel:

n

det(A) = > sgn(n) | [ ain

TESH =1

= Z sgn(7) Haiw(l) (@) + Wiy
TeSy i#k

= Z Sgﬂ(”)nam(z) a;m-(k) + Z sgn(ﬂ)nam(z) agﬂ-(k)
TES, 1#k TES, 1#k

= det(A") + det(A").

(7ii) Diese Rechenregel ergibt sich wieder durch direktes Einsetzen in die Leibniz-

Formel, da

det(B) = Z sgn(m Ham @) - (Agr(e)) = A Z sgn(m) Ha”(i) = Adet(A).
TeSh i#k TESK =1

(iv) Seien ay,...,a, € K" die Zeilen von A und fir 1 < j < k < n gelte a; = ay.

Sei 7 € S, die Transposition (j k), d.h. die Permutation die j mit & vertauscht

und den Rest fixiert halt. Fiir jede Permutation 7 € S, ist genau eine der

beiden Permutationen 7 und 7 o 7 gerade und die andere ungerade und somit

gilt sgn(m) = —sgn(m o 7) und die Abbildung 7 —— 7 o 7 ist eine Bijektion

zwischen A, und S,, \ A,,. Somit ergibt sich aus der Leibniz-Formel

( sgn(7) ﬁ Qin(i) + sgn(m 0 T) lj aim(ru)))
=) (ﬁam H“MT@ ) (4.6)

=1

det(A)

||
hd
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Da die Zeilen a; = (a1, ..., a;,) und ar = (a1, ..., ax,) identisch sind und

7(j) = k sowie 7(k) = j gilt, haben wir
Ukr(k) = Qjn(k) = Qjn(r() WA Qjr(j) = Qn(j) = Whr(r(k))- (4.7)

Dartiberhinaus gilt 7(i) = ¢ fiir alle i € [n] \ {j, k}. Somit ergibt sich fiir alle

Permutationen 7

n

Qim(i) = H Gir (i) = Ajm(j) * Vkm(k)

i=1 i¢{j,k}
) n
= 1_[ Qiz(r(2)) * Ak,n(r(k)) ~ Ajr(r(j 1_[
i¢{j,k} i=1
und zusammen mit (4.6) folgt det(A) = 0.
Seien aq, . . e K" die Zeilen von A und sei B die Matrix die aus A durch

Vertauschen von a; und a;, fiir 1 < j < k < n hervorgeht. Wir betrachten die

folgenden Hilfsmatrizen C%? fur a, 3, 7, 0 € {0, 1} gegeben durch

a;

aa; + Bay
a7ﬁ — *
0%5 - : )

va; + (5ak

an,

d.h. firi ¢ {j, k} ist die i-te Zeile von C:y’g dieselbe wie die i-te Zeile von A und
die j-te und k-te Zeile besteht aus Kombinationen von a; und ay. Insbesondere
ist Cé’(l) = A und C?’é = B Da Cl’i zweimal die Zeile a; + a;, enthalt folgt aus
Rechenregel (iv) det(C 1) = 0. Des Weiteren ergeben mehrere Anwendungen

von Rechenregel (i7)
0= det(C D

2 det(CL9) + det(CP)
et(Cy) + det(Cyyg) + det(CT1)

et(C, ) + det(C ) —i—det(Cgi) —i—det(C(l](l))

Die Matrix Clzg enthalt zweimal die Zeile a; und COjl enthalt zweimal die

Zeile ay, und somit folgt aus Rechenregel (iv) schlielich
0 =det(A) + 0+ 0+ det(B)

und es gilt det(B) = —det(A).
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(vi) Diese Rechenregel folgt ganz ahnlich wie (v). Fir j # k und A € K sei B die
Matrix, die aus A dadurch hervorgeht, dass das A-fache der k-te Zeile auf die
j-te Zeile addiert wird. Die Rechenregeln (i) und (7i) ergeben

det(B) = det(A) + Adet(C),

fiir die Matrix C', die sich von A nur in der j-ten Zeile unterscheidet und dort
eine Kopie der k-ten Zeile enthalt. Wegen (iv) ist det(C') = 0 und wir erhalten

det(B) = det(A),
was den Beweis von Satz 4.28 abschlief3t. U]

Die Rechenregeln (i), (i7), (v) und (vi) aus Satz 4.28 erlauben eine effiziente
Berechnung der Determinante mit einer angepassten Variante des Gaufi—Verfahrens.
Tatséchlich beschreiben die Regeln (i), (v) und (vi), wie sich die Determinante
bei elementaren Zeilenumformungen verhalt. Mithilfe dieser Operationen kénnen wir
ausgehend von einer gegebenen Matrix A diese in eine Matrix B in Zeilenstufenform
umformen. Jede Matrix in Zeilenstufenform ist eine obere Dreiecksmatrix und so konnen
wir mit Rechenregel (7) einfach die Determinante von B berechnen und mit der Liste
der Zeilenumformungen auf die Determinante von A zuriickschlieflen.

Etwas weniger fehleranfillig zur Berechnung der Determinante liefert die folgende
angepasste Variante des Gaufi—Verfahrens, welche eine Matrix in einfache Zeilenstufen-
form umformt. Wobei wir die Bedingung (i7) in Definition 2.12 weglassen und nicht
fordern, dass das fiithrende von Null verschiedene Kérperelement in den nicht-trivialen

Zeilen eine Eins ist.

Definition 4.29. FEine Matrix ist in einfacher Zeilenstufenform wenn folgende Punkte
erfiillt sind:

(a) Alle Zeilen, die nur Nullen enthalten stehen unten in der Matrix.
(b) Fiir je zwei verschiedene Zeilen, die nicht nur Nullen enthalten, steht das
fithrende von Null verschiedene Element der oberen Zeile echt weiter links als

das in der unteren Zeile.

Genau wie mit drei elementaren Zeilenumformungen aus Definition 2.10 jede gegebe-
ne Matrix in Zeilenstufenform gebracht werden kann, kann man zeigen das bereits die
erste und dritte Umformung geniigen, um eine Matrix in einfache Zeilenstufenform um-
zuformen. Das entsprechende Verfahren nennen wir einfaches Gaufi—Verfahren, welches

nur
e Zeilenvertauschungen und
e Addition des Vielfachen einer Zeile auf ein andere Zeile

verwendet, um ausgehend von einer gegeben Matrix A eine Matrix B in einfacher

Zeilenstufenform zu gewinnen. Die Matrix B = (b;;) ist dann insbesondere eine obere
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Dreiecksmatrix und somit folgt aus Rechenregel (i) aus Satz 4.28

i=1
Bei dem einfachen Gaufi—Verfahren dndert die Determinante nach Rechenregeln (v)
und (vi) nur ihr Vorzeichen, wenn zwei Zeilen vertauscht werden und fiir die Determi-
nante von A ergibt sich

det(A) = (~1)" det(B) = (—1)" [ [ b, (4.8)

i=1
wobei r die Anzahl der Zeilenvertauschungen beim durchgefiihrten einfachen Gaufi—
Verfahren ist.

Beispiel 4.30. Wir berechnen mit dem einfachen Gauf3—Verfahren die Determinante
der Matrix

3 2 -1
4
A= 0 e R4,
_3 _3 _

3 2 -1 3 (-2) 3 13
6 4 1 2 . 0 4
3 -3 4 -1 +_’0—132:]
0 2 3 -8 0 2 8
3 2 -1 3
0 —1 2 2
" lo 0o 3 -4 ]
0 3 —g8) .
3 2 -1
0 -1
1o o B
0 )
3 2 -1 3
0 —1 2
" lo o 4| ~F
0 0 8

Fiir die Determinante von B erhalten wir also det(B) =3 -(—1)-3-8 = —72 und da

wir eine Zeilenvertauschung durchgefiihrt haben, gilt

det(A) = (—1) det(B) = — det(B) = 72.
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In der Kurzschreibweise fiir Determinanten konnen wir diese Rechnung auch in Form

einer Gleichung wie folgt schreiben:

3 2 -1 3 3 -1 3
det(A) 6 4 1 2 0 O —4
€ == =
-3 -3 4 -1 0 -1 2
0o 2 3 =8 0 2 -8
3 2 -1 3
0 -1 2
— (-1
( )O 0 —4
0 -8
3 2 -1 3
0 -1 2
- (1)
0 0 —4
0 —4
3 2 -1 3
0o -1 3 2
- (1)
0 3 —4
0 0 0 8

=(-1)-(3-(-1)-3-8) =T72.

Insbesondere folgt aus (4.8) fiir eine Matrix A und die durch ein einfaches Gaufi-

Verfahren daraus gewonnen Matrix B in einfacher Zeilenstufenform
det(A) =0 — det(B) = 0.

Da det(B) das Produkt der Diagonalelemente von B ist, muss in so einem Fall min-
destens eines davon 0 sein, was wiederum aquivalent dazu ist, dass B eine Nullzeile
hat, da B eine quadratische Matrix ist. Somit hat B nicht vollen Zeilenrang und wir

erhalten direkt das folgende Korollar.
Korollar 4.31. Sei A € IK"*" eine Matrixz iber einem Korper K. Es gilt det(A) = 0

genau dann, wenn rank(A) < n.

Zusammmen mit Satz 4.24 ergibt sich dann die folgende Charakterisierung inver-

tierbarer Matrizen.

Korollar 4.32. Fine Matrix A € K™*" tiber einem Korper K ist genau dann invertier-
bar, wenn det(A) # 0.

Wir schlieflen die Lineare Algebra mit der folgenden eleganten Rechenregel fiir die

Determinante des Produkts zweier Matrizen ab.
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Satz 4.33 (Determinanten-Multiplikationssatz). Seien A, B € K™ Matrizen ber

einem Korper IK. Dann gilt
det(AB) = det(A) det(B)

und somit folgt auch det(AB) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA).

Dariberhinaus folgt fiir eine invertierbare Matriz A und ihr Inverses A~

1
1 =det(E,) =det(AA™") = det(A)det(A™") = det(A™')= dct(A)
BEWEIS. Sei A = (a;;) € K™*™ und seien by, ..., b, € K*" die Zeilenvektoren der

Matrix B € K™, d.h.
b,

b,
Fir das Produkt AB ist dann die k-te Zeile der Zeilenvektor Z:.L:l ar;:b; und wir haben

Yoy @1ibi
AB = :

2z Qnibi

Fiir det(AB) konnen wir nun n™-Mal die Linearitat aus der Rechenregel (i) (unab-

hangig jeweils n-Mal fiir jede Zeile) anwenden und erhalten

aljl bj1

Mit Blick auf Rechenregel (iv) sind die der n” Summanden Null fiir die zwei Zeilen der
Matrix

gleich sind. Anders gesagt sind nur die Summanden relevant fiir die jq, ..., j, paarweise

verschieden sind, d.h. fiir diese Summanden gibt es eine Permutation 7= € S, mit
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7(i) = j; fur alle i € [n] und es folgt

. b1
det(AB) = Z Ham(i) -det
TeS, 1=1
brn)
Schliefilich folgt aus der Rechenregel (v) fiir alle 7 € S,
br()
det = sgn() - det(B)
brn)
und es ergibt sich die gesuchte Identitét
det(AB) = Z H@m(i) -sgn(m) - det(B)

TeS, i=1

det(A)det(B).

§4.6 EIGENWERTE UND DIAGONALISIERBARKEIT

In diesem Abschnitt betrachten wir lineare Abbildungen von einem K-Vektorraum V'
nach V selbst. Solche Abbildungen nennt man auch Endomorphismen von V.

Ist ein K-Vektorraum V endlich erzeugt, so hat er eine Basis B = (vq,...,0,),
wobei n die Dimension von V' und die Vektoren vy, ..., v, linear unabhangig in V' sind.
Eine Basis liefert ein Koordinatensystem fiir den Vektorraum. Ist v € V| so gibt es

eindeutig bestimmte Koeffizienten A ..., A, mit
V=AU F A,
Wir nennen (A, ..., \,) die Koordinaten von v beziiglich der Basis B. Die Abbildung
kg: V — K",

die jedem Vektor v € V seine Koordinaten beziiglich der Basis B zuordnet, ist die
Koordinatenabbildung beziiglich B.

Wie man leicht sieht, ist kg eine bijektive lineare Abbildung, also ein Isomorphismus
zwischen K-Vektorrdumen. Fiir jeden Endomorphismus f: V' — V und jede Basis B
von V ist die Abbildung

kpofokg: K" — K"
linear und damit einfach die Multiplikation mit einer Matrix Mpg(f). Mp(f) ist die

Abbildungsmatriz von f beziiglich der Basis B. Die j-te Spalte von Mg(f) besteht aus
den Koordinaten von f(v;) beziiglich der Basis B.
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Beispiel 4.34. Sei B = (vy,...,v,) eine Basis von V' = K". Wir betrachten die
Koordinatenabbildung xg: V — K" beziiglich der Basis B. Wegen V = K™ ist diese
Abbildung in Wirklichkeit auf K™ definiert. Damit ist kg die Multiplikation mit einer
Matrix A. Diese Matrix ist zunéchst nicht so einfach zu bestimmen. Wir kennen aber die
Umkehrabbildung k5" der Koordinatenabbildung. Es gilt ndmlich fiir jedes i € {1,...,n}
die Gleichung rxg(v;) = e;. Damit ist m;l(ei) = ;. Die lineare Abbildung mgl ist also die
Multiplikation mit der Matrix, deren Spalten genau die Vektoren v;, i € {1,...,n} sind.
Damit ist die Matrix A die Inverse der Matrix, deren Spalten die Vektoren vy, ..., v,
sind.

Wir konnen also die Matrix zur Koordinatenabbildung x5 wie folgt berechnen:
trage die Vektoren v; als Spalten in eine Matrix C' ein. Invertiere die Matrix C. Die
Koordinatenabbildung kp: K™ — K™ zur Basis B ist einfach die Multiplikation mit
der Matrix A = C~ 1.

Wir fithren diese Berechnung mit konkreten Zahlen durch. Wir betrachten die
Vektoren v; = (—1,1,1), vo = (2,2,0) und v3 = (0,1,0). In Beispiel 4.25 hatten wir
gesehen, dass die Matrix A mit den Spalten vy, v, und v3 invertierbar ist. Damit ist
B = (v1,vq,v3) eine Basis von R?. Wir wollen die Koordinaten des Vektors (1,2, 3)
beztiglich dieser Basis bestimmen, also (1,2, 3).

Dazu invertieren wir die Matrix A und erhalten

0 0 1
—1
At=11 0 1!
-1 1 -2
Es gilt
1 3
kp(1,2,3)=A"12=1] 2 |,
3 —5

wie wir schon im Beispiel 4.25 ausgerechnet hatten. Also lauten die Koordinaten von
(1,2,3) beziiglich der Basis B einfach (3,2, —5). Das ist natiirlich genau dasselbe, wie

zu sagen, dass (3,2, —5) eine Losung des Gleichungssystems

Ax =

w N =

ist.

Um nun Endomorphismen von Vektorraumen zu verstehen, suchen wir fiir jeden
Endomorphismus eine Basis, beztiglich der die Abbildungsmatrix eine besonders einfache
Form hat. Im Allgemeinen 16st der Satz tiber die Jordansche Normalform dieses Problem
fiir Vektorrdume tiber C, der aber den Rahmen dieser Vorlesung sprengt. Wir befassen

uns nur mit einem interessanten Spezialfall.
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Ein besonders einfacher Endomorphismus ist die Streckung um einen konstanten
Faktor. Eine lineare Abbildung f: V' — V ist eine Streckung um den Faktor A € K,
falls fur alle v € V gilt: f(v) = Av. Es gibt auch lineare Abbildungen, die einzelne
Vektoren um einen Faktor strecken, aber nicht alle Vektoren oder nicht alle Vektoren

um den gleichen Faktor.

Definition 4.35 (Eigenwerte und Eigenvektoren). Sei K ein Kérper, sei V' ein K-
Vektorraum und sei f: V — V eine lineare Abbildung. Ein Vektor v e V ~ {0} heifit
Eigenvektor von f zum Eigenwert A € K, falls f(v) = Av gilt. Ist A eine n x n-Matrix
tiber K, so ist v € K™ \. {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert \ € K, falls Av = \v gilt,

falls also v ein Eigenvektor der linearen Abbildung x — Az zum Eigenwert X ist.

Man beachte, dass 0 € K durchaus ein Eigenwert sein kann, wéihrend Eigenvektoren

immer von 0 verschieden sind.

Beispiel 4.36. (a) Es sei V der R-Vektorraum R?. Jede Drehung f: V — V um
den Nullpunkt um einen Winkel ¢ ist eine lineare Abildung. Ist ¢ kein Vielfaches
von 180°, so hat f keine Eigenvektoren, da kein von Null verschiedener Vektor
auf ein Vielfaches von sich selbst abgebildet wird. Alle Vektoren # 0 sind
Eigenvektoren der Drehung um 0° zum Eigenwert 1. Alle Vektoren # 0 sind
Eigenvektoren der Drehung um 180° zum Eigenwert —1.

(b) Sei K ein beliebiger Korper. Eine n x n-Matrix der Form

A O 0

0 X 0
A=

0 0 M\,

mit Ay, ..., \, € K heifit Diagonalmatriz. Fir jedes i € {1,... n} ist der i-te
Einheitsvektor e; ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert ;.
Mit Diagonalmatrizen kann man besonders einfach rechnen. Zum Beispiel gilt fir

die Diagonalmatrix aus Beispiel 4.36 und alle k € IN:



72 4. LINEARE ABBILDUNGEN

Die Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn alle \; von 0 verschieden sind. In

diesem Fall ist

AY0 0
P 0 ! 0
0 ... 0 N!

Definition 4.37. FEine lineare Abbildung f: V — V heifit diagonalisierbar, wenn es
eine Basis B von V' gibt, so dass Mg(f) eine Diagonalmatrix ist. Eine Matrix A € K™*"
heifit diagonalisierbar, wenn die lineare Abbildung K™ — K" definiert durch v — Av

diagonalisierbar ist.

Satz 4.38. FEin Endomorphismus f: V — V eines endlichdimensionalen Vektor-
raums V' ist genau dann diagonalisierbar, wenn V' eine Basis hat, die aus Eigenvektoren
von [ besteht.

BEWEIS. Sei B = (vy,...,v,) eine Basis von V, so dass fir alle i € {1,...,n} der

Vektor v; ein Eigenvektor zum Eigenwert \; € K ist. Dann ist f(v;) = A\;v;. Damit gilt

A0 o0
0 X ... 0
Mgp(f) =
0 ... 0 M\
Sei nun umgekehrt B = (vy,...,v,) eine Basis von V, so dass Mp(f) die oben

angegebene Form hat. Fir jedes i € {1,...,n} gilt dann f(v;) = \jv;. Damit ist B eine

Basis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht. O

Definition 4.39. Zwei n x n-Matrizen A und B tiber einem Kérper K heiflen dhnlich,
falls es eine invertierbare n x n-Matrix P iiber K gibt, so dass P~*AP = B gilt.

Wie man schnell nachrechnet, ist die Ahnlichkeit von Matrizen eine Aquivalenzrela-

tion.

Lemma 4.40. Zwei n x n-Matrizen A und B tber einem Kérper K sind genau dann
dhnlich, wenn K™ eine Basis C = (vq,...,v,) hat, so dass die Abbildungsmatriz Mc(f4)
der Abbildung fa: K™ — K™ definiert durch v — Av genau die Matriz B ist.

BEWEIS. Seien A und B &hnlich und P eine invertierbare Matrix mit B = P~'AP.
Da P invertierbar ist, sind die Spalten von P linear unabhéngig und bilden somit
eine Basis von K". Sei C' = (vy,...,v,) diese Basis von K". Wir bestimmen die
Abbildungsmatrix Mo (fa).

Fir alle j € {1,...,n} ist Pe; genau die j-te Spalte von P, also Pe; = v;. Also ist
APe; = Av;. Man beachte, dass P~! die Abbildungsmatrix der Koordinatenabbildung
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zu der Basis C' ist. Damit ist P~*APe; der Koordinatenvektor von Av; beziiglich der
Basis C'. Damit ist Mo (f4) = P"'AP = B.

Sei umgekehrt C' = (vy,...,v,) eine Basis von K", so dass die Abbildungsmatrix
Mc(fa) genau die Matrix B ist. Sei P die Matrix, deren Spalten genau die Vektoren
V1, ..., v, sind. P71 ist wieder die Matrix zu der Koordinatenabbildung zu der Basis C.
Fiir jedes j € {1,...,n} ist P~'Av; der Koordinatenvektor von Av; beziiglich der Basis
C, also die j-te Spalte von B. Wegen Pe; = v; zeigt das B = P~'AP. O

Satz 4.38 zusammen mit Lemma 4.40 liefert das folgende Resultat.

Korollar 4.41. Eine Matrix A € K™*™ ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie einer

Diagonalmatrixz dhnlich ist.

Um nun fiir eine gegebene n x n-Matrix A festzustellen, ob sie diagonalisierbar ist,
miissen wir zunachst die Eigenwerte von A bestimmen. Ein Skalar A € K ist genau
dann ein Eigenwert von A, wenn A einen Eigenvektor zum Eigenwert A\ hat, also das
Gleichungssystem Ax = Ax eine von 0 verschiedene Losung hat. Das Gleichungssystem
konnen wir als (A — AE,)x = 0 umschreiben. Die Lésungsmenge des homogenen
linearen Gleichungssystem (A — AE,,)z = 0 nennen wir den Figenraum der Matrix A
zum Eigenwert A. Man beachte, dass der Eigenraum von A zum Eigenwert A genau aus
den Eigenvektoren von A zusammen mit dem 0-Vektor besteht.

Das homogene Gleichungssystem (A — AE,)z = 0 hat genau dann eine von 0
verschiedene Losung, wenn die Matrix A — AE,, einen Rank < n hat und damit nicht
invertierbar ist. A — AE, ist genau dann nicht invertierbar, wenn Det(A — \E,,) = 0 ist.
Det(A—A\E,) ist ein Polynom vom Grad n in der Unbestimmten A, das charakteristische
Polynom x 4(A\) der Matrix A.

Wir haben gerade den folgenden Satz bewiesen:

Satz 4.42. Die Eigenwerte einer Matrix A € K™ sind genau die Nullstellen des

charakteristischen Polynoms xa(\).

Damit ergibt sich folgendes Verfahren zum Diagonalisieren einer Matrix A:

(1) Bestimme die verschiedenen Nullstellen Aq,..., A, des charakteristischen Poly-
noms x ().
(2) Fir jedes i € {1,...,r} bestimme eine Basis des Eigenraumes von A zum

Eigenwert A, also eine Basis der Losungsmenge des homogenen linearen Glei-
chungssystems (A — A\, E,)x = 0.

(3) Die Vereinigung der Basen der Eigenrdume von A zu den verschiedenen Ei-
genwerten Aq, ..., A, ist eine linear unabhangige Familie von Vektoren. Wenn
das insgesamt n Vektoren sind, wenn also die Summe der Dimensionen der
Eigenrdume von A insgesamt n ist, so ist A diagonalisierbar und wir haben

eine Basis von K™ gefunden, die aus Eigenvektoren der Matrix A besteht.
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6
Beispiel 4.43. a) Wir diagonalisieren die Matrix A = (2 5 ) tiber R. Das charakte-

ristische Polynom lautet

6-A -1

Det(A — AEy) = Det
2 3-2)

>=(6—)\)(3—)\)+2:)\2—9)\+20.

Die Nullstellen konnen wir mit der p — g-Formel bestimmen. Sie lauten A\; = 4 und
Ay = 5.

Nun bestimmen wir Eigenvektoren zu diesen Eigenwerten. Dazu losen wir zunéchst
das Gleichungssystem (A — A\ Fy)x = 0, also das lineare Gleichungssytem mit der Koeffi-

6—-4 -1 2 —1

zientenmatrix ( 5 3 4) = <2 1). Scharfes Hinsehen zeigt, dass die Losungen
dieses Gleichungssystems genau die Vielfachen des Vektors (1,2) sind. Insbesondere ist
(1,2) ein Eigenvektor zum Eigenwert 4.

Als néchstes 16sen wir das Gleichungssystem (A — A\yEs)z = 0, also das lineare
6-5 -1 1 -1

Gleichungssytem mit der Koeffizientenmatrix 5 3 = _ . Wieder

gucken wir scharf hin und sehen, dass alle Losungen dieses Gleichungssystems Vielfache

von (1,1) sind. Insbesondere ist (1,1) ein Eigenvektor zum Eigenwert 5. Damit ist

(1,2),(1,1) eine Basis von R?, die aus Eigenvektoren von A besteht.

11
Wir tragen diese Vektoren als Spalten in eine Matrix ein und erhalten P = 5 ) :

1
In der bekannten Weise berechnen wir die zu P inverse Matrix P~! und erhalten
-1 1
P = ) L) P~ ist die Matrix der Koordinatenabbildung beziiglich der Basis

() ()

4 0

= P'AP.
05
b) Wir betrachten jetzt die Matrix
210
B=10 2 0
00 3

Es gilt

xB(A\) = Det 0 2—-X 0 =2=-XN(2-=-XB-\).
0 0 3-A
Damit sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms genau A; = 2 und A\, = 3.
Wir fithren die analogen Rechnungen zu Teil a) durch und erhalten folgende Ergebnisse:

Der Eigenraum zum Eigenwert 2 besteht aus allen Vielfachen von (1,0,0) und ist damit
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eindimensional. Der Eigenraum zum Eigenwert 3 besteht aus allen Vielfachen von
(0,0,1) und ist damit eindimensional. Weitere Eigenvektoren gibt es nicht. Die zwei
Vektoren (1,0,0) und (0,0,1) bilden noch keine Basis von R?. Damit ist die Matrix B
nicht diagonalierbar. Das sieht man daran, dass sich die Dimensionen der verschiedenen

Eigenraume nicht zu n = 3 aufsummieren.






Teil 2

Analysis






KAPITEL 5

Reelle Zahlen, Folgen und Konvergenz

Im Mittelpunkt der Analysis stehen Funktionen f: R — R auf den reellen Zahlen
oder allgemeiner Funktionen zwischen R"™ und R™. Im ersten Teil der Vorlesung im
Wintersemester hatten wir besprochen, wie die natiirlichen Zahlen IN (bzw. INy) aus den
Zermelo—Fraenkel-Axiomen der Mengenlehre als minimale induktive Menge konstruiert
werden konnen. Alternativ haben wir die natiirlichen Zahlen mithilfe der Peano—Axiome
axiomatisch eingefithrt. Aus den nattrlichen Zahlen hatten wir dann mit geeigneten
Aquivalenzrelationen die ganzen Zahlen Z und die rationalen Zahlen Q konstruiert.

Die reellen Zahlen R kann man auch axiomatisch einfiihren oder auf verschiedene
Arten aus @ heraus konstruieren. Wir werden die reellen Zahlen zunéchst axiomatisch
im néchsten Abschnitt einfiihren und eine Konstruktion mithilfe von rationalen Cauchy—

Folgen im letzten Abschnitt dieses Kapitels vorstellen.

§5.1 AXIOMATISCHE EINFUHRUNG DER REELLEN ZAHLEN

Wir erinnern uns an die Definition von Kérpern K als Menge mit (assoziativen, kom-
mutativen und invertierbaren) Operationen + und - und ausgezeichneten Konstanten 0
und 1, welche die jeweiligen neutralen Elemente der Operationen darstellen. Dariiber
hinaus gelten die Distributivgesetze fiir die natiirliche Verrechnung der Operationen
bei geklammerten Ausdriicken. Die reellen Zahlen sind eines der Standardbeispiele von
Korpern. Im Unterschied zu z. B. endlichen Korpern I, ist der Kérper der reellen Zahlen

wie auch der der rationalen Zahlen angeordnet.

Definition 5.1. Ein Korper K ist angeordnet, wenn es eine Relation < auf KK gibt,

sodass fiir alle x, y, z € K gilt

(01) es gilt genau eine der Relationen x <y, x =y, oder x > y.

(Totalordnung/Antisymmetrie)

(02) falls x <y und y < z gilt, dann folgt = < z. (Transitivitat)
(03) falls x <y, dann folgt * + 2 < y + 2. (Vertréglichkeit mit +)
(04) x <y und z >0, dann folgt v - z < y - 2. (Vertraglichkeit mit -)

Wie iiblich schreiben wir in angeordneten Korpern fiir x < y oder x = y abkiirzend
einfach = < y.

Aus den Anordnungsaxiomen folgt, dass wir die natiirlichen Zahlen mit ihrer Ordnung
in jedem angeordneten Korper KK wieder finden. Da KK ein Korper ist, wissen wir bereits
0 # 1. Nimmt man an, dass 1 < 0 gilt, dann folgt mit (O3) 1 + (—=1) <0+ (—1) und

79
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somit wiirde 0 < —1 gelten. Dies ergibt aber einen Widerspruch, da aus der Annahme
1 <0mit 0 < —1 und (04) folgen wiirde —1 =1-(—1) < 0-(—1) = 0. Es gilt also in
jedem angeordneten Korper KK

0<1. (5.1)

Durch wiederholte Anwendungen von (03) mit z = 1 erhalten wir
0<l<l4+1=2<2+1=3<... (5.2)

Des Weiteren haben angeordnete Korper die Eigenschaft, dass sie relativ dicht sind
und die Elemente nicht einfach der Ordnung entsprechend aufgezéhlt werden konnen.
Genauer gilt, dass zwischen zwei Elementen immer noch ein weiteres Element liegt.
Lemma 5.2. Sei K ein angeordneter Korper und x, y € K mit x < y. Dann liegt das
arithmetische Mittel (x +y)/2 zwischen x und y, d. h.

x +

BEWEIS. Wir zeigen erst, dass 1/2 = 27! gréBer 0 gilt. Falls namlich 1/2 < 0, dann
wiirde mit 2 > 0 (siehe (5.2)) wegen (04 ) folgen

1 (04
<

1=-.2 20:2=0
2 J

was ein Widerspruch zu (5.1) darstellt. Es gilt also 1/2 > 0.

Die Aussage folgt nun direkt aus den Ordnungseigenschaften (0O3) und (04 ). Es
gilt

(03) (03)
2r=rx+r < z+y < y+y=2

und da 1/2 > 0 ist, ergibt sich die gesuchte Ungleichung indem wir die Ungleichungskette
mit 1/2 multiplizieren aus (0/). O
Was die reellen Zahlen von den rationalen Zahlen unterscheidet, ist die Vollstandigkeit.
Definition 5.3. Ein angeordneter Korper K ist vollstdndig, falls fiir alle nichtleeren
Mengen X, Y € K mit x <y fiir allex € X undy €Y, ein z € K existiert, sodass

rT<z<Y

fiir alle x € X und y € Y gilt.

Das Vollstandigkeitsaxiom besagt, dass die reellen Zahlen keine Liicken haben: Wenn
die Menge X < R ,links* von der Menge Y < R auf dem Zahlenstrahl liegt, dann gibt
es ein z € R, welches zwischen X und Y liegt. Die rationalen Zahlen haben dagegen

Liicken: Seien
X={reQ:2z>0und2*<2} und Y ={yeQ:y>0undy®>2}.

Dann gibt es kein z € Q), sodass fiir alle x € X und y € Y die Ungleichungen x < z <y

gelten. Der einzige Kandidat fiir so ein z wére v/2, aber 4/2 ist keine rationale Zahl.
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Zusammen sind die Koérperaxiome, die Anordnungsaxiome und das Vollstédndig-
keitsaxiom die Axiome der reellen Zahlen, die wir mit R bezeichnen. Die reellen Zahlen
sind also ein vollstdandig angeordneter Korper (so wie die natiirlichen Zahlen eine Men-
ge sind, die die Peano—Axiome erfiillt). Tatséchlich kann man auch zeigen, dass alle
vollstandigen angeordneten Korper isomorph sind und somit sind (bis auf Isomorphie)

die reellen Zahlen der einzige solche Korper.

§5.2 ANGEORDNETE KORPER

Folgende Eigenschaften angeordneter Korper lassen sich leicht aus den Anordnungs-
axiomen in Definition 5.1 ableiten. Wir formulieren die Sitze allgemein fiir angeordnete
Korper. Die rationalen Zahlen () und die reellen Zahlen R sind hier die Standardbeispiele

fiir solche Korper.

Satz 5.4. Sei K ein angeordneter Korper und seien x, y, z, w € K. Dann gilt:
(7) falls x <y und z < w, dann ist v + z < y + w.
(7

) falls © <y und z < 0, dann ist vz > yz.
1) falls 0 < x <y, dannist0<%<%.
)

(i
(v

BEWEIS. (i) Sei x < y und z < w. Nach (O3) aus Definition 5.1 gilt somit

fiir alle x > 0 und alle y > 0 gilt x <y genau dann, wenn x* < y>.

r+z<y+zund z+y < w+ y und wegen der Kommutativitat folgt aus der
Transitivitdat (0O2) auch die geforderte Ungleichung = + z <y + z < y + w.

(7) Nach (03%) folgt aus z < 0 durch Addition von —z die Ungleichung 0 < —=z
und aus x < y folgt mittels (04) die Ungleichung x(—z) < y(—z2), also gilt
—xz < —yz. Addition von xz + yz auf beiden Seiten liefert mit (03) dann die
gesuchte Ungleichung yz < zz.

(7ir) Fir 0 < z und 0 < y folgt nach (04 ) die Ungleichung 0 = 0 -y < xy. Ware
x—ly < 0, so konnte man mit xy multiplizieren und wiirde 1 < 0-xy = 0 erhalten,
im Widerspruch zu (5.1). Also gilt 0 < xiy Multipliziert man nun die gegebene
Ungleichungskette 0 < x < y mit ﬁ > (), so ergibt sich 0 < % < < nach (04).

(iv) Ist 0 < & < y, so erhilt durch Multiplikation mit x beziehungsweise y we-
gen (04) die Ungleichungen 2% < zy und zy < y*. Aus der Transitivitit (02)
folgt 22 < 9%

Umgekehrt gelte nun 22 < 2. Dann muss x # y sein, da sonst 2% = y? wire.

Waire y < x, so wirde (wie ersten Teil des Beweises von (iv)) die der Annahme
widersprechende Ungleichung y? < 22 gelten. Also muss nach Ausschlussprinzip

mit Blick auf (O1) die Ungleichung = < y gelten. O

Aus diesem Satz und den Axiomen fiir die lineare Ordnung < kénnen wir folgende

Regeln fiir die Relation < ableiten.

Korollar 5.5. Sei K ein angeordneter Korper und seien x, y, z, w € IKX. Dann gilt:
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(a) fallsx <y undy < z, dann gilt < z. (Transitivitat)
(b) falls x <y und z < w, dann gilt ©+ z < y + w. (Vertraglichkeit mit +)
(¢) falls x <y und z =0, dann gilt vz < yz. (Vertraglichkeit mit -)
(d) falls x <y und z <0, dann gilt xz > yz.

Die Aussagen ergeben sich direkt aus den entsprechenden Aussagen flir < und wir

lassen den Beweis zur Ubung.

Beispiel 5.6. Wir wollen diejenigen x € R bestimmen, fiir die die folgende Ungleichung
gilt:
3z +1
x
Zunachst stellen wir fest, dass die linke Seite der Ungleichung nicht definiert ist, falls

< 4.

x = 0 ist. Damit gilt die Ungleichung auch nicht fiir x = 0.
Nun betrachten wir den Fall x > 0. In diesem Fall gilt

3r +1
T

<4 = 3Jr+l<dr <= l1l<uzx.

Ist x > 1, so gilt natiirlich auch x > 0. Damit gilt die Ungleichung fiir alle = > 1.
Falls x < 0 ist, so gilt

3r +1
T

<4 = 3x+l1>4dr <= 1>=zx.

Wenn x < 0 ist, so gilt auch x < 1. Damit gilt die Ungleichung auch fiir alle z < 0.
Also ist die Menge L aller z € R, fiir die die Ungleichung erfiillt ist, die Menge

L={zeR:z>1}u{reR: z <0}.

§5.3 VOLLSTANDIGKEIT

In diesem Abschnitt gehen wir auf das Vollsténdigkeitsaxiom (Definition 5.3) ein,
welches R von @ unterscheidet. Das Vollstandigkeitsaxiom hat viele aquivalente Formu-
lierungen, die manchmal einfacher anzuwenden sind. Im Folgenden wollen wir einige
dieser Formulierungen und weitere Konsequenzen ableiten.

Wir beginnen mit dem Schnittaxiom fiir Dedekind’sche Schnitte.
Satz 5.7 (Schnittaxiom). Fir jede Partition X vY = R mit

(a) X undY sind nichtleer und
(b) x <y firalexe X undyeY,

existiert genau ein ze R mit x < 2 <y firallexe X undyeY.

Das Schnittaxiom unterscheidet sich von unserer Wahl der Vollsténdigkeit insofern,
dass nur spezielle Mengen X und Y betrachtet werden diirfen. Dafiir ist aber das

,Zwischenelement® z eindeutig bestimmt.

BeEwEIS. Die Vollstandigkeit von R liefert uns bereits die Existenz von einem

z € R mit der gesuchten Eigenschaft und wir miissen nur die Eindeutigkeit zeigen.
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Angenommen z; < zy erfiillen beide x < z; < 29 < y fiir alle z € X und y € Y. Dann
erfiillt aber nach Lemma 5.2 auch z = (21 + 22)/2 diese Eigenschaft. Da X vY die reellen
Zahlen partitioniert, miissen nach dem Schubfachprinzip mindestens zwei der Elemente
von z; < z < z9 in X oder in Y enthalten sein. Seien 2’ < z” diese beiden Elemente.
Falls beide in X enthalten sind, dann erhalten wir den Widerspruch = = 2" > 2/ zu
x < 2/ fur alle x € X. Analog erhalten wir den Widerspruch y = 2’ < z” zu der Aussage

2" <y fir alle y € Y in dem anderen Fall. O

Als néchstes wollen wir das Supremums-/Infimumsprinzip besprechen. Daftr beno-

tigen wir die folgenden Definitionen.

Definition 5.8. Eine nichtleere Menge X < R heifit nach unten (bzw. oben) beschréankt,
falls es ein a € R (bzw. b € R) gibt, sodass x € X gilt

a<z (bzw. x < b).

Jedes solche a € R (bzw. b € R) wird untere (bzw. obere) Schranke genannt. Ist X < R
nach unten und nach oben beschrankt, so sagen wir einfach X ist beschrankt.

Eine untere Schranke a € R ist das Infimum von X und wird mit inf(X) bezeichnet,
wenn es keine unter Schranke o' > a von X gibt. Entsprechend ist eine obere Schranke
ein Supremum sup(X) von X, wenn es keine obere Schranke t/ < b von X.

Falls das Infimum von X existiert und inf(X) € X, dann heift inf(X) auch Minimum
von X und wird mit min(X) bezeichnet. Genauso hat die Menge X ein Maximum, falls

sup(X) existiert und in X liegt.

Man kann sich leicht iiberlegen, dass endliche nichtleere Mengen immer ein Minimum
und ein Maximum enthalten und wir hatten mittels vollstandiger Induktion bei der
Einfiihrung der natiirlichen Zahlen gezeigt, dass jede nichtleere Teilmenge der natiirlichen
Zahlen ein Minimum hat.

Das Infimum und das Supremum einer Menge ist die grofite untere bzw. die kleinste
obere Schranke, falls diese existieren. Diese Begriffe relaxieren also die Konzepte von
Minimum und Maximum, da darauf verzichtet wird, dass sup(X) und inf(X) in X
liegen.

Beispiel 5.9. (a) Sei X = {%:n € N}. Dann ist sup(X) = 1 und inf(X) = 0.
Dabei ist 1 € X und 0 ¢ X, d. h. 1 ist sogar ein Maximum von X, aber X hat
kein Minimum.

(b) Sei Y = {ge Q: ¢*> <2}. Dann ist sup(Y) = /2 ¢ Y und inf(Y) = —/2 ¢ Y.

Die Menge Y aus dem Beispiel ist eine beschrankte Menge in Q (z.B. sind —3/2
und 3/2 jeweils eine untere und eine obere Schranke in Q), die aber kein Infimum oder
Supremum in Q hat. Das Infimum und Supremum von Y liegt in R. Als Teilmenge

von R hat Y also ein Supremum und ein Infimum. Im Allgemeinen folgt aus der
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Vollstédndigkeit von R, dass jede beschrankte nichtleere Teilmenge von R ein Infimum

und ein Supremum in R hat.

Satz 5.10 (Supremums-/Infimumsprinzip). Jede nichtleere nach oben beschrinkte
Menge Z < R hat ein Supremum sup(Z) € R und jede nichtleere nach unten beschrinkte
Menge Z' < R hat ein Infimum inf(Z’) e R

BeEWwEIS. Wir nehmen an, dass sup(Z) nicht existiert. Sei Y die Menge aller oberen
Schranken von Z. Nach Voraussetzung ist Y # @ und da wir annehmen, dass sup(2)

nicht existiert, gilt insbesondere

ZnY =o.

Sei X = R\Y das Komplement von Y, welches dann Z enthalten muss und X 2 7 # &
ergibt. Da kein x € X eine obere Schranke fiir Z ist, gibt es fiir jedes x € X ein z € Z

mit z < z. Jede obere Schranke y € Y ist mindestens so grofl wie z also gilt auch
r<z<yY

fiir alle y € Y. Wir konnen also das Schnittaxiom aus Satz 5.7 anwenden und dieses
garantiert genau ein 2 € R, welches zwischen X und Y liegt. Da 2 > z firallex € X 2 Z,
ist Z eine obere Schranke von X. Da aber auch Z < y fiir alle y € Y, ist Z die kleinste
obere Schranke und wir erhalten den Widerspruch 2 = sup(Z2).

Der Beweis fiir das Infimumsprinzip ist analog. U

Eine weitere wichtige Eigenschaft der reellen Zahlen ist die Archimedische Eigen-

schaft, welche besagt, dass IN < R nach oben nicht beschrankt ist.

Satz 5.11 (Archimedische Eigenschaft). Fir alle x € R ezistiert ein n € N mit z < n.

BEWEIS. Angenommen IN ist nach oben beschrankt. Dann existiert wegen dem
Supremumsprinzip ein Supremum sup(IN) € R. Da sup(IN) die kleinste obere Schranke
ist, existiert ein n € IN mit sup(IN) — 1 < n, aber dann ist sup(IN) nicht mehr mindestens

so grofl wie die nattrliche Zahl n + 1, was ein Widerspruch ist. ]

Die folgende Aussage erhélt man als einfache Konsequenz der Archimedischen

Eigenschaft.

Korollar 5.12. Fir jedes € > 0 ezistiert einm € N mite > 1/n > 0.

BEWEIS. Fur gegebenes € > 0 wenden wir Satz 5.11 mit # = 1/e an und erhalten

ein n’ € N mit n’ > z. Dann gilt fir n = n’+1 auch z < nund somit e = 1/z > 1/n. O

Zum SchluB} zeigen wir, dass die rationalen Zahlen dicht in den reellen Zahlen liegen.

Genauer zeigen wir, dass zwischen zwei reellen Zahlen immer eine rationale liegt.

Satz 5.13. Fir je zwei reelle Zahlen x < y existiert ein g€ Q mit x < q < y.
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BeEwEIS. Nach Korollar 5.12 angewandt mit € = y — x gibt es eine natiirliche Zahl n,

sodass
1
0<—<y—=x — 1 <n(y—2) — nr+1<ny.
n
Sei m die kleinste ganze Zahl, die grofler als na ist, d.h. m = |nz| + 1 € Z. Es gilt also
nec<m<nr+1<ny.

Teilen wir diese Ungleichungskette durch n ergibt x < m/n < y und somit hat die

rationale Zahle ¢ = m/n € Q die gesuchte Eigenschaft. O
Genau genommen haben wir in dem Beweis benutzt, dass die Gaufl-Klammer
|| == max{z € Z: z < &}
fir jede reelle Zahl € € R existiert. Fiir € > 0 gilt
sup{z€Z: 2z <&} =sup{z€Z:z>0und z < ¢}

und [£] ist somit das grofite Element einer endlichen Menge, welches immer existiert.
Fir € < 0 gilt dann

€] =—[=¢] - 1.

Die Vollstiandigkeit ist zentral fiir das Konvergenzverhalten von reellen Folgen, welches
wir in Abschnitt 5.6 genauer besprechen (siehe Sétze 5.32, 5.34 und 5.35).

§5.4 BETRAG UND INTERVALLE REELLER ZAHLEN

Wir erinnern an die Definition des Betrages/Absolutbetrages einer reellen Zahl.

Definition 5.14 (Betrag). Der Betrag |x| einer reellen Zahl x ist wie folgt definiert:

x, falls x = 0,
] ==
—z, fallsxz <0.
Anschaulich ist der Betrag |z| der Abstand von x zur 0.

Satz 5.15. Flir alle x, y € R gilt:

(7) |z| = 0 und |x| = 0 genau dann, wenn x = 0 ist. (positiv definit)
(i) |wyl = || |yl (homogen)
(71) |z +y| < |z| + |yl (Dreiecksungleichung)
(iv) Falls y # 0 ist, so gilt

r| _ ||
yl Iyl

(v) |z =yl = |2 = [yl.
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BEWEIS. Alle Aussagen lassen sich leicht mit Hilfe von Fallunterscheidungen nach
der Verteilung der Vorzeichen von z und y beweisen. Die Eigenschaften (7)— (i)
haben wir bereits in Teil (77) von Satz 1.7 fiir n = 1 gesehen und stimmen mit
diesen iiberein. Teil (iv) folgt aus (i7), angewandt mit 3’ = 1/y. Teil (v) folgt aus der

Dreiecksungleichung (777 ) durch
(i )
2] =l —y+yl < |z —yl+yl
und umstellen. O

Mittels vollsdndiger Induktion lassen sich die Homogenitat und die Dreiecksunglei-
chung auf mehr als zwei Faktoren bzw. Summanden verallgemeinern. Fiir alle reellen
Zahlen x4, ..., x, gilt

n

[1n

i=1

n

S

i=1

n

n
zn\x,| und <Z|Z‘l|
i1 i—1

Beim Rechnen mit Betrdgen miissen oft Fallunterscheidungen getroffen werden. So

ist zum Beispiel
2—xz, falls2>ux
|2 — x| =
r—2, falls2 < x.

Die Idee, dass der Betrag einer Zahl den Abstand zur 0 angibt, verallgemeinern wir mit

der folgenden Definition.
Definition 5.16 (Abstand). Fiir z, y € R nennen wir die Zahl |x — y| den Abstand

von x und y.

Beispiel 5.17. (a) Sei z = 2 und y = 8. Dann gilt fiir den Abstand

[z —yl=[2-8/=]|-6[=6.
(b) Sei x = =3 und y = 4. Dann ist der Abstand |z —y| =| -3 4| =|-T7| =T.
(¢) Seiz = —=3und y = —12. Dann ist [z —y| = |-3—(—12)| = |-3+12| = |9 = 9.

Die folgenden Rechenregeln fiir den Abstand zweier reeller Zahlen folgen aus den

Eigenschaften des Betrages.
Satz 5.18. Flir alle x, y € R gilt:

(1) |z —y| = 0 und |z — y| = 0 gilt genau dann, wenn x =y ist.

(i) |z —y| = |y — z|. (Symmetrie)
(ii0) |v—z| < |z —y|+ |y — 2| (Dreiecksungleichung)
BEWEIS. (7) Wir wissen durch Eigenschaft (i) aus Satz 5.15, dass |[£| = 0 fiir

alle £ € R gilt und somit ist auch |x — y| > 0. Weiterhin gilt |{| = 0 genau
dann, wenn ¢ = 0 ist. D.h. der Abstand |z — y| ist genau dann Null, wenn

x —y = 0 und somit x = y gilt.
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(77) Aus Homogenitét (ii) aus Satz 5.15 des Betrages folgt

(4)
[z —yl=1-le—y[=|=1]-[z —y| = [(=1)(x -

y)l =y —=l.

(#i) Die Dreiecksungleichung des Abstandes folgt direkt aus der Dreiecksungleichung

des Betrages in (777) aus Satz 5.15, da

(i)
z—zl=lr—y+y—zl=|(z—y)+(y—2)| < |lzv—y|l+]y—=z.

U

Definition 5.19 (Intervalle). Seien a, b € R mit a < b. Dann definieren wir folgende

endliche Intervalle mit den Endpunkten a und b:

[a,b] ={reR:a<z<b}
(a,b) :={xreR:a<xz<b}
[a,0) ;={zeR:a<z<b}
(a,b] :={reR:a<x<b}

Dabei heifit [a, b] abgeschlossenes Intervall, (a,b) offenes Intervall und (a,b] und [a, b)

halboftene Intervalle. Die Mengen

(—00,b] :=={x e R: x < b}
(—o0,b) :i={zeR: z < b}
[a,0) =={reR:a<ux}
(a,0) :={reR:a<uz}
(—w0,0):={zxeR:a <z}

heiflen unendliche Intervalle.

Beispiel 5.20. Die Losungsmenge

={reR:z>1}u{reR:z<0}.

aus Beispiel 5.6 kann dann in Intervallschreibweise als
L =(-0,0)u (1,0)

geschrieben werden.

Beispiel 5.21. (a) [1,3) U (2,4] = [1,4]
(b) (=5,3) n[1,0) = [1,3)
(¢) RN (2,3] = (—0,2] U (3,0)
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§5.5 KONVERGENTE FOLGEN UND GRENZWERTE

In der Analysis studieren wir abzahlbar unendliche Sequenzen von reellen Zahlen

und deren asymptotisches Verhalten. Solche Sequenzen nennen wir Folgen.

Definition 5.22 (Folgen). Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung a: N — R.
Anstelle von a(n) schreibt man in diesem Zusammenhang oft a,. Fiir die Folge a

schreiben wir auch (ay,as, ... ) oder (a,)new oder einfach (ay,,). Die Zahl a,, ist das n-te
Glied der Folge a.

Wir werden oft auch Folgen (ay,)nen, oder (b;);c; betrachten, deren Indizes INg oder
allgemeiner eine unendliche nach unten beschriankte Teilmenge [ < Z sind. Fiir eine
unendliche Teilmenge J < [ erhalten wir eine Teilfolge (b;);e; von der Folge (b;)ier.
Beispiel 5.23. (a) Wir betrachten die Folge mit den Gliedern a; = 1, ay =

asz = £ und so weiter. Allgemein sei also a, = L.
3 n

N

9

(b) Sei a; = 1%, ay = 22, a3 = 3% und so weiter. Allgemein sei also a,, = n?.

(¢) Wir betrachten die Folge (—1,3,—1,3,...). Das n-te Folgenglied a,, ist also —1,
falls n ungerade ist, und sonst 3. Die Folge oszilliert also zwischen den Werten —1
und 3.

Ein zentraler Begriff der Analysis ist die Konvergenz von Folgen.

Definition 5.24 (Konvergenz). Eine Folge (a,)en reeller Zahlen konvergiert gegen
eine Zahl a € R, falls es fiir jede reelle Zahl € > 0 ein ny € IN gibt, sodass fiir alle n = ny

die Ungleichung
la, —al <e¢
gilt. Falls die Folge (a,)new gegen a konvergiert, so schreiben wir

a, — a fiirn — oo oder a, — a.

Wir nennen dann a den Grenzwert der Folge (a,)nen. Wenn es ein a mit a, — a
gibt, so ist die Folge (a,)nen konvergent. Falls kein solches a existiert, so ist die Folge

divergent.

Man beachte, dass |a, — a| der Abstand zwischen dem Folgenglied a,, und der
Zahl a ist. Ist a der Grenzwert der Folge (a,)nen, so liegen alle bis auf endlich viele
Folgenglieder a,, in dem Intervall (a — ¢,a + €).

Beispiel 5.25. (a) Da fiir alle n, m € N mit n < m die Ungleichung + > 1 gilt,
nahert sich Folge (%)nem immer weiter an 0 an. Daher vermuten wir % — 0.
Um das nachzuweisen, miissen wir zeigen, dass fiir jedes € > 0 ein ng € IN

existiert, sodass fiir alle n = ng die Ungleichung

1
——0‘<5

1
n n

gilt.
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Wegen Korollar 5.12 existiert fir jedes e > 0 ein ng € IN mit 1/ng < e. Fir
alle n = ng gilt dann ebenfalls 1/n < 1/ny < £ und das zeigt
1

——0.

n

(b) Fir alle n € N sei a,, = %=1, Dann gilt 2= — 1. Es gilt namlich

-1

n

n—1 n—1 n

n n

n

Nach Beispiel (a) (bzw. nach Korollar 5.12) gibt es fir alle € > 0 ein ng € IV,

sodass fiir alle n > ng die Ungleichung % < ¢ gilt. In diesem Fall gilt also

n—1

-1l <e

n

fir alle n = ng. Damit konvergiert die Folge (a,)nen gegen 1, d. h.

n—1

— 1.

n

(¢) Die Folge mit den Gliedern a,, = n divergiert. Sei z. B. ¢ = 1. Fiir jedes a € R
existiert nach Satz 5.11 ein ng € IN mit a < ng = a,,. Fir alle n > ny ist a,
mindestens a,,, + 1. Damit gilt fiir unendlich viele n die Ungleichung |a,, —a| > 1.
Also konvergiert (a,)nen nicht gegen a und da a € R beliebig war, gibt es keinen
reellen Grenzwert der Folge. Die Folge ist also divergent.

(d) Sei a, = —1, falls n ungerade ist, und a,, = 3, falls n gerade ist. Sei ¢ = 1 und
a € R. Nach der Dreiecksungleichung (77i) aus Satz 5.18 fiir den Abstandgilt

4=|(-1) =3[ <[(=1) —a[+]a=3]=a = (=1)] +]a -3

kénnen nicht beide Abstéande |(—1) — a| und |3 — a| kleiner oder gleich 1 sein.
Damit gibt es unendlich viele n mit |a — a,| > 1. Damit konvergiert die Folge
nicht gegen a und die Folge ist divergent.

Offenbar verhalten sich die divergenten Folgen in (¢) und (d) sehr unterschiedlich

und dies fiihrt zu folgender Definition.

Definition 5.26. Eine Folge (a,)nen reeller Zahlen divergiert bestimmt gegen oo (bzw.
gegen —w0), falls fiir alle x € R ein ng € N existiert, sodass fiir alle n > ng die
Ungleichung a,, > x (bzw. a, < x) gilt. Falls eine divergente Folge nicht bestimmt
divergiert, so divergiert sie unbestimmt. Falls (a,) bestimmt gegen o divergiert, so
schreiben wir

a, — o fiirn — oo oder a, — 0.

Falls (a,) bestimmt gegen —oo divergiert, so schreiben wir a,, —> —oo fiir n — 0 oder

einfach a,, —> —0.

Die Folge in Beispiel 5.25 (¢) divergiert bestimmt gegen oo und die Folge in Bei-
spiel 5.25 (d) divergiert unbestimmt.
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Satz 5.27. Fir die Glieder einer Folge (ay,)nen gelte a, > 0. Dann gilt a,, —> 0 genau

dann, wenn i — 0 gilt.

BeEwEIs. Es gelte a,, — o0. Um % — () nachzuweisen, betrachten wir ein beliebi-
ges € > 0. Wegen a,, —> o0 existiert ein ng € IN, sodass fiir all n > ny die Ungleichung
a, > 1/ gilt. Es folgt i < ¢ fir alle n = ng. Damit gilt i — 0.

Umgekehrt gelte i —> 0. Sei x € R. Wir kénnen x > 0 annehmen und setzen
e := 1. Dann existiert ein ng € N, sodass fiir alle n > ng die Ungleichung t = ]t\ <e

gilt. Also gilt fir alle n > ng auch a,, > % = x. Damit gilt a,, — 0. U

Wir beschlieen diesen Abschnitt mit der Beobachtung, dass Grenzwerte, falls sie

existieren, eindeutig sind.

Lemma 5.28. FEine reelle Folge (a,)nen besitzt hochstens einen Grenzwert.

BEWEIS. Angenommen, die beiden verschiedenen Zahlen a, b € R sind Grenzwerte
d
5-
Wegen a,, — a und a,, — b existieren ng, mg € IN, sodass fiir alle n = ngy und alle

der Folge (a,)nen. Da a und b verschieden sind, ist d = |a — b| > 0. Sei ¢ :=

m = my gilt:
la, —a| <e und |a, —bl <e

Sei nun n grofer als das Maximum von ng und mg. Dann gilt gleichzeitig |a,, — a|] < €

und |a,, — b| < e. Also folgt aus der Dreiecksungleichung
la—0b] =|a—a,+a, — bl <la—ay|+ |a, —b| <2e=d=|a—0bl,
ein Widerspruch. U
Aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwertes, falls er existiert, schreiben wir auch

lim a, = a oder einfach lima, = a

n—»-ao
fir a, — a. Auch fir bestimmt divergierende Folgen schreiben wir genauso fiir

uneigentliche Grenzwerte

lim b, = © oder einfach limb, = w©

n—-=ao

fur b, — oo und

lim ¢, = —o0 oder einfach lime¢, = —0

n—--a0

fur ¢, — —o0.



5. REELLE ZAHLEN, FOLGEN UND KONVERGENZ 91
§5.6 KONVERGENZKRITERIEN UND RECHNENREGELN FUR GRENZWERTE

Wir betrachten ein Beispiel einer Folge, die konvergiert, aber deren Grenzwert wir

nicht so einfach raten konnen.

Beispiel 5.29. Fiir jedes n € IN sei

(ea) = (57)
anp = |1+—-) = .
n n

Wir geben einige (gerundete) Werte fiir a,, an:

ap = 2
as = 2.25
ag = 2%

ay = 2.44140625
ayp = 2.5937424601
a1p0 = 2.7048138294215260932671947108 . ..
a1000 = 2.7169239322358924573830881219 . ..
@1000000 = 2.7182804693193768838197997084 . . .

Die Folge (a,)new scheint immer | langsamer zu wachsen‘.

Wir zeigen, dass eine Folge wie in diesem Beispiel konvergiert, auch wenn wir den
Grenzwert nur ndherungsweise berechnen konnen.
Definition 5.30. FEine Folge (a,)nen reeller Zahlen heifit monoton steigend (oder auch
monoton wachsend ), falls fiir alle n € N die Ungleichung a,, < a1 gilt. Entsprechend
definiert man monoton fallend.

Eine Folge (ay,)new reeller Zahlen heifit nach oben bzw. nach unten beschrankt, falls

die Menge {a,,: n € N} der Folgenglieder nach oben bzw. nach unten beschrankt ist.
Man kann leicht einsehen, dass konvergente Folgen beschrankt sind.

Lemma 5.31. Jede konvergente Folge reeller Zahlen ist beschrankt.

BEWEIS. Sei a = lima,. Fiir e = 1 gibt es ein ng, sodass |a,, —a| < 1 fiir alle n = ng
gilt. D. h. fiir n > ng liegen alle Folgenglieder a,, in dem offenen Intervall (a — 1,a + 1).

Seien p und v das Minimum und Maximum der ersten ng Folgeglieder, d. h.
@ =min{as,...,a,,} und v =max{ay,...,a,}-.

dann folgt, dass die gesamte Folge von unten durch min{u,a — 1} und von oben durch
max{v, a + 1} beschrankt. O
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Das folgende Konvergenzkriterium besagt, dass monotone beschriankte Folgen einen
Grenzwert haben, ohne den Grenzwert weiter zu bestimmen. Das Konvergenzkriteri-
um ist eine Konsequenz der Vollstandigkeit von R und der Beweis basiert auf dem

Supremums- /Infimumsprinzip (siche Satz 5.10).

Satz 5.32. Jede monoton wachsende nach oben beschrinkte Folge und jede monoton

fallende nach unten beschrdnkte Folge reeller Zahlen konvergiert.

BEWEIS. Wir zeigen den Satz nur fiir monoton wachsende Folgen. Fiir monoton
fallende Folgen geht der Beweis entsprechend.

Sei (an)new eine monoton wachsende, nach oben beschrénkte Folge. Nach Satz 5.10
existiert das Supremum der Menge A = {a,: n € IN} der Folgenglieder. Wir setzen
a = sup(A) und zeigen a,, — a.

Sei € > 0 beliebig gegeben. Da a das Supremum der Menge A ist, ist a — ¢ keine
obere Schranke von A. Also existiert ein ng € N mit a — € < a,,. Da (a,)men monoton
wachsend ist, gilt fir alle n = ng die Ungleichung a — ¢ < a,, < a,, < a. Insbesondere

gilt fiir alle n > ng die Ungleichung |a,, — a| < . Es folgt also lima,, = a. O

Mittels Satz 5.32 konnen wir nun zeigen, dass die Folge ((1 + %)")nem konvergent ist,
auch wenn wir vorerst keinen einfachen Ausdruck fiir den Grenzwert angeben konnen.

In dem Beweis verwenden wir die Bernoulli-Ungleichung
(14+2)">21+nzx firallz> -1 (5.3)

die wir als Beispiel einer vollstdndigen Induktion bereits im letzten Semester kennenge-

lernt hatten.

Korollar 5.33. Die Folge (ay)new mit a, = (1 + %)” ist konvergent.

BEWEIS. Wir zeigen, dass die Folge monoton wéchst und beschrénkt ist. Die Mono-

An 41

tonie folgt aus der Ungleichung =2+ > 1 fiir alle n € IN, die wir wie folgt etablieren

n+1 n+1 n n+1
an+1:(1+n_+1) i :(1+l)(1+n+tl) i :<1+l) (Eﬁ)

ap (1 + E) n (1 4 l)nJrl n n+1

n n

gy (o T 1\
_(1+"><n2+2n—|—1) _(1+") 1 (n+1)2 '

Wir wenden die Bernoulli-Ungleichung mit x =

—m +1)2 und n + 1 an und erhalten

w2 (1 1) (1 ) - () () - 1
Das zeigt, dass die Folge (a,,)neny monoton wéchst.
Wir zeigen nun, dass fiir alle n € IN die Ungleichung a,, < 3 gilt. Dazu berechnen
wir a,, mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes:

1\" 2/ 1
n — 1 - = -
w=(2) -2 ()
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Fir ke N mit 1 < k <n gilt

(Z)l 1. (n-k+1) _ nF 1 1

- < = < ,
nk k! - nk kKlemd  1.2....-k = 2k-1

Mit dieser Abschatzung und mittels der geometrischen Summenformel:

()0
= \2 1—3 2
folgt nun

e 1n<1 n 1 , n—1 1k_1 ) ln—l ;
ay = +ﬁ\+22k—1_+§§_+_§ <3,

k=1

Also ist die Folge (a;,)nenw monoton wachsend und nach oben beschréankt und mit
Satz 5.32 folgt, dass die Folge konvergiert. O

Den Grenzwert der Folge mit den Folgengliedern (1 + %)n nennt man die Fulersche
Zahl e, d. h.

1 n
e:= lim (1 + —) ) (5.4)
n—>00 n

Die ersten Stellen der Dezimaldarstellung lauten
e = 2.71828 182845904 ...

Wir hatten bereits gesehen, dass konvergente Folgen beschrankt sind. Reelle Folgen,
die nur beschrankt sind, enthalten zumindest eine konvergente Teilfolge. Dies ist der
Satz von Bolzano—Weierstra8}, der wiederum auf der Vollstandigkeit von R (in Form
von Satz 5.32) beruht.

Satz 5.34 (Bolzano—Weierstral). Sei (a,)new €ine reelle Folge, die nach oben und

unten beschrankt ist. Dann gibt es eine Teilfolge (an, )rew die konvergiert.

BEWEIS. Wir betrachten maximale Indizes der Folge (a;, )nenw, wobei ein Index m € IN
mazximal ist, falls a,, < a,, fir alle n > m gilt.

Falls es unendlich viele maximale Indizes ny < ny < n3 < ... gibt, dann ist (ay,, )ren
eine monoton fallende Teilfolge. Diese Teilfolge ist, genau wie die Folge (a,)nen, nach
unten beschrénkt und nach Satz 5.32 konvergiert (ay, )ren-

Nehmen wir nun an, dass es nur endlich viele maximale Indizes ny < ng < -+ < ny
gibt. Dann gibt es fiir jedes n > n, immer einen Index n’ > n mit a,, > a,, da sonst
n > ny auch maximal wére, welches im Widerspruch dazu steht dass ny < ng < --- <ny
alle maximalen Indizes sind. So kénnen wir aber rekursiv eine monoton wachsende
Teilfolge wie folgt definieren. Wahle ny = ny + 1 und ny = n} > n; sei der Index mit
Ap, = Ay, . Danach wihlen wir ng = n}, > ny mit a,, > a,, usw. Die dadurch entstehende
Teilfolge (an, ) jew ist monoton wachsend und nach oben beschrénkt, da (a,)nen nach oben
beschrankt ist. Wieder folgt mit Satz 5.32, dass die Teilfolge (a,, ) jen konvergiert. [J
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Als néchstes halten wir noch ein wichtiges Kriterium fiir die Konvergenz von Folgen

fest, dass wieder keine Information tiber den Grenzwert liefert.

Satz 5.35 (Cauchy—Kriterium). FEine Folge (a,)nen reeller Zahlen ist genau dann
konvergent, wenn zu jedem § > 0 ein ng € IN existiert, sodass fir alle n, m = ng

folgende Ungleichung gilt:
la, —am| < 0.

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass jede konvergente Folge das Cauchy—Kriterium
erfilllt. Um zu zeigen, dass jede Cauchy-Folge, also jede Folge, die das Kriterium erfiillt,
konvergent ist, muss die Vollsténdigkeit von R benutzt werden und zwar diesmal in der

Form vom Satz von Bolzano—Weierstraf.

BEWEIS VON SATZ 5.35. Wir werden zuerst zeigen, dass jede Cauchy—Folge be-
schrankt ist und somit nach Satz 5.34 eine konvergente Teilfolge enthalt. Danach wird
gezeigt, dass tatsdchlich die ganze Cauchy—Folge den gleichen Grenzwert wie die Teilfolge
hat.

Sei also (a,)nen eine Cauchy—Folge reeller Zahlen. Wir wenden zuerst das Cauchy—

Kriterium mit 6 = 1 an und erhalten einen Index ng, sodass
la, —am| <1

fir alls n, m > ng gilt. Seien g und v das Minimum und Maximum der ersten ng
Folgeglieder, d. h.

u=minf{a,...,a,,} und v =max{ay,...,a,,}-.
Da |an, — a,| < 1 fiir alle m > ng gilt, haben wir auch
p—1<ap,, —1<a,<ap, +1<v+1.

Demnach ist die Folge (a,)nen nach unten durch g — 1 und nach oben durch v — 1
beschrénkt. Wegen Satz 5.34 existiert also eine konvergente Teilfolge (ay, )rew und sei
“= khinoo A

der Grenzwert der Teilfolge.

Wir werden zeigen, dass die ganze Folge gegen a konvergiert. Sei ¢ > 0 beliebig
gegeben. Wir wenden das Cauchy—Kriterium mit § = £/2 an und erhalten einen Index ng,
sodass |a, — a,,| < /2 fir alle n, m > n{ gilt. Aufgrund der Konvergenz der Teilfolge
(an, ke gibt es auch einen Index ko, sodass |a,, —a| < ¢/2 fiir alle k > ko gilt. Nun
wahlen wir nj = max{n(, nk, }. Dann folgt mit der Dreiecksungleichung fiir n > n{ und
ein beliebiges k mit ny > ng

e ¢
|an—a|=|an—ank+ank—a|<|an—ank|+|ank—a|<§+§=5,
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wobei wir den erste Summanden durch /2 mithilfe der Cauchy—Eigenschaft abschétzen
konnten und der zweite Summand mithilfe der Konvergenz der Teilfolge durch £/2
abgeschétzt wurde.

Wir haben also gezeigt, dass es fir jedes ¢ > 0 ein nj gibt, sodass |a,, — a| < ¢ fir

alle n > n{ gilt und somit konvergiert die ganze Folge (a,)nen gegen a. O

Wie beschliefen diesen Abschnitt mit Rechenregeln fiir Grenzwerte.

Satz 5.36. Seien (ap)new und (by)nenw konvergente Folgen reeller Zahlen mit den

Grenzwerten a = lima,, und b = limb,,. Dann gilt:

(1) die Folge (an~+by)nen konvergiert gegen a+b, d. h. lim(a,+b,) = lim a,,+1lim b,.

(2)

(8) die Folge (c-an)nen fiir c € R konvergiert gegen c-a, d. h. lim(c-a,) = ¢-lima,,.

(4) die Folge (ay,/b,) konvergiert gegen a/b, falls b # 0 und b, # 0 fir alle n € N,
d. h. in diesem Fall gilt

die Folge (ay, - by)new konvergiert gegen a - b, d. h. lim(a,, - b,) = lima,, - limb,,.

. an\ lima,
WA\b, ) T Timb,
(5) falls a, < b, fiir alle n € N gilt, so gilt auch a < b, d. h. lima,, < limb,.

BeEWwEIS. Wir beweisen nur die Rechenregeln (7) und (2). Die anderen Behauptun-
gen lassen sich davon ableiten oder auf dhnliche Weise zeigen und werden als Ubung
gelassen.

Sei ¢ > 0 gegeben. Wegen a,, — a gibt es n; € N, sodass fiir alle n > n; die
Ungleichung |a, — a| < £/2 gilt. Genauso folgt aus b, — b die Existenz von ny € IN,
sodass fiir alle n = ny die Ungleichung |b, — b| < /2 gilt. Sei ny das Maximum von n,
und ny. Dann gilt fiir alle n > ng:
€

226.

\(an+bn)—(a+b)|=|an—a+bn—b|<\an—ay+\bn—b|<g+

Somit konvergiert (a, + b, )new gegen a + b und (1) ist gezeigt.
Fiir den Beweis von (2). Da die Folge (a,)new konvergiert, ist sie nach Lemma 5.31

beschrankt und es gibt eine Konstante A > 0, sodass
lan| < A
fiir alle n € IN gilt. Sei
C = max{A,|b|}

und ¢ > 0 beliebig gegeben. Wir wéhlen ny grof genug, sodass sowohl

5 5
|an—a|<% und |bn—b|<%
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fiir alle n > ng gilt. Fir alle n > ng folgt dann
|a,b, — ab| = |anb, — anb + a,b — ab| < |ayb, — ayb| + |a,b — ab|

= |an(bn = b)| + [(an — a)b] = |an[by — b] + |an — al|b]

4| e € |b|_5\anl+€\bl
DO T 2 C "2 ¢
£
S+ o <
2 "2 57
und die Rechenregel (2) folgt. O

Es gibt auch Rechenregeln fiir bestimmt divergente Folgen, allerdings kénnen Aus-
driicke der Form 0 - o0, c0/o0 oder oo — co nicht betrachtet werden, da hier ganz
unterschiedliche Ergebnisse moglich sind. Exemplarisch geben wir folgende Rechenregel

an:

(6) Gilt lim,,, a, = a fiir ein a € R mit a # 0 und lim,,_,,, b, = 00, so ist

o0, falls @ > 0, und
lim (a,b,) =
e —o0, falls a < 0.
Beispiel 5.37. (a) Wir bestimmen lim,, ., 33~ Es gilt
2n—1  n(2-3) 1 2-
=2 @@rI-%) 0 3113
Nach den oben genannten Grenzwertregeln gilt
1 2-1 2
1 — — 5 | =0-5=0
e 340 - 3
(b) Es gilt
md+n—4  2+5-% 9
li 3 = lim ===
n—w —3n3 + 1 e 3
(c) Es gilt
2P+ n—4 , 2+ 45— 4% 2 ..
lim —————=lim (n- ————~" | =—2 lim n= -
n—w —3n2 4+ 1 n—so0 -3+ o 3 n—w

Satz 5.38 (EinschlieBungssatz). FEs seien (an)new, (bn)new und (c,)new Folgen reeller
Zahlen, sodass fir alle n € N die Ungleichung a,, < b, < ¢, gilt. Die Folgen (a,)nen

und (cp)nen seien konvergent mit

lim a, = lim ¢, =a.

n—--0o0 n—-0o0

Dann konvergiert auch (b,)new, und zwar ebenfalls gegen a. Es gilt also

lim b, =a.

n—--0o0
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BEWEIS. Sei € > 0 gegeben. Wegen lim,,_,, a,, = lim,,__, ¢, = a gibt es natirliche
Zahlen nq, ny € IN, sodass |a, — a| < ¢ fir alle n = ny und |¢,, — a| < ¢ fiir alle n > ny

gilt. Sei ng das Maximum von n; und ns. Dann gilt fiir alle n > ng mit b, > a
b, —a|=b,—a<c,—a=|c, —a|] <e

und fiir alle n = ng mit b, < a
b, —a|=a—-b,<a—a, =|a, —al <e.

Somit gilt |b, — a| < ¢ fir alle n = ng und das zeigt b, — a. O

§5.7 FOLGEN UND REIHEN

Wir beginnen mit einigen wichtigen Beispielfolgen.

Beispiel 5.39. Fiir ¢ € R betrachten wir die Folge (¢"),en. Das n-te Folgenglied ist
also die Zahl ¢". Fiir das Konvergenzverhalten unterscheiden wir verschiedene Fiélle in
Abhéngigkeit von c.
1. Fall (¢ > 1): In diesem Fall ist ¢ = 1 4+ b fir ein b > 0. Wir zeigen, dass die
Folge (¢")nen bestimmt gegen co divergiert. Hierzu sei 2 > 0 beliebig und wihle ng > £.
Dann gilt fiir alle n > ng mittels der Bernoulli-Ungleichung

"= (1+b" (§)1+nb>nb>nob>%-b=x.
Also gilt lim ¢ = oo fiir ¢ > 1.
2. Fall (0 < |¢] <1): Seid:= ﬁ Wegen 0 < |¢| < 1 gilt d > 1 und nach dem ersten
Fall gilt lim d" = c0. Aus Satz 5.27 folgt somit - = |¢[" = |¢"| — 0 und daraus folgt
limc™ =0 fiir ce R mit 0 < |¢] < 1.
3. Fall (¢ = 0 oder ¢ = 1): In diesen Féllen ist die Folge konstant, d.h. alle Fol-
genglieder ¢ haben denselben Wert, namlich entweder ¢ = 0 oder ¢ = 1. Konstante
Folgen konvergieren immer gegen den konstanten Wert der Folgenglieder und somit gilt
limc™ = ¢ fiir ¢ = 0 oder ¢ = 1.
4. Fall (¢ < —1): In diesem Fall ist ¢" < —1 fiir alle ungeraden n € N und ¢* > 1 fir
alle geraden n € IN. Der Abstand von zwei aufeinanderfolgenden Folgengliedern ist also
immer mindestens 2. Daher konvergiert die Folge nicht. Die Folge divergiert auch nicht

bestimmt, da das Vorzeichen immer wieder wechselt.

Beispiel 5.40. Wir betrachten fiir ein festes ¢ € R die Folge (%)ne]N mit dem n-ten
Folgeglied ¢"/n!. Wir zeigen lim % = 0.

Um das zu zeigen wahlen wir eine natirliche Zahl m > |c|. Fur alle n > m gilt dann

~

n! m m+1 m+2 " n m!  n

" S N e ] | _ ™ ]
H_‘ G, LAl 4 (5.5)

da fir m" =m+ 1,...,n — 1 die Ungleichung |c|/m' < 1 gilt.
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Sei nun € > 0 gegeben. Wir wahlen nun ny € IN, sodass sowohl ny > m als auch
ne > 2. 19 (5.6)

gilt. Dann gilt fir alle n > ng

G5 [c™ e[ _ [d™ e 6.6
< . < 2 7

~
m!  n m!  ng

cn

Damit konvergiert die Folge (m)nem gegen 0, d. h. lim ;—7: = 0 fiir jedes c € R.
Wir betrachten noch zwei wichtige Beispiele fiir sogenannte Reihen.

Definition 5.41 (Reihen). Sei (ay,)new eine Folge reeller Zahlen. Die n-te Partialsum-

me s, der Folge ist Summe der ersten n Folgenglieder, d. h.

n
Sn :Zaizal—i—---—i—a
i=1

Die Folge der Partialsummen (s, )nen heifit Reihe mit den Gliedern a,,. Die Reihe (s,,)nen
bezeichnet man oft mit der unendlichen Summe Y| a,.
Eine Reihe Y, a, konvergiert gegen eine reelle Zahl s, falls die Folge der Partial-

summen s, = Y., a; gegen s konvergiert, d. h. lims,, = s. Wir schreiben dann
0
2@
n=1
Gilt s,, — o0 oder s,, — —0, so schreiben wir )", a, = 0 bzw. ", a, = —©.

Wir konnen die Indizes einer Reihe auch bei einer anderen Zahl als 1 anfangen
lassen. Es ist zum Beispiel klar, was mit der Reihe > a,, gemeint ist.

Zum Abschluss betrachten wir die geometrische und die harmonische Reihe.
Satz 5.42 (Geometrische Reihe). Die geometrische Reihe Y, ¢" konvergiert fiir
reelle Zahlen g € R mit |q| <1 gegen E'

BEWEIS. Dazu erinnern wir uns an die geometrische Summenformel
M=
=S
die uns einen geschlossenen Ausdruck fiir die Partialsummen s, = >,_, ¢* liefert. Wir

wissen bereits, dass fiir ¢ € R mit |¢| < 1 gilt:

lim ¢" =0

n—--a0

Damit ist

= 1— gt _1-0 1
lim s, = lim Z ¢" = lim d .
n—>00 n—>00 = n—oo | — q ]_ —q ]_ —q

Satz 5.43 (Harmonische Reihe). Die harmonische Reihe Y | 1 divergiert.
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BeEWwEIS. Dazu fassen wir die Glieder der Reihe a,, = 1/n wie folgt zusammen:

CL1:1,
1
CL2—§,
N 1+ >1+1 1
s +ay=—+—-> -4+ — = —
PTMT3T Ty T 2
ot =PI I
a .. a:— P — - —_ = —
° * 75 8 8 2
Allgemein gilt fiir alle ¢ € IN:
Qoi + +a->2i_1——1
21—1_;’_1 2t 21—2
Damit gilt fiir die 2"-te Partialsumme:
21 1

52n=;E=al+a2+(a3—|—a4)+---+(a2n—1+1—|—---+a2n)>n~§
=1

Also gilt >, % = lim,__, S, = 0. O

Wir bemerken noch, dass die harmonische Reihe , gerade so* divergiert. Man kann
zeigen, dass die Reihe Y, n% fir alle @ > 1 konvergiert. Wir beschliefen diesen

Abschnitt mit der folgenden Bemerkung.
Bemerkung 5.44. Einige in der Mathematik haufig auftretende reelle Zahlen haben

eine einfache Reihendarstellung. So ist
o0
1
€ = Z_;) E .

oder auch

1 1 1 1 - 1
— -4 4. = —1)" )
3+ +9 nz_;)( >2n+1

§5.8 KONSTRUKTION DER REELLEN ZAHLEN

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wollen wir kurz vorstellen, wie man alternativ
zur axiomatischen Einfithrung der reellen Zahlen in Abschnitt 5.1, diese auch aus den
rationalen Zahlen mittels einer geeigneten Aquivalenzrelation konstruieren kann. Ein
Vorteil von diesem Ansatz liegt darin, dass dadurch die gesamte Mathematik auf die
Axiome der Mengenlehre zuriickgefithrt werden kann und man fiir die reellen Zahlen
keine zuséatzlichen Axiome braucht.

Die zentrale Idee bei der Konstruktion der reellen Zahlen ist die Vervollstindigunyg,
sodass z.B. alle Cauchy—Folgen konvergieren (siehe Satz 5.35). Dies erreicht man
dadurch, dass man R als Menge aller rationalen Cauchy—Folgen betrachtet, wobei

Folgen mit dem ,,gleichen Grenzwert* als dquivalent angesehen werden.
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Sei also X die Menge aller rationalen Cauchy—Folgen, d.h. eine Folge (a,)nen ist
in X, falls

a, € Q firallenelN

und fir jedes ¢ > 0 (aus Q) gibt es ein ny € IN, sodass
lan, — an| < e fir alle n, m = ny.

Nun definieren wir eine Aquivalenzrelation ~ auf X, wobei zwei rationale Cauchy-Folgen
(@n)new und (by,)nen dquivalent sind, falls die Folge (a,, — b, )new gegen Null konvergiert.
Die Menge der reellen Zahlen R entspricht dann der Faktormenge X /~.

Wir identifizieren somit jede reelle Zahl x € R mit der Aquivalenzklasse rationaler
Cauchy-Folgen, die gegen x ,konvergieren®. Durch diese Konstruktion ist jede reelle
Zahl also der Grenzwert einer rationalen Folge.

Die Rechenoperationen + und - aus Q lassen sich leicht auf die Aquivalenzklassen
in X/~ mittels Reprasentanten iibertragen. Wir definieren die Addition in R = X/~
durch

[(an)nelN] + [(bn)nelN] = [(an + bn)nelN]

und genauso die Multiplikation

[(a'n)ndN] ’ [(bn)nE]N] = [(an ’ bn)ne]N] .

Man kann zeigen, dass diese Definitionen wohldefiniert sind (unabhéngig von den
gewihlten Reprisentanten der Aquivalenzklassen). Des Weiteren kann man durch
diese Definitionen die Kérpereigenschaften von Q auf R = X/~ iibertragen und dort
iiberpriifen.

Genauso kann man die Ordnung < von Q auf die Aquivalenzklassen in X /~ durch
[(an)nem] < [(bn)neN] <= a, < b, fir alle bis auf endlich viele n € IN

iibertragen und erhélt so, dass R = X/~ (genau wie Q) ein angeordneter Kérper ist.

Im Unterschied zu @ wollen wir aber auch, dass R vollstandig ist, was die Moti-
vation fiir die Konstruktion von R ist. Diese Konstruktion liefert per Definition eine
Vollstandigkeit in dem Sinne, dass jede rationale Cauchy—-Folge konvergiert, namlich
gegen das Element in R = X/~ welches der Aquivalenzklasse entspricht in der die
rationale Cauchy—Folge liegt. Wir wollen aber auch, dass alle reellen Cauchy—Folgen
konvergieren. Da aber die reellen Folgeglieder iiber rationale Cauchy—Folgen beliebig
gut approximiert werden konnen, kann tatsiachlich gezeigt werden, dass R konstruiert
als Faktormenge X /~ ein vollstdndiger Korper ist.

Die hier skizzierte Konstruktion geht auf Cantor zuriick und fiir eine umfassendere

Diskussion verweisen wir z. B. auf [6].



KAPITEL 6

Stetige Funktionen

§6.1 FUNKTIONSGRENZWERTE

Eine reelle Funktion ist eine Funktion von einer Teilmenge D von R in die reellen
Zahlen. Den Definitionsbereich einer reellen Funktion f bezeichnen wir mit D(f). Im

Zusammenhang mit reellen Funktionen f betrachtet man Grenzwerte des Typs
lim_f(z),
sogenannte Funktionsgrenzwerte, wobei & nicht unbedingt im Definitionsbereich D(f)

liegen muss.

Wir beginnen mit den folgenden Definitionen.

Definition 6.1. Sei X < R und x € R. Der Punkt = heifit Berithrpunkt von X, wenn
es mindestens eine Folge (x,,)new mit x, € X fiir alle n € IN gibt, die gegen x konvergiert.
Falls es eine solche Folge x,, — x gibt, wobei zuséatzlich alle Folgenglieder x,, # &

erfiillen, dann ist der Beriihrpunkt x ein Haufungspunkt von X

Trivialerweise ist jeder Punkt x € X ein Beriihrpunkt von X, da die konstante Folge
(2)nen gegen x konvergiert. Auf der anderen Seite ist nicht unbedingt jeder Bertihrpunkt
ein Haufungspunkt. Betrachten wir dafir z. B. die Menge X = (—o0, —1] U {0} U [1, o0).
Es gibt keine Folge in X \ {0} die gegen 0 konvergiert und somit ist 0 kein Haufungspunkt
von X.

Beispiel 6.2. Die folgenden Beispiele kann man sich leicht iiberlegen.

(a) Fir a < b sind die Randpunkte a und b eines Intervalls I sowohl Beriihr-, als
auch Haufungspunkte. Dies ist unabhéngig davon, ob [ offen, halboffen oder
abgeschlossen ist. Genauso ist jeder Punkt aus I sowohl Beriihr-, als auch
Haufungspunkt von I.

(b) Die Menge X = {1/n: n € N} hat nur 0 als Hiufungspunkt und X u {0} ist
die Menge der Beriithrpunkte von X.

(¢) Da die rationalen Zahlen nach Satz 5.13 dicht in R sind, kann man zeigen,

dass jede reelle Zahl ¢ € R ein Haufungspunkt von @ ist.
Definition 6.3. Sei f eine reelle Funktion mit Definitionsbereich D < R und & € R

ein Bertihrpunkt von D. Fiir a € R sagen wir, dass f an der Stelle & den Funktions-
grenzwert a hat, und schreiben
lim f(z)=a bzw. f(x)—afire— 7,

101
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falls fiir alle Folgen (x,)nen mit x, —> & und x, € D fiir n € N die Folge (f(Zn))nen

gegen a konvergiert, wenn also

lim f(z,) =a

n—-=ao0

tiir alle solche Folgen gilt.

In dieser Definition wird nicht vorausgesetzt, dass & im Definitionsbereich von f
liegt. Fir die Bertihrpunkte #, die in D(f) liegen und fir die der Funktionsgrenzwert an
der Stelle & existiert, muss lim, ,; f(z) = f(Z) gelten, da die konstante Folge (Z),en
trivialerweise gegen & konvergiert.

Fiir den Grenzwert a lassen wir auch die uneigentlichen Grenzwerte —oo und oo zu
und definieren auf naheliegende Weise, wann lim,__,; f(x) = o0 oder lim, ; f(z) = —o0

gilt. Schliefllich lassen wir auch fiir  die uneigentlichen Grenzwerte co und —oo zu und
Jlim, o) = o

bedeutet also, dass es mindestens eine Folge (z,) von Elementen von D(f) gibt, fir die

x, —> o0 gilt, und dass fiir alle solchen Folgen

nlimoof(xn) =a

—

gilt. Wieder sind dabei a = —o0 und a = o zugelassen. Analog definieren wir, wann
WERE
gilt.

Beispiel 6.4. (a) Sei f: R — R die Funktion mit f(x) = 2. Dann ist D(f) = R
und jedes 2 € R ist ein Bertihrpunkt. Fiir jedes # € R gilt nun lim,_,; f(x) = 22
Sei namlich (x,),ew eine Folge reeller Zahlen mit lim,,_, o, x,, = Z fir alle n € IN.

Dann gilt wegen Satz 5.36

lim f(z,) = lim 22 = ( lim xn> : < lim xn> =3 2=3".
n—=ao n—-o0

n—-o0 n—-o0

Auf dhnliche Weise sieht man lim, ., f(x) = o0 und lim, ,_, f(z) =
(b) Sei f:[0,00) — R die Funktion definiert durch

1, fallsx >0,
0, fallsz =0.

fla) =

Wir priifen die Existenz des Funktionsgrenzwertes fiir = 0. Fir jede Folge

(Zn)new von Elementen des offenen Intervals (0, c0) mit z,, — 0 gilt

ml=1.

i, f(22) = Jim,

n

Auf der anderen Seite liegt 0 im Definitionsbereich von f und f(0) = 0. D.h.

der Funktionsgrenzwert an der Stelle 0 existiert nicht.
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(¢) Sei f: R — R definiert durch

1, falls z > 0,
flx):=10, fallsz=0,
—1, fallsx < 0.

Wir untersuchen, ob der Funktionsgrenzwert lim, o f(x) existiert. Dazu be-
trachten wir die Folge (x,,)neny mit x,, = %, die x,, — 0 erfillt.

Fiir alle geraden n ist x,, > 0 und damit ist f(z,) = 1. Fur alle ungera-
den n ist z, < 0 und damit ist f(x,) = —1. Es folgt, dass der Grenzwert
lim,, o f(z,) nicht existiert. Damit existiert auch der Funktionsgrenzwert
lim, ¢ f(z) nicht.

(d) Wir betrachten noch die Funktion f(x) = <. Diese Funktion ist fiir 2 = 0 nicht
definiert und der Funktionsgrenzwert an der Stelle 0 héngt vom Definitionsbe-
reich ab, den wir fiir die Funktion f zu Grunde legen.

e Sei zunichst D(f) = (0,%0). Fiir alle £ € (0,00) gilt lim,; f(z) = 1.
AuBerdem ist lim, ¢ f(x) = o0.

e Betrachten wir nun die Funktion f mit dem Definitionsbereich (—o0,0),
so ist fur alle # € (—00,0) wieder lim, ; f(z) = =. AuBerdem gilt
lim, o f(z) = —o0.

e Betrachten wir die Funktion auf dem Definitionsbereich R\ {0}, so existiert

der Funktionsgrenzwert lim, o f(x) nicht.

§6.2 STETIGKEIT

Definition 6.5. Es sei f eine reelle Funktion und & € D(f). Die Funktion f heift
stetig an der Stelle z, falls

lim_ f(x) = f(2).

d. h. fiir alle Folgen x,, — Z mit Folgengliedern in D(f) gilt, lim,, . f(x,) = f(Z).

Die Funktion f heifit stetig auf einer Menge X < D(f), falls f an jeder Stelle & € X

stetig ist. Falls eine reelle Funktion auf ihrem gesamten Definitionsbereich stetig ist, so

nennen wir die Funktion stetig.

Ist eine Funktion f nicht stetig bei & € D(f), so ist & eine Unstetigkeitsstelle von f.

Beispiel 6.6. (i) Sei ¢ € R. Dann ist die konstante Funktion f: R — R mit

x — c auf ganz R stetig, denn fiir jedes Z € R und jede Folge x,, — % gilt

nhglwf(xn) = lim ¢=c= f(z).

(74) Die identische Funktion id: R — R mit # — z ist an jeder Stelle # € R

stetig. Sei namlich z € R, dann gilt fiir jede Folge =, — 2

lim id(z,) = lim z, =% =id(%).

n—--0o0 n—--0o0
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(747) Nach Beispiel 6.4 (a) ist die Funktion f: R — R mit  — z? an jeder Stelle
2 € R stetig.
(iv) Nach Beispiel 6.4 (d) ist die Funktion f(z) = < an jeder Stelle ihres Definiti-
onsbereichs R \ {0} stetig.
(v) Die Funktion f: [0,00) — R mit

1, falls x > 0,
flz) =
0, fallsz =0.

aus Beispiel 6.4 (b) ist an der Stelle Z = 0 unstetig.
(vi) Die Funktion f aus Beispiel 6.4 (¢) ist ebenfalls an der Stelle = 0 unstetig.
Anschaulich kann man sich die Stetigkeit einer Funktion wie folgt vorstellen: Der

Graph einer reellen Funktion f ist die Menge

{(z,f(z)): ze D(f)} = R*.

Ist f auf einem Intervall I < R definiert, so ist grob gesprochen die Funktion f auf I
stetig, wenn man den Graphen von f auf dem Intervall I ,,ohne abzusetzen* zeichnen
kann. Die Graphen der Funktionen aus Beispiel 6.6 (7)—(iv) kann man auf jedem
Intervall in ihrem Definitionsbereich ohne abzusetzen zeichnen, bei den Funktionen
aus (v) und (vi) geht das nicht, da die Graphen jeweils bei & = 0 Spriinge aufweisen.

Fiir zwei reelle Funktionen f und g definiert man f + g punktweise als die Funktion

mit dem Definititionsbereich D(f) n D(g) durch

(f +9)(x) = f(x) + g(z)

fir alle z € D(f) n D(g). Analog definiert man f — g, f - g und g. Im Falle von 5 muss
man allerdings noch diejenigen z € D(f) n D(g) aus dem Definitionsbereich von %

ausschlieBen, fir die g(x) = 0 gilt. Der Definitionsbereich von § ist also die Menge

(D(f) ) D(g)) ~ {x eR: g(z) = O} .

Der folgende Satz zeigt, dass sich Stetigkeit unter diesen Rechenoperationen erhalt.
Satz 6.7. Seien f und g reelle Funktionen, die an der Stelle & € D(f) n D(g) stetig
sind. Dann sind auch die Funktionen f + g, f —g und f - g bei & stetig. Ist g(&) # 0,

so st auch g an der Stelle T stetig.

BEWEIS. Es sei (2, )nen eine Folge in D(f)nD(g) mit z, —> Z. Wegen der Stetigkeit
von f und g bei Z gilt

— —
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Aus den Rechenregeln fir Grenzwerte (Satz 5.36) ergibt sich dann

nh—>moo(f + g)(x,) = nh_r)noo<f($n) +9(xn))
= lim f(z,)+ lim g(a.) = f(2) + g(2) = (f + 9)(2).

Damit ist f + g an der Stelle & stetig. Analog zeigt man die tibrigen Behauptungen,

wobei man bei i noch den Fall g(#) = 0 ausschliefen muss. O
Wir erinnern uns daran, dass ein Polynom iiber R ein Ausdruck der Form
ag+ a1 X + - +a, X" € R[X]

ist, wobei die a; reelle Zahlen sind und X eine Unbekannte ist. Die zu einem reellen

Polynom ag + a1 X + - - 4+ a, X" gehérende Polynomfunktion ist die Funktion
p:R— R mit z+——ay+ax+- -+ a,z".

Im Falle reeller Polynome kénnen wir ein Polynom als formalen Ausdruck mit seiner
Polynomfunktion identifizieren.

Eine rationale Funktion r ist ein Quotient

q(z)

r(z) = p(z)

zweier reeller Polynomfunktionen p und ¢, wobei der Definitionsbereich von r die Menge
D(r) = {z e R: q(x) # 0} .

ist.
Aus Satz 6.7 und aus Beispiel 6.6 ergibt sich sofort das folgende Korollar

Korollar 6.8. (i) Jede reelle Polynomfunktion p ist auf ganz R stetig.
(ii) Jede rationale Funktion r = p/q ist auf ihrem Definitionsbereich D(r) stetig.

Wir erinnern an die Komposition zweier Funktionen. Sind A, B, C' und D Mengen
und f: A — B und g: C — D Funktionen mit f(A) < C, so ist die Komposition
go f: A—> D die Abbildung, die jedes a € A auf (go f)(a) = g(f(a)) abbildet.

Seien zum Beispiel f: R — R und g: [0,00) — R gegeben durch f(z) = 2? + 1
und g(z) = 2% Dann ist

(gof)lx) = (2*+1)°.
Man nennt g o f auch eine zusammengesetzte Funktion. Dabei bezeichnet man f als
die innere Funktion und g als die dufSere Funktion. Man kann leicht einsehen, dass die
Komposition stetiger Funktionen eine stetige Funktion ergibt.
Satz 6.9. Seien f: X — R und g: Y —> R reelle Funktionen mit f(X) < Y. Die

Funktion f sei an der Stelle & € X stetig und die Funktion g sei an der Stelle f(%)
stetig. Dann ist go f an der Stelle T stetig.
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BEWEIS. Sei (), eine beliebige Folge mit x,, — #. Wir definieren durch
Yn = f(x,) die Folge (yn)new. Da f an der Stelle & stetig ist, gilt

nh_n}ooyn = nh_r{loof(xn) = f(:%)
und da g an der Stelle f(Z) stetig ist, folgt

lim (go f)(xn) = lim g(f(zn)) = lim g(yn) = g(f(2)) = (g° f)(2).

n——0oo

§6.3 e-0-KRITERIUM DER STETIGKEIT

Wir diskutieren noch eine weitere, aquivalente Definition der Stetigkeit, das soge-

nannte £-0-Kriterium.

Satz 6.10. Sei f eine reelle Funktion und sei & € D(f). Dann ist f genau dann an
der Stelle T stetig, wenn folgendes gilt:

Fiir alle ¢ > 0 ezistiert ein 6 > 0, sodass fir all x € D(f) mit |v — | < § die
Ungleichung |f(Z) — f(x)| < e gilt.

BEWEIS. Sei f eine reelle Funktion mit Definitionsbereich D und & € D. Wir

beweisen beide Implikationen durch Widerspruch und beginnen mit der Hinrichtung.

Wir nehmen also an, dass fiir ein € > 0 kein § > 0 gibt, sodass fiir alle z € D mit

|z — | < 0 die Ungleichung |f(z) — f(Z)| < e gilt. Setzt man § = 1/n fiir n € N so
erhéalt man fiir jedes n € IN ein x,, € D, welches die Ungleichungen

T -2l <~ wd  |f(e) - f(8)

n

=€

erfiillt. Wegen der linken Ungleichung konvergiert die Folge (x,,),en gegen #, wahrend die
rechte Ungleichung zeigt, dass der Abstand zwischen f(z,) und f(Z) niemals kleiner &
ist. Somit ist f an der Stelle Z unstetig, im Widerspruch zur Annahme.

Fiir die Riickrichtung nehmen wir nun umgekehrt an, dass f nicht stetig bei 2 ist.
Dann gibt es eine Folge (x,,)nen in D, die gegen & konvergiert, wahrend (f(z;,))nen nicht
gegen f(Z) konvergiert. Dann existiert ein € > 0, sodass fir kein ng € IN alle f(z,) mit

n = ng die Ungleichung
‘f(xn) - f('fj” <€

erfilllen. Anders ausgedriickt gibt es eine unendliche Menge von Indizes I < IN, sodass

|[f(zi) = f(2)] > e (6.1)

fir alle 7 € I gilt. Die Folge (z;);cs ist eine Teilfolge von (z,,)nen und konvergiert somit
ebenfalls gegen 2. Somit gibt es fiir jedes 6 > 0 ein iy € I, sodass fiir alle ¢ € I mit
i =i die Ungleichung |z; — #| < § gilt. Mit Blick auf (6.1) zeigt sich somit, dass das
g-0-Kriterium der Stetigkeit von f an der Stelle Z nicht erfillt ist. O
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Wir betrachten einige der bereits bekannten Beispiele und untersuchen die Stetigkeit

mithilfe des e-9-Kriterium.

Beispiel 6.11. (a) Fir ce Rsei f: R — R mit x — ¢ die konstante Funktion.

Wir zeigen die Stetigkeit von f mit dem e-6-Kriterium. Sei also Z € R beliebig
und € > 0 gegeben. Dann gilt fiir alle x € R die Gleichung

[f(x) = f(@)] =le—c| = 0.

Also kann man in diesem Fall sogar ¢ > 0 beliebig wahlen und fiir alle x € R
mit |z — 2| < § gilt immer noch |f(z) — f(Z)| = 0 < e. Insbesondere erfillt f
bei Z das e-9-Kriterium der Stetigkeit.
Sei f: R — R mit z — =z die Identitdt und Z € R und € > 0 beliebig.
Hier kann man ¢ = ¢ setzen und dann gilt fiir alle € R mit | — 2| < 0 die
Ungleichung

(2) - £(2)
Also erfiillt f an der Stelle Z das e-9-Kriterium der Stetigkeit.

Sei f: R — R gegeben durch x — 2%. Sei £ € R und € > 0. Im Gegensatz

=lzr—3% <d=c¢.

zu den beiden Beispielen aus Teil (a) und (b) kann man hier kein konstantes ¢
unabhéngig von z wéahlen.

Wir wollen ¢ > 0 (abhéngig von & und ¢) finden, sodass fiir alle x € R mit
|z — &| < § die Ungleichung |f(x) — f(#)| < e gilt. Hierfiir beobachtet man die
folgende Identitat

|f (@) = f(@)] = [* — 27

Da wir annehmen, dass  und & Abstand kleiner 0 haben, gilt neben |z — 2| < 0

=|[(z-2) (z+2)| =z —2| |z + 3.

auch mithilfe der Dreiecksungleichung
x4+ 2| <|z| + 2] < (|2 +6) +|2|=2-|2|+0.

Wenn wir also 0 < |2| wéhlen, dann erhalten wir

A

flx) = f@)| =]z —2| [z +2 <5 |z +& <5 3|2
und mit der Wahl § = ﬁ erhalten wir die gewtinschte Ungleichung
|[f(z) = f(2)] <e.

Allerdings miissen wir fiir diese Wahl von § auch & # 0 voraussetzen. Dieses
Argument zeigt also nur die Stetigkeit von f mit dem e-d-Kriterium fiir  # 0.
Fir 2 = 0 gilt aber | f(z) — f(2)| = |z|* und fiir vorgegebenes £ > ( erhalten

wir fiir 6 = min{l, e} fiir jedes x € R mit |z — 2| = |z| < § sofort
|[f(z) = f@)] = |2 <0® <d <,

da fiir § < 1 gilt 4% < 4.
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(d) Wir betrachten nun noch die Funktion f: [0,00) — R gegeben durch

1, fallsxz >0
0, fallsz=0.

fz) =

Setzt man ¢ = 1/2 und & = 0, so existiert fiir alle 6 > 0 ein x € [0, 00) mit

|z — 2| < 6 und = > 0, zum Beispiel = . Fiir jedes solche z gilt nun

|f(z) = f(2)

Damit erfiillt die Funktion f nicht das e-J-Kriterium der Stetigkeit an der
Stelle 0.

—j1-0=1>¢.

Wir halten fest, dass Stetigkeit es uns erlaubt, den Limesoperator lim mit einer
stetigen Funktion zu vertauschen. Genauer gesagt, gilt fiir jede konvergente Folge

(n)new deren Glieder und Grenzwert im Definitionsbereich liegen, die Identitat
i, f () = £( i 2n).

Auf diese Weise hilft die Stetigkeit der Funktion f bei der Bestimmung des Grenzwertes
der Folge (f(xy))nen. Das ist niitzlich, da viele aus der Schule bekannte reelle Funktionen
stetig sind, wie zum Beispiel die Polynomfunktionen, trigonometrischen Funktionen sin,
cos, tan, die Logarithmusfunktion und die Exponentialfunktion.

Eine wichtige Eigenschaft von stetigen Funktionen ist, dass sie keine Werte im
Bildbereich iiberspringen“ und Intervalle auf Intervalle abbilden. Dies machen wir

prazise mit dem Zwischenwertsatz.

Satz 6.12 (Zwischenwertsatz). Sei f: D — R eine stetige Funktion und [a,b] < D
mit f(a) < f(b). Dann gibt es fir jedes y € [f(a), f(b)] ein x € [a,b] mit f(z) = y.

BEWEIS. Angenommen fiir ein y € [f(a), f(b)] gibt es kein solches Urbild z € [a, b].
Wir definieren zwei Folgen (a,)nen und (by,)new rekursiv. Dafiir setzen wir a; := a und
by := b und ausgehend von bereits definierten a,, und b, betrachten wir ¢, = (a, +b,)/2
und definieren a,; und b, in Abhéngigkeit von f(c,).

Falls f(c,) < y ist, dann setzten wir
Gpi1 = C und bni1 = by
und andernfalls gewissermaflien umgekehrt
(py1 = Gy und b1 =c.

Der Punkt ¢, liegt immer genau in der Mitte von a,, und b, und deswegen gilt dann fiir

allene N

b, — a, =
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Somit folgt lim a,, = lim b,, und sei x dieser Grenzwert. Wegen der Stetigkeit von f gilt
dann

nh_I)noof(an) = f(ZL‘) = nh_I{loof(bn) :
Da aber f(a,) < y fir alle n € N ist, muss f(z) = lim f(a,) < y gelten. Auf der anderen
Seite folgt f(b,) > y auch f(z) = lim f(b,) = y und somit ist f(z) = p. O

Der Satz gilt analog fiir stetige Funktionen f: [a,b] — R mit f(a) > f(b).






KAPITEL 7

Differentialrechnung

Wenn die Position eines sich bewegenden Objekts durch eine Funktion in Abhangig-
keit von der Zeit gegeben ist, so ist es naheliegend zu fragen, welche Geschwindigkeit
der Korper zu einem bestimmten Zeitpunkt hat oder welche Beschleunigung er zu einem
bestimmten Zeitraum erfiahrt. Allgemein kann man fiir Funktionen, die den Wert irgend-
einer GroBe in Abhéngigkeit von der Zeit beschreiben, fragen, welche Anderungsrate
diese Grofle zu einem bestimmten Zeitpunkt hat. Rein geometrisch mochte man wissen,
wie man fiir eine reelle Funktion f die Tangente an den Graphen der Funktion in einem
Punkt (z, f(Z)) findet, falls man tiberhaupt sinnvoll definieren kann, was diese Tangente
ist. Alle diese Fragen kann man mit Hilfe der Differentialrechnung beantworten, die auf
[saac Newton (1643-1727) und Leibniz (1646-1716) zuriickgeht.

§7.1 ABLEITUNG EINER FUNKTION

Wir betrachten eine reelle Funktion f: D — R, wobei wir meist voraussetzen,
dass D ein nicht-triviales Intervall ist. Die Stelle Z € D sei fest gewéhlt. Zu jedem x € D
betrachten wir den Differenzenquotienten

flz) — f(2)
x—1I
Dieser Differenzenquotient gibt die Steigung der Geraden durch die Punkte (2, f(%))
und (z, f(z)) an oder auch das Verhiltnis der Anderung von f zur Anderung von z.

Die Gerade durch die Punkte (#, f(#)) und (x, f(x)) nennt man eine Sekante im
Punkt (Z, f(Z)). Wenn wir jetzt den Punkt x immer ndher an # heran wandern lassen,
so nahert sich die Sekante der Tangente an den Graphen von f im Punkt (Z, f(Z)) an.

Die Steigung der Sekante nahert sich dabei dem Wert

o @)= /(@)

e—i  x— I
an, falls dieser Grenzwert tiberhaupt existiert. Diesen Grenzwert werden wir die Ableitung
von f an der Stelle & nennen und mit f’(#) bezeichnen. Bei der dieser Grenzwertbildung
betrachten wir natiirlich nur Folgen x, — & mit x,, # & und die Existenz mindestens

einer solchen Folge ist garantiert, wenn Z ein Haufungspunkt in D ist.

Definition 7.1. Sei f: D — R eine reelle Funktion und & € D ein Hiufungspunkt.

Dann heifit f an der Stelle & differenzierbar, falls der Grenzwert

NP A Rp ()
r—i T —3
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existiert. Im Falle der Existenz bezeichnen wir diesen Grenzwert mit f'(Z) und nennen
ihn die Ableitung von f an der Stelle z.

Die Funktion f heifit differenzierbar auf einer Menge X < D, wenn f an jeder Stelle
2 € X differenzierbar ist.

SchlieBlich definieren wir zu f noch eine reelle Funktion f': D' — R mit
D' ={& e D: f ist an der Stelle % differenzierbar},

die jedem x € D' die Ableitung f'(x) von f an der Stelle x zuordnet. Diese Funktion f’

nennen wir die Ableitung von f. Anstelle von f'(z) schreibt man auch 4.

Beispiel 7.2. (a) Wir betrachten zunéchst fiir ein ¢ € R die konstante Funktion
f: R — R mit x — c. Fir jedes Z € R gilt dann
i L@ S eme g
e—i  x— I T—i g —

Damit ist f'(Z) = 0. Die Ableitung einer konstanten Funktion ist also die
Funktion, die konstant 0 ist.

(b) Sei f: R — R mit x — x die Identitat und # € R. Dann gilt
@) @) a

- A A

i ]
e—t o — 1 ey — I
Somit ist f'(Z) = 1. Die Ableitung der identischen Funktion ist also die

Funktion, die konstant den Wert 1 hat.
(c¢) Sei f: R —> R definiert durch x — 2% und sei # € R. Dann gilt

r(A 2 A2
lim_ —f(a:) Jj(m) = lim_ r-v :f
T—i  r— I —i p— 1
I C k)R G ) BRSPS
T—> T —172 T—> T

Fiir die Ableitung erhalten wir also f/(Z) = 22 fur alle & € R.
(d) Wir betrachten noch die Betragsfunktion f: R — R gegeben durch z — |z|.

Fir alle 2 > 0 ist

T et ) N el | B TR ek S R PSS
o>t T — 7 e—i p—F§ iy —f

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass fiir jede Folge x,, — 2 fiir £ > 0 ein ny
existiert, sodass x,, > 0 fiir alle n > ny. Tatsédchlich folgt dies aus der Definition
konvergenter Folgen (setzte z. B. ¢ = £/2).

Fir alle 2 < 0 gilt ebenso

N CO R o NN
T—k r— r—% I — I
S el G Sl S
T—> T — X rT—> T — X

und somit ist /(%) = —1 fur < 0.
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Die Ableitung f’(0) existiert jedoch nicht. Sei namlich (z,).en definiert

durch z,, = 1, dann ist lim,,__, 2, = 0 und
TL’

2 — F(0 1| _ 1
TIPACD R () -l
n—>o0 T, — 0 n—soo L1 _ n—>co L
Sei nun z,, = % Dann ist lim,,—,o, z,, = 0 und
_1] 1
lim M: lim ‘ ”‘ | |~ lim 2 =-1.
n—-0o0 xn — O n—-0o0 _l — n——0o0 _l

Also existiert der Grenzwert lim,__,q ! (2:5 © hicht. Die Betragsfunktion ist an
der Stelle 0 also nicht differenzierbar.
Die Betragsfunktion ist stetig, aber an der Stelle 0 nicht differenzierbar. Dieses
Beispiel zeigt, dass die Umkehrung des folgenden Satz nicht gilt.
Satz 7.3. Sei f: D — R und £ € D ein Hdufungspunkt. Ist f an der Stelle &

differenzierbar, so ist f an der Stelle & auch stetig.

BEWEIS. Da f bei # differenzierbar ist, existiert ein a € R mit

0= fim {0 1)
r—i =7

Es gilt mit Satz 5.36 (2)
lim (f(z)— f(2)) = lim. (Li("”) Sz — :z))

T—>T r—xT €r —
— 1ijM. lim (z —2)=a-0=
T—> I T — X T—>

Damit folgt lim, ; f(x) = f(&) und das zeigt die Stetigkeit von f an der Stelle . O

Bemerkung 7.4. Sei f: D — R und & € D ein Haufungspunkt.
(a) Ist f an der Stelle & differenzierbar, so lautet die Gleichung fiir die Tangente

an den Graphen von f im Punkt (%, f(2))
y=f@)(z—-2)+ f(@).

(b) Wir definieren die hoheren Ableitungen von f an der Stelle Z, falls diese

existieren, rekursiv wie folgt.
e Die 0-te Ableitung von f an der Stelle & ist einfach f(Z) selbst.
e Wenn die n-te Ableitung f™ fiir ein n € Ny an der Stelle # € D(f™)
bereits definiert ist und # ein Haufungspunkt in D(f(™) ist, so sei die
(n + 1)-te Ableitung von f bei & definiert durch
o ) = £0(0)
T—i r— 7

falls dieser existiert. Wir definieren die (n + 1)-te Ableitung durch

Fo@) = (F™) (@)

Y
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(¢) Fuhren wir eine Variable h fiir x — & ein, so ergibt sich

f@) = @) _ fa+h) = @)

r—2 h
Fiir den Grenzwert des Differenzenquotienten kénnen wir dann

f(@+h) - f(2)
h

lim
h—0

schreiben, wobei wir nur solche Werte fiir b > 0 zulassen, fur die Z + h € D(f)
gilt. In diesem Ausdruck kommt die Variable x nicht mehr vor. Wenn wir die

Notation vereinfachen und x anstelle von Z schreiben, so erhalten wir

fl@+h) - fx)
- .

f'(z) = lim

h—0

§7.2 ABLEITUNGSREGELN

Oftmals miissen wir zur Berechnung einer Ableitung nicht den Grenzwert des
Differenzenquotienten direkt berechnen, sondern kénnen verschiedene Ableitungsregeln

einsetzen.

Satz 7.5. Seien f, g: D — R und x € D ein Haufungspunkt an dem beiden Funktionen
differenzierbar sind. Dann sind auch die Funktionen f + g, f —g, c¢- f (fir c € R)
und f - g an der Stelle x differenzierbar. Ist g(x) # 0, so ist auch § an der Stelle x

differenzierbar. Fir die Ableitungen dieser Funktion gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) (f +9)(z) = fl(z) + ¢'(z), (Summenregel)
(2) (f = 9)(z) = f(z) — g'(2),

(8) (c- f)(z) =c- f(z),

(4) (f-9)'(x) = f'(2) - g(z) + f(x) - g'(2), (Produktregel)
(5) <§> () = fl(z)'g((?(;)g(f)'gl(m). (Quotientenregel)

BEWEIS. Die Summenregel folgt einfach aus der punktweisen Definition von f + g
und den Rechenregeln konvergenter Folgen (Satz 5.36). Es gilt

oy L@ +h) = (f+9)@) _ (et h) = f(2) + (gle +h) — g(h))
h—0 h h—s0 h
- flath)—f@) gt h)—g(h)
- hlino h * hlino h
= f'(x) +4'(z).

Die Rechenregeln (2) und (7) folgen wie die Summenregel direkt.

Fiir die Produktregel beobachten wir zuerst
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(f-g)+h)=(f g)(z) flx+h) glx+h)—fz) gx)

lim = lim

h—s0 h h—50 h
_ oy St h)-gl@+h) — f(@)-g(z £ h) + f(2) - gz + ) — f(x) - g(2)
h—s0 h
= Jim (f(erh}zJ_f(x) gl +h)+ fla)- g($+h})l_g(x)) .

Da Differenzierbarkeit Stetigkeit impliziert (siehe Satz 7.3), ist g an der Stelle z auch
stetig, d. h.

i, g(a+ 1) = gla).
Somit konnen wir die Rechenregeln fiir konvergente Folgen anwenden und erhalten die

gesuchte Formel

() () = i S OCENZT IO _ iy o004 1) g'(0).

Fiir den Beweis der Quotientenregel nehmen wir zuerst an, dass f = 1 die konstante

Einsfunktion ist. In diesem Fall wollen wir

)-8

nachweisen. Der allgemeine Fall ergibt sich dann einfach mithilfe der Produktregel.

Fiir den Beweis von (7.1) formen wir wieder den Differenzquotienten geeignet um.

i 9@ +h) —1/g@@) 1 1
e h ok \g(w by 9(@)
— bim 1 9(@) gz +h)
h—0 g(z + h)g(x) h
Mit der Stetigkeit von g an der Stelle x und den Rechenregeln konvergenter Folgen
ergibt sich somit (7.1). O

Satz 7.6. Fir jedes n € IN gilt:
(7) die Funktion f: R — R gegeben durch x — x™ ist f auf ganz R differenzier-

bar und es gilt f'(z) =mn - 2" 1.

(i) die Funktion g: R~ {0} — R gegeben durch x — 7" = = ist f auf R~ {0}

xn

differenzierbar und es gilt ¢'(x) = —n - 7" L.

BEWEIS. Wir beweisen den ersten Teil des Satzes durch vollstandige Induktion. Fiir

den Induktionsanfang n = 1 ist f(x) = ' = . Wir haben bereits gesehen, dass in
diesem Fall f/(z) =1 = 2" gilt.
Sei nun n € IN. Angenommen, es gilt (z") = n - 2", dann ist

([L‘n+1),=(1’”'1’)/2(l‘n)/'l’—i-QTn'l:n'xn_l'x‘Flﬂ:(n+1)'$n'

Der zweite Teil folgt nun aus dem ersten Teil mit der Quotientenregel

glw) = < 1 )/ - - e — —n.z "L,

ﬁ (ZB”)Q $2n
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Ul
Korollar 7.7. (i) Alle Polynomfunktionen sind auf ganz R differenzierbar. Fir
p(r) = ap+ a1z + - - + a,x™ ist
p(x) = Z iax’™" = ay + 2a0x + -+ + napa"
i—1
(i) Rationale Funktionen r(x) = x; fiir Polynomfunktionen p und q sind auf threm

gesamten Definitionsbereich D(r) R~ {z e R: q(z) = 0} differenzierbar.

BEWEIS. Beide Teile dieses Satzes folgen sofort aus Satz 7.5 und Satz 7.6. Die
Ableitung einer rationalen Funktion lasst sich leicht mithilfe der Quotientenregel be-

rechnen. 0

Wir erinnern an die Komposition zweier Funktionen. Sind A, B, C' und D Mengen
und f: A — B und g: C — D Funktionen mit f(A) < C, so ist die Komposition
o f: A—> D die Abbildung, die jedes a € A auf (go f)(a) = g(f(a)) abbildet.
Seien zum Beispiel f: R — R und g: [0,00) — R gegeben durch f(z) = 22 + 1
und g(z) = 2% Dann ist
(g0 (@) = (@* + 1)*.
Man nennt g o f auch eine zusammengesetzte Funktion. Dabei bezeichnet man f als die

innere Funktion und g als die duflere Funktion.

Satz 7.8 (Kettenregel). Seien f: X — R und g: Y — R reelle Funktionen mit
f(X) €Y. Die Funktion f sei an der Stelle x € X differenzierbar und die Funktion g
sei an der Stelle f(x) differenzierbar. Dann ist go f an der Stelle x differenzierbar und
es gilt
(9o f)(z) =g (f(x)- f'(z).
Fiir den Beweis der Kettenregel verweisen wir auf [2].
Beispiel 7.9. (a) Sei h(z) = (323 — 5z + 2)7. Wir konnen h als zusammengesetzte
Funktion interpretieren. Sei g(y) = y” und f(z) = 32® — 52 + 2. Dann ist
h(z) = (g o f)(x). Nach der Kettenregel gilt

W(z) = (go f)(x) = g'(f()) f(x) =T (32° — bz +2)° (92 - 5).
(b) Sei h(x) = (4353“)13. Dann ist

x+1

4% + 1\ 423 + 1\
h’(x)=13~(m+) (x+>
rx+1 r+1

1 (4x3+1)12 1202(z + 1) — (42® + 1)

x+1 (x+1)2
g (41T s 41207 1
a z+1 (x4 1)2

Definition 7.10. Sei f eine reelle Funktion und sei X < D(f).
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(i) Die Funktion f heifit monoton wachsend auf X, falls fiir alle x1, x5 € X mit

xr1 < X9 gilt
f(x1) < flw2).

(7) Die Funktion f heifit streng monoton wachsend auf X, falls fiir alle z1, x5 € X

mit x1 < xo gilt
f(x1) < f(x2) .

(7i1) Analog definiert man monoton fallend und streng monoton fallend.
(iv) Die Funktion f heiit (streng) monoton, falls f (streng) monoton wachsend

oder (streng) monoton fallend ist.

Man beachte, dass jede streng monotone Funktion f injektiv ist und somit gibt es
fiir diese die Umkerhrfunktion f~1!.
Satz 7.11. Sei I < R ein Intervall und f: I — R stetig und streng monoton auf I.
Dann gilt
() Das Bild f(I) von I unter f ist ein Intervall.
(ii) Ist f streng monoton wachsend (fallend), so ist auch f~' streng monoton
wachsend (fallend).
(iii) f~1 ist auf der Menge f(I) stetig.
(i) Ist f an der Stelle x differenzierbar und gilt f'(x) # 0, so ist f~' an der Stelle
y = f(x) differenzierbar und es gilt
Y. 1
W) =5

BEWEIS. Die erste Aussage ist eine direkte Folge des Zwischenwertsatzes fiir stetige

Funktionen (siehe Satz 6.12) und die zweite Aussage folgt direkt aus der strengen
Monotonie. Die Stetigkeit von f~! folgt aus der Differenzierbarkeit, aber fiir den Beweis
von Teil (7v) brauchen wir die Stetigkeit und so beginnen wir mit dem Nachweis
von (7i7).

Wir kénnen annehmen, dass f streng monoton wachsend ist, da der Beweis fiir
fallende Funktionen genauso funktioniert. Sei y € f(I) beliebig. Wir zeigen mit dem
e-0-Kriterium, dass f~! in y stetig ist.

Sei # = f~1(y) das Urbild von y unter f und € > 0 beliebig. Wir betrachten die
e-Umgebung von z € I, d. h.

J=(x—¢c,x+e)nl.

Da f Intervalle auf Intervalle abbildet, ist f(J) ein Teilintervall von f(I), das y enthalt.
Insbesondere existiert ein § > 0, sodass (y — d,y + ) < f(J). Somit ist f~!(y’) € J fiir
jedes ¢’ € (y — 6,y + ), womit,

) - )| <e
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gezeigt und Teil (777 ) bewiesen ist.

Fiir den Beweis von Teil (iv) sei y = f(z) gegeben und sei (y,)new eine beliebige
Folge in f(I) \ {y}, die gegen y konvergiert. Sei (z,)new gegeben durch z,, = f~(y,).
Wegen der bereits bewiesenen Stetigkeit von f~! gilt lim z;,, = 2 und somit erhalten wir

T, — T 1 1

. f_1<yn)_f_1<y)_ i = li =
ST Ty e f) = f@) e TR T )

Tp—

g

Die Aussage (iv) ist die Umkehrregel. Wenn man die Differenzierbarkeit von f~!

voraussetzt, dann ergibt sich die Umkehrregel elegant aus der Kettenregel

1=id'(z) = (f o f) () = () (f(z) - f(x).

Wir konnen auch anschaulich erklaren, wie es zu der Formel

—1y\/ _ 1
(f ) (y()) - f/(.%'())

fiur yo = f(zo) kommt.

Sei x € I\ {zo}. Die Steigung der Sekante durch die Punkte (z¢, f(z¢)) und (z, f(z))
ist

f(z) = f(@o) .
xr — I

Man erhilt den Graphen der Umkehrfunktion f~! indem man den Graphen von f
an der Geraden mit der Gleichung y = x spiegelt. Bei der Spiegelung geht der Punkt
(w0, f(z0)) in den Punkt (f(z9),z0) = (yo, [/ *(y0)) tiber und der Punkt (z, f(x)) in
den Punkt (f(z),z). Die Steigung der Sekante von f~! durch die Punkte (f(z),z) und

(f(wo), wo) ist

T — X
f(@) = flzo)
Da f in zg stetig ist, gilt f(z) — f(zo) fiir ¥ —> z¢. Damit ist (f~')'(yo) genau der

Grenzwert von

r — X
f(z) = flzo)’
wenn man x gegen z, laufen lisst. Dieser Grenzwert ist aber genau —2—.

f' (o)
Beispiel 7.12. Sei [ = (0,00) und f: I — R definiert durch f(z) = 2% Dann ist f

auf [ differenzierbar und streng monoton. Es gilt f’(x) = 22 und damit ist f’(x) auf dem
Intervall I niemals 0. Die Umkehrfunktion f=*: (0,00) — (0,0) von f ist bekanntlich
die Wurzelfunktion y — ,/y. Es seien z, y € (0, 00) mit 2® = y bezichungsweise /y = x.
Nach der Umkehrregel gilt fir die Ableitung von f~! an der Stelle y € (0, o0)
1 1 1 1
P @Y 2y
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Schreiben wir die Wurzelfunktion nun als (0, 0) — (0, 00) mit x — 4/z, so erhalten
wir
, 1
V) = 5o
In diesem Beispiel haben wir die Wurzelfunktion als bekannt vorausgesetzt. Da wir

solche Funktionen formal noch gar nicht eingefithrt hatten, holen wir dies nun nach.

§7.3 POTENZ-, EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONEN

7.3.1. Potenzfunktionen. Fur eine naturliche Zahl n und eine reelle Zahl a ist a™

definiert als das Produkt von n Faktoren a

a“=a-...-a.
~——
n Faktoren

AuBlerdem ist a® = 1. Schliellich definiert man
1
o=
Damit sind alle Potenzen o fiir ganzzahlige Exponenten z € Z erklart. Es gelten folgende
bekannte Rechenregeln, die man leicht mittels vollstdndiger Induktion nachweisen kann
(1) a®-a¥ = a™Y
(2) a* - b* = (a-b)*
(3) (a*) = a*v
Als néchstes erklaren wir Potenzen a? fiir rationale Exponenten ¢ € Q. Dazu miissen
wir zunéchst die Existenz n-ter Wurzeln aus positiven reellen Zahlen nachweisen, wobei

n € IN eine natiirliche Zahl ist.

Satz 7.13. Seiae R mita >0 und n € IN. Dann gibt es genau eine reelle Zahl x = 0,

die die Gleichung ™ = a ldst.

BEWEIS. Sei [ = [0,0). Die Funktion f(z) = z™ ist stetig und streng monoton
wachsend. Insbesondere ist f injektiv. Nach Satz 7.11 ist f([) ein Intervall. Wegen
f(0) = 0 und lim, . f(z) = oo gilt also f(I) = [0,0). Also gibt es mindestens ein
x € I mit f(x) = a. Wegen der Injektivitdt von f gibt es auch nicht mehr als ein

solches x. O

Definition 7.14. Die eindeutig bestimmte Zahl x aus Satz 7.13 heifit die n-te Wurzel

von a und wird mit {/a bezeichnet.

Man beachte, dass {/a nur fir a > 0 definiert ist. Aulerdem gilt fiir alle a > 0 und
alle n € IN die Ungleichung /a > 0.

Definition 7.15. Sei ¢ = ™ eine rationale Zahl fiir m € Z und n € N. Fiir jedes a € R

mit a > 0 setzen wir dann

@t = a¥ = (Ja)".
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Damit sind Potenzen positiver reeller Zahlen mit rationalen Exponenten ¢ erklart.
Mithilfe der Umkehrregel kann man nun, wie in Beispiel (7.1), die Ableitung von 2'/"
berechnen und danach kann man dies mit der Kettenregel auf (/™)™ fiir alle rationalen
Exponenten erweitern. Der folgende Satz verallgemeinert Satz 7.6 von ganzzahligen

Exponenten zu rationalen Exponenten.

Satz 7.16. Seiqe Q und f: (0,00) — R gegeben durch x — z?. Dann ist f auf
(0,00) differenzierbar und es gilt f'(z) = q- 2971

BEWEIS. Fir ¢ = 0 ist f die konstante Einsfunktion, deren Ableitung konstant
0 = go?! ist. Sei also ¢ = m/n mit n € N und m € Z und m # 0. Mit g(x) = /" und
h(xz) = 2™ erhalten wir f(x) = (h o g)(z) und mit der Kettenregel gilt

Die Ableitung von h ist uns aus Satz 7.6 bekannt und es gilt

W(g(z)) =m- (g(x)" " =m-a".
Die Ableitung von g berechnen wir mit der Umkehrregel. Die Funktion z™ ist streng
monoton wachsend und differenzierbar auf (0, 00) und g ist die Umkehrfunktion von x™

auf (0,00). Fiir y = 2" erhalten wir also ¢'(y) = ——. Setzen wir nun fiir y = z und

2z = 2!/ dann gilt
1
g’(m) = 1
nr
Fir die Ableitung von f ergibt sich somit
m— 1 m m— n— m m
f’(x)zm-le N Ry e PPt
nr on n n

U

Man kann Definition 7.15 wie folgt auf Potenzen mit reellen Exponenten erweitern.
Sei @ > 0 und r € R. Dann wahlt man eine Folge (g, ) rationaler Zahlen, die gegen x
konvergiert. Eine solche Folge existiert immer.

Sei namlich

T =T9.T1T2T3 ...

die eindeutige Darstellung von r als unendlicher Dezimalbruch mit ry € Z und mit
r; € {0,...,9}, dann sei g, die rationale Zahl mit der Dezimaldarstellung r¢.ry ...7,.
Wie man leicht sieht, konvergiert (g, )n.en dann gegen r.

Nun definieren wir

a = lim a?.

n—--aoo
Dieser Grenzwert existiert fiir alle a > 0 und alle » € R. Auch héngt der Grenzwert
nicht von der Wahl der rationalen Folge (¢, ).en ab. Alle Folgen rationaler Zahlen, die

gegen r konvergieren, liefern denselben Grenzwert.
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Definition 7.17. Fiira r € R mit a > 0 sei

a" = lim a%,

n—--a0

wobei (g )new eine Folge rationaler Zahlen ist, die gegen r konvergiert. Fiir alle r > 0

sei auberdem 0" := 0.

Beispiel 7.18. Wir wollen 2™ berechnen. Es gilt m = 3.14159.... Die Kreiszahl 7
ist nicht rational. Wenn wir wie oben die rationale Folge (g,) wéhlen, die gegen w
konvergiert, so erhalten wir ¢; = 3.1, ¢ = 3.14, q4 = 3.141, g5 = 3.1415 und so weiter.
Es gilt 2* = 8.57, 22 = 8.815, 2% = 8.82135 und 2% = 8.82441. Die Folge (¢,)
konvergiert gegen 7. Die Folge (29*) konvergiert gegen 27.

Im Folgenden lernen wir eine weitere Moglichkeit vor " fiir reelle Exponenten
zu definieren. Dafiir fiilhren wir zuerst die Exponentialfunktion ein. Mithilfe dieser
Definition lassen sich die Potenzgesetze und Satz 7.16 leicht fiir reelle Exponenten

verallgemeinern.

7.3.2. Exponentialfunktion und natiirlicher Logarithmus. In Kapitel 5.5
nach Korollar 5.33 hatten wir die Eulersche Zahl e als Grenzwert der Folge ((1 +
1 /n)”)ne]N definiert. Allgemeiner definieren wir die Exponentialfunktion exp: R — R
durch x — lim,,_, (1 + x/n)". Dafiir zeigen wir zunéchst, dass diese Grenzwerte fiir

jedes x € R existieren.

Satz 7.19. Fir jedes v € R konvergiert die Folge ((1+ x/n)”)ne]N.

BEWEIS. Wir konnen ganz ahnlich vorgehen wie im Beweis von Korollar 5.33, wo wir
den Fall z = 1 behandelt haben. Sei also x € R beliebig. Wir zeigen, dass es ein ng gibt,
sodass die Folge ((1 +z/ n)")n>n0 monoton wachsend und beschrankt ist. Tatsachlich

gilt fiir n > ng = [|z|]

(1+ =)™ 1+ 2

ey -0 (T) =049 (e

(sieche (5.3)) anwenden und wir erhalten

T n+1
(1+:5)"

(i 2)

n+1

> —1. Somit konnen wir Bernoullis Ungleichung

n+1 (5.3)
—(1+8) (- ) 2 (+9)(-5%) -2 -,

womit gezeigt ist, dass die Folge ((1 4 x/n)") _ ab n > |z| monoton wachsend ist.
Als néichstes zeigen wir, dass die Folge nach oben beschrankt ist. Dafiir verwenden

wir wieder den binomischen Lehrsatz und die Dreiecksungleichung und erhalten

S0 @ = 0) () <k

k=0
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Aus Beispiel 5.40 wissen wir, dass (|z|*/k!) e gegen 0 konvergiert und so gibt es ein ko,
sodass |x|¥/k! < 1 fiir alle k > ky. Sei ky > ko so gewihlt, dass auch |z|/k < 1/2 fiir alle
k > kq gilt. Dann erhalten wir fir n > k;

S et RS el
2Tl

Die erste Summe ist unabhingig von n und sei K € R definiert durch

k

Z |$|k.

k=k1

el

K:zz%.

k=0
Fiir die zweite Summe konnen wir |z|*/k! < 1 und |z|/k < 1/2 fiir alle k > k; verwenden
und erhalten die Abschétzung

|£C|'“ A A 2l R e G LY
Y- (a0 -26)

k= k‘l k’:kl k:kl

Mit Satz 5.42 folgt, dass wir diese geometrischen Reihe Z;O:O (%)l durch 2 abschatzen

konnen und insgesamt sehen wir somit

n

<1+f)n‘ <K+2.
Die Folge ((1 4 x/n)") . ist somit nach oben beschrénkt und zusammen mit der
bereits gezeigten Monotonie folgt aus Satz 5.32 die Konvergenz. U

Nachdem wir die Konvergenz gezeigt haben, konnen wir iiber diese Folgen die

Exponentialfunktion definieren.

Definition 7.20 (Exponentialfunktion). Die Exponentialfunktion exp: R — R defi-

nieren wir fiir alle x € R durch
exp(x) := lim (1 + £>n :
n—>00 n

Neben der obigen Definition der Exponentialfunktion wird in der Literatur diese

Z z— (7.2)

definiert. Tatsédchlich kann man mit dem banIIllSCheIl Lehrsatz sehen, dass

() ()

sich fiir grofle n der n-ten Partialsumme a
Zn} -
= k!

—> 1/k! fir n — oo gilt.

Funktion oftmals durch

immer weiter annéhrt, da (})/n"

Eine der wichtigsten Figenschaften der Exponentialfunktion ist die folgende Funk-

tionalgleichung.
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Satz 7.21 (Funktionalgleichung). Fir alle reellen Zahlen xz, y € R gilt
exp(z + y) = exp(z) - exp(y) .

BEWEIS. Seien x, y € R beliebig gewahlt. Mithilfe der Rechenregeln fiir konvergente

Folgen sehen wir

exp(z) -exp(y) = lim (1+2)" lim (1+ £)"

n—-ao n—»-aoo
. n
= lim (1+ =¥ 42
n—-=aoo

= lim [(1 + 20" (1 #ﬁ’m))n] :
Als néchstes zeigen wir
lim (14 ts) =1 (7.3)

N> 00 n?+n(z+y
und mit einer weiteren Anwendung der Rechenregeln konvergenter Folgen erhalten wir

dann die gesuchte Funktionalgleichung

exp(z) - exp(y) = im (14 22)" = exp(z +y).

Fiir den Beweis von (7.3) unterscheiden wir zwei Falle.
Falls xy < 0 gilt, dann erhalten wir mit Bernoullis Ungleichung fiir ein hinreichend

grosses n (sodass n? + n(z +y) = 0 und #&m > —1 ist)

(5:3)

oy n (5. oy B oy
L= (1 + n2+n(x+y)) = 1+ nn2+n(:c+y) =1+ n+(z+y)

Da x und y fest gewéhlt sind, ist lim, . ~ +f§+y) = 0 und (7.3) folgt durch

1> lim (14 2—)"> lim (1+ —2—=)=1.

n—>00 n?+n(z+y) n—o0 n+(z+y)

Fir zy > 0 verwenden wir die Ungleichung 1 + 2z < 1le fir z # 1, die aus der
binomischen Formel (1+2)(1—2z) = 1—2% < 1 folgt. Mit einer weiteren Anwendung der
Bernoulli-Ungleichung fiir hinreichend grofies n (sodass die Voraussetzung #ﬁcﬂ/) <1
gilt) sehen wir

1 (5:3) 1 1

1< lim (142 )" < lim - _ < _ -1
n—>00 +n(z+y) n—-s00 (1 — WM) hmn_,oo(l — Wyﬁ-y)) 1
und (7.3) folgt. O

Mit der Funktionalgleichung kénnen wir viele weitere FEigenschaften der Exponen-
tialfunktion herleiten. In Kapitel 7.3.1 haben wir Potenzen a” eingefithrt und in (5.4)

hatten wir die Eulersche Zahl als

e:= lim (1+ %)n = exp(1)

n—-a0
definiert. Mit der Funktionalgleichung, den Potenzgesetzen fiir ganzzahlige Exponenen-

ten und einer einfachen Induktion tber n € IN erhalten wir

exp(n) = exp(n — 1) exp(1) = e" e =" le! =",
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Weiterhin gilt exp(0) = lim, (1 + 0/n)" = 1 und eine weitere Anwendung der
Funktionalgleichung zeigt

1=exp(0)=exp(n—n)=exp(n)exp(—n)=e" - exp(—n) = exp(—n)= - —e

Die wichtigsten Eigenschaften der Exponentialfunktion fassen wir in folgendem Satz

zusaminerl.

Satz 7.22. Die FExponentialfunktion exp: R — R erfiillt folgende Figenschaften

(7) exp(z) > 1 fir alle x > 0 und exp(x) > 0 fir alle z € R,
(i) 1+ x < exp(x) < 1= fir alle x € (—1,1),
(#i) exp(x) ist streng monoton wachsend,
(iv) exp(x) ist stetig auf ganz R,
(v) exp(x) hat Bildbereich (0,00) und

) exp()

(vi) exp(x) ist differenzierbar auf ganz R und hat die Ableitung exp’(x) = exp(z).

BewEIs. Fiir z = 0 folgt direkt aus der Definition von exp(z) = lim,, (1 + x/n)"
auch exp(x) = 1. Aus der Funktionalgleichung folgt dann auch exp(—z) = 1/exp(x) > 0,
was (i) beweist.

Die untere Schranke von Teil (i7) folgt wieder direkt aus der Bernoulli-Ungleichung

exp(z) = lim (1+2)" > limoo(l +z)=1+x.

1
1-27

Fiir die obere Schranke verwenden wir erst (1 + z) < gefolgt von einer weiteren

Anwendung der Bernoulli-Ungleichung

expla) = fim, (1+3)" < gy <l o =7

womit Teil (ii) bewiesen ist.

Fiir die Monotonie seien x < y beliebige reelle Zahlen. Wegen der Funktionalgleichung
gilt

exp(y) = exp(z +y — ) = exp(x) - exp(y — x)

und da y — 2z > 0 ist, folgt aus Teil (7) auch exp(y) > exp(z) und somit die strenge
Monotonie von Teil (7i7).

Die Stetigkeit aus Teil (7v) priifen wir zuerst im Punkt z = 0. Sei (2,)nen eine

beliebige Folge mit 2z, — 0. Fiir hinreichend grofles ng liegen also alle Folgenglieder x,,

n (—1,1) fir n = ng. Somit erhalten wir aus Teil (47) iiber

1

1
T < T < 1
i nh—r>noo 1 T S nh—r>noo exp(zn) = nh—>InOO 1-— Zn

auch lim,, o exp(z,) = 1 = exp(0), was die Stetigkeit an der Stelle 0 zeigt.
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Fiir beliebiges x € R folgt die Stetigkeit dann mit der Funktionalgleichung, da fiir

alle Folgen z,, — «x gilt x,, — x — 0 und somit gilt

lim exp(z,) = lim exp(xz + x, —x) = lim exp(x)exp(z, — )

n—->00 n—--0o0 n—-a0
= exp(x) limOO exp(z, —x) = exp(x) exp(0) = exp(x).

Teil (v) folgt aus Teil (7) mit der Stetigkeit dann aus dem Zwischenwertsatz und der
Tatsache, dass exp(n) = € — o und somit auch exp(—n) = ¢™" — 0 fiir n — .
Teil (vi) tberpriifen wir wieder zuerst an der Stelle z = 0 und mithilfe der Abschét-

zungen aus Teil (77) erhalten wir

< i = lim —— =1.
h—50 h h—0 h hlino h hlinol—h 1

Die Exponentialfunktion ist also an der Stelle 0 differenzierbar und

exp’(0) = 1 = exp(0) .

Fiir beliebiges x € R folgt die entsprechende Aussage durch die Funktionalgleichung. Es

gilt
hlino exp(x + h})b — exp(z) _ hh_n}o exp(x) exp(:) — exp(x)
= exp(x) Jim, exp(h% = exp(z) - exp’(0) = exp(z)
und somit gilt exp’(x) = exp(x) fur alle z € R. O]

Teil (vi) des Satzes zeigt deutlich, warum die Funktion exp(z) so wichtig ist. Die
Ableitung dieser Funktion ist die Funktion selber und die exp-Funktion ist, bis auf
einen konstanten Faktor, die einzige Funktion von R nach R mit dieser Eigenschaft.

Die Teile (7ii) und (v) aus Satz 7.22 zeigen, dass die Exponentialfunktion umkehrbar

ist und dies fithrt zur Definition des natirlichen Logarithmus.

Definition 7.23. Der natiirliche Logarithmus In: (0,00) — R ist die Umkehrfunktion

exp~! der Exponentialfunktion.

Die Notation fiir den natiirlichen Logarithmus ist in der Literatur nicht ganz
einheitlich und oftmals wird auch log(x) anstelle von In(x) verwendet.
Aus Satz 7.11 ergibt sich das folgende Korollar.

Korollar 7.24. Der natiirliche Logarithmus In: (0,00) — R erfillt folgende Eigen-
schaften
(7) In(zy) = In(x) + In(y) fir alle z, y > 0, (Funktionalgleichung)
n(x) ist streng monoton wachsend,
) <0 firze(0,1), In(1) =0 und In(x) > 0 firz > 1,
n(z) ist stetig auf ganz (0,0),
) hat Bildbereich R und

n\x

) In(
) In(
(#i) In(z
) In(
) In(

(v
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(vi) In(z) ist differenzierbar auf ganz (0,0) und hat die Ableitung In'(z) = L.

BeEWwEIS. Fiir Teil (7) sei 2 = exp(a) und y = exp(b). Dann folgt durch die Funktio-

nalgleichung der Exponentialfunktion
In(zy) = In (exp(a) exp(b)) = In (exp(a + b)) = a+b = In(z) + In(y).

Die Eigenschaften (ii)—(v) folgen direkt aus den Sétzen 7.11 und 7.22.
Fiir die Ableitung sei y = In(x). Die Umkehrregel aus Satz 7.11 angewandt fur
f(z) =In(x) und f~!(z) = exp(x) besagt dann fiir z > 0

= exp(y) = exp(y) = exp(In(z)) =z

In’(z)
und In'(z) = < folgt. O

7.3.3. Exponential- unf Logarithmusfunktion zu gegebener Basis. Neben
der (natiirlichen) Exponentialfunktion und dem natiirlichen Logarithmus definiert man

Exponentialfunktionen und Logarithmen zur Basis a > 0.

Definition 7.25. Sei a > 0 eine reelle Zahl. Die Funktion f: R — R definiert durch

x —— exp(xIn(a)) heifit die Exponentialfunktion zur Basis a.

In der Literatur werden manchmal auch Funktionen der Form f(z) = ¢-a” als
Exponentialfunktionen bezeichnet. Offensichtlich ist die Exponentialfunktion zur Basis
e somit die Exponentialfunktion aus Definition 7.20.

Satz 7.26. Fir jede reelle Zahl a > 0 hat die Exponentialfunktion f(z) = exp(zIn(a))

zur Basis a folgende Eigenschaften

(1) flx+y) = f(x)f(y) fir alle z, y € R, (Funktionalgleichung)
(i) f(x) ist stetig auf ganz R,
(7i1) f(q) = a? fir alle g € Q,
f(r) =lim, o a? fir jedes r € R und jede rationale Folge g, — r,

)

)
(iv)
(v) falls a > 1, dann ist f(x) streng monoton wachsend,

(vi) falls a € (0,1), dann ist f(x) streng monoton fallend und
(vii) f(x) ist auf ganz R differenzierbar und f'(z) = f(z)Ina.

BEWEISSKIZZE FUR SATZ 7.26. Teil (7) folgt direkt aus der Funktionalgleichung
der (nattrlichen) Exponentialfunktion und Teil (ii) folgt, da die Komposition stetiger
Funktionen stetig ist (Beweis ist eine gute Ubung).

Teil (iii) zeigt man zuerst fir ¢ = 1/n und n € IN mit Induktion, dann fiir alle z € Z
und schliefllich mit der Funktionalgleichung fiir alle ¢ = m/n mit m € Z und n € IN.

Teil (iv) ist dann eine Konsequenz der Stetigkeit, die wir in Teil (i) gezeigt hatten.

Die Aussagen (v) und (vi) rechnet man dann mit Hilfe von der Monotonie von exp(z)

und (#77) nach.
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Die Ableitung berechnen wir mit der Kettenregel

f'(z) = (exp(z1n(a))) = exp(zIna) - (zIna) = f(z) - Ina.

Aus Teil (7v) folgt nun fiir allgemeines x € R die Identitat

T

exp(z) = €”.
Allgemeiner haben wir durch (iv) eine dquivalente Definition von Potenzen mit reellen
Koeffizienten erhalten
a" = exp(rin(a))
fir alle reellen Zahlen a > 0 und r € R. Die Funktionalgleichung aus Teil (7) tibersetzt

sich dann zu dem Potenzgesetz

a*tV = qa® - a?
fir alle @ > 0 und z, y € R. Als Korallare halten wir die allgemeinen Potenzgesetze und
die Verallgemeinerung von Satz 7.16 fest.

Satz 7.27 (Potenzgesetze). Fir reelle Zahlen a, b > 0 und x, y € R gelten die folgenden
Rechenregeln

(i) a® - a¥ = a® 1Y,

(i) a® - b* = (a-b)",

)
(7it) (a®)¥ = a™¥ und
)

ﬁ — ax_y_

(v o

BEWEIS. Die erste Identitat hatten wir bereits aus der Funktionalgleichung her-
geleitet. Mithilfe der Funktionalgleichung des natiirlichen Logarithmus (siehe Korol-

lar 7.24 (7)), erhalten wir ganz dhnlich die zweite Rechenregel durch

(a-b)* = exp(zIn(ab)) = exp(z(In(a) + In(d)))
= exp(zIn(a) + xIn(b)) = exp(zIn(a)) - exp(z In(b)) = a” - b*.

Fiir die dritte Identitat beobachten wir zuerst, dass aus a® = exp(xIn(a)) folgt
In(a®) = In(exp(zIn(a))) = xzIn(a) .
Die gesuchte Identitat ergibt sich dann durch
@ = exp((@ - y) n(a)) = exp(y - £1n(a)) = exp(yIn(a®)) = ()"
Die letzte Rechenregel folgt aus der ersten und der Identitdt a™¥ = aiy, die wir durch
1 = exp(0) = exp(yIn(a) — yIn(a)) = exp(yIn(a)) - exp(—yIn(a)) = a* - a™

durch Umstellen erhalten. O
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Satz 7.28. Seir € R und f: (0,00) — R gegeben durch x — x". Dann ist [ auf

(0,00) differenzierbar und es gilt f'(x) =r-ax"L.

BEWEIS. Da 2" = exp(rIn(z)), folgt mit der Kettenregel

fl(z) = (2") = exp/(rin(z)) - (rin(z)) = exp(rin(z)) - r- L =a" - r-L=r. 2" ",
wobei wir im letzten Schritt die letzte Rechenregel Satz 7.27 angewandt haben. U

Es ist wichtig, dass Exponentialfunktionen a® nicht mit Potenzfunktionen z" ver-
wechselt werden. Bei den Potenzfunktionen wird die Basis variiert, bei den Exponenti-
alfunktionen der Exponent.

Da die Exponentialfunktion x — a* = exp(zIn(a)) fiir a # 1 streng monoton
und stetig ist (siche Eigenschaften (i), (v) und (vi) in Satz 7.26), besitzt sie eine

Umkehrfunktion. Diese Umkehrfunktion definiert den Logarithmus zur Basis a.

Definition 7.29. Ist a€ R, a > 0 und a # 1, so bezeichnet man die Umkehrfunktion
der Exponentialfunktion x — a® = exp(xIn(a)) als Logarithmus zur Basis a und man
schreibt log,(x) fiir den Wert dieser Umkehrfunktion an der Stelle x.

Ist 0 < a < 1, so gilt lim,__,,a” = 0 und lim,__,_,a® = o0. Ist a > 1, so gilt
lim,_ ,a® = o0 und lim,_,_, a® = 0. Damit ist in beiden Fallen der Definitionsbereich

der Logarithmusfunktion * — log,(z) die Menge (0, o).

Offensichtlich ist der Logarithmus zur Basis e dann der natiirliche Logarithmus, d. h.

log,(x) = In(x)

fir alle x € (0,00). Andere prominente Logarithmusfunktionen sind die zur Basis 2
(logy(x), die Umkehrfunktion von 2%) und die zur Basis 10 (log,,(x), die Umkehrfunktion
von 107), deren Funktionsgraphen in Abbildung 7.1 abgebildet sind.

Als Umkehrfunktionen der stetigen Exponentialfunktionen sind die Logarithmus-
funktionen ebenfalls stetig, streng monoton und differenzierbar (siehe Satz 7.11). Wir

fassen diese Eigenschaften im folgenden Satz zusammen.
Satz 7.30. Seia€ R mita > 0 und a # 1. Der Logarithmus log,: (0,0) — R zur
Basis a hat folgende Eigenschaften

(7) log,(zy) = log,(z) + log,(y) fir alle x, y > 0, (Funktionalgleichung)

(ZZ loga( ) - 07
(77) log,(x) ist stetig auf ganz (0, 0),

(v) falls a € (0,1), dann ist log,(z) streng monoton fallend und

1

)
)
(iv) falls a > 1, dann ist log,(x) streng monoton wachsend,
)
) T

(vi) log,(x) ist auf ganz (0,0) differenzierbar und log, (x) =

BEWEIS. Die Funktionalgleichung erhalten wir durch die entsprechende Gleichung

der Exponentialfunktion zur Basis a aus (7) von Satz 7.26 (bzw. dem ersten Potenzgesetz
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A

2T
— €
— 10*

— (1/2)

— logy(7)

— In(x)

— logy()
logy /()

ABBILDUNG 7.1. Wichtige Exponential- und Logarithmusfunktionen
aus Satz 7.27). Wihle &, ¢ € R, sodass a* = z und a¢ = y gilt. Dann folgt

log, (wy) = log,(a*a’) = log,(a*™) = £ + ¢ = log,(x) + log,(y) -

Die Eigenschaft (ii) folgt aus a® = 1.
Die anderen Eigenschaften (ii7)—(vi) folgen aus den entsprechenden Eigenschaf-

ten (ii), (v)—(vit) aus Satz 7.26 zusammen mit Satz 7.11. O

Analog zu den Potenzgesetzen in Satz 7.27 gelten folgende Logarithmengesetze.

Satz 7.31 (Logarithmengesetze). Seien a,z,y,r € R mit a > 0, z > 0, y > 0 und
a # 1. Dann gilt
(i) log,(x - y) = log, = + log, v,
.. _ In(x)
(ZZ) lOga(.ZC) ~ In(a)’
(#i) log,(z") = r-log, x,
)

(iv) log, (3) = log, = — log, y
BEWEIS. Die erste Identitit ist genau die Funktionalgleichung aus Teil (7) von

Satz 7.30.

Die zweite Gleichung folgt aus

In(z) = In(a'*8®) = In(exp(log, () - In(a))) = log,(z) - In(a).

durch Umstellen.
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Die dritte Gleichung beweist man nun zuerst fiir den nattirlichen Logarithmus
In(z") = In(exp(rln(z))) = r - In(x)

und mit (7¢) erhalten wir

~  In(z")  r-In(x) In(x)
log.(a") = In(a) - In(a) - In(a)

Schliellich folgern wir (7v) aus (7)

=r-log,(z).

log, (2 - ) = log,(x) +log,(1/y)

kombiniert mit der Beobachtung log,(1/y) = —log,(y), die sich aus

0 = log,(1) = log,(y - ;) = log,(y) + log,(1/y)
ergibt. U

Die Rechenregel (7i) aus Satz 7.31 zeigt, dass man Logarithmen zu verschiedenen
Basen leicht ineinander umrechnen kann. Allgemein kann man genauso zeigen
1
log,(a)

fir alle b € R mit b > 0 und b # 1. Die Logarithmen log,(z) und log,(z) unterscheiden

_1
log (a)

sich also nur um einen konstanten Faktor, namlich um den Faktor

Beispiel 7.32. (a) Es sei f(z) = 27*". Dann gilt
fla)=2"""m2 (=22 =27 .In2- (-22) = —22 -2~ . In2.

(b) Es sei f(z) = 2" -logyz mit D(f) = (0,00) und r € R. Dann gilt nach der
Produktregel

1

T— T rT— 1
fl(x) =ra" ' logyx + Ere bk 1(rlog2x+m).

(¢) Essei f(z) =In(Inz) mit D(f) = (1,00). Dann gilt nach der Kettenregel

f@) = o (may = —

Inz

K| —

rlnx’

Wir betrachten noch ein interessantes Beispiel, namlich das sogenannte logarithmi-
sche Differenzieren.

Fir x > 0 sei f(z) = 2*. Wir wollen f’(x) bestimmen. Es gilt

@ 1
(:L,a:)/ _ (elna: )/ _ (exlnx)/ _ exlnx . (xlnx)’ — 7. (h’ll’—l—l‘- _) _ T (1 —}-lnx).
x

Anstelle von f(z) schreibt man also e™(/@®)) und berechnet die Ableitung nach Anwen-
dung von Rechenregeln fiir den Logarithmus mit Hilfe der Kettenregel. Diese Methode,
Ableitungen zu berechnen, ist zum Beispiel immer dann ein vielversprechender Ansatz,
wenn sich die Funktion f auf nicht-triviale Weise in der Form f(x) = g(z)"® schreiben

lasst.
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§7.4 TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN

Eine weitere wichtige Funktionenklasse sind die trigonometrischen Funktionen, die
wir hier geometrisch einfithren (sieche Abbildung 7.2). Diese Einftihrung appelliert an
die geometrische Intuition und wir werden daher nicht alle hier getroffenen Aussagen

beweisen konnen. Fiir die geometrische Einfithrung betrachten wir den Einheitskreis,

A

(a,b) = (cos(x),sin(x))

Bogen der Lange x

sin(z)

ABBILDUNG 7.2. Sinus und Kosinus am Einheitskreis

d.h. die Menge der Punkte (a,b) in der Ebene R?, die die Gleichung
a>+ b2 =1

erfiillen. Der Einheitskreis besteht aus den Punkten der Ebene, deren Abstand zum
Nullpunkt genau 1 ist. Es handelt sich also um den Kreis um den Nullpunkt mit Radius 1.
Die Kreiszahl 7 ist die Halfte des Umfangs des Einheitskreises. Der Einheitskreis hat
also den Umfang 27. Man kann zeigen, dass 7 irrational ist, dass also 7 ¢ Q gilt. Die

ersten Dezimalstellen von 7 lauten wie folgt
m = 3.1415926535 . ..

Sei nun z € [0, ). Wir durchlaufen den Einheitskreis ausgehend von dem Punkt (1, 0)
entgegen dem Uhrzeigersinn bis die Lange des durchlaufenen Bogens genau x ist. Sei (a, b)

der Punkt, an dem wir zum stehen kommen. Wir definieren nun
cos(x) = a und sin(x) :=b.

Dadurch haben wir die Funktionen cos, sin: [0,0) — R definiert. Wir kénnen diese
Funktionen auf negative Zahlen fortsetzen, indem wir im Falle z < 0 den Kreis im
Uhrzeigersinn durchlaufen. Die beiden Funktionen sin (gelesen Sinus) und cos (gelesen

Kosinus) sind also auf ganz R defniert.

Bemerkung 7.33. Fiir eine mathematisch prézise Einfiilhrung benutzt man in der

Analysis die Fortsetzung der Exponentialfunktion auf die komplezen Zahlen C durch
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die schone Eulersche Formel

' = cos(z) + isin(x)

fir die imagindre Finheit i € C oder im reellen die Reihendarstellung

2n+1

sin(x) = Z 2n 21 und cos(x) 1= Z(—

n=0

2n

ABBILDUNG 7.3. Sinus und Kosinus

Aus dieser Definition folgt

sin(0) = 0, sin(§) = 1, sin(m) = 0, sin(3) = —1, sin(27) = 0,
cos(0) =1, cos(3)=0, cos(m)=-1, cos(3) =0, cos(2m) = 1.
Auflerdem gelten fiir alle n € Z die Gleichungen
cos(2mn + x) = cos(x) und sin(2mn + x) = sin(zx) .

Die Funktionen Sinus und Kosinus sind also periodisch mit einer Periode der Lange 27.

Aus der Definition von sin und cos ergeben sich auch noch folgende Eigenschaften,

wobei wir sin?(x) fiir (sin(x))? schreiben und cos?(z) fiir (cos(z))?

sin?(z) + cos®(z) = 1,
sin(—z) = —sin(z), (7.4)
cos(—x) = cos(z) . (7.5)
Funktionen mit der Eigenschaft f(—z) = —f(z) nennt man ungerade Funktionen,

da Polynome, in denen nur ungerade Exponenten auftreten, diese Eigenschaft haben.
Funktionen mit der Eigenschaft f(x) = f(—x) nennt man gerade Funktionen, da

Polynome, in denen nur gerade Exponenten auftreten, diese Eigenschaft haben.

Satz 7.34. Die Funktionen cos und sin sind auf ganz R stetig.
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Fiir den Beweis dieser Tatsache verweisen wir auf die gangige Literatur. Ebenfalls
ohne Beweis geben wir die folgenden Eigenschaften von sin und cos an, die Additions-

theoreme genannt werden
sin(zy + x9) = sin(z) cos(xe) + cos(xy) sin(xzs) , (7.6)
cos(xy + z3) = cos(xy) cos(xg) — sin(zy) sin(zy) . (7.7)
Aus den Additionstheoremen ergibt sich
sin (z + %) = sin(z) cos (%) + cos(xz) sin(Z) = cos(z) (7.8)
Auf dhnliche Weise zeigt man die folgenden Aussagen
sin(z + 7) = —sin(z), cos(z+2%) = —sin(z) und cos(z + ) = —cos(z). (7.9)
Schliellich gilt auch noch
sin(2z) = 2sin(z) cos(z) und cos(2x) = cos?(z) — sin?(x).

Die Funktionen sin, cos, tan und cot nennt man trigonometrische Funktionen. Dabei
sind tan (Tangens) und cot (Kotangens) wie folgt definiert. Fiir alle z € R mit cos(z) # 0

setzt man

tan(zx) := sin(z) :
cos(x)
Fiir alle z € R mit sin(z) # 0 setzt man
cot(x) = C,OS(I) :
sin(x)
J |
)
1] |
T
2
1| E
2 | |
—tan(z) — cot(x)

ABBILDUNG 7.4. Tangens und Kotangens

Die Nullstellen des Kosinus liegen bei 7, 37” und so weiter. Damit ist der Tangens an

den Stellen (% + n) 7, n € Z, nicht definiert. Die Nullstellen des Sinus liegen bei 0, 7,
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27 und so weiter. Damit ist der Kotangens an den ganzzahligen Vielfachen von 7 nicht
definiert. Man kann leicht nachrechnen, dass der Tangens und der Kotangens beide
periodisch mit der Periode 7 sind.

Mithilfe des Strahlensatzes lassen sich tan(z) und cot(z) auch direkt in Abbildung 7.2

einzeichnen, da der Radius vom Einheitskreis 1 ist.

(0,1)4 cot(x)

cos(x)

sin(z)

ABBILDUNG 7.5. Tangens und Kotangens am Einheitskreis

An dieser Stelle bemerken wir noch, dass der Winkel « in der Mathematik immer
im Bogenmafl angegeben wir, d.h., so, wie wir das oben beschrieben haben. In anderen
Gebieten werden Winkel bekanntlich in Grad angegeben, wobei der Vollkreis dann

einem Winkel von 360° entspricht. Ein Winkel o im Bogenmaf entspricht - - 360°.

Umgehrt entsprechen x Grad einem Bogenmafl von &= - 2w = 355 -

Wir bestimmen nun die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen. Hier werden

.

wieder alle Winkel im Bogenmafl angegeben. Fiir kleine # nahe Null ist der Wert von x

und sin(z) fast gleich sind.

tan(x) T

sin(x)

0.5

0.5 1

ABBILDUNG 7.6. Veranschaulichung von Ungleichung (7.10)
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Tatséchlich gilt fir 0 <z < 7 die Ungleichung

sin(z) < z < tan(x) = sin(z)

(@) (7.10)

Dividiert man durch sin(z) und geht dann zu den Kehrwerten iiber, so ergibt sich

!> sin(x)

> :
. cos(x)

Ist nun (x,) eine Folge reeller Zahlen > 0 mit z, — 0, so ergibt sich wegen der

Stetigkeit von cos der Grenzwert

lim sin(zn) =1.
n—-ao0 T

Dasselbe gilt fiir jede Folge (x,,) negativer Zahlen, die gegen Null konvergiert. Insgesamt
ergibt sich
. sin(h)
hllno h
Satz 7.35. Die Funktionen sin, cos, tan und cot sind an jeder Stelle ihres Definitions-

~1. (7.11)

bereichs differenzierbar und es gilt

sin’(x) = cos(x), tan’(z) = o) " 1+ tan*(x),
"(x) = —sin(x co’xz—_1 = —1— cot?(z
cos'(x) = (z), t'(z) 7 () 1 t°(x) .

BEWEIS. Wir zeigen zunéichst sin’(z) = cos(z). Die anderen Ableitungen lassen
sich dann leicht berechnen. Zuerst leiten wir aus den Additionstheoremen die folgende
Identitét fir alle =, h € R nach

sin(z + h) — sin(z) = 2cos (z + 2) sin (£) . (7.12)

Das Additionstheorem (7.6) angewandt mit x; = (22 + h)/2 und x5 = h/2 ergibt

sin(z + h) = sin (22 4+ 8) 0 gin (2250 cos (5) + cos (222) sin (L) . (7.13)

Eine weitere Anwendung mit x; = (22 + h)/2 und xo = h/2 unter Beriicksichtigung
von (7.4) und (7.5) fihrt zu

sin(x) = sin (252 — ) T2 gin (2258) cos (B) — cos (2) sin (B) . (7.14)

Wenn wir nun (7.14) von (7.13) abziehen, erhalten wir

sin(z + h) — sin(z) = 2 cos (22) sin (£) (7.15)
Somit gilt
. sin(z + h) —sin(z) () . cos (3F)sin(5) o sin(B)
hlino h B hllno h/2 - hlino €08 (.r * 5) ‘ hlino h—/2

Mit der Stetigkeit von cos(z) und (7.11) folgt schlieflich

o SO ) e

h—0 h—>
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wie behauptet.

Fir die anderen Ableitungen gilt nun

/!
cos'(x) N <sin (z+ g)) = cos (z + %) () —sinz,
und mit der Quotientenregel folgt
. / 2 .92
1
fan () = sin(x) _ cos (x) ;— sin®(x) Ly tan?(z)
cos(z) cos?(x) cos?(x)
und
/ 92 2
- - -1
cot’(x) = C,L(I) —— (x)2 cos’(w) _ ——— = —1—cot*(z).
sin(z) sin®(x) sin®(x)

g

Wir diskutieren nun noch die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktion.

Offenbar ist keine der trigonometrischen Funktionen, die wir bisher diskutiert haben,

injektiv. Wenn man jedoch die trigonometrischen Funktionen auf geeignete Intervalle

einschrankt, so existieren Umkehrfunktionen.

(1)

Die Funktion sin(z) ist auf dem Intervall [—g, g] streng monoton wachsend.

Die Funktionswerte von sin auf diesem Intervall laufen von —1 bis 1. Damit

existiert eine Umkehrfunktion

arcsin: [—1,1] — [-%, %]
von sin: [—g, g] — [—1, 1]. Die Funktion arcsin wird Arkussinus gelesen. Da
monoton wachsend und stetig.

sin auf [ ] streng monoton wachst und stetig ist, ist auch arcsin streng
Die Funktion cos(z) ist auf dem Intervall [0, 7] stetig streng monoton fal-
lend. Wieder werden alle Werte in dem Intervall [—1, 1] als Funktionswerte

angenommen. Damit existiert eine Umkehrfunktion Arkuskosinus
arccos: [—1,1] — [0, 7]

von cos: [0,7] — [—1,1], die stetig und monoton fallend ist.

Die Funktion tan(z) ist auf dem Intervall (—%, g) stetig und streng monoton
wachsend. Es werden jedoch alle reellen Zahlen als Funktionswerte angenommen.
Damit existiert eine Umkehrfunktion Arkustangens

m™oT
ek (5T
arctan 9’9

die stetig und monoton wachsend ist.
Die Funktion cot(z) ist auf dem Intervall (0,7) stetig und streng monoton
fallend. Es werden wieder alle reellen Zahlen als Funktionswerte angenommen.

Damit existiert eine Umkehrfunktion Arkuskotangens

arccot: R — (0, 7) ,
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T 1 I
2
i f 1 i
) 0.5 1
[ = |
2
—arcsin(z) —— arccos(x)

ABBILDUNG 7.7. Umkehrfunktionen vom Sinus und Kosinus

die stetig und monoton fallend ist.

—arctan(x) — arccot(x)

ABBILDUNG 7.8. Umkehrfunktionen vom Tangens und Kotangens

Satz 7.36. Die Funktionen Arkussinus und Arkuskosinus sind auf (—1, 1) differenzierbar

und die Funktionen Arkustangens und Arkuskotangens sind auf ganz R differenzierbar.
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Fiir die Ableitungen gilt

1 1
arcsin’(r) = —— arccos' (r) = ———
V1—a2’ V1—a2’
1 1
arctan’(r) = T arccot'(r) = i
T T

BeEwEIS. Wir verwenden die Umkehrregel. Fiir alle x € (—%, %) ist die Ableitung

des Sinus an der Stelle x von 0 verschieden. Sei y = sin(x). Dann gilt

1 1
arcsin’(y) = =

1 1
sin'(w)  cos(z) /1 _sin(x) /142

Analog zeigt man die Formel fiir arccos’(z).

Fir z € (—%,2) ist tan’(z) von Null verschieden (Ubungsaufgabe). Sei y = tan(z).
Dann gilt nach der Umkehrregel
arctan’(y) = L ! _
b= tan’(r) 1+ tan?(z) 1492’
Analog zeigt man die Formel fiir arccot’(x). O

§7.5 GLOBALE UND LOKALE EXTREMA

In der Praxis mochte man oft das Maximum oder Minimum einer Funktion bestim-
men. In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit notwendigen und hinreichenden

Kriterien fiir Extremwerte von stetigen und differenzierbaren Funktionen.
Definition 7.37. Sei f: [a,b] — R.

e Wir sagen, f hat ein globales (oder auch absolutes) Maximum an der Stelle
% € |a,b], falls f(&) das grofite Element der Menge

f([a, b]) ={f(z): z € [a,b]}

ist, d. h. f(Z) = sup{f(z): z € (a,b)}.
e Wir sagen, f hat ein lokales Maximum an der Stelle & € (a,b), falls es ein § > 0

gibt, so dass fiir alle v € (£ — 6,3 + 0) gilt

f(@) = f(x).

e Analog definiert man absolute und lokale Minima. Ein globales/lokales Maxi-

mum oder Minimum nennt man auch Extremum oder Extremwert von f.

Als Erstes zeigen wir, dass fiir stetige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen

immer globale Extrema existieren.

Satz 7.38. Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ezxistieren Tmax, Tmin € (@, b],

so dass f bei Tyay ein absolutes Maximum hat und bei xyi, ein absolutes Minimum.
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BEWEIS. Sei M := sup{f(z): x € [a,b]}. Hierbei erlauben wir zuerst einmal auch
M = oo fiir den Fall, dass f nicht nach oben beschrinkt ist. In jedem Fall gibt es
ein Folge (x,)neny mit x, € [a,b], fir alle n € IN, sodass lim,, o f(z,) = M. Da das
Intervall [a, b] beschrankt ist, existiert nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$l (Satz 5.34)
eine konvergente Teilfolge (x,, Jkew uns sei limy_ o T, = Zmax-

Wir konnen leicht einsehen, dass Z,.x in dem abgeschlossenen Intervall [a, b] liegt.
Wiére ndmlich 0, < @, dann wiirde fiir § = (@—2max)/2 kein Folgenglied von z,,, € [a, ]
einen Abstand kleiner § zu .y haben, was limy_,, 2, = Tmax Widerspricht. Genauso
zeigt man Tya, < b uns somit gilt 2., € [a, b].

SchlieBlich folgt aus der Stetigkeit von f

f(Zmax)

Insbesondere gilt also M € R und f hat an der Stelle 2., € [a, b] ein globales Maximum.

lim f(x,,)=M.

k—>0

Der Beweis fiir die Existenz des globalen Minimums ist analog. 0

Satz 7.38 gibt uns leider keine Information tiber die Stellen z,,, und z,,;, an den
die globalen Extrema der stetigen Funktion f angenommen werden. Im Folgenden
untersuchen wir differenzierbare Funktionen auf lokale Extremwerte. Der néchste Satz

liefert ein notwendiges Kriterium fiir lokale Extremwerte.

Satz 7.39. Sei f: (a,b) — R an der Stelle & € (a,b) differenzierbar. Hat f an der

Stelle & ein (lokales) Extremum, so ist f'(Z) = 0.

BEWEIS. Wir betrachten den Fall, dass f bei Z ein lokales Maximum hat. Fir n € IN
sei x, = T — % Da f bei & ein lokales Maximum hat, gilt fiir gentigend grofie n die

Ungleichung

- = 0.
Tn — X

Definieren wir y,, = & + %, so gilt fiir gentigend grofie n die Ungleichung

f(yn) B f(i‘)

~ <0.
Yn — T
Da f bei z differenzierbar ist, gilt
n—>00 Yp — T n—>00 Ty, — X
Damit ist f'(Z) = 0. O

Die Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums in Satz 7.39 ist notwendig,
aber nicht hinreichend. Die Ableitung der Funktion f(z) = z® ist 32 und insbesondere
ist f/(0) = 0. Aber die Funktion f ist streng monoton wachsend und hat tiberhaupt
keine lokalen Extrema.

Ein zentraler Satz in diesem Kapitel ist der folgende Mittelwertsatz der Differential-

rechnung.



140 7. DIFFERENTIALRECHNUNG

Satz 7.40 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei f: [a,b] — R auf dem
abgeschlossenen Intervall [a,b] stetig und auf dem offen Intervall (a,b) differenzierbar.

Dann gibt es mindestens ein & € (a,b) mit

pay = L0 Ste)

ABBILDUNG 7.9. Veranschaulichung der Mittelwertsatzes der Differentialrechnung

BEWEIS. Zuerst beweisen wir den Spezialfall f(a) = f(b), der auch als Satz von Rolle
bekannt ist. Sei also f(a) = f(b). Falls f konstant ist, dann ist f'(z) =0 = W fur
alle z € (a,b) und somit konnen wir annehmen, dass f nicht konstant ist. Dann gibt es
aber ein zg € (a,b) mit f(z¢) # f(a). O.B.d. A. sei f(x¢) < f(a). Somit wird das nach
Satz 7.38 existierende globale Minimum von f irgendwo in dem offenen Intervall (a, b)
angenommen und sei Ty, € (a,b) so gewahlt. Mit Satz 7.39 folgt f'(zmin) = 0, was den
Beweis des Satzes von Rolle abschlief3t.

Den allgemeinen Fall des Mittelwertsatzes fithren wir auf den Spezialfall zuriick.

Wir betrachten die Hilfsfunktion
f(b) — f(a
o(@) = 1) - LU O g
—a
Diese Funktion ist stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b). Da g(a) = g(b) = 0,

gibt es nach dem Satz von Rolle ein & € (a,b) mit ¢’'(Z) = 0 und es folgt

PP (UL (G B (UL (U}
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Geometrisch besagt der Mittelwertsatz, dass es einen Punkt & € (a, b) gibt, sodass
die Tangente an f durch (Z, f(#)) parallel zur Sekante durch die Punkt (a, f(a)) und
(b, f(b)) liegt. Eine wichtige Konsequenz des Mittelwertsatzes ist, dass zwischen zwei
Nullstellen einer differenzierbaren Funktion immer ein Punkt mit Ableitung Null liegt.
Ferner ergeben sich die folgenden Korollare.

Wir hatten bereits gesehen, dass die Ableitung von konstanten Funktionen iiberall
gleich 0 ist. Die Umkehrung dieser Aussage gilt auch. Anschaulich besagt das folgende

Korallar, wenn eine Funktion nirgends steigt oder fillt, so ist sie konstant.

Korollar 7.41. Sei f: [a,b] — R auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] stetig und
auf dem offen Intervall (a,b) differenzierbar. Falls f'(z) = 0 fir alle x € (a,b), so ist f

auf dem Intervall [a,b] konstant.

BEWEIS. Angenommen f(z1) # f(x3) fir zwei Punkte x1, 25 € [a,b] mit x; < o,

dann gibt es nach dem Mittelwertsatz ein Z € (z1, x2) mit

f’(:i') _ f(%) - f(xl)

T2 — 21
Aber dies widerspricht der Annahme f'(x) = 0 fiir alle x € (a,b) . O

Das folgende Korollar behandelt die Félle, wenn die Ableitung durchgehend positiv

oder negativ ist.

Korollar 7.42. Sei f: [a,b] — R auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] stetig und

auf dem offen Intervall (a,b) differenzierbar. Dann gilt

(7) falls f'(x) > 0 fir alle x € (a,b), so ist f auf [a,b] streng monoton wachsend.
(i) falls f'(x) = 0 fir alle x € (a,b), so ist f auf [a,b] monoton wachsend.
(#i) falls f'(x) <O fir alle x € (a,b), so ist f auf [a,b] streng monoton fallend.
(iv) falis f'(a (,0) |

BEWEIS. Wir beweisen nur die erste Aussage (7). Angenommen f ist nicht streng

) <0 fiir alle x € (a,b), so ist f auf [a,b] monoton fallend.

monoton wachsend. Dann gibt es zwei Punkte 1, x5 € [a,b] mit x; < x5, sodass

f(z1) = f(x2) und der Mittelwertsatz liefert ein Z € (xq, x2) mit

f/(i') _ f(IQ) - f(xl) < 07
T2 — 21
was der Annahme f/(z) > 0 fir alle x € (a,b) widerspricht. Der Beweis der anderen

Teile ist analog. O

Eine wichtige Anwendung der Differenzialrechnung ist das Auffinden sogenannter
Extremwerte von Funktionen. In Satz 7.39 hatten wir bereits ein notwendiges Kriterium
fir lokale Extrema kennengelernt. Eine notwendige Bedingung fiir lokale Extrema liefert

das néachste Korollar.

Korollar 7.43. Sei f: [a,b] — R auf dem offen Intervall (a,b) differenzierbar und
fiir eine Stelle & € (a,b) gelte f'(z) = 0.
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(a) Angenommen, es gibt ein § > 0, sodass f'(x) = 0 auf dem Intervall (Z — 0, %)
gilt und f'(2) < 0 auf dem Intervall (2,% + 0). Dann hat f bei & ein lokales
Maximum.

(b) Angenommen, es gibt ein § > 0, sodass f'(x) <0 auf dem Intervall (£ — 9, %)
gilt und f'(%) = 0 auf dem Intervall (2,2 4+ &). Dann hat [ bei & ein lokales

BeEwEIS. Wir zeigen nur (a ), da (b) auf dieselbe Weise folgt. Sei z € (& — 9,2 + 0).
Falls © < # gilt, so ist f nach Teil (i) aus Korollar 7.42 auf dem Intervall [z, Z] monoton
wachsend. Also ist f(x) < f(2).

Falls x > % gilt, so ist f nach Teil (i) aus Korollar 7.42 auf dem Intervall [z, z]
monoton fallend. Es folgt wieder f(x) < f(&). Das zeigt, dass f bei # ein lokales

Maximum hat. 0

Mit dieser Charakterisierung ergeben sich die folgenden bekannten Kriterien fiir

lokale Extremwerte zweifach differenzierbarer Funktionen.

Korollar 7.44. Sei f: [a,b] — R auf dem offen Intervall (a,b) zweimal differenzierbar
und fiir eine Stelle & € (a,b) gelte f'(Z) = 0.

(a) Ist f"(2) <0, so hat f an der Stelle & ein lokales Mazimum.

(b) Ist f"(z) > 0, so hat f an der Stelle & ein lokales Minimum.

BEWEIS. Wir zeigen wieder nur Aussage (a). Es gilt

/ A
0> f(3) = tm LD =SE)
e—i =7
Damit gibt es ein § > 0, sodass fiir alle z € (Z — 0, % + §) die Ungleichung
f'(x) = (%)
-7
gilt. Also gilt fiir alle x € (& — 0, 2] die Ungleichung f'(x) > f'(£). Da f'(&) = 0 gilt,
folgt daraus f'(z) > 0 fir alle z € (2 — §, Z]. Analog sieht man, dass f'(x) < 0 fur alle
x € [Z,2 + §) gilt. Nach Satz 7.43 hat f also ein lokales Maximum bei Z. g

<0

Um die lokalen Extrema einer Funktion zu bestimmen, sucht man also zunéchst
die Nullstellen der Ableitung der Funktion und betrachtet dann die zweite Ableitung,
die hoffentlich dariiber Auskunft gibt, ob an der Nullstelle der Ableitung ein lokales
Maximum oder Minimum vorliegt. Man beachte, dass das absolute Maximum einer
differenzierbaren Funktion f: [a,b] — R an einem Endpunkt des Definitionsbereichs
vorliegen kann. In diesem Falle wissen wir nichts iiber die Ableitung von f an dieser
Stelle. Nur wenn ein absolutes Maximum im Innern (a, b) des Definitionsbereichs vorliegt,

wissen wir, dass die Ableitung f’ an dieser Stelle verschwindet.

Beispiel 7.45. Gesucht sind die Kantenlangen des Rechtecks, welches unter allen

Rechtecken mit dem gegebenen Umfang U den maximalen Flacheninhalt hat. Das
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Rechteck mit den Kantenldngen x und y hat den Umfang 2x + 2y und den Flacheninhalt
A=x-y.
Da der Umfang U fest vorgegeben ist, gilt die Gleichung

20+ 2y = U.

Damit ist y = %U —x. Nun konnen wir den Flacheninhalt des Rechtecks in Abhangigkeit
von z als

1 1
A = —_ —_ = — — 2
(x) x(zU a:) 2Ux x

ausdriicken.

Wir wollen nun dasjenige z, und damit auch y, bestimmen, fiir das A den maximalen
Wert annimmt. Zunéchst stellen wir fest, dass die Seitenléngen eines Rechtecks immer
positiv sind. Aulerdem kann keine Kante eines Rechtecks mit Umfang U eine Lange
> %U haben. Damit brauchen wir A(z) nur auf dem Intervall [O, %U ] zu studieren. Fir
r=0und x = %U ergibt sich A(z) = 0. Insbesondere liegen an diesen beiden Stellen
keine maximalen Werte von A vor.

Wenn die Funktion A auf dem offenen Intervall (O, %U ) einen maximalen Wert
annimmt, so handelt es sich um ein lokales Maximum. Damit muss die Ableitung von
A an einer solchen Stelle 0 sein.

Es gilt A'(z) = %U — 2x. Die Nullstelle dieses Polynoms liegt bei x = }lU . Es gilt
A"(xz) = —2 < 0. Damit liegt bei = U ein lokales Maximum vor. Dieses ist das
einzige lokale Maximum von A(z). Damit nimmt A an der Stelle z = 1U tatsichlich

den maximalen Wert an, und zwar den Wert

1 1
Al-U) = =02
(30) = %0

Fiir dieses z ergibt sich y = %U — iU = %LU . Bei dem Rechteck mit dem maximalen
Flacheninhalt bei vorgegebenen Umfang U handelt es sich also um ein Quadrat mit der

Kantenlange iU .

Bemerkung 7.46. Zum Abschluss bemerken wir noch, dass eine Funktion f, deren
zweite Ableitung auf einem Intervall I existiert und positiv ist, auf diesem Intervall

konvez ist, d.h., dass fiir alle z1,x, x5 € [ mit x; < x < x5 die folgende Ungleichung gilt

)< LT ZI@) )

T2 — I
Die Ungleichung bedeutet, dass der Graph von f auf dem Intervall [z1, x2] unterhalb
der Verbindungsgeraden zwischen den Punkten (xy, f(z1)) und (2, f(x2)) verlauft.
Entsprechend ist eine Funktion f, deren zweite Ableitung auf einem Intervall [
existiert und negativ ist, auf diesem Intervall konkav, d.h., dass fiir alle zq, z, x5 € I mit

r1 < x < x4y die folgende Ungleichung gilt

f) s L ZI@) ().

Lo — X1
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§7.6 DAS NEWTON-VERFAHREN

Im Folgenden werden wir wieder ausschliefflich tiber den reellen Zahlen rechnen. Wir
konnen Nullstellen von Polynomen zweiten Grades mit Hilfe der p-g-Formel bestimmen.
Fir Polynome dritten und vierten Grades existieren im Prinzip dhnliche Formeln,
die jedoch sehr kompliziert sind. Fiir Polynome noch hoheren Grades existieren keine
entsprechenden Formeln mehr. Fiir Funktionen, die keine Polynome sind, gibt es im
allgemeinen keine Formeln, um die Nullstellen zu bestimmen.

Es gibt jedoch numerische Verfahren, um Nullstellen differenzierbarer Funktionen zu-
mindest ndherungsweise zu bestimmen. Eines dieser Verfahren ist das Newton- Verfahren,
das wir hier vorstellen.

Sei f: [a,b] — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(7) f” existiert auf ganz [a, b] und ist stetig.

(i) Fir alle x € [a, b] gilt f'(z) # 0.

(iii) f(a)- f(b) <0
Nach Bedingung (77i) ist entweder f(a) < 0 und f(b) > 0 oder f(a) > 0 und f(b).
Da f differenzierbar ist, ist f auch stetig. Nach dem Zwischenwertsatz hat f also eine
Nullstelle in dem Intervall [a, b]. Diese wollen wir ndherungsweise bestimmen.

Nach Bedingung (7), ist f’ auf [a, b] stetig. Wieder mit Hilfe des Zwischenwertsatzes
folgt ausit:nv2, dass entweder fiir alle x € [a,b] die Ungleichung f'(z) > 0 gilt oder
es gilt f/(z) < 0 fir alle x € [a,b]. Damit ist f entweder streng monoton wachsend
oder streng monoton fallend. Insbesondere hat f nicht mehr als eine Nullstelle in dem
Intervall [a, b].

Wir wéhlen nun einen Punkt ¢ € [a, b] als erste Nédherung fiir die Nullstelle von f in
dem Intervall [a, b]. Die Geradengleichung der Tangente an den Graphen der Funktion f
im Punkt (xo, f(z0)) lautet

y = f(wo) + f'(w0) - (¥ — o).

Diese Tangente ist eine Approximation der Funktion f. Daher ist die Nullstelle der
Tangente eine Naherung der Nullstelle von f. Die Nullstelle der Tangente bestimmen

wir, indem wir die Gleichung

f(xo) + f'(z0) - (x —20) =0

nach z auflosen.

Es ergibt sich
L f (o)
J' (o)

Die geometrische Vorstellung ist nun die folgende:

r =2

Die Stelle zq ist eine, moglicherweise schlechte, Naherung der Nullstelle von f. Wir

verbessern diese Ndherung, indem wir f durch die Tangente im Punkte (xq, f(z0))
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annahern und deren Nullstelle bestimmen. Die Nullstelle der Tangente sollte ndher an
der wirklichen Nullstelle von f liegen als zy. Dieses Verfahren kénnen wir dann iterieren
um immer bessere Naherungen der Nullstelle von f zu bekommen. Dabei kann Einiges
schiefgehen. Zum Beispiel kann es passieren, dass die Nullstelle der Tangente garnicht
in dem Intervall [a, b] liegt. Wenn x jedoch nahe genug an der Nullstelle von f liegt, so
geht alles glatt. Das ist der Inhalt des folgendes Satzes, den wir ohne Beweis angeben.
Satz 7.47. Die Funktion f: [a,b] — R erfille die Bedingungen (i)—(iii). Dann
existiert ein 6 > 0, so dass Folgendes gilt:

Sei ¢ die eindeutig bestimmte Nullstelle von f in dem Intervall [a,b] und sei xq €
[a,b] mit |xg — c| < . Dann konvergiert die Folge (x,,) definiert durch die Vorschrift

ajn-’rl = :Bn - f/(x )
n

gegen c.
Beispiel 7.48. Wir wollen das Newton-Verfahren benutzen, um v/2 zu berechnen. v/2
ist die eindeutig bestimmte Nullstelle der Funktion f(z) = 2% — 2 in dem Intervall
[1,3]. Es gilt f'(z) = 2z und f"(x) = 2. Damit erfiillt f auf dem Intervall [1, 3] die
Bedingungen (7)—(i7).

Die Rekursionsvorschrift, die die Folge (x,,) definiert, lautet

x—2 2k —an+2 1 +2
T e T 2m, 2\™ ‘

Tptl =
n

Wir starten mit zy = 2. Dann gilt
Tg = 2
r1 = 1.5
ry = 1.416666667

5 1.414215686

z, = 1.414213562,

wobei die Werte auf acht Nachkommastellen gerundet sind. Die Zahl x4 ist genau der

auf acht Nachkommastellen gerundete Wert von /2.

§7.7 REGELN VON L’HOSPITAL

Wir kommen nochmal auf die Rechenregeln von Grenzwerten konvergenter Folgen

zuriick (siche Satz 5.36). Die Bestimmung eines Grenzwertes der Form lim, ,; % ist
manchmal schwierig, wenn Zahler und Nenner fiir + — & beide gegen 0 oder beide

gegen oo streben. Die Regeln von L’Hospital helfen in dieser Situation.

Satz 7.49 (L’Hospitalschen Regeln). Seien f, g: (a,b) — R auf (a,b), wobei a = —o0
oder b = oo erlaubt ist, differenzierbar auf (a,b) fir alle x € (a,b) sei ¢'(x) # 0. Falls
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qilt
lim f(z) = lim g(z) =0 oder lim g(x) =0 oder lim g(z)=—w0,
dann ist

lim J@) = lim fz)

v—ag(r) w—ag(z)
wenn der rechte Grenzwert existiert oder bestimmt gegen oo oder —oo divergiert.

)

Die analoge Aussage gilt auch fiir Grenzwerte v — b.

Beispiel 7.50. (a) Wir berechnen lim, o (5=4). Fiir 2 —> 0 streben Zéhler und

Nenner des Bruches gegen 0. Fiir x # 0 gilt 3x # 0. Aulerdem sind e¢* — 1 und

3z differenzierbar. Damit gilt

et =1 et 1
lim = lim — .
z—0 31 z—0 3 3

(b) Wir bestimmen einen Grenzwert, den wir bereits auf andere Weise berechnen

konnen. Es gilt
3r+1 . 3 3

im = lim - =
r—w0 2y —1 z—w2 2
(¢) Oft ist es notig, die L’Hospitalschen Regeln mehrfach anzuwenden. Es gilt

e.’l? x

. . e . er
lim ———— = lim = lim — = oo.
e—og?—r+1 —o2r—1 z—wn 2

Dieses Argument funktioniert fiir jedes Polynom p(z) anstelle von 2% — z + 1,
wobei man solange ableiten muss, bis p™ () konstant ist. Der Grenzwert ist
in diesem Fall oo oder —oo. Wir sagen, dass e schneller als jedes Polynom
wdchst.

(d) Wir wollen den Grenzwert lim,_,o 2" berechnen, wobei wir z* zunichst nur
auf dem Intervall (0, 0) betrachten. Fiir x = 0 kénnen wir 2 = 1 setzen, was
aber fiir den Funktionsgrenzwert unerheblich ist. Wir werden jedoch sehen,
dass 1 der ,korrekte* Wert fir x* an der Stelle x = 0 ist.

Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion gilt

. . z . i
lim 2% = lim eln(;r ) — lim ezlna: _ ehmzﬁ,oxlnx

z—0 z—0 z—0 ’

falls der Grenzwert lim,_ oz Inx existiert. Der letztgenannte Grenzwert ist
von der Form 0 - o0 bzw. in diesem Falle 0 - (—0).

Wenn wir anstelle von x Inx jedoch 2 schreiben, haben wir den Ausdruck
in eine Form gebracht, die von den L’Hmospitalschen Regeln abgedeckt wird.
Es gilt lim;,;_,()% = oo und lim,__,gIlnz = —oo. Man beachte, dass In z nur auf
dem Intervall (0,0) definiert ist. Es gilt

|—
8
no

lim zlnz = lim ln_x = lim

li
z—0 r—0 1 r—0 — = x—>0 €x r—>0
T
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Damit ist

lim xx _ ehmx_,o:rln:r _ 60 =1

xr—>






KAPITEL 8

Integralrechnung

In der Integralrechnung geht es um die folgenden beiden Grundfragen:

Flacheninhaltsproblem: Wie bestimmt man den Inhalt einer Fliche, die durch Kur-
ven berandet ist?

Stammfunktionsproblem: Wie findet man zu einer gegebenen Funktion f eine
Stammfunktion F' mit der Eigenschaft F’ = f?

Wir werden sehen, dass es sich bei diesen beiden Problemen im Wesentlichen um
dasselbe Problem handelt.

§8.1 BESTIMMTE INTEGRALE

Wir betrachten reellwertige Funktionen f: [a,b] — R. Ublicherweise wird f stetig
sein und in diesem Fall ist der Bildbereich f([a,b]) aufgrund von Satz 7.38 auch
beschrankt. Die meisten Resultate gelten auch in einem etwas allgemeineren Kontext,
namlich fiir Funktionen mit beschranktem Bildbereich und hochstens endlich vielen
Unstetigkeitsstellen. Wir wollen nun die Flache berechnen, die durch die z-Achse, die
Geraden x = @ und = = b und durch den Graphen der Funktion f eingeschlossen ist.
Dabei werden Flachenstiicke unterhalb der z-Achse mit einem negativen Vorzeichen
beriicksichtigt und Flachenstiicke oberhalb der x-Achse mit positivem Vorzeichen. Wir

nennen diese Flache die Flache unter der Kurve f.

ABBILDUNG 8.1. Fliche unter einer Kurve mit positivem und negativem Anteil

Eine Methode, diese Fliache ndherungsweise zu berechnen, ist es, sie durch eine
Vereinigung von Rechtecken zu approximieren. Dazu wéhlen wir zunachst n € IN und

unterteilen [a, b] in n gleichgroBe Intervalle. Die Endpunkte dieser Intervalle sind

b—a b—a o b—1
To=a, Ti=a-+ , To=a+2- s e Xy =a+1- s oo, Xp=0b.
n n n

Eine solche Zerlegung des Intervalls [a, b] nennen wir eine dquidistante Zerlegunyg.

149
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Fiir jedes i € [n] sei
M; == max {f(z): z € [;-1,2;]} und m,; :=min{f(z): z € [z;_1,2;]} .

Da f([a,b]) beschrankt ist und f héchstens an endlich vielen Stellen nicht stetig ist,
existieren die Maxima und Minima.

Nun seien

U, :zib_ami und O, :=ib_aMi

n — n

die n-te Unter- und Obersumme von f. Es ist klar, das U,, eine untere Schranke fiir die
Flache unter der Kurve ist, wiahrend O,, eine obere Schranke fiir die Fliache unter der

Kurve ist und somit gilt fir alle n, n’ € IN

U, <0, (81)

f(z)

a=xrg I1 T I3 4 5 Ty xrs ZT9 $10=b

ABBILDUNG 8.2. 10-te Unter- und Obersumme U;q und O von f

Der folgende Satz impliziert, dass O,, und U,, zu dem gleichen Wert konvergieren,

wenn f: [a,b] — R stetig ist.

Satz 8.1. Sei f: [a,b] — R eine beschrankte Funktion, die hochstens endlich viele
Unstetigkeitsstellen besitzt. Dann konvergieren die beiden Folgen (Up)new und (Oy)nen

gegen denselben Grenzwert.

Dieser Satz motiviert die folgende Definition.

Definition 8.2. Eine Funktion f: [a,b] — R heift integrierbar, falls die Folgen

(Un)nen und (Oy)nen gegen denselben Grenzwert konvergieren und wir schreiben dafiir

b
L f(z)dz = nli_r)nooOn = nli_r)noo U, .
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Wir nennen SZ f(z)dz das bestimmte Integral von f tiber [a,b]. Die Funktion f ist
in diesem Zusammenhang der Integrand, x ist die Integrationsvariable, die durch dx

angezeigt wird und a und b sind die Integrationsgrenzen.

Das bestimmte Integral SZ f(z) dz ist der Fliacheninhalt der Fliche unter der Kurve f

und wir versténdigen uns auf die folgenden Konventionen

Laf(a:)dxzo und Laf(x)dxz—ff(a:)dx.

BEWEIS VON SATZ 8.1. Wir beweisen Satz 8.1 zuerst fiir stetige Funktionen und
skizzieren danach, wie man den allgemeinen Fall beweisen kann.
Sei f: [a,b] — R als stetig vorausgesetzt. Wir zeigen, dass f dann gleichmdfig

stetig ist, d.h. fiir jedes € > 0 existiert ein 6 > 0, sodass fiir alle Z € [a, b] gilt

|f(x) = f(2)

<e, fiur alle z € (2 — 6,2 + 0). (8.2)

Im Unterschied zum e-§-Kriterium der Stetigkeit (siehe Satz 6.10) gibt es fiir jedes ¢
ein 0, welches unabhéngig von der Stelle Z € [a, b] ist und ,, gleichméaBig* fiir alle gilt.
Angenommen f ist nicht gleichméBig stetig. Dann gibt es ein € > 0, sodass fiir jedes
n € IN zwei Punkte Z,, und z,, mit Abstand kleiner 1/n existieren und |f(z,)— f(#,)| = e.
Die Folgenglieder der Folge (%, )new liegen in [a, b], d. h. die Folge ist beschréankt und
nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf3 (Satz 5.34) gibt es eine konvergente Teilfolge
(@, kew- Sei x € [a, b] der Grenzwert limg_o x,,, . Wegen |z, — &p, | < 1/np — 0 fiir

k — oo ist auch lim;_, o 2, =  und mit der Stetigkeit vom Betrag und von f folgt

Dies widerspricht aber der Wahl der Folgen (2, )new und (@, )neny mit | f(x,) — f(Zn)] = €
fur alle n € IN, was limy_o | f (2, ) — f(Zn, )| = € (bzw. Divergenz von | f(xy, ) — f(Zn,)])
nach sich ziehen wiirde.

Nach dieser wichtigen Vortiiberlegung zeigen wir nun, dass es fiir jedes { > 0 ein nyg

gibt, sodass fiir alle n > ng
0<0,-U,<( (8.3)

gilt. Damit folgt insbesondere lim,, ., (O,, — U,,) = 0, allerdings ist damit dann noch

nicht klar, ob die Folgen einzeln konvergieren.

Fiir den Beweis von (8.3) wenden wir die gleichmafBige Stetigkeit mit & = ﬁ an

und erhalten ein 0 > 0, sodass (8.2) gilt. Fir n > ny := [(b — a)/d] haben dann zwei
Punkte einer dquidistanten Zerlegung mit zg, xy,...,z, einen Abstand ”’T‘l < 0 und
folglich gilt wegen der gleichméfBigen Stetigkeit

OéMi—mi<8=ﬁ.
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Durch (8.1) und die Definition von U,, und O, ergibt sich dann (8.3)

n

- n z‘:1b_a

Wie bereits erwahnt, bleibt noch zu zeigen, dass auch die Folgen (O,,)new und (Uy, ) new
konvergieren und nicht nur die Folge der Differenzen. Da aber die Folge der Differenzen
konvergiert, ist es hinreichend, die Konvergenz einer der beiden Folgen zu zeigen und
wir weisen nach, dass (U, ),en eine Cauchy—Folge (siehe Satz 5.35) ist. Sei dafiir ¢ > 0
beliebig. Wir wéahlen ny grof§ genug, sodass (8.3) gilt und betrachten n, n’ > ny.
0O.B.d.A. sei U, = U, und dann gilt

(8.1) (8.3)
o<U,-U, < 0O,-U, < C.
Somit ist |U, — U,| < ¢ und (U, )nen ist eine Cauchy—Folge, die konvergiert.

Fiir den allgemeinen Fall, dass f nur beschrankt ist und moglicherweise endlich viele
Unstetigkeitsstellen hat, argumentiert man ganz ahnlich. Angenommen, fiir ein £ € IN
ist U = {uy,...,us} S [a,b] die Menge der Unstetigkeitsstellen von f, und seien m*
und M* eine obere und eine untere Schranke des Bildbereiches f([a,b]), fiir den
Nachweis von (8.3) kénnen wir uns nun nicht auf die gleichméflige Stetigkeit zurtickziehen.
Stattdessen werden wir eine so feine dquidistanten Zerlegung xg, 1, ..., x, von |a,b]
wahlen, sodass die Intervalle [z;, x;,1], die eine Unstetigkeitsstelle enthalten, nur geringen
Einflul auf die n-te Ober- und Untersumme haben. Dies erreicht man z. B. dadurch,

dass man

n =

F(M*_m*g-ub—aw |

Tatséchlich gilt dann fiir die Differenz D der Ober- und Untersumme eingeschrankt auf

die Intervalle [x;_1, x;] die eine Unstetigkeitsstelle enthalten

D:b—a Z (me[sup f(x)— inf f(x))éb;a'é-(M*—m*)g

n o e[i1,mi
i: Un[zi—1,2i]#9 i1, velzioiail

¢
>

Fiir alle anderen Intervalle, also solche, die keine Unstetigkeitsstelle aus U enthalten,
kann man wieder mit gleichméfiger Stetigkeit argumentieren. Fiir hinreichend grofles n
kann, wie im Beweis von (8.3), fiir die Differenz der der n-ten Ober- und Untersumme
eingeschrankt auf diesen Intervallen, dann auch eine Schranke von (/2 etabliert werden.
Zusammengefafit ergibt sich so auch die Abschétzung (8.3) fiir jedes ¢ > 0 fiir hinreichend
grofles n. Der Rest vom Beweis ist dann analog, da er nicht mehr die Stetigkeit, sondern

nur noch (8.3), verwendet. O

Bemerkung 8.3. In der Literatur betrachtet man oftmals nicht nur dquidistante
Zerlegungen von [a, b], sondern allgemeiner auch Zerlegungen, bei denen die Teilintervalle

unterschiedliche Langen haben. Fiir eine Zerlegung Z und eine beschréinkte Funktion
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f: [a,b] — R kann man die Obersumme O(Z) und die Untersumme U(Z) wie oben

definieren. Man sagt dann, dass f integrierbar ist, wenn
sup{U(2): Z} =inf {O(2): Z}

gilt, wobei das Supremum und das Infimum tiber alle Zerlegungen Z von [a, b] genommen
wird.

Beispiel 8.4. Wir bestimmen die Fliche, die von der x-Achse, der Funktion f(x) = 2?
und der Geraden z = 1 eingeschlossen wird. Da f(0) = 0 gilt, betrachten wir die
Funktion f also nur auf dem Intervall [0, 1]. Auf diesem Intervall ist f streng monoton
wachsend. Damit wird der maximale Wert von f auf einem abgeschlossenen Intervall
[c,d] € [a,b] am rechten Rand des Intervalls angenommen, also an der Stelle d. Der
minimale Funktionswert wird am linken Endpunkt ¢ des Intervalls angenommen. In

dem Beweis brauchen wir die Formel

giz _n(n+1)(@2n+1)

6 Y

die man direkt mit vollstdndiger Induktion tiberpriifen kann. Damit gilt

0§01 (008) 3 802

3 6 6n2

Damit gilt

n—ow \ 3  2n  6n2 3

Die Flache unter der Kurve hat also den Flacheninhalt %

n

1 1
limooOnz lim <—+—+i) =1.

Beispiel 8.5. Ein bekanntes Beispiel einer beschrankten, nicht-integrierbaren Funktion
mit unendlich vielen Unstetigkeitsstellen ist die Indikatorfunktion 1g: [0,1] — R der

rationalen Zahlen in [0, 1] definiert durch

0, fallsz ¢ Q
1, fallsxe@.

xr ——

Da jedes Intervall positiver Lange sowohl ein rationale als auch eine irrationale Zahl
enthélt, ist U, = 0 und O,, = 1 fiir jedes n € IN. Die Folgen konvergieren also, aber die
Grenzwerte lim,,_ ,, U,, = 0 und lim,,__,,, O,, = 1 sind unterschiedlich.

Fiir bestimmte Integrale gelten folgende Rechenregeln, die die Berechnung von

Integralen und den Umgang mit Integralen erleichtern.
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Satz 8.6. Seien f, g: [a,b] — R.
(i) Falls f und g integrierbar sind, dann ist die Funktion f+g mit x — f(x)+g(z)

integrierbar auf [a,b] und es gilt

Lb(f+g)(rc)dw=Lbf(w)dw+fg(af)dw-

(i) Falls f integrierbar ist und ¢ € R, dann ist die Funktion c- f mit x — c¢- f(z)

integrierbar auf [a,b] und es gilt

f( dx_cjf

(79) Falls f und g integrierbar sind und f(z) < g(z) fir alle x € [a,b], dann gilt

L @) dz < f g(z) da

() Falls [ integrierbar ist und es m, M € R mit m < f(x) < M fir alle z € [a, b]
qibt, dann gilt

m-(b—a)éf flx)de < M- (b—a).

(v) Fiir jedes v € |a,b] ist die Funktion f auf [a,b] integrierbar genau dann, wenn

sie auf [a,v] und auf [7,b] integrierbar ist und es gilt

Lbf(yc) dz = va(:c) dz + Lbf(:c) dz

(vi) Falls f integrierbar ist, dann ist auch die Funktion x —> |f(x)| integrierbar

< Lb!f(m)\ dz.

(vii) Falls f und g integrierbar sind, dann gilt

Lb(erg)(x) dz| < Lb|f(:c)y dr + Lb\g(x)y dr .

BEWEIS. Die ersten vier Rechenregeln ergeben sich leicht aus den Rechenregeln

und es gilt
x)dz

konvergenter Folgen. Seien (Uf),ew, (U9)nen, (Of)new und (O9),en die konvergenten
Folgen der Unter- und Obersummen von f und g auf [a, b]. Dann sind (UJ + U9),ew
und (Of + 09),en Unter- und Obersummen von f + g und auch diese Folgen sind
konvergent. Schliellich gilt

lim (U] +U¢) = lim Ul + lim U$
n—-s00 n—-0o0 n—-0o0
b b
:J f(x)dx%—f g(x)dx
= lim O/ + lim OY = lim (Of+09)
n—-=ao n—--a0 n—-=aoo

und (7) folgt.
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Ebenso ergibt sich Teil (7i) aus

b
i U =6 1 f— . =c- li f— 1 . OF
lim (c-Ul)=c Jim U7 = ¢ Lf(x)dx—c nhinwOn— lim (c-0]),

n—-ao0 n—->-=a0

da c¢-UJ und ¢ - O/ die n-te Unter- und Obersumme der Funktion ¢ - f sind.

Auch die Monotonieregel in (7ii) folgt direkt aus der Abschatzung
0l <09

fiir alle n € IN, da f(z) < g(z) und somit auch M/ < M? fiir die Maxima von f und g
in den Intervallen der dquidistanten Unterteilung gilt. Es folgt

b b
J f(z)dz = lim 07 < lim 07 = f g(x)dx.

Teil (iv) folgt mit zwei Anwendungen von (777 ). Zuerst verwenden wir die konstante
Funktion h,,: [a,b] — R mit z —— m. Da SZ hm(z)dz = m - (a — b) und nach
Voraussetzung m = h,,(x) < f(z) gilt, folgt die erste Ungleichung durch (iv). Genauso
ergibt sich die zweite, da f(z) < hy/(z) = M fiur die konstante Funktion hy: [a, b] —
R mit x — M gilt.

Fiir den Beweis von Aussage (v), ist es praktischer, auf die Definition von integrierbar
aus Bemerkung 8.3 zuriickzugreifen und wir iiberlassen die Details zur Ubung.

Als néchstes beweisen wir die Dreiecksungleichung aus Teil (vi). Wir betrachten die
beiden Hilfsfunktionen f,, f_: [a,b] — R gegeben durch

Fole) = f(z), falls f(x) >0 wnd  f(x) = —f(x), falls f(x) <0
0, sonst 0, sonst
und zeigen, dass diese integrierbar sind. Die Integrierbarkeit von |f(x)| folgt dann aus
Teil (i), da |f(z)| = fi(x) + f_(x) und die Monotonie ergibt sich durch f(z) < |f(x)|
aus (717).
Seien U, und O; die n-te Unter- und Obersumme von f.. Aus der Definition von f,
+

folgt, dass der Abstand zwischen Maximum M;" und Minimum m;" in einem Intervall
[2;_1,x;] einer Unterteilung sich nicht vergréSert haben kann. Entweder er ist gleich
geblieben, falls f in dem Intervall nicht negativ war, oder M;" = M; und m; =0 > m,,
falls das Minimum von f kleiner 0 und das Maximum > 0 war, oder M;" = m;] =0,

falls das Maximum von f kleiner gleich 0 war. Somit gilt

of —~Ur <0l -uf

n

fir alle n € N und aus der Integrierbarkeit von f folgt lim,__, (O:{ -Uf ) = 0. Des
Weiteren kann man zeigen, dass die Folgen (U, ),en und (O} )new auch konvergieren
und wir lassen dies zur Ubung. Mit den gleichen Uberlegungen zeigt man auch die

Integrierbarkeit von f_.
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Die abschlieende Ungleichung (vi) ergibt sich aus der Dreiecksungleichung des
Betrages (siehe Satz 5.15) zusammen mit den Rechenregeln aus Teil (7) und (vi).
Tatséchlich gilt

Lb(f +9)(

dx+f g(x)dx

+ L g(x)da ¢ Lb|f(:v)| dz + Lb g(2)| dz .

§8.2 HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG

x)dz

Fiir eine integrierbare Funktion f: [a,b] — R und a < b definieren wir

b
= biaf f(x)dx

als den Durchschnittswert/Mittelwert von f auf dem Intervall |a,b]. Die Zahl p ist die

Hohe eines Rechtecks der Breite b — a mit demselben Flacheninhalt wie die Flache unter

der Kurve f. Der folgende Satz besagt, dass eine stetige Funktion auf dem Intervall [a, b]

ihren Mittelwert annimmt.

Satz 8.7 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f: [a,b] — R stetig. Dann gibt

es ein & € [a,b] mit
| 1@az = @) 0= a).

BEWEIS. Da f stetig auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] ist, gibt es nach
Satz 7.38 globale Extrema m* und M* und mit dem Zwischenwertsatz (Satz 6.12) folgt

f(la,b]) = [m*, M*]. (8.4)
Offensichtlich folgt mit Rechenregel (iv) aus Satz 8.6

(b—a) th *(b—a).

Folglich existiert ein p = = S f(z)dx € [m*, M*], sodass

Lf@ﬁh=u'®—®

und (8.4) garantiert ein Z € [a, b] mit f(Z) = pu. O

Die Funktion f: [a,b] — R sei integrierbar. Nach Satz 8.6 (v) ist f dann auch
auf jedem Intervall der Form [a, z] mit = € [a, b] integrierbar. Damit kénnen wir eine
Funktion F': [a,b] — R durch die Vorschrift

@:Lﬁ@m

definieren. Der Wert F'(z) ist also die Fléche unter der Kurve f auf dem Intervall [a, z].
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Satz 8.8 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f: [a,b] — R stetig.
Dann ist die Funktion F': [a,b] — R definiert durch

differenzierbar und fir alle x € [a,b] gilt F'( ) = f(x).

BEWEIS. Seien x € [a, b] beliebig und h > 0. Der entsprechende Differenzenquotient

von F' lautet

F(az+h})LF($) _ %(Lﬁhf(t)dt—me(t)dt) = %f+hf(t)dt

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein &, € [z, + h] mit

z+h
| s s n.

F(x+h)—F(x 1, .
( f)z <):E(f(xh)'h):f(xh)'
Duas gleiche Argument garantiert auch fir h < 0 ein 2, € [z — h,z], sodass +(F(z +
h) — F(x)) = f(Zn). Somit folgt mit der Stetigkeit von f
lim F(x+h)— F(x)
h—0 h

Also ist

- hlE}of(mh) - f(hlinoxh> '
Da &, € [z, x + h] (bzw. ) € [x — h, z]) muss gelten lim;,__,o Z;, und folglich

, . F(x+h)— F(x)
F(x):hlino h -

g

Definition 8.9. Sei I < R ein Intervall und f: I — R. Ist F': I — R differenzierbar

und F'(z) = f(z) fiir alle x € I, so nennt man F eine Stammfunktion von f.

Der Hauptsatz besagt also, dass die Funktion F'(x S f(t)dt eine Stammfunktion
von f ist. Wir stellen zunéchst fest, dass sich zwei Stammfunktlonen einer gegebenen

Funktion hochstens um eine Konstante unterscheiden.

Satz 8.10. Sind Fy und Fy im Intervall [a, b] Stammfunktionen von f, so unterscheiden
sich Fy und Fy nur um eine additive Konstante. D.h., es gibt eine Konstante c € R,

sodass fir alle x € [a,b] gilt
Fl(.’L') = FQ(iC) +c

BEWwWEIS. Da F; und F; differenzierbar sind, ist auch £} — F differenzierbar und es
gilt fir alle = € [a, b]:

(Fr = B)/(x) = Fi(z) = F3(z) = f(z) = f(x) = 0
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Die Ableitung der Funktion Fy — Fy ist also auf dem gesamten Intervall [a, b] gleich 0.
Damit ist F; — F5 nach Korollar 7.41 eine konstante Funktion. Sei also ¢ € R, sodass
fur alle z € [a, b] gilt: (F1 — F3)(x) = c. Damit gilt fir alle z € [a, b] die Gleichung

Fl(il,‘) = FQ(QT) +c.
U

Der folgende Satz ist eine Konsequenz des Hauptsatzes der Differential- und Inte-
gralrechnung und zeigt, wie man bestimmte Integrale berechnen kann, wenn man die

Stammfunktion des Integranden kennt.

Satz 8.11. Sei f: [a,b] — R stetig und sei F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt

Jf@msz@—F@y

BEWEIS. Nach dem Fundamentalsatz ist § f(¢) d¢ eine Stammfunktion von f. Nach

Satz 8.10 existiert eine Konstante ¢ € R, sodass fir alle z € [a, b] gilt:

F(z) zfcf(t)dzﬂ—c

Es folgt

F@y—pmyZQEf@dp+Q-(Ef@yﬂ+c>:f}@ﬁn+c—0—c=f}@yw

a

g

§8.3 STAMMFUNKTIONEN UND BERECHNUNG VON INTEGRALEN

Satz 8.11 gibt uns eine Methode, ein bestimmtes Integral

fﬂ@m

zu berechnen. Man muss nur eine Stammfunktion F' von f finden und dann F'(b) — F'(a)
berechnen. Im Folgenden werden wir uns daher mit dem Problem befassen, zu einer
gegebenen Funktion eine Stammfunktion zu bestimmen. Wir miissen also das Ableiten
umkehren. Wir fithren folgende Schreibweise ein: Ist F' eine Stammfunktion der stetigen
Funktion f, so schreiben wir F(:L’)‘Z fir F(b) — F(a), d.h.

F(z)| = F(b) — F(a).

a

Anstelle von F (x)‘l; ist auch [F(z)]% gebriuchlich.
Ist F' eine Stammfunktion von f, so bezeichnet man F' als unbestimmtes Integral
von f und schreibt fiir F auch § f(z) dz. Da die Stammfunktion nicht eindeutig ist,

sollte

szﬂ@m
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nicht als Gleichung aufgefasst werden, sondern als Abktirzung fiir die Aussage ,,F' ist

eine Stammfunktion von f*

Beispiel 8.12.

auf dem Intervall [0, 1] berechnet, also Sé z? dx bestimmt. Wir berechnen dieses

(a) In Beispiel 8.4 hatten wir die Féche unter der Kurve f(z) = z?

bestimmte Integral noch einmal durch Auffinden der Stammfunktion von z2.
Wir wissen, dass fiir jedes k € IN die Ableitungsregel (%) = k - 2*~1 gilt. So

ist zum Beispiel (2°)" = 322, Damit gilt (12%)" = 22,

Sei also F(z) = $2%. Dann ist F' eine Stammfunktion von f(z) = z%. Also
gilt
! 1,0 1 1
szdxz—xg =-—-0==.
. 37 ], 3 3

(b) Wir berechnen die Flache unter der Kurve sin(z) im Intervall [0, 7]. Wir wissen,
dass cos’(x) = —sin(z) gilt. Also ist — cos(x) die Stammfunktion von sin(x).
und es gilt

J sin(x) dz = — cos(x) = —cos(m) — (—cos(0)) =1+1=2.
0 0
Die folgende Tabelle gibt die Stammfunktionen einiger elementarer reeller Funktionen

an. Von der Richtigkeit der Tabelle kann man sich durch Ableiten der Stammfunktionen

iiberzeugen.
Funktion f | Stammfunktion F
2" (r £ —1) %xrﬂ
1 In |z|
L arctan(z)
11%2 arcsin(z)
e’ e’
sin(x) — cos(z)
cos(x) sin(x)

Da das Integrieren die Umkehrung des Ableitens ist, kann man jede Ableitungsregel

riickwérts auch als Integrationsregel lesen. Damit ergibt sich sofort der folgende Satz.

Satz 8.13. Seien f, g: [a,b] — R integrierbare Funktionen mit Stammfunktionen F,
G: |a,b] — R und sei c € R. Dann gilt

(i) (F + G)(x) ist eine Stammfunktion von (f + g)(x) bzw.

[+ owac = [s@ar+ [ g ar

(ii) (c- F)(x) ist eine Stammfunktion von (c- f)(x) bzw.

fc'f(x)dxzc-Jf(x)dx
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8.3.1. Partielle Integration. Auch die Produktregel lasst sich als Integrationsre-

gel auffassen. Das fithrt auf die partielle Integration.

Satz 8.14 (Partielle Integration). Seien f, g: [a,b] — R differenzierbar mit stetigen
Ableitungen f' und g'. Dann gilt

b b
f f(x)g(x)da = — J f(x)g'(x)dx
Beweis. Nach der Produktregel (siche Satz 7.5) gilt

(f(2)g(x))" = f'(2)g(x) + f(2)g(x)

und mit Satz 8.11 folgt
b

[ (r@) + 1 @) az = sot

a a

Umstellen der Gleichung liefert die Behauptung. O

Satz 8.14 besagt also, dass sich eine Stammfunktion von f’g als Differenz von fg

und einer Stammfunktion von fg’ darstellen lasst, d. h.

| r@gte)as = wygta) - [ g

Beispiel 8.15. (a) Wir wollen

Jb x - cos(x) dx

a
mit Hilfe partieller Integration berechnen. Dazu interpretieren wir z - cos(x)
als f’g, wobei allerdings zunéchst unklar ist, ob wir z oder cos(x) als f
interpretieren wollen. Wenn wir x als f’ interpretieren, miissen wir im Folgen-
den z integrieren, was den Ausdruck komplizierter macht. Der Ausdruck cos(x)
wird allerdings beim Integrieren nicht komplizierter, wihrend x beim Ableiten
einfacher wird. Daher setzen wir f'(z) = cos(z) und g(z) = x an.

Fiir die Funktion f kénnen wir dann sin(z) wéhlen. Aulerdem ergibt sich

g(x)=1.

Nach dem Satz tiber die partielle Integration ist
b b
| @)@ - - | st da
b b
=sin(z) - x| — J sin(x) - 1dz

— (=~ cos(z))|

a
b

b
= xsin(x)

a

= (zsin(x) + cos(z))

a
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Also ist zsin(z) + cos(x) eine Stammfunktion von z - cos(x) und wir schreiben
Jm cos(z)dxr = zsin(z) + cos(x).

(b) Bei der partiellen Integration ist es nicht immer offensichtlich, wie man den
Integranden in der Form f’g schreiben sollte. Wenn man zum Beispiel §In(z) dz
berechen mochte, erweist es sich als giinstig, f'(z) = 1 und g(z) = In(z)
anzusetzen. Dann kann man f(z) = z wéhlen und es ergibt sich ¢'(z) = 1.
Nach Satz 8.14 ist dann

fln(ac) dz = fl ‘In(z)dz = xln(z) — Jm : édx =zln(x) —x.

8.3.2. Substitutionsregel. Neben der Produktregel erinnern wir uns nun an die

Kettenregel

(f(g(x))" = f'(g(x)) - ¢'(x)
und betrachten zum Beispiel die Funktion 2ze*”. Wir sehen sofort, dass 22 die Ableitung
von x? ist. Damit gilt

2

2we’” = e 2w = f'(g(2)) - (@),
mit f(z) = * und g(z) = 2. Nach der Kettenregel ist f(g(x)) = ¢*" eine Stammfunk-
tion von f'(g(z)) - ¢'(x) = 2ze”, d.h.
JQ:Ber dz = ¢* .

Wir berechnen nun das Integral der Funktion cos(3z+1). Dazu wollen wir cos(3z+1)
in der Form f’(g(x)) - ¢’(x) schreiben. Es ist naheliegend, g(z) = 3z + 1 anzusetzen.
Dann ist ¢'(z) = 3, also

cos(3z + 1) = f'(g(z)) - ¢'(x) = f'(Bx + 1) - 3.
Es folgt

1
Bz +1) = 3 cos(3x + 1)
und damit f'(z) = 5 cos(z). Das liefert f(z) = §sin(z). Damit ist
1
JCOS(3$ +1)dz = fg cos(3x + 1) - 3dx
L.
= | 7o) g @) do = Flo@) = gsin(3a +1).

Die beiden letzten Beispiele sind Beispiele fiir die Integration durch Substitution.

Wir betrachten diese Integrationsmethode zunéchst fiir bestimmte Integrale.

Satz 8.16 (Substitutionsregel). Sei I < R ein Intervall, sei f: I — R stetig und
g: [a,b] — R differenzierbar mit einer stetigen Ableitung und g([a,b]) < I. Dann ist

b g(b)
f Flg2)) - ' (2) do = f Fu) du
a g(a)
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BEWEIS. Sei F' eine Stammfunktion von f. Nach der Kettenregel gilt

(F(g(x))) = F'(9(z)) - d'(z) = f(g(2)) - ¢'(z) .

Durch zweimalige Anwendung von Satz 8.11 erhalten wir nun die Substitutionsregel

b g(b)
J, ot -5 @z = Fota)]) = Flo) ~ Flota) = | fw)au

g

Fiir unbestimmte Integrale zeigt Satz 8.16 also, dass (f o g)(z) eine Stammfunktion
von f'(g(zx)) - ¢'(x) ist, bzw.

j (@) - g'(x)dx = (f o g)(x).

Wir sehen, dass wir in diesem Satz einmal eine Funktion in der Variablen u und
einmal eine Funktion in der Variablen z integrieren. Der Zusammenhang zwischen
den Variablen v und x ist, dass wir in dem Integral auf der rechten Seite u schreiben,
wéhrend in dem Integral auf der linken Seite g(x) auftritt. Wir sagen, dass wir v fiir g(x)
substituieren.

Fir die praktische Anwendung der Substitutionsregel stellen wir uns vor, dass wir
u := g(x) setzen und dann berechnen, wie sich du mit Hilfe von dz ausdriicken lésst,
wobei wir so tun, als konnten wir mit du und dx rechnen. Wenn wir uns v als Funktion
vorstellen, die von x abhangt, dann ist

du
T Az

(siehe Definition 7.1). Wenn wir uns fiir einen Moment erlauben, mit den Symbolen dz

g'(z)

und du ,zu rechnen“, dann erhalten wir du = ¢'(z) dz oder auch dx = %, falls ¢'(x)
fiir alle relevanten x von 0 verschieden ist. Tatséchlich fithren diese ,,Umformungsregeln*

bei der Substitution zu den richtigen Ergebnissen.

Beispiel 8.17. (a) Wir berechnen
Jsin(2x + 1) dz.
Es ist naheliegend mit u := 2x + 1 zu substituieren. Dann ist

u
— =2z +1) =2
= etl)
also dx = %du. Damit gilt

Jsin(Q:v +1)dz = Jsin(u) : %du = %(— cos(u)) = —% cos(2x + 1).

Da wir die Stammfunktion von sin(2z + 1) ausrechnen wollen, missen wir am

Schluss an Stelle von v wieder 2z + 1 einsetzen.
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Unser Ergebnis konnen wir durch die Probe
1 "1 .
—3 cos(2x +1) ) = 3 sin(2x +1) - 2 = sin(2x + 1)

iiberpriifen.

(b) Wir berechnen das bestimmte Integral

1
X
———dx.
L(1+x2)2 ’

Dazu substituieren wir u := g(z) = 1+ 2?. Es ergibt sich 94 = 2z, also
du = 2x dx oder %du = rdz. Einsetzen in das Integral liefert

Jl T4 f(l) 1 1d 12 -1 -1 1
—_— I‘: —_— . — u: — = —— — = -,
o (14 22)2 g0) U* 2 2-ulh 4 2 4

(¢) Eine klassische Aufgabe zur Integration durch Substitution ist die Berech-
nung der Flache eines Kreises. Der Einfachheit halber betrachten wir nur den
Einheitskreis. Bekanntlich besteht der Einheitskreis genau aus den Punkten
(z,y) € R? mit

Pyt =1
Lost man diese Gleichung nach y auf, so erhélt man

y=+Vv1-—22

Die obere Halfte des Einheitskreises ist also genau der Graph der Funktion
f(z) = /1 — 22, die auf dem Intervall [—1, 1] definiert ist. Damit ist die Fléche
des Kreises, also eigentlich die vom Einheitskreis eingeschlossene Fléche, genau

das doppelte der Fliche unter der Kurve f auf dem Intervall [—1,1].

1

ABBILDUNG 8.3. Flache des Halbkreises mit Radius 1

Wir miissen also das bestimmte Integral

1
f vV1—22dx
-1
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berechnen. Da sin?(u) + cos?(u) = 1 vereinfacht sich der Ausdruck /1 — 22

mit der Substitution
x =sin(u) bzw. wu = arcsin(x)

zu cos(u). Allerdings erhalten wir auch

du ., (2) 1
— = arcsin'(z) = ——
dz N
was zu
dr = V1 —22du = 4/1 — sin?(u) du = cos(u) du
fithrt. Einsetzen in das Integral liefert mit arcsin(—1) = —% und arcsin(1) =
dann

1 3
J V1—2x?dr = J cos?(u) du .
1 s

2

Das letzte Integral konnen wir mit partieller Integration 16sen
Jcos2(u) du = sin(u) cos(u) — J(— sin?(u)) du
= sin(u) cos(u) + JsinQ(u) du
= sin(u) cos(u) + J(l — cos*(u)) du
= sin(u) cos(u) + u — JCOSQ(U) du .

Es folgt
2 J cos®(u) du = sin(u) cos(u) + u .

Damit gilt

2 _1(7r —7T>_7T
—x 2\2 2/ 27

J_1 V1—a?de = %(sin(u) cos(u) + u)

Damit ist die Flache des Einheitskreises genau 7. Mit derselben Technik lasst

sich zeigen, dass die Fliche eines Kreis mit Radius r genau 7r? betrigt.

8.3.3. Partialbruchzerlegung und Integration rationaler Funktionen. Ein
weiteres Problem ist die Integration (gebrochen) rationaler Funktionen, also von Funk-
tionen der Form r(z) = Iq% wobei p(z) und ¢(z) Polynomfunktionen sind.

Sei eine rationale Funktion r(z) = Z% gegeben. Zunachst muss man beachten, dass
im Falle eines bestimmten Integrals nicht iiber eine Nullstelle von ¢(z) hinweg integriert
werden darf. Abgesehen davon kénnen wir die Stammfunktion von f(x) mit Hilfe der

folgenden Schritte bestimmen.
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Polynomdivision: Der erste Schritt ist eine Polynomdivision, sodass wir r(z) in der

Form
a(x) + blw)
q(z)
mit Polynomfunktionen a und b schreiben kénnen, wobei der Grad von b(x)
echt kleiner als der Grad von ¢(x) ist. Die Stammfunktion von a(x) konnen wir
leicht finden. Also miissen wir uns nur noch mit der rationalen Funktion %
beschéftigen, wobei der Grad von b(z) echt kleiner als der Grad von ¢(z) ist.
Partialbruchzerlegung: Ziel der Partialbruchzerlegung ist die Zerlegung von ng) als
Summe von rationalen Funktionen mit ,einfachem“ Nenner. Hierfiir benutzt
man den Fundamentalsatz der Algebra, der in der Doktorarbeit von Gaufl im
Jahr 1799 erschienen ist. Dieser Satz besagt, dass sich jede reelle Polynomfunk-
tion als Produkt von Polynomen vom Grad hochstens 2 schreiben léasst. Es
gibt also c € R, natiirliche Zahlen 0 < k < ¢ und dy, ..., d, € IN und paarweise
verschiedene Polynomfunktionen ¢y, ..., q mit Grad 1 und ¢x,1,...,q vom
Grad 2, sodass

4

q(x) =chfi(x) und grad(q Zd + 2 Z d; .

i=1 i=k+1

Nun suchen wir Konstanten A;;, B;;, C;; € R, die die Gleichung

k d; VA d; q(x
b(:c):;; ; Z By + Cy) .<( >) (8.5)

z q/

erfiillen. Da die Polynome qfi Teiler des Polynoms ¢ sind, sind alle Terme
auf der rechten Seite Polynome. Fiir gegebene A;;, B;;, C;; € R ist die rechte
Seite ein Polynom mit Grad héchstens grad(q(z)) —1 > grad(b(x)) und fiir die
Bestimmung von passenden A;;, B;;, C;; € R fithrt (8.5) zu einem linearen Glei-
chungssystem. Dafiir expandieren wir die rechte Seite von (8.5) und vergleichen
die entsprechenden Koeffizienten der Potenzen 27 auf beiden Seiten. Mithilfe
des Gaufl—Verfahrens bestimmt man dann eine Losung des entsprechenden
Gleichungssystems. Tatséchlich kann man zeigen, dass dieses Gleichungssystem
immer losbar ist (Hauptsatz der Partialbruchzerlegung), allerdings geht der
Beweis iiber den hier behandelten Rahmen hinaus.

Sei nun A;;, Byj, C;j € R, sodass (8.5) gilt. Teilen wir beide Seiten in (8.5)

durch ¢(z), so erhalten wir
) &
q(x) 2 ;
b(z)

Diese Zerlegung nennt man Partialbruchzerlegung von ) und man kann

_|_
%

zeigen, dass diese eindeutig ist. Da alle ¢; Grad 1 oder 2 haben, reduziert
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sich dadurch das Problem der Integration von Ex; somit zur Integration von

Funktionen der Form

A wnd Bx+C

(x + ap)? (2% + a1z + ap)?
fir A, B,C,ag,a; € R und d € IN.
Integration: e Rationale Funktionen der Form m mit d € IN konnen leicht mit
Hilfe der Substitution u := x + ag integriert werden. Fiir d = 1 ergibt sich

A A
J dx=f—du=Aln|u|=A1n|x+a0|
T + ag u

und fur d > 2 erhalten wir

J A d f q A 1 A
(z + ag)? v e (d—1Dud=t  d—1 (z+ay)?!"

e Betrachten wir nun das Integral von Funktionen der Form ——Y%—— mit
(z?2+a1z+ap)
d € N, in denen der Nenner keine reelle Nullstelle hat. Da 2% + a1z + ag

keine Nullstelle hat, ist ap > a?/4 und somit ist 4/4ag — a? positiv. Mit
der Substitution

2x + aq
U= ———
4ag — aj
erhalten wir
C 22710 1
dz = : du . 8.6
J (22 + ayz + ag)? ¢ (4ag — a%)d—l/2 J (u? 4+ 1)4 “ (8)
Da arctan(u) eine Stammfunktion von —— ist, folgt fiir d = 1

J C d 20 f 1 d
— dx = . u
2+ a1z + ag \/4ag — a2 u? + 1

2C
= ——— - arctan(u)
\4dag — a2
2C " ( 2r + a; )
= ——— arctan | —) .
\4ag — a3 \4ay — a3

Den allgemeinen Fall d > 1 fithren wir rekursiv auf d — 1 zurtick. Mit Blick
auf (8.6) ist es hinreichend, das Integral S

mit der Umformung

f(u? : 0 —f“izi;f du = fﬁdu—fﬁdu (8.7)

Das erste Integral §

T +1)d zu losen. Wir beginnen

ﬁ)dl kénnen wir rekursiv 16sen und fiir das zweite

Integral S 7= e du verwenden wir partielle Integration. Dafiir schreiben

1)d
wir das Integral als

u2 1 2u
Jam =3 g o
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Eine Stammfunktion von (u22+)d erhalt man einfach mit der Substitution

vi=ut+1

2u 1 1
J(u2+1 d“‘f_d”_ (d— Dot T~ (d—1)(u?+ 1)d1

Somit ergibt sich fiir (8.8) mit partieller Integration

u? U 1
Jm = D f A=)+ 1T

1 f 1 d U
— u —
2(d—1) J (u?+ 1)¢1 (2d — 2)(u? + 1)d-1"
wobei wieder ein Integral entsteht, welches wir rekursiv behandeln kénnen.

Insgesamt erhalten wir also mit (8.7) die Rekursionsformel

J 1 u , 2 3J .
@+ D7 2d—D)2+ 1) " 2d—2 ) (@t 110"

was die Behandlung von Integralen der Form 7 dx abschlief3t.

x2+a1m+a
e Integrale von Funktionen der Form % bringen wir zuerst in die
Form
Bx +C d B 2z + aq d C — Bay/2 d
2 dr Ty 2 g dr T 2 a9
(22 4+ a1z + ap) (22 4+ arx + ap) (22 4+ a1z + ap)

Summanden vom zweiten Typ haben wir bereits oben diskutiert. Summan-
den vom ersten Typ kann man mit der Substitution u := 22 + a;x + ag
integrieren. Fiir d = 1 erhalten wir so

2x + aq B (1 B 9
— de=—= | -du==1 + a1z +
JxQ—i-alx—i-ao 2 fu YT nla” +aw +ag

und fiir d > 2 ergibt sich schlieflich

BJ 2x + ay f
— = | 5 du
2 J (2% + a1 + ap)?
T
B 1

2 (d—1)(2? + a1z + ag)t 1"

J‘ z+1
—  d=x.
2 —5x+6

Das Polynom im Nenner hat bereits einen kleineren Grad als das Polynom im Zahler,

Beispiel 8.18. Wir berechnen

weshalb die Polynomdivision entfallt. Mit Hilfe der p-g-Formel sehen wir, dass die
Nullstellen des Nenners die Zahlen 2 und 3 sind. Es gilt

(x—2)(x—3)=2—52+6.
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Damit gibt es A, B € R mit

r+1 _ A N B
22—-52+6 x—-2 x-—3

Wir multiplizieren die Gleichung mit 2* — 5 + 6. Das liefert
r+1=Ax—-3)+B(x—2)=(A+ B)r —3A—-2B.

Uber den reellen Zahlen sind zwei Polynomfunktionen genau dann gleich, wenn die
beiden Polynome gleich sind, wenn also die Koeffizienten vor den entsprechenden

Potenzen von z iibereinstimmen. Es ergibt sich also das Gleichungssystem
A+B=1,
—3A-2B=1.

Als Losung dieses Gleichungssystems erhélt man A = —3 und B = 4. Die gesuchte

Partialbruchzerlegung lautet damit

z+1 B -3 N 4
2—-5x4+6 -2 x-3°

Um das Integral SI_—_‘?’Q dz zu berechnen, substituieren wir
ui=x—2

und erhalten du = dz. Damit ist

J 3 d:czf_—gdu=—31n]u| = —3ln|x —2|.
T —2 u

Analog sieht man

4
J 3dx=41n|a:—3|.

Insgesamt ergibt sich

1 -3 4
JdeZJ( + )dx=31n|x2|+4ln|x*3|.

22 -5z +6 r—2 x-—3

J 3r +5 d
x
-2+ -1

berechnen. Wieder brauchen wir keine Polynomdivision durchzufiithren. Wir raten eine

Beispiel 8.19. Wir wollen

Nullstelle des Nenners, ndmlich 1. Eine Polynomdivision liefert
-t tr—1=(x—-1)(2"+1).

Damit existieren A, B,C € R mit

3r+5 A Bx +C
-2+ —1 z-1 241"
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Wir multliplizieren die Gleichung mit 2® — 2% + 2 — 1 und erhalten
3r+5=A@*+1)+ (Br+O)(z — 1)
=Ar*+ A+ Ba* — Bx +Cz - C
=(A+B)2* +(-B+C)x+A-C.
Das liefert das folgende Gleichungssystem

A + B
- B + C
A ~-C =

Die eindeutige Losung dieses Gleichungssystems lautet A =4, B = —4 und C = —1

und es folgt
3r+5 4 —4x —1
B-x2+rx—-1 x-1 2 +1

Somit gilt
3x +5 4 —4x —1
dz = + d
JxS—x2+x—1 . J(az—l :U2—|—1) o

4 2x 1
= de —2 der — d
Jx—l . Jx2+1 . Jx2—|—1 o

=4In|r — 1] — 2In|z* + 1| — arctan(x) .

Beispiel 8.20. Wir berechnen

Jx—%dx
2 4+2x+5

Es gilt (z* + 22 4+ 5) = 2z + 2 und
1 2
J T+ 3 F J x+6 da
2 +2x+5 2) 22+2x+5
1 2 + 2 1
=—| ———dex+2 | ——d
2Jx2+2x+5 v Jx2+2x+5 o
Das erste der beiden Integrale berechnet man mit Hilfe der Substitution
uwi=12>+2r+5,

also du = (2z + 2) dz, und erhélt

2z + 2 1
f—dx = J—du = In |u| = In|z® + 22 + 5|.
22 +2x+5 u
Fiir das zweite Integral substituieren wir mit

2+ 2 z+1

20 —4 2
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also v = 2u — 1 und dx = 2du. Es gilt

Ji___;L___.dx-—.f 2 du
w2 4+20+5 ) Qu—12+22u—1)+5

2 10 1
_ du = = d
f4u2~|—4u 2Ju2+1 “

1
= ~arct
5 arc an(u)

1 ; <x+1>
= —arctan .
2 2

Insgesamt erhalten wir

z+3 1 r+1
_TTY e = Slnfa? 42 ( )
Jx2+2x+5dx 211]:6—1— x + 5| + arctan 5

§8.4 UNEIGENTLICHE INTEGRALE

Bisher haben wir bestimmte Integrale auf endlichen, abgeschlossenen Intervallen [a, b]
berechnet und dabei vorausgesetzt, dass der Integrand f(z) auf ganz [a, b] definiert und
beschrankt ist. Man kann aber manchmal auch Integralen auf unendlichen Intervallen
oder auf Intervallen [a,b], an deren Grenzen f(x) nicht definiert ist, auf sinnvolle Weise

einen Wert zuweisen.

Beispiel 8.21. (a) Wir betrachten das Integral {;” % da. Wir wollen also die Fliche

unter der Kurve % auf dem Intervall [1,00) berechnen. Es gilt

B

und es ist naheliegend, den Wert von {;” % dz als Grenzwert lim, Sllj —dz

zu definieren. Damit erhalten wir

b b
lim id:zc— lim <—1>

b—w J; x? b—0 x/ |,

— lim (—1+1)=1.

b—0 b

Analog zeigt man Sio m—lr dr = T%l fir alle reellen r > 1.

(b) Nun betrachten wir den Fall 7 = 1, also das Integral {;” 2 dz. Bekanntlich ist

1
f— dz =1In|z|.
x
Es gilt
lim | —dz= lim In |x|‘ = lim (In(b) —0) = w0
b—w J; T b— 0 1 —>0

d.h. limy_,., Sll) %dx divergiert bestimmt.

Definition 8.22. Sei f: [a,0) — R fiir jedes b > a auf dem Intervall [a, b] integrier-

bar. Falls der Grenzwert

b
bh—r>nooL f(iB) de
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existiert, so nennen wir f auf dem Intervall [a, c0) uneigentlich integrierbar und definieren

LOO f@)ds = lim Lbf(x) dz.

b—>00

Wir sagen in diesem Fall auch, dass das Integral SZO f(z) dz existiert (oder auch, dass

es konvergiert) und SZO f(z)dx ist ein uneigentliches Integral. Analog definiert man

Siw f(z)da.

Falls f fiir ein ¢ € R sowohl auf (—o0, c] als auch auf [c, 00) uneigentlich integrierbar

ist, so nennen wir f auf ganz R uneigentlich integrierbar und definieren

f; fle)de = f:o flz)de + f " ).

Genauso definiert man fiir eine Funktion f: (a,b) — R die fiir jeden abgeschlosse-
nen Teilintervall [«, 5] < (a,b) integrierbar ist

Lbf (z)de = lim, f f(@) + Jim, j 1),

falls die beiden Grenzwerte fiir ein ¢ € (a,b) existieren.

-1 1

ABBILDUNG 8.4. Uneigentliches Integral Xil \/1£7 dx

Beispiel 8.23. (a) Wir untersuchen das Integral

1 1

—dx.
1 \/].—.732
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Da arcsin(z) eine Stammfunktion von \/1;_7 ist und arcsin(0) = 0, erhalten
wir
! 1
——=dr = lim
1 V1 — 22 a—>1L\/1—9ﬂ \/1—952

= lim (0— arcsin(a)) + ﬁlinl (arcsin(3) + 0)

a——1

dx + llm f

—T ™

= —— — =177

2 2
(b) Auf ganz dhnliche Weise konnen wir das uneigentliche Integral von 1 = auf
ganz R bestimmen. Hierfiir erinnern wir uns, dass arctan(z) eine Stammfunk—

tion von ﬁ ist und es folgt

o0 1 0 1 b
J dr = lim 5.2 ———dx + lim

oo 1+ 22 a—-o0 | 14 x2 b—w Jy 1+

= lim (0 — arctan(a)) + bli_r)noo (arctan(b) + 0)

a—>—0
T2 T T
1
; T
3 9 1
ABBILDUNG 8.5. Uneigentliches Integral §* L dx

Mit uneigentlichen Integralen kann man das Konvergenzverhalten von Reihen unter-

suchen.

Satz 8.24. Sei f: [1,00) —> [0, 0) stetig und monoton fallend. Dann konvergiert die
Reihe Y7, f(n) genau dann, wenn S:O f(z)dz konvergiert.

BEWEIS. Da f monoton fallt, nimmt es seine Extrema iiber abgeschlossenen In-
tervallen an deren Grenzen an und nach Satz 8.6 (iv) gelten fiir jedes n € IN die

Ungleichungen

fn+1) = f(n+1) j f@)de < f(n) 1= f(n).
Es folgt

YA+ [ fwde< )50,

Ist also Y., f(n) < o0, so gilt auch §;° f(z) dz < .
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Gilt umgekehrt {7 f(z)dz < o0, soist Y, f(n) < o0. Damit konvergiert aber auch
die Reihe Y, f(n) fiir jedes beliebige f(1) € R. O

Mithilfe von Satz 8.24 und Beispiel 8.21 kann man leicht das Konvergenzverhalten
der Reihen >, L fiir reelle r > 1 bestimmen (siehe auch Kapitel 5.7).

=1 nr

Korollar 8.25. Die harmonische Reihe Y, | L divergiert und die Reihe Y, | -

n=1 nr

konvergiert fir alle r > 1. O






ANHANG A

Komplexe Zahlen

Einer der Griinde, warum man anstelle der rationalen Zahlen mit den reellen Zahlen
arbeitet ist der, dass sich gewisse Gleichungen in Q nicht l6sen lassen, wahrend in R

Losungen existieren. Ein Beispiel ist die Gleichung

die die irrationalen Losungen ++/2 hat. Da das Quadrat jeder reellen Zahl > 0 ist,
ldsst sich aber zum Beispiel die Gleichung 22 = —1 in R nicht 16sen. Dieses Problem
l6sen wir, indem wir ein letztes Mal den Zahlenbereich erweitern und von den reellen
Zahlen zu den komplexen Zahlen iibergehen. Die komplexen Zahlen werden in vielen

Anwendungen der Mathematik bendtigt, etwa in der Physik oder in der Elektrotechnik.
Definition A.1. Wir setzen

C=R?={(a,b): a,be R}.
Auf C definieren wir eine Addition und eine Multiplikation. Fiir alle a,b,c,d € R sei
(a,b) + (¢,d) := (a + ¢,b+ d)
und
(a,b) - (¢c,d) := (ac — bd, ad + bc) .

Satz A.2. Die Menge C bildet beziiglich der in Definition A.1 definierten Addition und

Multiplikation einen Kérper, den wir auch mit C bezeichnen.

BEWEIS. Die Assoziativ- und Kommutativgesetze sowie das Distributivgesetz rech-
net man schnell nach. Das neutrale Element beziiglich der Addition ist (0,0). Wie
iiblich bezeichnen wir dieses neutrale Element ebenfalls mit 0. Wir wissen auch schon,
dass (C, +) eine abelsche Gruppe ist, namlich dieselbe abelsche Gruppe wie die Gruppe
(R?, +). Das zu (a,b) inverse Element beziiglich + ist also —(a,b) = (—a, —b).

Das neutrale Element beztiglich - ist (1,0). Fiir alle (a,b) € C gilt ndmlich

(a,b) - (1,0) :==(a-1—=0-0,a-0+b-1) = (a,b).

a —-b
a? + b2’ a2 + b2

das zu (a, b) inverse Element beziiglich der Multiplikation:

Ist (a,b) # (0,0) so ist

175
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a —b
b) -
(a,0) (a2+62’a2+b2)

Um nun den Korper C der komplexen Zahlen als Erweiterung von R auffassen
zu kénnen, miissen wir R mit einer geeigneten Teilmenge von C identifizieren. Diese

Teilmenge ist einfach die z-Achse in R?, also die Menge
R = {(a,0):aeR}.
In der Tat rechnet man schnell nach, dass fiir alle a,b € R gilt:
(a,0) + (b,0) = (a + b,0) und (a,0) - (b,0) = (ab—0-0,a-0+0-b) = (ab,0)

Das zeigt, dass die Abbildung a — (a,0) ein Isomorphismus von Kérpern zwischen
dem Korper R der reellen Zahlen und dem Unterkoérper R von C ist.
Wir konnen also tatséachlich so tun, als ob die Menge R eine Teilmenge von C ist.

Wir vereinfachen nun unsere Notation wie folgt:

Definition A.3. Die komplexe Zahl (0,1) nennen wir die imaginire Einheit und
bezeichnen sie mit ©. Anstelle von (a,b) mit a,b € R schreiben wir a + tb. Dabei nennen

wir a den Realteil der komplexen Zahl z = a+ tb und b den Imaginérteil, welche wir mit
R(z)=a und  (z) =b

bezeichnen.
Es gilt
i°=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-1+1-0) = —1.
Praktisch kann man nun mit komplexen Zahlen in der Form a + #b wie folgt rechnen:

e Es diirfen die bekannten Rechenregeln in Korpern angewendet werden.
e Immer wenn wir einem Term 4° begegnen, kénnen wir diesen durch —1 ersetzen.
e Am Ende der Rechnung ordnen wir die Terme so, dass wir wieder einen
Ausdruck der Form ¢ + 2d erhalten.
Beispiel A.4. (a) Es gilt (a +tb) + (¢ + ¢d) = a + ¢ + 4(b + d). Das entspricht
genau unserer Definition von (a,b) + (¢, d).
(b) Es gilt

(a +1b) - (c + id) = ac + aid + ibc + i*bd = ac — bd + i(ad + bc) .

Das entspricht genau unserer Definition von (a,b) - (¢, d).
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(¢) Wir dividieren zwei komplexe Zahlen a 4+ ib und ¢ + id. Sei ¢ + id # 0, d. h.,

wir nehmen an, dass ¢ und d nicht beide 0 sind. Dann gilt

a+ib  (a+1b)-(c—1id) ac+bd+i(bc— ad)
ct+id (c+id)-(c—id) 2 + d2

Insbesondere ist
I c—ad
c+id A+
Definition A.5. Fiir eine komplexe Zahl z = a + b ist Z := a — tb die zu z konjugiert
komplexe Zahl. Der Betrag von z ist die Zahl |z| := v/a% + b2.

Satz A.6. Fur jede komplexe Zahl z € C gilt:
(1) |2P =27,
(i) R(z) < |z],
(iii) R(z) = 3(z +Z) und S(2) = (2 — %)
(iv) und fir zwei komplexe Zahlen z,, z5 € C gilt

21+ 20 =721+ 2

sowie

22 =71"%2
BEWEIS. Teil (7) erhalten wir direkt aus den entsprechenden Definitionen
(a+1b) - (a — b) = a® — 3*b* = a® + V* = |2|2.
Die anderen Aussagen rechnet man ebenso leicht nach. Il

Manchmal ist es sinnvoll, komplexe Zahlen nicht durch z- und y-Koordinaten

darzustellen, sondern durch Polarkoordinaten. Dabei wird der Punkt
r+iy = (z,y) e C = R?

durch den Winkel ¢ der Geraden durch den Nullpunkt und (z,y) und den Betrag
roi= \/m der komplexen Zahl x + 2y beschrieben. Man beachte, dass im Fall » = 0
alle Winkel ¢ dieselbe komplexe Zahl, namlich 0, beschreiben.

Sind der Winkel ¢ und der Betrag r einer komplexen Zahl z gegeben, so ist

z=x+1y =r(cosp+1isiny).

Man beachte, dass im Falle x # 0 die Gleichung
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gilt. M6chte man den Winkel ¢ im Intervall [0,27) aus 2 und y berechnen, so muss

man verschiedene Félle unterscheiden:

raurctaun g fallsz>0undy =0,
arctan £ + 27, falls x > 0 und y < 0,

¢ = §arctan  + , falls x <0,

7/2, falls z = 0 und y > 0,

k37T/2, falls z =0und y < 0

Eine andere Moglichkeit ist es, den Arcuscosinus zu benutzen, um ¢ zu berechnen.

arccos 7, falls y = 0
()0 —
2m — arccos 7, falls y <0

Wir untersuchen die Multiplikation komplexer Zahlen in Polarkoordinaten. Sei
21 =11 (cosa + Esina)
und
zg =19 - (cos B + ¢ sin [3).

Dann gilt

2129 =711 -T9- (cosacos f —sinasinf + ¢ - (sinacos f + cosasin J3))
=11 -19 - (cos(a + ) + isin(a + 3)).
In Polarkoordinaten kann man die Multiplikation also wie folgt beschreiben: Die Betrdige

der Zahlen werden multipliziert und die Winkel addiert.

Eine unmittelbare Folge dieser Feststellung ist die folgende Beobachtung.

Bemerkung A.7. Fir jede komplexe Zahl z € C und jedes n € IN existiert eine
komplexe Zahl ¢ mit (" = 2. Sei namlich z in Polarkoordinaten durch den Winkel ¢
und den Betrag r gegeben. Dann erfiillt

Ci= r- ((:os£ —i—isinf> .
n n
die Gleichung (" = z.

Eine Verstarkung dieser Bemerkung zeigt, dass wir mit den komplexen Zahlen einen

Zahlenbereich gefunden haben, in dem sich Polynomgleichungen 16sen lassen.

Satz A.8 (Fundamentalsatz der Algebra). Fir jedes Polynom p € C[X] vom Grad > 1
existiert eine komplexe Zahl z € C mit p(z) = 0. Damit zerfdllt jedes nicht-konstante

Polynom tiber C in Linearfaktoren. O

Einen Beweis des Fundamentalsatzes findet man zum Beispiel in [4].
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: Skalarprodukt > | w;v; von w = (ug,...,u,) und v = (vy,..

: Betrag 4/{v,v) von v € R"

: Matrizen iiber dem Koérper IK mit m Zeilen und n Spalten

Notation

: Potenzmenge {A: A < M} von M

: Anzahl der Elemente einer endlichen Menge M
: natiirliche Zahlen {1,2,3,...}

: nattrliche Zahlen mit Null {0,1,2,3,...}

: ersten n natiirliche Zahlen {1,2,3,...,n}

: ganze Zahlen {...,—2,-1,0,1,2,...}

: Restklassenring {[0],,, [1]m, - - -

: endlicher Korper mit ¢ = p* Elementen fiir eine Primzahl p und k € IN,

,[m — 1];»} der Kongruenzen modulo m

insbesondere ist I¥), = Z/pZ fiir jede Primzahl p

: Korper der rationalen Zahlen {¢: a € Z und b€ Z ~ {0}}
: Korper der reellen Zahlen

: Korper der komplexen Zahlen

: imaginédre Einheit der komplexen Zahlen

: Realteil der komplexen Zahl z

: Imaginérteil der komplexen Zahl z
: offenes Intervall {€ € R: a < & < b}
: halboffene Intervalle {£ € R: a < £ <

: abgeschlossenes Intervall {{ € R: a < & < b}

b} bzw. {£ € R: a <& < b}

: GauB-Klammer einer reellen Zahl, die grofite ganze Zahl kleiner gleich &

: Absolutbetrag einer reellen Zahl, definiert als & fiir £ > 0 und —¢ fiir £ < 0
: Einheitengruppe eines Rings R mit 1

: Polynomring iiber dem Koérper K

: Grad des Polynoms p

: n-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K

., vp) € K?

: Ring der n x n-Matrizen iiber dem Korper K

: Einheitsmatrix in IK™*" mit Einsen auf der Diagonalen und sonst nur Nullen
: Untervektorraum der linearen Hiille der Vektoren aus U

: Dimension des Vektorraums V'

: Kern {veV: f(v) = 0} € V einer linearen Abbildung f: V — W

: Bild {f(v): ve V} € W einer linearen Abbildung f: V — W

: Gruppe der Permutationen von [n] mit der Operation der Komposition
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: alternierende Untergruppe von S,, der geraden Permutationen

: Signum der Permutation 7, 1 fiir gerade und —1 fiir ungerade Permutationen
: Grenzwert einer konvergenten Folge (z,)nen

: Funktionsgrenzwert an der Stelle &

: Ableitung von f an der Stelle x
: n-te Ableitung von f an der Stelle z fiir n € Ng mit f© = f, ) = f/,

f(2) = " und f(n+1) _ (f(n))’

: bestimmtes Integral der Funktion f tiber dem Intervall [a, b]
: unbestimmtes Integral /Stammfunktion von f
: Kurzschreibweise fir F'(b) — F(a)
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