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Zusammenfassung. Die Cayley-Formel über die Anzahl von Spannbäumen auf rns

basierend auf der Idee von Pitman wird bewiesen.

§1 Spannbäume

Für n ě 1 sei T pnq die Menge der Spannbäume des vollständigen Graphen mit Ecken-
menge rns und wir bezeichnen mit

T pnq “ |T pnq|

die Anzahl dieser Bäume. Insbesondere sind die Ecken hier unterscheidbar und so werden
z. B. die drei Wege mit zwei Kanten auf r3s, als drei Spannbäume gezählt, auch wenn sie
als Graphen isomorph sind. Die folgende, nach Cayley benannte Formel, bestimmt T pnq.

Satz 1 (Cayley-Formel). Für jede natürliche Zahl n ě 1 gilt T pnq “ nn´2.

Diese Formel wurde mehrfach wiederentdeckt und viele unterschiedliche Beweise wurden
gefunden (siehe z. B. [7]). Cayley [3] verweist auf die Arbeit von Borchardt [1] und frühere
Ansätze lassen sich bei Kirchhoff [5] und bei Sylvester [13] finden. Zu den bekanntesten
Beweisen zählen die Arbeiten von Prüfer [9], Rényi [10,11], Moon [6], Riordan [12], Joyal [4]
und der folgende Beweis geht auf eine Idee von Pitman [8] zurück.

Wir betrachten Wurzelwälder auf rns mit k Kanten die mit 1 bis k durchnummeriert sind.
Für natürliche Zahlen n ą k ě 0 sei F pn, kq die Menge dieser Wurzelwälder. Insbesondere
besteht jeder Wald F P F pn, kq aus genau n ´ k Wurzelbäumen, d. h. jede Komponente
von F ist ein Wurzelbaum. Für k “ 0 enthält F pn, 0q nur den trivialen Wald der aus n

einzelnen Wurzeln besteht und für jedes n ě 1 gilt

|F pn, 0q| “ 1 . (1.1)

Auf der anderen Seite kann für jeden Spannbaum aus T pnq eine der n Ecken als Wurzel aus-
gezeichnet werden und die n´1 Kanten auf pn´1q! unterschiedliche Arten durchnummeriert
werden. Es gilt also

|F pn, n ´ 1q| “ T pnq ¨ n ¨ pn ´ 1q! “ n! ¨ T pnq . (1.2)

Satz 1 folgt nun aus (1.2) und der folgenden Behauptung für k “ n ´ 1.
1



2 MATHIAS SCHACHT

Behauptung 2. Für alle natürlichen Zahlen n ą k ě 0 gilt |F pn, kq| “
śk

i“1 npn ´ iq.
Insbesondere für k “ n ´ 1 erhalten wir |F pn, n ´ 1q| “ nn´1 ¨ pn ´ 1q! “ n! ¨ nn´2.

Beweis. Für festes n führen wir Induktion nach k und (1.1) etabliert den Induktionsanfang
für k “ 0. Für den Induktionsschritt fügen wir eine Kante mit Nummer k wie folgt in einen
Wurzelwald F aus F pn, k ´ 1q ein:

(a ) Wähle eine beliebige Ecke v P rns und sei rv die Wurzel des Baumes der v enthält.
(b ) Wähle eine beliebige Wurzel w ‰ rv aus F .
(c ) Füge die Kante vw mit Nummer k ein, wobei der neu entstandene Baum die

Wurzel rv erhält.
Durch diese Prozedur konstruieren wir aus jedem Wald aus F pn, k ´ 1q einen Wald
aus F pn, kq den wir mit pF, v, wq bezeichnen.

Es ist leicht ersichtlich, dass jeder Wald F‹ aus F pn, kq auf diese Weise konstruiert
werden kann. Dafür sei xy die Kante mit Nummer k und r die Wurzel des Baumes T‹

der xy enthält in F‹. Durch das Entfernen von xy zerfällt T‹ in zwei Bäume Tx und Ty

mit x P V pTxq und y P V pTyq. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir r P V pTxq

annehmen. Mit der Wahl y als Wurzel von Ty und r als Wurzel von Tx, erhalten wir einen
Wurzelwald F P F pn, k ´ 1q und es folgt F 1 “ pF, x, yq.

Es gibt n Auswahlmöglichkeiten für v in (a ) und, da jeder Wald aus F pn, k ´ 1q

genau n ´ pk ´ 1q “ n ´ k ` 1 Komponenten hat, gibt es n ´ k Wahlmöglichkeiten für die
Wurzel w in Schritt (b ). Somit gilt

|F pn, kq| ď |F pn, k ´ 1q| ¨ n ¨ pn ´ kq

und Behauptung 2 folgt mit Induktion, wenn wir zeigen, dass alle Auswahlen zu unter-
schiedlichen Wäldern in F pn, kq führen. Seien also pF, v, wq und pF 1, v1, w1q der gleiche
Wurzelwald mit der gleichen Kantennummerierung in F pn, kq. Auf Grund der gleichen
Kantennummerierung folgt EpF q “ EpF 1q und tv, wu “ tv1, w1u. Insbesondere bestehen F

und F 1 aus den gleichen Bäumen und die n ´ k ´ 1 Bäume die weder v noch w enthalten,
haben in F und in F 1 auch jeweils die gleiche Wurzel.

Falls v “ v1 und damit auch w “ w1, dann ist wegen (b ) w “ w1 jeweils die Wurzel
des Baumes der w “ w1 enthält und wegen (c ) und pF, v, wq “ pF 1, v1, w1q müssen dann
auch die Wurzeln der Bäume die v “ v1 enthalten identisch sein. D. h. die Wurzelwälder F

und F 1 mit k ´ 1 durchnummerierten Kanten waren identisch.
Bleibt noch der Fall v “ w1 und w “ v1 zu betrachten. Sei r die Wurzel des Baumes der v

enthält in F . Nach (c ) ist dann r die Wurzel des Baumes der v und w enthält in pF, v, wq.
Auf der anderen Seite, ist dann r auch die Wurzel des Baumes in pF 1, v1, w1q der v1 und w1

enthält und wiederum wegen (c ) ist r die Wurzel des Baumes in F 1 der v1 enthält. D. h. v

und w “ v1 liegen im gleichen Baum in F , was ein Widerspruch zur Wahl in (b ) ist. □
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