
SELTSAME STÄDTE UND VERMUTUNG VON BORSUK

MATHIAS SCHACHT

Zusammenfassung. Mithilfe der linearen Algebra entwickeln wir Schranken für endliche
Familien von Mengen mit eingeschränkten paarweisen Schnitten und beantworten damit
eine Frage Borsuk über Zerlegungen beschränkter Mengen im Rn.

§1 Vereine in seltsamen Städte

Eine seltsame Stadt habe n Einwohner und sich folgende Grundregeln für seine mögliche
Vereinsstruktur gegeben:

(I) jeder Verein hat gerade viele Mitglieder,
(II) je zwei Vereine haben eine gerade Anzahl von gemeinsamen Mitgliedern und

(III) keine zwei Vereine haben identische Mitglieder.

Um den Verwaltungsaufwand abschätzen zu können, überlegt man sich in der Stadtver-
waltung, wieviele Vereine in der Stadt maximal gegründet werden können? Nach kurzem
Nachdenken, stellt man fest, dass sich in der Stadt tn{2u feste Zweiergruppen bilden können
und mit diesen Zweiergruppen könnten dann 2tn{2u Vereine gegründet werden, die den
Regeln (I)–(III) genügen würden. Offensichtlich würde dieser theoretische Verwaltungs-
aufwand die Kapazitäten weit übersteigen und ein restriktiveres Regelwerk muss erdacht
werden. Überraschenderweise scheint sich die Anzahl der Vereine deutlich einzuschränken,
wenn man die erste Regel so ändert, dass nur noch Vereine mit ungerade vielen Mitgliedern
zulässig sind. Einfache Beispiele, z. B. jede Person gründet ihren eigenen Verein, zeigen an,
dass die Gründung von n Vereinen möglich ist, aber niemanden gelingt es eine zulässige
Vereinsfamilie mit mehr Vereinen zu finden. Tatsächlich können wir mit einem einfachen
Dimensionsargument zeigen, dass dies nicht möglich ist.

Proposition 1. Sei F Ď ℘prnsq eine Mengenfamilie von Teilmengen von rns, so dass

(i ) |F | ist ungerade für jedes F P F und
(ii ) |F X F 1| ist gerade für alle F , F 1 P F mit F ‰ F 1.

Dann gilt |F | ď n.

Beweis. Sei F eine Mengenfamilie die den Bedingungen der Proposition genügt. Mithilfe
von Indikatorvektoren betten wir F in Fn

2 ein und werden zeigen, dass die Bedingungen (i )
1
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und (ii ) lineare Unabhängigkeit unter den Indikatorvektoren erzwingen und die gesuchte
Schranke für |F | folgt unmittelbar.

Sei also F “ tF1, . . . , Fmu und für i P rms sei 1i der Indikatorvektor von Fi, d. h. für
jedes j P rns gilt

1ipjq “

$

&

%

1 , falls j P Fi ,

0 , falls j R Fi .

Mithilfe des Skalarproduktes in Fn
2 übersetzen sich (i ) und (ii ) für i, j P rms zu

x1i,1jy “

$

&

%

1 , falls i “ j ,

0 , falls i ‰ j .

Insbesondere sind die Indikatorvektoren nicht trivial und paarweise orthogonal. Somit sind
sie linear unabhängig und

|F | “ m ď dimpFn
2 q “ n

folgt. □

§2 Mengenfamilien mit eingeschränkten Schnittgrößen

Als Nächstes verallgemeinern wir Proposition 1 für allgemeinere Mengenschnitte und
Restklassen. Sätze dieser Form gehen auf die grundlegenden Arbeiten von Ray-Chaudhuri
und Wilson [14] und Frankl und Wilson [7] zurück. Die folgende Version lässt sich zu
einer Arbeit von Deza, Frankl und Singhi [5] zurückverfolgen und kann als modulare
und nicht-uniforme Verallgemeinerung der Sätze von Ray-Chaudhuri und Wilson und von
Frankl und Wilson gesehen werden.

Satz 2. Sei p eine Primzahl, sei Q Ď t0, . . . , p´1u eine Menge bestehend aus r natürlichen
Zahlen und sei F Ď ℘prnsq eine Mengenfamilie von Teilmengen von rns, so dass

(a ) |F | R Q pmod pq für jedes F P F und
(b ) |F X F 1| P Q pmod pq für alle F , F 1 P F mit F ‰ F 1.

Dann gilt |F | ď
řr

j“0
`

n
j

˘

.

Satz 2 angewendet für p “ 2 und Q “ t0u impliziert die obere Schranke

|F | ď

ˆ

n

0

˙

`

ˆ

n

1

˙

“ n ` 1 ,

welche nur um eins schwächer ist, als die Schranke aus Proposition 1.
Wir folgen beim Beweis von Satz 2 der Strategie aus der Arbeit von Alon, Babai und

Suzuki [1] und werden die Schranke für F wieder über ein Dimensionsargument nachweisen.
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Anstelle von Fn
2 werden wir die multilinearen Polynome vom Grad höchstens r in n

Variablen x1, . . . , xn über dem endlichen Körper Fp betrachten.
Ein Polynom f P Krx1, . . . , xns über einem Körper K ist eine endliche Summe von

Monomen der Form

α
ź

jPJ

x
kj

j

mit α P K, J Ď rns und natürlichen Zahlen kj ě 1 für alle j P J . Ein solches Monom
hat |J | Variablen xj für j P J und den Grad

ř

jPJ kj ě |J |. Der Grad von f ist dann das
Maximum der Grade seiner Monome. Das Polynom f heißt multilinear, wenn für jedes
seiner Monome der Grad der Anzahl der Variablen entspricht, d. h. jede Variable xj in
jedem Monom hat den Exponenten 1.

Für die Menge U “ t0, 1u der neutralen Elemente in dem Körper K und jede natürliche
Zahl k ě 1 gilt

0k
“ 0 und 1k

“ 1 .

Somit gibt es für jedes Polynom f P Krx1, . . . , xns mit höchstens r Variablen in jedem
Monom ein multilineares Polynom rf vom Grad höchstens r, welches auf Un identisch
ausgewertet wird, d. h.

fpξ1, . . . , ξnq “ rfpξ1, . . . , ξnq (2.1)

für alle ξ1, . . . , ξn P U . Da wir im Folgenden die Polynome nur auf Indikatorvektoren
auswerten werden, können wir uns mithilfe dieser Beobachtung auf multilineare Polynome
beschränken und den Vorteil ausnutzen, dass der Vektorraum dieser Polynome eine kleinere
Dimension hat.

Beweis von Satz 2. Seien p, Q und F gegeben und sei U “ t0, 1u die Menge der neutralen
Elemente in Fp. Für jede Menge F P F sei 1F P Un der Indikatorvektor von F und
betrachte das Polynom fF aus Fprx1, . . . , xns definiert durch

fF px1, . . . , xnq “
ź

qPQ

`

x1F , áxy ´ q
˘

für áx “ px1, . . . , xnq.
Offensichtlich hat jedes Monom von fF höchstens Grad |Q| “ r und enthält somit

auch höchstens r Variablen. Darüber hinaus folgen aus der Definition von fF und der
Bedingung (b ) aus Satz 2 die Orthogonalitätsrelationen

fF p1F 1q “

$

&

%

ś

qPQ

`

|F | ´ q
˘

, falls F “ F 1 ,

0 , falls F ‰ F 1 .
(2.2)
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Insbesondere zieht Bedingung (a ) auch
ź

qPQ

`

|F | ´ q
˘

‰ 0 (2.3)

nach sich.
Für jedes Polynom fF sei rfF das entsprechende multilineare Polynom (siehe Glei-

chung (2.1)). Aus den Eigenschaften von fF folgt:

rfF hat höchstens Grad r und die Gleichungen (2.2) gelten analog für rfF p1F 1q. (2.4)

Abschließend werden wir zeigen, dass die Polynome rfF für F P F linear unabhängig im
Untervektorraum Mpďrq

p,n Ď Fprx1, . . . , xns der multlinearen Polynome mit Grad höchstens r

sind. Da die Familie der Monome
"

ź

jPJ

xj : J Ď rns und |J | ď r

*

eine Basis von Mpďrq
p,n ist, folgt somit die behauptete Schranke von Satz 2

|F | “
ˇ

ˇ

␣

rfF : F P F
(ˇ

ˇ ď dim
`

Mpďrq
p,n

˘

“

r
ÿ

j“0

ˆ

n

j

˙

.

Für den Nachweis der linearen Unabhängigkeit sei ν das Nullpolynom in Fprx1, . . . , xns

und für αF P Fp für F P F gelte
ÿ

F PF
αF

rfF “ ν . (2.5)

Für beliebiges F 1 P F erhalten wir

0 “ νp1F 1q “
ÿ

F PF
αF

rfF p1F 1q
(2.2),(2.4)

“ αF 1 ¨
ź

qPQ

`

|F 1
| ´ q

˘

und mit Blick auf (2.3) folgt somit αF 1 “ 0, d. h. die Linearkombination (2.5) ist trivial
und die multilinearen Polynome rfF für F P F sind linear unabhängig. □

Im nächsten Kapitel werden wir auf folgendes Korollar von Satz 2 zurückgreifen, welches
von Frankl und Wilson [7] bewiesen wurde..

Korollar 3 (Frankl & Wilson 1981). Sei p eine Primzahl p und sei F Ď r4psp2pq eine
Familie 2p-elementiger Teilmengen der ersten 4p positiven ganzen Zahlen mit |F X F 1| ‰ p

für alle F , F 1 P F . Dann gilt |F | ď
`4p

p

˘

.

Beweis. Wir folgern mit Satz 2, angewendet mit Q “ t1, . . . , p´1u, die behauptete Schranke

|F | ď

p´1
ÿ

j“0

ˆ

4p

j

˙

ď

ˆ

4p

p

˙

,
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wobei wir für die letzte Abschätzung die allgemeine Ungleichung
a
ÿ

j“0

ˆ

n

j

˙

ď

ˆ

n

a ` 1

˙

solange 3a ` 2 ď n

herangezogen haben, welche sich leicht mit induktiv zeigen lässt. □

§3 Zerlegungen beschränkter Mengen im Rn

Am Ende seiner Arbeit [3] stellte Borsuk folgende Frage, deren positive Antwort später
als Vermutung von Borsuk bekannt wurde.

Frage (Borsuk 1933). Lässt sich jede beschränkte Teilmenge E des Raumes Rn in pn ` 1q

Mengen zerlegen, von denen jede einen kleineren Durchmesser als E hat?

Offensichtlich muss man die leere Menge und einelementige Mengen hier als patholo-
gischen Fälle ausschließen. Es ist leicht einzusehen, dass eine Zerlegung in n ` 1 Mengen
bestmöglich wäre, um z. B. die n ` 1 Ecken eines regulären Simplexes in Rn zu separieren.
Borsuk hatte gezeigt, dass auch die n-dimensionale Kugel keine solche Zerlegung mit nur n

Mengen zulässt.
Sei also βpnq die kleinste natürliche Zahl b, so dass sich jede beschränkte Teilmenge

im Rn mit positivem Durchmesser durch b Mengen mit kleinerem Durchmesser überdecken
lässt.

Man kann leicht einsehen, dass βp1q “ 2 gilt und βp2q “ 3 folgt aus einem Ergebnis von
Jung [11] (siehe auch die Arbeit von Gale [8]). Für n “ 3 wurde die Frage von Borsuk von
Eggleston [6] gelöst (siehe auch den elementargeometrischen Beweis von Grünbaum [9])
und es gilt bp3q “ 4, während die Frage im 4-dimensionalen Raum noch nicht beantwortet
werden konnte.

Für allgemeines n konnten nur exponentielle obere Schranken für βpnq etabliert werden
(siehe dazu die Arbeit von Lassak [13]) und die beste bekannte obere Schranke

βpnq ď 1, 225n

für hinreichend große wurde von Schramm [15] bewiesen. Mit Blick auf die Frage von
Borsuk erscheint diese obere Schranke sehr schwach, aber in Angesicht der folgenden
unteren Schranke von Kahn und Kalai [12], die die Frage von Borsuk im Allgemeinen
negativ beantwortet, bekommt sie deutlich mehr Relevanz.

Satz 4 (Kahn & Kalai 1993). Für unendlich viele n P N gilt βpnq ě 1, 2
?

n.

Beweis. Für eine Primzahl p setzen wir n “
`4p

2

˘

und halten fest
?

n “
a

8p2 ´ 2p ď
?

8 ¨ p . (3.1)
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Im Folgendem werden wir eine Menge

E Ď t0, 1upr4ps

2 q Ď Rpr4ps

2 q » Rn

angeben, d. h. die Punkte in E sind Indikatorvektoren deren Einträge mit Paaren aus r4ps

indiziert sind. Für jede 2p-elementige Teilmenge F Ď r4ps sei PF die Menge der Paare
bestehend aus einem Element aus F und einem Element aus dem Komplement F “ r4ps∖F

und es bezeichne 1PF
P t0, 1upr4ps

2 q den Indikatorvektor von PF . Die Menge E sei dann
definiert durch

E “ t1PF
: F Ď r4ps und |F | “ 2pu .

Für den Euklidischen Abstand dp¨, ¨q zweier Punkte in E gilt

d2`1PF
,1PF 1

˘

“ }1PF
´ 1PF 1 }

2

“ |PF | ` |PF 1 | ´ 2|PF X PF 1 | “ 2 ¨
`

4p ´ |PF X PF 1 |
˘

. (3.2)

Der Abstand der Punkte 1PF
, 1PF 1 P E hängt also ausschließlich vom Schnitt der Mengen PF

und PF 1 ab. Wir erhalten weiter
ˇ

ˇPF X PF 1

ˇ

ˇ “
ˇ

ˇF X F 1
ˇ

ˇ ¨
ˇ

ˇF X F 1
ˇ

ˇ `
ˇ

ˇF X F 1
ˇ

ˇ ¨
ˇ

ˇF X F 1
ˇ

ˇ . (3.3)

Da wir uns in der Definition von E auf Teilmengen der Größe 2p in r4ps beschränken, gilt
in diesem Kontext |F | “ |F | “ |F | “ |F 1| “ 2p und es folgt

ˇ

ˇF X F 1
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇF X F 1
ˇ

ˇ und
ˇ

ˇF X F 1
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇF X F 1
ˇ

ˇ “ 2p ´
ˇ

ˇF X F 1
ˇ

ˇ .

Die Identität (3.3) reduziert sich somit auf
ˇ

ˇPF X PF 1

ˇ

ˇ “ |F X F 1
|
2

`
`

2p ´ |F X F 1
|
˘2

und die quadratische Gleichung nimmt ihr Minimum für |F X F 1| “ p an.
Mit Blick auf (3.2) wird also der Durchmesser in E, durch Punkte 1PF

und 1PF 1 mit
|F X F 1| “ p realisiert und an dieser Stelle können wir Korollar 3 zur Anwendung bringen.
Dieses besagt, dass jede Teilmenge von E mit kleinerem Durchmesser höchstens

`4p
p

˘

Punkte
haben kann und die Menge E zeigt damit an

βpnq ě
|E|
`4p

p

˘ “

`4p
2p

˘

`4p
p

˘ “
p3pq! ¨ p!

p2pq! ¨ p2pq! .

Mit den Abschätzungen
?

2πa ¨ pa{eqa ď a! ď
?

2πa ¨ e ¨ pa{eqa aus der Stirling-Formel
erhalten wir schließlich

βpnq ě

?
3

2e2 ¨
33p

24p
“

?
3

2e2 ¨

´27
16

¯p

“

?
3

2e2 ¨

ˆ

´27
16

¯1{
?

8
˙

?
8¨p (3.1)

ě

?
3

2e2 ¨

ˆ

´27
16

¯1{
?

8
˙

?
n

und der Satz folgt für hinreichend großes p, da p27{16q1{
?

8 ą 1, 2 ist. □
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Mithilfe des Bertrandschen Postulat kann diese Schranke auch für alle hinreichend
großen n etabliert werden. Optimierte Versionen dieser Konstruktion und weitere Kon-
struktionen wurden in nachfolgenden Arbeiten von einer Reihe von Autoren entwickelt.
Die kleinste Dimension in der ein Negativbeispiel bekannt ist, ist n “ 64 (siehe dazu die
Arbeiten von Jenrich und Brouwer [10] und Bondarenko [2] und die Referenzen darin).
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