Take-Home-Exam 2
Funktionalanalysis (ss 2021)

(Vincentas Mulevicius, Ingo Runkel)

Anweisungen zur Bearbeitung:

Sie konnen 3 der 4 Aufgaben auswihlen.

Schreiben Sie auf die erste Seite Threr Losungen Ihren Namen, Thre Matrikelnummer
und welche 3 Aufgaben gewertet werden sollen. Wenn Sie nicht angeben, welche
Aufgaben gewertet werden sollen, ist Thre Abgabe ungiiltig.

Sie diirfen alle Ergebnisse aus der Vorlesung und den Ubungszetteln verwenden (aber
nicht Aussagen, die Sie dariiber hinaus in Biichern finden, diese miissen Sie dann
auch beweisen). Schreiben Sie in Ihrer Losung, welchen Aussage/Aufgabe
Sie verwenden (mit Nummer).

Wenn Sie eine Warum?-Frage oder eine Aussage aus der Vorlesung zeigen sollen,
diirfen Sie natiirlich keine Ergebnisse verwenden, die darauf aufbauen.

Bitte bearbeiten Sie die Aufgaben alleine und tauschen sich nicht iiber die Losungen
aus. Die Losungen miissen von Hand aufgeschrieben werden (per Tablett oder
anschliefend eingescannt werden).

Sie konnen Zwischenergebnisse aus Aufgabenteilen fiir darauffolgende Aufgaben be-
nutzen, auch wenn Sie diese nicht gezeigt haben.
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Aufgabe 1 — Einzelne Fragen

1. Folgen in [y sind insbesondere beschréinkt, also I; C l,,. Was ist der Abschluss von [;
in loo (bzlg. || - ||sup)? (Begriinden Sie Ihre Antwort kurz.)

2. In der Bemerkung nach Def. 16.2.9 wird behauptet, dass A+ abgeschlossen ist. Zeigen
Sie dies.

3. Der Satz von Baire (Satz 16.3.1) gilt i.A. nicht, wenn man die Forderung ,,U,, offen*
weglédsst. Geben Sie ein explizites Gegenbeispiel. (Begriinden Sie Thre Antwort kurz.)

4. Seien XY normierte Riume und 7' : X — Y linear (stetig wird nicht vorausgesetzt).
In der Bemerkung nach Def. 19.2.1 wird behauptet: Angenommen, 7" ist kompakt (im
Sinne von Def. 19.2.1). Dann ist fiir alle beschréankten M C X das Bild T'(M) relativ
kompakt. Zeigen Sie dies.

Aufgabe 2 — Kompakte Unterrdume

Sei 0 < a < 1. Fiir eine Funktion f : [0,1] — R setze

@) = Il

|z —yl*

Lo(f) = sup { cl0.1ay}

und

Co0,1) := { f:[0,1] = R| La(f) < 00} .
Dann ist C%*[0,1] ein R-Vektorraum, und || f||coa := ||f|lsup + La(f) definiert eine Norm
auf %[0, 1] (das brauchen Sie nicht zeigen).
1. Zeigen Sie, dass C*¢[0, 1]  C10,1].
2. Sei M C C%[0, 1] eine beschriinkte Teilmenge (beziiglich || - ||co.«). Zeigen Sie, dass
M als Teilmenge von (C[0,1], || - |[sup) relativ kompakt ist.
Hinweis: Satz von Arzela-Ascoli.
3. Auf C'[0,1] (einmal stetig differenzierbare Funktionen) betrachte die Norm || f||; =

| fllsup + [1f/|lsup- Sei M C C[0, 1] beschrénkt beziiglich || - ||;. Zeigen Sie, dass M als
Teilmenge von (C[0,1], [| - [|sup) relativ kompakt ist.

Hinweis: Fihren Sie dies auf den Fall a = 1 zuriick.
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Aufgabe 3 — Projektionen und direkte Summen

Sei X ein Banachraum.

1.

Sei P : X — X linear, sodass P? = P. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(a) P ist beschriankt

(b) ker(P) und ran(P) sind abgeschlossen.

Hinweise: Fiir (a)=-(b): Um zu zeigen, dass ran(P) abgeschlossen ist, kann man id— P
betrachten.

Fiir (b)=(a): Zeigen Sie die Bedingung des Satzes vom abgeschlossenen Graphen in
der Form von Lemma 16.5.2. In der Notation aus dem Lemma: Warum ist y € ran(P)?
Warum gilt Py = y? Warum ist z,, — P(x,) € ker(P)?

. Angenommen, es gibt abgeschlossene Unterrdume A, B C X, sodass A®; B = X

(innere direkte Summe). Zeigen Sie, dass es einen Isomorphismus A & B — X gibt
(duBere direkte Summe mit der Norm |[|(a,b)|| = ||a|| + ||0]])-

Aufgabe 4 — Schwache Konvergenz in Hilbertraumen

Sei X ein Hilbertraum und sei (z,)nen eine Folge in X.

1.

Zeigen Sie, dass o- lim x,, = = genau dann, wenn fiir alle y € X gilt, dass lim,, (2, y) =
(z,9).

. Angenommen, o-limz,, = x. Zeigen Sie, dass ||z| < limsup,, ., ||z.]|-

Hinweis: Betrachten Sie (x,,x).
Sei x € X. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) o-lim, o0 7, = z und lim,,_, ||z, || = ||z||

(b) lim, ooz, =
Hinweis: Eine Richtung ist trivial. Teil 2 brauchen Sie in Teilaufgabe 3 (und 4) nicht.

Sei (yx)ren ein Orthogonalsystem und s, = >, _, yx. Zeigen Sie, dass folgende Aus-
sagen dquivalent sind:

(a) o-lim, o0 8, = S

(b) lim, o0 8, =

Hinweis: Wenn man die Extra-Bedingung in 3 (a) zeigt, folgt Teil 4 aus Teil 3.



