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Dieses Skript basiert auf meinen Notizen zur Vorlesung. Christoph Schweigert hatte in einigen Durchgéingen
seiner Vorlesung ein Skript zur Topologie teils auf Basis meiner Notizen erstellt und ich habe wiederum Teile
des files iibernommen. Vielen Dank an Marie Feddersen und Tobias Thedens fiir Hinweise auf Fehler!



KAPITEL 1

Mengentheoretische Topologie

Einleitung

Die Topologie ist ein grundlegendes Teilgebiet der Mathematik. Sie beschéftigt sich mit den Eigenschaften
geometrischer Objekte, die unter stetigen Verformungen erhalten bleiben. Die Topologie ist wichtig fiir die
algebraische Topologie, die Geometrie, die Analysis, Funktionalanalysis und die Theorie der Lie-Gruppen.
Sie hat wichtige Beziehungen zur Mengenlehre und Kategorientheorie.

Die moderne Formulierung der Grundbegriffe der mengentheoretischen Topologie hat sich relativ spét
herausgebildet.

e 1906: Fréchet definiert metrische Riaume.

e 1914: Felix Hausdorff definiert topologische Riume iiber den Umgebungsbegriff. Er nimmt an,
dass ein Trennungsaxiom gilt, welches man spéter nach ihm benannt hat und welches wir noch
kennenlernen werden.

e 1925: Alexandroff definiert Topologien im heutigen Sinn.

Topologische Probleme wurden schon frither untersucht, zum Beispiel 1736 durch Euler beim Ko6nigsberger
Briickenproblem: Gibt es einen Rundweg, bei dem man jede der sieben Briicken in Konigsberg genau ein-
mal {iberquert? Das Problem ist topologisch, weil es nicht auf die genaue Lage der Briicken ankommt. Das
Problem ist invariant unter stetiger Deformation; entscheidend ist nur der zugrundeliegende Graph.

Wir werden in dieser Vorlesung erst Grundlagen der mengentheoretischen Topologie und dann einfache
Begriffe der algebraischen Topologie kennenlernen. Diese hat das Ziel, topologischen Raumen und stetigen
Abbildungen diskrete bzw. algebraische Objekte zuzuordnen. Ein Beispiel fiir eine diskrete Invariante ist das
Folgende:

Beispiel: Es sei X eine Teilmenge des R™. Zwei Punkte x,y € X heilen Weg-dquivalent, wenn es einen
Weg gibt, der z und y verbindet, also eine stetige Abbildung w: [0,1] — X mit w(0) = z und w(1l) = y.
Wir schreiben dann z ~ y; dies definiert eine Aquivalenzrelation. Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit
mo(X) bezeichnet und heifit Menge der Wegekomponenten. Dies liefert wirklich eine Invariante:

Lemma: Sind X C R" und Y € R™ und sind f: X — Y und g: Y — X stetige Abbildungen mit
go f=1idx und f o g =idy, so sind die Mengen m(X) und mp(Y") gleichméchtig.
Die Beweisidee ist, Wege mittels f und g zu transportieren.

Satz: Essein > 2. Dann gibt es keine stetigen Abbildungen f: R — R™ und ¢g: R™ — R mit go f = idg
und fog =idg~.

Beweis: Indem wir gegebenenfalls eine Verschiebung vornehmen, kénnen wir annehmen, dass f(0) =0
und ¢(0) = 0 gilt. Fiir die Einschrénkungen f|r\ 10} und g|gn\ o} gilt dann

glem\q0y © flrygoy = idmy(oy
und
fIr\{0} © 9lrn\ {0} = idrn\ {0}
aber die Menge mo(R \ {0}) hat zwei Elemente und die Menge mo(R™ \ {0}) hat fiir n > 2 nur ein Element.
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1. Metrische Riume

Aus der Analysis sind Sie mit der Standardmetrik oder auch der euklidischen Metrik auf dem R"™

fir x,y € R™

vertraut.

DEFINITION 1.1. Ein metrischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer Funktion
d: X xX —=R

mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Positivitdt: d(x,y) > 0 fir alle z,y € X und d(x,y) = 0 genau dann, wenn = = y.
(b) Symmetrie: d(z,y) = d(y, x) fir alle z,y € X.
(¢) Dreiecksungleichung;:

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) fir alle z,y,z € X.
Die reelle Zahl d(z,y) fir z,y € X heifit auch der Abstand von = und y,

BEISPIELE. Die folgenden Raume sind metrische Raume:

(a) Der R™ mit der euklidischen Metrik.
(b) Der R™ mit der Metrik

n

di(ay) = 3 fos — il
i=1
(¢) Der R™ mit der Metrik
doo(x7y) = ifnllaxn |x2 - y1|

Ly

(d) Der R™ mit der Metrik

dT(I7y) =V dQ(I’y)'

Diese Metrik stammt nicht von einer Norm.
(e) Auf einer beliebigen Menge X gibt es immer die diskrete Metrik mit

d(z,y) 0, fallsz =y,
€T =
Y 1, fallsxz #y.

(f) Auf dem Raum C([0,1],R) der stetigen reellwertigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1] definiert
das Integral eine Metrik

d(f,9) ::/0 |f(z) — g(x)|dx.

BEMERKUNGEN. Teilmengen und Produkte metrischer Rdume tragen wiederum eine Metrik:

(a) Essei (X,d) ein metrischer Raum, Y C X eine Teilmenge. Dann versieht die Einschrénkung d|y «xy
die Teilmenge Y mit der Struktur eines metrischen Raumes.
(b) Sind (X7,dy) und (X2, ds) metrische Riume, so hat auch das kartesische Produkt X; x Xs durch

d((z1,72), (y1,92)) := di(21,y1) + d2(72, y2)

die Struktur eines metrischen Raums.
Es sei (X, d) ein metrischer Raum und ¢ > 0. Dann fiihren wir fiir x € X die Teilmenge
Be(z) :={y € X | d(z,y) <&}
ein, die offene Kugel vom Radius € um x.

DEFINITION 1.2. Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Eine Teilmenge U C X heifit eine Umgebung von © € X, wenn sie eine offene Kugel um z enthlt,
also falls es ein € > 0 gibt, so dass B.(z) C U gilt.
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(b) Eine Teilmenge O C X heifit offen, falls es fiir jedes x € O ein € > 0 gibt, so dass B.(z) C O gilt,
wenn also die Teilmenge O eine Umgebung jedes seiner Elemente ist.
(c) Eine Teilmenge A C X heiit abgeschlossen, falls das Komplement X \ A offen ist.

BEMERKUNGEN. Einige Eigenschaften sehen Sie sofort:

(a) Jede offene Kugel B.(x) in einem metrischen Raum ist offen und insbesondere eine Umgebung von
x. Denn sei y € B.(x) beliebig. Setze ¢’ := & — d(x,y) > 0. Dann ist B./(y) C B.(z). Denn ein z ist
genau dann in B,/ (y), wenn d(z,y) < & und damit erhalten wir

d(z,2) < d(z,y) +d(y,o) <& +d(z,y) =¢,
also z € B.(x).
(b) Fiir jedes Element x eines metrischen Raumes (X, d) ist die Menge {2} abgeschlossen. Denn fiir

y € X \ {z} wihlen wir ein ¢ < d(z,y) und erhalten B.(y) C X \ {z}. Also ist das Komplement
X\ {z} offen.

SATZ 1.3. Es sei (X,d) ein metrischer Raum.

Ul) Jede Umgebung von x € X enthdlt auch x. Der metrische Raum X selbst ist eine Umgebung von x.

U2) Ist U eine Umgebung von x € X und U CV, so ist auch V eine Umgebung von x.

U3) Sind Uy, Uy Umgebungen von x € X, so auch ihr Schnitt Uy N Us.

U4) Ist U eine Umgebung von x € X, so gibt es eine weitere Umgebung V won x, so dass U eine
Umgebung aller y € V ist.

BEWEIS. Die Aussagen (Ul) und (U2) sind klar. Fiir (U3) gibt es offene Kugeln B, (z) C U; furi = 1,2.
Dann ist Bin(e, e,)(2) C Up N Uz und min(eq, €2) > 0.

Zum Beweis von (U4) bemerken wir, dass es ein € > 0 gibt, so dass Be(z) C U gilt. Dann hat V' := B (x)
die gewiinschte Eigenschaft. O

(
(
(
(

SATZ 1.4. Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt

(O1) Die Mengen & und X sind offen.
(02) Mit zwei Mengen O1, O4 ist auch ihr Schnitt O1 N Os offen.

(03) Fiir eine beliebige Familie (O;);cr offener Mengen ist auch die Vereinigung |J,.; O; offen.

iel

BEWEIS. (O1) Fiir @ ist die leere Bedingung erfiillt. Fiir X ist die Aussage (U1).

(02) Fiir jedes z € O N Oy finden wir offene Kugeln B, (z) C O; fiir i = 1,2. Dann ist Byin(e, ,) () C
01 N0 und somit ist der Schnitt O; N Oy offen. Allgemein sind endliche Schnitte offener Mengen
offen.

(O3) Liegt x € J;c; O, so gibt es wenigstens ein 4 € I mit z € O;. Da O; offen ist, finden wir € > 0 mit
B.(z) C O;. Dann ist auch B.(z) C U,c; Oi.

(]

Fiir den néchsten Satz erinnern wir an die de Morganschen Regeln: das Komplement einer Vereinigung
ist der Schnitt der Komplemente,
x\Yu=N&x\u)
iel i€l
und das Komplement eines Schnitts ist die Vereinigung der Komplemente,
X\ = U\ ).
il iel
SATZ 1.5. Fs sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt

(A1) Die Mengen @, X sind abgeschlossen.

(A2) Mit zwei Mengen Ay, Az ist auch ihre Vereinigung A; U Az abgeschlossen.

(A3) Fiir eine beliebige Familie (A;)icr abgeschlossener Mengen ist auch der Schnitt )
sen.

s Ai abgeschlos-

BEWwWEIS. Wir betrachten Komplemente:
(A1) Esgilt =X\ X und X = X \ @ und X und & sind nach Satz (01) offen.
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(A2) Die Mengen O; := X \ 4; sind offen. Nach Satz (02) ist somit
X\ (A1UA) =(X\A1)N(X\A2) =01 N0

offen.
(A3) Die Mengen O; := X \ 4; sind offen. Nach Satz (03) ist

x\Na=Jx\4=Jo
i€l i€l i€l
offen.
O

DEFINITION 1.6. Es seien (X, d) und (X’,d’) metrische Rdume.

(a) Eine Abbildung f: X — X’ heifit stetig in x € X, falls es zu jedem £ > 0 ein § > 0 gibt, so dass
aus d(z,y) < d folgt, d'(f(x), f(y)) <e.

(b) Eine Abbildung f: X — X' heifit stetig, wenn sie in allen z € X stetig ist.

(c) Eine Abbildung f: X — X’ heifit gleichmdifig stetig , wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so
dass aus d(z,y) < 0 folgt d'(f(x), f(y)) < ¢ fir alle z,y € X.

Wir erinnern an folgende Eigenschaften von Urbildern einer Abbildung f: X — X':

o) = o
XY = X
STAMUN) = M) U
7'M Ny = fHM)Nn I
JTHUXAN) = fPHXO)NFTHIN) =X\ FHN)
MCN = f'(M)cf'(N)

SATZ 1.7. Es seien (X,d) und (Y,d') metrische Riume und f: X — Y eine Abbildung. Dann sind
dquivalent:

(a) f ist stetig.

(b) Fiir jedes x € X und fiir jede Umgebung V von f(z) ist f~1(V) eine Umgebung von z.

(c) Ist O offen in'Y, so ist f=1(O) offen in X.

(d) Ist A abgeschlossen in'Y, so ist f~1(A) abgeschlossen in X.

BeEWwEIS. Fiir (a)=(b) sei V eine Umgebung von f(x). Dann gibt es ein € > 0 mit B.(f(x)) C V. Da f
als stetig vorausgesetzt ist, finden wir ein § > 0 mit f(Bs(z)) C B:(f(z)).
Nun gilt £ C f~1f(E) fiir alle Teilmengen E C X. Somit ist

Bs(z) C f7Hf(Bs(x)) € f1B(f(2)) € f7H(V)
und wir erhalten, dass f~1(V) eine Umgebung von x in X ist.

Die Richtung (b)=(c) ist klar, denn eine Menge ist offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer Elemente ist.
Fiir (c)=(d) nehmen wir an, dass A C Y abgeschlossen ist, also ist O := Y \ A offen. Deswegen ist

FHA) = YN0 = )\ fH0) = X\ f7H0)
abgeschlossen.

Fiir (d)=-(a) sei € X beliebig. Fiir jedes ¢ > 0 ist die Menge Y \ B-(f(z)) abgeschlossen und somit ist
nach Voraussetzung f~1(Y \ Bo(f(z))) = X \ f~1(Be(f(z))) € X abgeschlossen. Dann ist das Komplement
FY(B(f(x))) offen und enthilt z, so dass es § > 0 gibt mit Bs(z) C f~1(B:(f())), also f(Bs(x)) C
Be(f(x)). O

Man iiberzeugt sich mit &hnlichen Argumenten, dass f: X — Y genau dann in z € X stetig ist im Sinne
von Definition 1, wenn fiir jede Umgebung V von f(x) die Menge f~1(V) eine Umgebung von x ist.

DEFINITION 1.8. Zwei Metriken d;, ds auf einer Menge X heiflen
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(a) stark dquivalent, falls es a, B > 0 gibt, so dass fiir alle z,y € X gilt

adi(z,y) < da(x,y) < Bdi(2,y).
(b) Sie sind dquivalent, wenn es fiir jedes © € X und jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass gilt
di(z,y) <0 = da(z,y)<e
da(z,y) <0 = di(z,y) <e.
BEMERKUNGEN. Wieso interessiert es uns, ob Metriken dquivalent sind?
(a) Sind zwei Metriken dy, d> #quivalent, so gibt es fiir jede Kugel B2 (x) ein § > 0, so dass Bgl"‘ (x) C
Bgl (z) und umgekehrt. Aquivalente Metriken ergeben also dieselben offenen und somit auch die-

selben abgeschlossenen Mengen.
(b) Sind d; und ds dquivalent, so sind die Abbildungen

idxl (X,dﬂ—)(X,dg) und idxl (X,d2)—>(X7d1)

stetig, weil alle Urbilder offener Mengen offen sind, so dass nach Satz [I.7] die Identititsabbildung
stetig ist.
(¢) Sind dy und dy stark dquivalent, so sind die Abbildungen

idx: (X,dl)—)(X,dg) und idx: (X,dg)—)(X7d1)
sogar gleichméfBig stetig.
BEISPIELE.

(a) Wir betrachten auf R die Metriken d(x,y) := |23 — y3| sowie die euklidische Metrik da. Dann ist
die Abbildung

id: (R,ds) — (R, d)
stetig, aber nicht gleichméBig stetig.
(b) Die Metriken dy, ds, ds auf R™ sind stark dquivalent.
(¢) Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist

y d(z,y)
@) = Ty

eine zu d #dquivalente Metrik. Da fiir alle z,y € X d'(z,y) < 1 gilt, ist die Metrik d’ beschrénkt.
Insbesondere ist jede Metrik dquivalent zu einer beschrinkten Metrik.
2. Topologische Riume
Stetige Abbildungen sollen fiir uns der grundlegende Begriff sein. Aus Satz [[.7] folgt, dass hierfiir nicht

die Metrik selbst, sondern die durch die Metrik definierten offenen Mengen bzw. Umgebungen entscheidend
sind. In topologischen Rdumen werden die offenen Mengen zum grundlegenden Begriff. Wir orientieren uns

an Satz [[.4

DEFINITION 2.1. Ein topologischer Raum ist eine Menge X, zusammen mit einer Familie 7 von Teil-

mengen von X, fiir die gilt

(01) 9, X eT.
(02) Mit 01,04 € T ist auch der Schnitt O; N O3 € T.
(O3) Fiir eine beliebige Familie (O;);e; von Mengen O; € T ist auch die Vereinigung (J;,.; O; € T.

Dann heifit 7 eine Topologie auf X und die Elemente von T heiflen offene Mengen von T.

Es reicht auch aus zu fordern, dass 7 abgeschlossen ist unter endlichen Durchschnitten und beliebigen

Vereinigungen. Der Durchschnitt iiber die leere Indexmenge I = @ ist X, weil eine leere Bedingung vorliegt,
und die Vereinigung iiber & ist &.

BEISPIELE.
(a) Metrische Rdume mit offenen Mengen wie in Definition [1.2|sind nach Satz topologische Réume.
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(b) Jede Menge X wird durch die Potenzmenge, 7 = P(X), zum topologischen Raum, in dem alle
Mengen offen sind. Dies ist die diskrete Topologie auf X. Diese Topologie wird durch die diskrete
Metrik definiert.

(¢) Die indiskrete Topologie (oder Klumpentopologie) auf einer Menge X ist gegeben durch 7 := {@, X }.

(d) Die koendliche Topologie auf einer Menge X wird durch die folgenden offenen Mengen definiert:
O C X ist offen, wenn das Komplement X \ O endlich ist oder O = & gilt.

Offensichtlich sind dann nach Annahme @ und wegen X \ X = @ auch X in der Topologie.
Wegen der de Morganschen Regeln ist die Topologie unter endlichen Durchschnitten und beliebigen
Vereinigungen abgeschlossen.

DEFINITION 2.2. Es sei (X, T) ein topologischer Raum.

(a) Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist, also wenn gilt X\ A € T.

(b) Eine Teilmenge U C X heifit Umgebung von x € X, falls es eine offene Menge O € T gibt mit
x € O C U. Mit 4(z) bezeichnen wir die Menge aller Umgebungen von « € X und nennen ${(x) das
Umgebungssystem von x.

(¢) Ein x € X heifit Berihrpunkt einer Teilmenge B C X, falls fiir alle U € i(z) gilt U N B # @, also
wenn in jeder Umgebung von z Elemente von B liegen.

(d) Es sei B C X eine Teilmenge. Dann nennen wir

B = ﬂ C
C'DB,Cabgeschlossen

die abgeschlossene Hiille oder den Abschluss von B.

(e) Ein z € X heifit innerer Punkt einer Teilmenge B C X, falls es eine Umgebung U € $(x) gibt mit
rxeUCcCB.

(f) Es sei B C X eine Teilmenge. Dann nennen wir

B = U 0]
OCB,O offen
den offenen Kern von B.
(g) Es sei B C X eine Teilmenge. Dann nennen wir
OB:={reX| firalleU e U(x) gt UNB#2#UN(X\B)}=BNnX\B
den Rand von B. Jede Umgebung eines Randpunkts von B enthilt also Elemente von B und
Elemente des Komplements von B.

SATZ 2.3.

(a) Die abgeschlossenen Mengen fiir eine Topologie (X,T) erfillen die Figenschaften (A1)-(A3) aus
Satz[T.3
(b) Die Umgebungen fiir eine Topologie (X, T) erfillen die Eigenschaften (U1)-(U4) aus Satz[1.3

BEMERKUNG. Um eine Topologie zu definieren, kann man abgeschlossenen Mengen angeben, die (A1),
(A2) und (A3) erfiillen.
DEFINITION 2.4. Es seien (X, 7) und (Y, T’) topologische Rdume.

(a) Eine Abbildung f: X — Y heifit stetig in 2 € X, wenn alle Urbilder der Umgebungen von f(z)
Umgebungen von z sind, also wenn fiir jedes U € U(f(z)) gilt f~1(U) € U(z).

(b) Eine Abbildung f: X — Y heifit stetig, wenn die Urbilder offener Mengen offen sind, also wenn fiir
jedes O' € T' gilt f~1O") e T.

Wegen Satz[1.7)ist diese Definition im Falle metrischer Réume dquivalent zu Definition [I.6] Man iiberlegt
sich leicht, dass die Verkettung stetiger Abbildungen wieder stetig ist. Man {iberlege sich auch, dass eine
Abbildung f: X — Y genau dann stetig ist, wenn sie in jedem z € X stetig ist.

SATZ 2.5. FEs sei (X,T) ein topologischer Raum.
(a) e Die abgeschlossene Hiille einer Teilmenge A C X ist abgeschlossen und es gilt A C A.
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Es gilt genau dann A = A, wenn A abgeschlossen ist.

Die abgeschlossene Hiille A ist die Menge der Beriihrpunkte von A in X.
Der offene Kern B einer Teilmenge B C X st offen und es gilt B cC B.
Es gilt genau dann B= B, wenn B offen ist.

Der offene Kern B ist die Menge der inneren Punkte von B in X.

BEWwEIS. Wir zeigen nur die Aussagen in (a); die Aussagen in Satz (b) folgen dual.

Die ersten beiden Behauptungen folgen sofort: Als Schnitt abgeschlossener Mengen, die A enthalten, ist
A nach Satz abgeschlossen und enthélt A. Die zeigt die erste Aussage.

Ist A abgeschlossen, so ist A eine der Mengen, iiber die der Schnitt A genommen wird, also gilt A C A.
Die Umkehrung folgt, weil A als Schnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen ist.

(b)

Fiir den Beweis der letzten Behauptung nehmen wir zunichst an, dass 2 € A aber es gibt ein U € $(z)
mit U N A = &, so dass x kein Beriihrpunkt von A ist. Dann ist A C X \ U. Wir wilhlen ein offenes O C U
mit € O. Dann ist X \ U € X \ O und X \ O ist abgeschlossen mit A C X \ O. Dann muss A C X \ O
sein, so dass = doch nicht in A liegt.

Es sei umgekehrt z ein Beriihrpunkt und wir nehmen an, dass x ¢ A gilt. Dann ist V := X \ A offen
und z € V. Aber VN A = @, so dass x doch kein Beriihrpunkt sein kann. O
BEMERKUNGEN.
(a) Es seien A, B Teilmengen eines topologischen Raums X. Aus A C B folgt dann A C B, denn jede
Menge, die im Schnitt (o5 p cape C auftritt, tritt auch im Schnitt (Voo 4 cape € auf.

(b) Ebenso gilt A C B, denn jede Menge, die in der Vereinigung Uoca.0 offen O auftritt, tritt auch in
der Vereinigung Upc g 0 offen O auf-

(c) Esgilt AUB=AUB und A N B = AN B. Dies besprechen wir in den Ubungen.
DEFINITION 2.6. Es sei (X, T) ein topologischer Raum.

(a) Eine Teilmenge A C X liegt dicht in X, wenn der QAbschluss von A gleich X ist, A = X.
(b) Eine Teilmenge A C X liegt nirgends dicht, wenn A = & gilt.

BEISPIELE.

e Fiir Q C Rist Q =R, also liegt Q in R dicht.
e Ein Intervall [a,b] C R C R? liegt nirgends dicht in R2.
DEFINITION 2.7. Es sei (X, T) ein topologischer Raum. Eine Folge (x,,)nen mit z, € X konvergiert

gegen = € X, wenn es zu jeder Umgebung U von z ein N € N gibt, so dass z,, € U fiir alle n > N. Wir
benutzen dann die Notation x,, — .

BEIsPIEL. Wir betrachten die indiskrete Topologie T = {@, X}. Dann konvergiert jede Folge gegen
jedes Element von X. Fiir eine Menge X mit mehr als zwei Elementen hat eine Folge also mehr als einen
Grenzwert.

3. Basen, Subbasen und Umgebungen
Wir fithren nun Begriffe ein, die es uns erlauben, Topologien explizit anzugeben.

DEFINITION 3.1. Es sei (X, 7)) ein topologischer Raum.

(a) Eine Familie B C T heit Basis der Topologie T, wenn jedes O € T eine Vereinigung beliebig vieler
B; € B ist.

(b) Eine Familie S C T heifit Subbasis von T, falls jedes O € T eine beliebige Vereinigung endlicher
Durchschnitte von Elementen S € S ist.
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BEISPIELE.

(a) Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist die Menge B := {B.(z)|e > 0,2 € X} eine Basis. Ist
O C X offen, so finden wir fiir jedes x € O eine offene Kugel B.(,)(z) C O und kénnen O schreiben
als O = UzeO Bs(i)(l‘)

(b) Fiir die diskrete Topologie T = P(X) ist B = {{z},z € X} eine Basis und im anderen Extremfall
T ={2,X} ist {X} eine Basis.

(¢) Jedes System von Teilmengen S von X ist Subbasis einer Topologie: Betrachtet man beliebige
Vereinigungen endlicher Durchschnitte von Teilmengen in S, so sind die Axiome (01),(02) und
(O3) automatisch erfiillt. Eine Basis dieser Topologie ist durch endliche Schnitte von Elementen
aus S gegeben,

B:={S,Nn...NnS;, | neNund S;, €S}
und die Topologie ist
T:={JB:|Bi € B}.

(Sub-)Basen ersparen viel Arbeit:

SATZ 3.2. Es seien (X, T) und (Y,T") topologische Riume. Die folgenden Aussagen fir eine Abbildung
f: X =Y sind dquivalent:

(a) f: (X, T)—= (Y,T') ist stetig.

(b) Es sei B' eine beliebige Basis von T'. Fiir jedes B' € B' ist f~1(B’) offen, also f~Y(B') € T.

(c) Es sei S’ eine beliebige Subbasis von T'. Fiir jedes S’ € S’ ist f~1(S’) offen, also f~1(S") € T.

BEWEIS. (a) = (b) und (a) = (c) sind klar, weil Elemente einer Basis offen sind. Da jede Basis auch eine
Subbasis ist, folgt (c) = (b). Fiir (b) = (a) driicken wir eine offene Menge als Vereinigung von Elementen
aus B’ aus und wenden die Eigenschaften des Urbilds an. O

DEFINITION 3.3. Es sei (X, 7) ein topologischer Raum und z € X. Eine Teilmenge B(x) C 4U(z) des
Umgebungssystems heiit Umgebungsbasis von x, falls in jeder Umgebung U € U(zx) ein B € B(x) liegt mit
rxeBcCU.

Insbesondere sind die Elemente einer Umgebungsbasis B(z) Umgebungen von z.

BEISPIEL. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und € X. Dann bilden die offenen Kugeln (B, (2))nen
eine Umgebungsbasis von x.

SATZ 3.4. Es seien (X, T) und (Y,T') topologische Riume. Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann
stetig in x € X, wenn f~Y(U) € t(x) fir alle U € B(f(z)), wobei B(f(x)) eine Umgebungsbasis von f(x)
18t.

BEWEIS. Ist f in z € X stetig, so sind nach Definition die Urbilder von Umgebungen von f(z) Umge-
bungen von z, also insbesondere die Urbilder der Mengen in B(f(z)).

Umgekehrt sei U eine beliebige Umgebung von f(z). Dann enthilt U eine Umgebung B € B(f(z)). Wir
haben f~Y(B) C f~}(U) und f~'(B) ist nach Voraussetzung eine Umgebung von z. Deswegen ist auch
f~1(U) eine Umgebung von . O

Wir diskutieren nun Abzéhlbarkeitseigenschaften:

DEFINITION 3.5. Ein topologischer Raum (X, T) erfiillt das Abzéhlbarkeitsaxiom

(AZ1), wenn jedes z € X eine abzdhlbare Umgebungsbasis besitzt.
(AZ2), wenn die Topologie T eine abzihlbare Basis besitzt.

BEMERKUNG. Die Abzihlbarkeitseigenschaft (AZ2) impliziert (AZ1): Ist B eine abzihlbare Basis, so
betrachten wir fiir z € X das System von Teilmengen B(z) := {B € B|z € B}.

Offenbar ist das System abzahlbar. Es ist auch eine Umgebungsbasis von z: Es sei dazu = € U eine
Umgebung. Wir finden eine offene Menge z € O C U, die als Vereinigung von Mengen in der Basis B
geschrieben werden kann: O = |, ; O;. Eine offene Menge O; enthilt z, also O; € B(z) und es ist O; C O C
U.

icl
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BEISPIELE.

(a) Fiir einen metrischen Raum (X, d) gilt (AZ1): Betrachten Sie dazu fiir gegebenes x € X die offenen
Kugeln By, (x) mit n € N.

(b) Der R™ mit der euklidischen Topologie erfiillt (AZ2): Nehmen Sie B/, (z) fiir alle n € N und alle
e Q.

(c) Es sei X eine iiberabzihlbare Menge mit der diskreten Topologie. Dann gilt (AZ1), denn fiir je-
des x € X ist {x} € U(x) eine einelementige Umgebungsbasis. Aber (AZ2) gilt nicht, denn alle
einelementigen Mengen sind offen.

SATZ 3.6. FEin topologischer Raum (X, T) erfille die Abzihlbarkeitseigenschaft (AZ1). Dann gilt:

(a) Esx € X ist genau dann ein Element von A, wenn es eine Folge (ay) in A gibt mit a,, — x.
(b) Es sei (Y, T") ein beliebiger weiterer topologischer Raum, der nicht unbedingt (AZ1) erfillen muss.
Dann ist eine Abbildung f: X — Y genau dann stetig in x € X, wenn aus x,, — x folgt, dass

f(an) = f().

Gilt also die Abzéhlbarkeitsbedingung (AZ1) im Definitionsbereich, so reduziert sich Stetigkeit auf Fol-
genstetigkeit.

BEWEIS.

e Es gebe eine Folge a, — a mit a, € A. Dann liegen in jeder Umgebung U von a fast alle Fol-
genglieder, und diese sind Elemente von A. Also ist U N A # & fiir jede Umgebung U von a.
Also ist a ein Beriihrpunkt von A; nach Satz (a) gilt a € A. In diese Richtung geht die
Abzéhlbarkeitseigenschaft (AZ1) nicht ein.

e Es sei umgekehrt z € A. Wir kénnen wegen (AZ1) eine abzihlbare Umgebungsbasis (U;);eny von

wéahlen. Wir setzen nun
V1 = Ul,
Vé = U1 n UQ

und induktiv V,, := V,,_1 N U,. Da z € A nach Satz (a) Beriihrpunkt von A ist, liegt in jedem
V, N A mindestens ein Element. Wir wihlen jeweils ein solches a,, € V,, N A.

Die Folge (a,) konvergiert gegen a: Es sei W eine beliebige Umgebung von z. Dann gibt es ein
N € N mit Uy € W und somit Vy C W. Nach Konstruktion gilt sogar V,, C Vy C W fiir alle
n > N. Insbesondere ist ap, € W fiir alle k > N.

e Essei f: X — Y stetig in # € X im Sinne von Definition[2.4] (a); dann folgt die Folgenstetigkeit wie
aus der Analysis bekannt. Es sei z, — @ und U eine Umgebung von f(z). Dann ist f~1(U) C X
eine Umgebung von z und enthiilt fast alle Folgenglieder von (x,,). Damit liegen aber auch fast alle
Folgenglieder der Folge (f(z,)) in U.

e Fiir die umgekehrte Richtung sei B C Y abgeschlossen. Wir miissen zeigen, dass f~1(B) = f~(B)
gilt. Es sei € f~1(B) beliebig. Nach der ersten Aussage des Satzes gibt es eine Folge (x,) mit
T, € f~Y(B) und x, — x. Nach Voraussetzung der Folgenstetigkeit gilt f(x,) — f(x). Da f(z,) €
B fiir alle n € N folgt f(z) € B= B. Also ist z € f~1(B).

O

Satz 3.7 (Vorstufe des Urysohnschen Einbettungssatzes). Es sei (X,T) ein topologischer Raum, der
das Abzihlbarkeitsaxiom (AZ2) erfillt. Dann gibt es eine abzihlbare dichte Teilmenge in X.

(Pawel Samuilowitsch Urysohn 1898-1924 https://de.wikipedia.org/wiki/Pawel_Samuilowitsch_
Urysohn)

BEWEIS. Es sei (Bp)nen ein abzihlbares System von Basismengen. Wir wihlen fiir jedes n € N ein
P, € B,. Dann ist die Menge P := {P,}nen dicht: In jeder Umgebung U € i(z) jedes z € X liegt eine
offene Menge O C U, die x enthilt. O enthélt eine offene Menge B; der Basis und somit den Punkt P;. Also
ist P, € B; C O C U und damit ist U NP # &. O
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4. Vergleich von Topologien

DEFINITION 4.1. Es seien 7; und 75 Topologien auf der gleichen Menge X. Die Topologie 71 heif3t feiner
als T3 (und Tz grober als T1), wenn T3 C Ty gilt. Dann ist jede offene Menge beziiglich T2 auch offen beziiglich
Ti.

BEMERKUNGEN.

(a) T; ist feiner als 75 genau dann, wenn die Identitéit als Abbildung der topologischen Riume

(X,T1) % (X, T5)

stetig ist.

(b) Abbildungen aus der feineren Topologie (X, 77) heraus haben es einfacher, stetig zu sein, denn es
gibt im Urbild mehr offene Mengen. Abbildungen in die grobere Topologie (X, 72) hinein haben es
einfacher, stetig zu sein, denn es muss fiir weniger offene Mengen das Urbild offen sein.

(¢) Es gibt weniger konvergente Folgen in der feineren Topologie (X, 77) als in der gréberen Topologie
(X, T2), denn es muss fiir mehr offene Mengen getestet werden, ob dort fast alle Folgenglieder liegen.

(d) Die indiskrete Topologie (X,{@, X}) ist die grobste Topologie auf einer Menge X; die diskrete
Topologie (X, P(X)) ist die feinste Topologie auf einer Menge.

(e) Topologien auf einem festen X sind partiell geordnet.

DEFINITION 4.2. Eine bijektive Abbildung f: (X,7) — (Y, T’) zwischen topologischen Rdumen heifit
Homdéomorphismus, wenn f und f~! stetig sind. Die topologischen Raume heilen dann homdomorph. Wir
benutzen die Notation (X,7) = (Y, 7).

BEISPIELE.
(a) Die abgeschlossene Einheitskreisscheibe
B1(0) =D? = {z € R?| =] < 1}

ist homdomorph zum Quadrat 1% = [0,1] x [0, 1].
(b) Die Abbildung
f:00,1) =St = {2z e R?||jz|| = 1}
t = e27rit

ist zwar stetig und bijektiv, hat aber kein stetiges Inverses.
(c) Die Abbildung

f:(=1,1) =R,

T —

T
1 — [z]

ist ein Homoomorphismus. Allgemeiner ist jedes offene Intervall in R homéomorph zu R.
(d) Die stereographische Projektion

f:S*\N = C,
)

Z1 .
($1,l‘2,$3) — +1
].—£C3 ].—SU3

mit S? ;= {z € R3 | ||z|| = 1} und N = (0,0,1) ist ein Homdomorphismus.
DEFINITION 4.3.

(a) Eine Abbildung zwischen topologischen Riumen heifit offen, falls das Bild offener Mengen offen ist.
(b) Eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen heifit abgeschlossen, falls das Bild abgeschlossener
Mengen abgeschlossen ist.

SATZ 4.4. Eine bijektive Abbildung f: (X,T) — (Y, T') ist genau dann ein Homdomorphismus, wenn f
stetig und offen ist (und genau dann, wenn f stetig und abgeschlossen ist).

14



BEMERKUNG. Ist f ein Homdomorphismus, so induziert f durch 71 O — f(O) € T; eine Bijektion
zwischen 77 und 7s.

5. Unterrdume

DEFINITION 5.1. Es sei (X, 7) ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge. Die Unterraumto-
pologie Tx |y ist definiert durch

Txy :={0NY |0 €T}

Man rechnet leicht nach, dass die Axiome einer Topologie erfiillt sind. Eine Teilmenge B C Y ist also
genau dann offen in Y, wenn es eine offene Menge O € T gibt mit B = Y N O. Eine Teilmenge A C Y ist
genau dann abgeschlossen in Y, wenn A =Y N C fiir eine abgeschlossene Teilmenge C' C X gilt.

SATZ 5.2.

(a) Die Inklusion v: (Y, Tx|y) — (X, T) ist stetig.
(b) Es gilt die folgende universelle Eigenschaft: Es sei Z ein beliebiger topologischer Raum. Eine Ab-
bildung f: Z — 'Y ist genau dann stetig, wenn die Abbildung vo f: Z — X stetig ist.

71y

Y
X
BEWEIS.

(a) Die erste Aussage folgt, weil :71(0) =Y NO. Ist O offen in X, so ist damit ¢~'(0) € Tx|y.
(b) Ist f stetig, so ist die Verkettung stetiger Abbildungen ¢ o f stetig. Es sei umgekehrt ¢ o f stetig und
B C Y offen, also B=Y NO mit O € T. Dann ist

f7H(B)= (Y no)
= f71(10))
= (1o /)71(0)

offen, weil ¢ o f nach Voraussetzung stetig ist.

BEMERKUNG. Gilt X DY D Z, so ist

Tx1z = Tix|y)z-

weil ein O" € Tx|z von der Form O' = Z N O ist mit O offen in X und somit 0" = (ONY)N Z € Tix|y)z-
Ist umgekehrt O" € Tix|yyz, so gibt es ein O” € Tx|y mit 0" = 0" N Z. Es gibt weiterhin O € T mit
O'=0NY und somit gilt O' = (ONY)NZ=0NZ € Tx|z.

DEFINITION 5.3. Eine Abbildung f: X' — X heifit Finbettung, falls die Einschrinkung auf das Bild
f: X' = f(X') ein Homdomorphismus ist.

BEISPIELE.
(a) Die Abbildung
[0,1) — R?,
t — exp(2mit)

ist zwar injektiv, aber keine Einbettung. Das Bild ist S' und es gibt keine stetige Umkehrabbildung
von S! nach [0, 1).
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(b) Fiir jede stetige Abbildung ¢: R — R ist ihr Graph
I',: R—R xR,
t = (L, 0(t)

eine Einbettung.
(¢) Vorsicht: Ist f: X — X’ stetig und Y C X, so ist nach Satz (b) fly = f ot stetig. Aber man
kann nicht umgekehrt aus der Stetigkeit einer Einschrinkung f|y auf die Stetigkeit von f schliefen.
Als Gegenbeispiel betrachten wir

f:R—>R,
. 0, ze€Q,
1, zeR\Q.

Die Einschriankung f|q ist als konstante Funktion stetig, f selbst aber ist nirgends stetig.
(d) Einbettungen von S! = {x € R? | ||z|| = 1} in den R3 heiflen Knoten. Ein Beispiel ist die Kleeblatt-

schlinge

6. Trennungsaxiome

Wir erweitern zunéchst leicht den Umgebungsbegriff: Eine Umgebung V' einer beliebigen Teilmenge A
eines topologischen Raums (X, 7)) ist eine Obermenge einer offenen Menge O € T, welche die Teilmenge
enthilt, A C O C V. Die Menge {(A4) von Umgebungen von A heifit das Umgebungssystem von A.

DEFINITION 6.1. Fiir einen topologischen Raum (X,7) werden folgende Trennungseigenschaften ein-
gefiihrt:

Ty Zu je zwei verschiedenen Elementen von X gibt es jeweils Umgebungen, die das andere Element
nicht enthalten: Fiir alle z,y € X mit z # y gibt es U € U(z), V € U(y) mit z € V und y € U.

Ty Zu je zwei verschiedenen Elementen von X gibt es jeweils Umgebungen, die sich nicht schneiden:
Fir alle z,y € X mit  # y gibt es U € U(z), V € U(y) mit U NV = &. Ein solcher topologischer
Raum heifit hausdorffsch.

T5 Zu jedem x € X und jeder abgeschlossenen Teilmenge A C X, die x nicht enthélt, gibt es disjunkte
Umgebungen, U € $(z), V e U(A) mit UNV = @.

Ty Zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Teilmengen A, B von X gibt es disjunkte Umgebungen,
UeU(A),Vel(Bymit UNV =o.

(Felix Hausdorff, 1868-1942 https://de.wikipedia.org/wiki/Felix_Hausdorff)

DEFINITION 6.2.

(a) Ein Hausdorfl-Raum, der Tj erfiillt, heifit reguldr.
(b) Ein Raum, der Ty erfiillt und hausdorffsch ist, heiit normal.

BEMERKUNGEN.

(a) Die erste Trennungseigenschaft T} ist dquivalent zu der Aussage, dass jede einelementige Teilmenge
von X abgeschlossen ist.

(b) Jeder Hausdorff-Raum erfiillt auch T3, also gilt To = T3.

(¢) In Hausdorff-Réumen sind Grenzwerte von Folgen eindeutig. Sie wissen, dass in Rdumen mit der
indiskreten Topologie und mit mindestens zwei Elementen Grenzwerte nicht eindeutig sind. Diese
Réume verletzen natiirlich das Trennungsaxiom 77 und damit auch T5.
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(d) Es gilt nicht Ty = T3 = T». Um hier Aussagen zu erhalten, muss man zusitzlich T» oder T} fordern.
Zum Beispiel ist die indiskrete Topologie 7 = (@, X) fiir | X| > 1 zwar T3, aber nicht Tb.

SATZ 6.3. FEin Hausdorff-Raum, der auch Ty erfillt, erfillt T3. Anders gesagt: aus Normalitit folgt
Regularitat.

BEWEIS. Es sei X ein topologischer Raum, der Ty und 7% erfiillt. Aus T5 folgt auch 77 und daher sind
die Mengen A := {x} abgeschlossen. Daher kénnen wir im Ty-Raum X die abgeschlossene Menge A = {z}
und jede davon disjunkte abgeschlossene Menge trennen; es gilt also T3. (]

Ist (X, T) ein topologischer Raum, so wird die Menge X x X durch die Basis
Bxxx :={01x02]0;, €T}
zum topologischen Raum, also indem man als offene Mengen beliebige Vereinigungen von Mengen der Form
01 X O3 mit O; € T betrachtet. Wir konnen Hausdorff-Rdume auch folgendermaflen charakterisieren:
SATZ 6.4. Ein topologischer Raum ist genau dann hausdorffsch, wenn die Diagonale
A={(z,z) |lze X} C X xX
in X X X abgeschlossen ist.
BEWEIS. Es ist  # y genau dann, wenn (x,y) ¢ A. Die Diagonale A ist genau dann abgeschlossen,
wenn ihr Komplement X \ A offen ist, d.h. wenn es fiir jedes (x,y) ¢ A offene Mengen Oy, 02 gibt mit

(z,y) € O1 x Oy C X\ A. Das ist aber genau dann der Fall, wenn = € O1, y € Oz und O1 N Oy = &. Genau
dann ist aber X nach Definition hausdorffsch. O

SATZ 6.5.

(a) Ein topologischer Raum X erfiillt genau dann T3, wenn fir jedes x € X die abgeschlossenen Um-
gebungen eine Umgebungsbasis bilden.

(b) Ein topologischer Raum X erfillt genau dann Ty, wenn die abgeschlossenen Umgebungen jeder
abgeschlossenen Teilmenge A C X eine Umgebungsbasis fiir $1(A) bilden. Damit gibt es insbesondere
fiir jedes abgeschlossene A C X und jedes W € U(A) eine offene Teilmenge U C X mit

(6.1) AcUcCUcCW
BEWEIS. Wir beweisen jeweils die Richtung ,= “ und behandeln die Riickrichtung in einer Ubungsauf-
gabe.

Zu (a): Es gelte T5 und es sei W eine Umgebung von « € X und z € O C W mit O offen. Dann ist
A := X\ O abgeschlossen und enthélt  nicht. Es gibt wegen T3 disjunkte offene Mengen U, V mit U € U(z)
und V' € $(A). Es gibt also ein offenes O’ mit AC O’ C V.

Wir setzen B:= X\ O'.Dannist 1 € B,weilz e Uund UNV =@, sodassz € X \V C X\ O gilt.

Weiterhin gilt wegen U NV = &, dass gilt

UcX\VcXx\O.
Damit ist X \ O’ € U(z). Da X\O'C X\A=0C W,ist BCW.

Zu (b): Es sei A =: Ay abgeschlossen in X und W € (A;). Dann gibt es ein O mit 43 C O C W, so
dass Ay := X \ O abgeschlossen ist. Da X Ty erfiillt, finden wir U € Y(A;) und V € U(A3) mit UNV = .
Es gibt ein offenes O’ mit A, C O’ C V.

Wir zeigen, dass X \ O’ eine abgeschlossene Umgebung von A = A; mit X \ O’ C W ist.

e Ay C X\ O, weil A5 CV und somit A; C X\VCX\O.
e Ay CUCX\O gilt, weill U C X\ V ist.
o Es ist
X\O' cX\4;=X\(X\0)=0cCW.

Wir diskutieren, wie sich Trennungseigenschaften auf Teilmengen vererben:

SATZ 6.6.
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()
(b)

Ist ein topologischer Raum X hausdorffsch bzw. reguldr, so ist auch jede Teilmenge Y C X mit der
induzierten Topologie hausdorffsch bzw. reguldr.
Ist ein topologischer Raum X mormal und Y C X abgeschlossen, so ist auch Y mormal.

BEWEIS.

(a)

Es sei X hausdorffsch, Y C X und z1,29 € Y mit &1 # x5. Es gibt also Umgebungen U; von x; und
Us von o mit Uy N Uz = &. Dann sind U/ := U; N Y Umgebungen von z; in Y und auch disjunkt,
Uyinus =@.

Es sei X regulir, Y € X und A’ C Y abgeschlossen in Y und z ¢ A’. Dann existiert A

abgeschlossen in X mit A’ = ANY. Da auch z € A gilt und X regulir ist, gibt es disjunkte
Umgebungen U von z und V von A in X. Dann sind U’ := UNY und V' := VNY disjunkte
Umgebungen von z und A’ in Y; also ist auch der Unterraum Y regulér.
Es sei X normal und Y C X abgeschlossen. Es seien A’, B’ C Y abgeschlossen in Y und disjunkt.
Dann gibt es in X abgeschlossene Mengen A, B mit A’ = ANY und B'’=BNY.DaauchY in X
abgeschlossen ist, sind A’ und B’ als Schnitt abgeschlossener Mengen in X abgeschlossen. Die in X
abgeschlossenen Mengen A’, B’ kénnen im normalen Raum X durch disjunkte Umgebungen U D A’
und V O B’ getrennt werden. Dann trennen in Y die disjunkten Umgebungen U’ :=UNY D A’
und V' :=V NY D B’ die Mengen A’ und B'.

O

Wir wollen das Trennungsaxiom 7y durch die Existenz von Funktionen mit besonderen Eigenschaften
charakterisieren. Wir geben zunéchst den Fortsetzungssatz von Tietze ohne Beweis an:

SATZ 6.7. Ist X ein normaler topologischer Raum, ist A C X abgeschlossen und ist f: A — R eine
stetige Abbildung, so gibt es eine stetige Fortsetzung F': X — R von f, d.h. F|a = f.

Man kann sogar hinbekommen, dass F zusitzlich sup F = sup f, inf F = inf f und inf f < F(z) < sup f
fiir alle ¢ A hinbekommen.

THEOREM 6.8 (Lemma von Urysohn). Die folgenden Aussagen diber einen topologischen Raum X sind
aquivalent.

(a)
(b)

Der Raum X erfillt die Trennungseigenschaft Ty.
Fiir jede abgeschlossene Teilmenge A und jede offene Menge U mit A C U C X ewistiert eine stetige
Funktion

f: X —=[0,1] CR,

0, z€A,
J(@) = {1, x ¢ U.

so dass gilt

Die Abbildung f in (a) heifit auch Urysohn-Funktion.

BEWEIS.

(b) = (a)

(a) = (b)

Es sei B eine beliebige abgeschlossene Menge mit BN A = @. Ist f: X — R eine Urysohn-Funktion
fir U := X \ B, so trennen die offenen Umgebungen A C f~([0,3)) und B C f~*((3,1]) die
abgeschlossenen Teilmengen A und B.
Der konstruktive Beweis startet mit Uy := A und Uy := U. Die Idee ist, dass wir Umgebungen Uy
iterativ zwischen A und U platzieren mit der Eigenschaft, dass fiir s < s’ gilt, dass Uy C Uy ist.

Da X ein Tj-Raum ist, finden wir mit Satz ein Uy € $U(Uyp), so dass U, offen ist und
so dass gilt:

A=UyCUy CU%CUle.

Im néchsten Schritt setzen wir offene U% und U 3 dazwischen mit
A=UyCUs CUicUécU% CU%CU% cU,=U
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und iterieren diesen Prozess. Wir erhalten damit eine 2-adische Verfeinerung, bei der wir im n-ten

Schritt lokal
...CU%CU%C...

haben und dazwischen fiir Schritt n 4+ 1 jeweils ein offenes U 2k 1 setzen mit
o

CU 1 C U2k CU%;% cUx C....
onFl SnFl

onT1 pig

fe—
Eol
Wir setzen D := {2%,71,1' € Np,0 < i < 2"}. Dann gilt fiir r, s € D mit r < s, dass U, C Us.
Fiir ein ¢ € [0,1] sei Uy :== U, p .<; Ur und wir definieren:
f(x) inf{l0<t<1|zel}, fallszel,
x) =
1, falls z ¢ U.

Fiir dieses f gilt dann:
o Ist z € A ="Uy, soist f(z) =0.
e Ist f(x) < t, dann gibt es ein 7 € D mit r < t und = € U,..
e Ist dagegen f(x) > t, so gibt es ein 7/ € D mit v/ >t und = ¢ U,..
Daher sind dann
f_l[oﬂ t) = U Ur
reD,r<t

und
= e
r'eD,r’'>t
offen und f ist somit stetig, weil die Teilmengen der Form [0, t) und (¢, 1] eine Subbasis der Topologie
auf [0, 1] bilden.
(|

7. Initialtopologie und Produkte

Die Unterraumtopologie ist ein Spezialfall einer allgemeineren Konstruktion:

DEFINITION 7.1. Gegeben sei eine Menge X, eine Familie topologischer Riume (X;,7;)ic; und eine
Familie von Abbildungen (f;: X — X;)ics. Eine Topologie 7 auf X heifit Initialtopologie beziiglich der

Familie (f;):er, wenn sie die folgende universelle Eigenschaft hat:
Ist Y ein beliebiger topologischer Raum, so ist eine Abbildung g: ¥ — X genau dann stetig, wenn

fiog: Y — X, fur alle i € I stetig ist,
Yy —5 (X, T)

SATZ 7.2. Auf einer Menge X gibt es beziiglich (f;)ier eine eindeutig bestimmte Initialtopologie. Die
Initialtopologie ist die grobste Topologie auf X, so dass alle f;: X — X; stetig sind. Eine Subbasis ist
S=J{r71(0)10: e T}

iel
BEWEIS. Ist T eine Initialtopologie auf X, so folgt mit
(X, T) === (X.7)
\ lfi
(Xia 7;)3
dass die Abbildungen f; stetig sind, weil idx: (X,7T) — (X, T) immer stetig ist.
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Es seien 7(;) und 72y zwei Initialtopologien auf X. Wir betrachten fiir jedes i € I das kommutative
Diagramm
idx

(Xa 7—(1)) E— (X7 7—(2))

Ny

Da alle f; stetig sind, muss die Identitét stetig sein. Also ist die Topologie 7(;) feiner als die Topologie 7(3).
Vertauscht man die Rollen der Topologien, so folgt auch die umgekehrte Aussage. Somit gilt 7(;) = T(2), also
sind Initialtopologien eindeutig.

Eine Initialtopologie 7 muss sicher die Mengen in der Subbasis S enthalten, denn andernfalls wiren die
fi und damit die Identitdt nicht stetig. Da T die grobste solche Topologie sein soll, muss 7 = (S) gelten.

Es bleibt zu zeigen, dass die durch S erzeugte Topologie die universelle Eigenschaft erfiillt. Wenn g: Y —
(X, T) stetig ist, so ist die Verkettung f; o g stetig. Es seien also umgekehrt die Abbildungen f; o g fiir alle
i € I stetig. Wir miissen nach Satz zeigen, dass fiir jedes S € S die Menge g~ 1(S) offen in Y ist. Wir
betrachten fiir ein i € I und O; € T; die Menge S = f;*(0;) € S und

g7H(S) =97 ;7100 = (fiog)~(03)

ist offen, weil f; o g stetig ist. O

Wir erinnern an das kartesische Produkt J],.; X; einer Familie von Mengen, dessen Elemente Familien
(2;)ier von Elementen mit z; € X; sind. Wir haben Projektionsabbildungen

T H Xj — Xi
JEI
(zj)jer — i,

fiir welche die folgende universelle Eigenschaft gilt: Ist X eine beliebige Menge, so gibt es eine Bijektion

zwischen Abbildungen f: X — [] jer Xj und Familien von Abbildungen (fi: X = X))ier,

f
X— Hjel X;

die gegeben ist durch
Abb(X, J] X;) — J] Abb(X, X))
jeI jerI
f=(mjofjer

Hierbei bezeichnen wir mit Abb die Menge aller Abbildungen.
Die Umkehrabbildung schickt die Familie (f;);er auf die Abbildung

f X = 1[x
JeI
tes (oo fit),.0).

Beachten Sie, dass wir hier die Menge []
beliebigen Menge X in []

jer Xi dadurch beschreiben, dass wir die Abbildungen aus einer

jer X, hinein beschreiben.
DEFINITION 7.3. Es sei (X, T;)icr eine Familie topologischer Riume. Die Initialtopologie auf der Menge
X := [[;e; Xi beziiglich der Projektionen m;: [[;c; Xi — X; heiit die Produkttopologie auf X.
SATZ 7.4. Die Produkttopologie ([ [;c; Xi,T) hat die Basis
B={[[0:10: € T.0: = X; fir fast alle i € I}
iel
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BEWEIS. Beziiglich der Topologie mit Basis B sind die Projektionen m;: Hjel X; — X; stetig: Ist
O; € T; offen, so ist

B X;, firj#i
1 - j
o) =0, mit 0,=
(09 H 7o ! {Oi, fiir j = i

JeI
sogar ein Element der Basis. Damit ist

§=J{m (00 €T}

iel

eine Subbasis der Topologie. Es liegt nach Satz[7.2] die Initialtopologie vor. O

SATZ 7.5. Zu jeder Familie stetiger Funktionen (fi: T — X;)ier gibt es genau eine stetige Funktion
[+ T — [lic; Xi, so dass mio f = f; fir allei € I.

BEwEIS. Die Abbildung f existiert als Abbildung von Mengen wegen der universellen Eigenschaft des
kartesischen Produkts,
f@)=(...fi(t),...),

und f ist eindeutig. Sie ist stetig wegen der universellen Eigenschaft der Initialtopologie aus Definition

1l O
BEISPIELE.

(a) Der R™ wird mit der Produkttopologie der euklidischen Topologie auf R versehen. Dadurch erhélt
man die euklidische Topologie auf R™.

(b) Es sei fir jedes ¢ € I ein Unterraum A; C X; mit der Unterraumtopologie gegeben. Dann ist
[Lic;r Ai C II;e; Xi eine Teilmenge und hat nach Definition eine Unterraumtopologie. Diese ist
gleich der Produkttopologie,

Tr1a: = TIL X111 As
weil eine Subbasis der Produkttopologie gegeben ist durch die Mengen ;" 1(Oi) mit O; offen in A;.
Das heiit aber O; = A; N O; mit O; € Tx,. Dies ist aber eine Subbasis der Unterraumtopologie.
(¢) Insbesondere ist mit S' € R? der n-Torus S' x ... x S! in natiirlicher Weise ein topologischer

Raum.

8. Finaltopologie und Summen
Finaltopologien sind dual zu Initialtopologien:

DEFINITION 8.1. Gegeben sei eine Menge X, eine Familie topologischer Riume (X;,7;)ic; und eine
Familie von Abbildungen (f;: X; — X);ecs. Eine Topologie T auf X heifit Finaltopologie beziiglich (f;)icr,
wenn sie die folgende universelle Eigenschaft hat:

Ist Y ein beliebiger topologischer Raum, so ist eine Abbildung g: X — Y genau dann stetig, wenn
go fi: X; — Y fiir alle ¢ € I stetig ist:

(X, T5) —L (X, T)
g
o
Y.
Der Beweis des folgenden Satzes ist dual zum Beweis von Satz

SATZ 8.2. Auf X gibt es beziiglich der (f;)ic1 eine eindeutig bestimmte Finaltopologie. Die Finaltopologie
ist die feinste Topologie auf X, so dass alle Abbildungen f;: X; — X stetig sind. Fine Subbasis ist

S:={0C X mit fi_l(O) € T; fir allei € I}.

BEMERKUNG. Wir erinnern zunéichst an den Begriff aus der Mengenlehre, der dual zum kartesischen
Produkt von Mengen ist.
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e Gegeben sei eine Familie von Mengen (X;),cr. Wir bilden die Familie von Mengen
X]/ = {(CEJ,]) | IS XJ} = Xj X {]}
Dann ist die disjunkte Vereinigung der X; die Menge
R !
| ] x5 = x;.
JeI jer
e Sie kommt mit Injektionen
Li: Xz — |_| Xj
jel
X; (l‘“’t) S Xz{7
fiir welche die folgende universelle Eigenschaft gilt: Ist Y eine beliebige Menge, so gibt es ei-

ne Bijektion zwischen den Abbildungen f: |]..; X; — Y und den Familien von Abbildungen
(fir Xi = Y)ier,

jEeI

f
|—|j€I Xj —Y,

die gegeben ist durch
Abb(| | X;,T) — J] Abb(X;,T)
jeI jeI
f=(fovjer
Die Umkehrabbildung schickt eine Familie (f;);er auf die Abbildung
X =
JeI
(@5,7) = fi(x;)
Beachten Sie, dass wir hier die Menge | | jer X; dadurch beschreiben, dass wir die Abbildungen aus
L] jer Xi heraus in eine beliebige Menge Y hinein beschreiben.
DEFINITION 8.3. Gegeben seien topologische Raume (X, 7;),es. Die Topologie auf der disjunkten Ver-
einigung X = | |._; X; mit offenen Mengen
T={0CX|0ONnX, eT, furalle j € I'}

i€l

heifit Summentopologie auf X.

Statt ON X sollten wir korrekter L;l(O) C X schreiben. Wir identifizieren aber stillschweigend X; mit
Lj (X]) C X.
SATZ 8.4.
Die Summentopologie ist die Finaltopologie auf X = |_|j€I X, beziiglich der Injektionen (1;: X; — X)ier-
BEWEIs.
e Die Injektionen ¢; sind fiir alle ¢ € I stetig, denn fiir O € T ist nach Definition [8.3

SN O)=0NX; T

K2

Sie sind sogar Einbettungen, vgl. Definition 5.3
e Es sei g: X — Y eine Abbildung. Ist g stetig, so ist g o ¢; fiir alle ¢ € I als Verkettung stetiger
Abbildungen stetig.
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e Es seien umgekehrt fiir eine Abbildung g: X — Y alle Verkettungen g o ¢; stetig. Fiir O’ C Y offen
ist dann
g O =g 0NnXj=Jgt ey (0) = Ulgowy) 1O
jel jeI jer
als Vereinigung offener Mengen offen, so dass g stetig ist.
O

Satz 8.5. Ist (g;: X; — Y)jer eine Familie stetiger Abbildungen, so gibt es eine eindeutige stetige
Abbildung g: X = I—leIXj —Y mit g; =gou;.

BEWEIS. Eine Abbildung g: | | jer X; — Y existiert als Abbildung von Mengen wegen der universellen
Eigenschaft der disjunkten Vereinigung in der Kategorie von Mengen. Die Abbildung g ist stetig wegen der
universellen Figenschaft der Finaltopologie. O

BEMERKUNG. Es sei X ein topologischer Raum, der als Menge eine disjunkte Vereinigung von Unter-
mengen ist, X = | ];.; X;, die alle offen in X sind. Da X; = X \ J,; Xi gilt, ist dann auch jedes X;
abgeschlossen in X. Dann ist die Abbildung X — |_|Z.€I X, die z; € X; auf (z;,1) € |_|Z-€I X; schickt, injektiv,
surjektiv, stetig und offen. Also ist X als topologischer Raum homdomorph zur Summe X 2| |, X;.

Der Raum | |;.; X; heiBt Summe, weil er die kategoriellen Eigenschaften einer Summe hat.

9. Zusammenhang

DEFINITION 9.1. Ein topologischer Raum (X, T) heifit zusammenhdngend, wenn er nicht die disjunkte
Vereinigung zweier nichtleerer offener Teilmengen ist.

BEMERKUNGEN.

(a) Wir kénnen &dquivalent einen zusammenhingenden Raum dadurch charakterisieren, dass er nicht
die disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer abgeschlossener Teilmengen ist.

(b) Kann man also einen zusammenhéngenden topologischen Raum X schreiben als X = K7 U K5 mit
KN Ky = @ mit K7 und K, beide offen (oder beide abgeschlossen), so gilt K1 = @ oder Ky = &.

(c) Eine Menge X mit diskreter Topologie ist nicht zusammenhéngend, falls sie mehr als ein Element
hat.

(d) Ein topologischer Raum X ist genau dann zusammenhiingend, wenn @ und X die einzigen Teilmen-
gen sind, die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind. Ist A sowohl offen als auch abgeschlossen, so
ist X 2 AU (X \ A).

SATZ 9.2. Das Intervall [0,1] mit der von der euklidischen Topologie auf R induzierten Topologie ist
zusammenhdngend.

BEWEIS. Angenommen, wir finden eine Zerlegung [0, 1] = KU K5, mit Ky, K; offen und nicht-leer. Wir
konnen 1 € K7 annehmen. Weil K offen ist, liegt eine Umgebung von 1 in Kj, also ist s := sup Ky < 1.

Ist s € Kq so finden wir eine Umgebung U C Ky von s, weil Ky offen ist. Dann ist aber s nicht das
Supremum, weil in Ky Elemente liegen, die grofler als s sind.

Ist dagegen s € K7, dann finden wir eine Umgebung U C K; von s, weil K offen ist. Dann kann aber
s nicht das Supremum von K sein, weil in der Umgebung U keine Elemente von K liegen kénnen. ]

Um Aussagen iiber den Zusammenhang topologischer Rdume machen zu kénnen, brauchen wir einige
Kriterien.

SATZ 9.3. Ein topologischer Raum X ist genau dann zusammenhdngend, wenn jede stetige Funktion von
X in einen beliebigen diskreten Raum konstant ist.

BEWEIS. Ist X nicht zusammenhiingend, so ist X = AU(X\ A) mit A und X \ A offen und abgeschlossen.
Wir betrachten einen diskreten Raum D mit mindestens zwei verschiedenen Elementen p;, ps € D. Dann ist
die Funktion f: X — D mit f|4 = p1 und f|x\a = p2 nicht konstant auf X und stetig, weil die Urbilder
offener Mengen offen sind.
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Umgekehrt gebe es eine nicht-konstante stetige Funktion f: X — D in einen diskreten Raum D, die
verschiedene Werte p1,p2 € D annimmt. Dann ist f~!(p;) und sein Komplement in X offen und nicht-
leer. ([l

SATZ 9.4 (Zwischenwertsatz). Ist X ein zusammenhingender topologischer Raum, Y ein topologischer
Raum und f: X =Y stetig. Dann ist das Bild f(X) CY zusammenhingend.

BEWEIS. Angenommen, das Bild f(X) ldsst sich schreiben als disjunkte Vereinigung von nicht-leeren
offenen Mengen in f(X), f(X) = O; UOy. Dann gilt auch X = f=1(0;) U f~1(Oz) mit nicht-leeren offenen
Mengen, im Widerspruch zur Annahme, dass X zusammenhéngend ist O

Insbesondere ist ein zu einem zusammenhéngenden Raum homéomorpher Raum zusammenhéngend. Da
je zwei abgeschlossene Intervalle zueinander homéomorph sind, sind damit alle abgeschlossenen Intervalle
zusammenhéngend.

Wir erhalten nun als Folgerung von Satz und Satz den klassischen Zwischenwertsatz:

BEISPIEL. Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall. Fiir jedes ¢
mit f(a) < ¢ < f(b) oder f(b) < ¢ < f(a) gibt es wenigstens ein t € [a,b] mit f(¢) = (.
Andernfalls zerlegen wir das Bild

f([a,0]) = (f(la,b]) N (=00, ¢)) U (f([a,b]) N (¢, 00))
in disjunkte nicht-leere offene Teilmengen, im Widerspruch zu Satz

LEMMA 9.5. Ist ein topologischer Raum X von einer Familie (X;) zusammenhdingender Unterrdume
tberdeckt und sind je zwei X; nicht disjunkt, so ist auch X zusammenhdngend.

BEWEIS. Es sei D ein beliebiger diskreter Raum und f: X — D eine beliebige stetige Funktion. Dann
ist f|x, fiir alle 7 nach Satz konstant, weil jedes X; zusammenh#ngend ist. Da die X; nicht disjunkt sind,
muss f auf ganz X konstant sein. Nach Satz[0.3]ist daher X zusammenhéngend. O

BEISPIELE.

(a) Der topologische Raum R mit der euklidischen Topologie ist zusammenhéingend: Wir wiihlen als
nicht-disjunkte Uberdeckung (X; = [—J,J])jen. Die abgeschlossenen Intervalle sind nach Satz
zusammenhéngend.

(b) Da jedes offene Intervall zu R homéomorph ist, sind auch offene Intervalle zusammenhéngend.

(c) Die rationalen Zahlen Q@ C R als Unterraum der reellen Zahlen sind nicht zusammenhéngend. Es
sei ¢ € R\ Q. Dann ist

Q= (QN(=00,0)) LI (@QN(¢0)).

Die Dedekindschen Schnitte zerteilen also Q in disjunkte offene Mengen.
(d) Die Kreislinie S! ist als Bild der zusammenhingenden Menge R unter der stetigen Abbildung

f:R—S!
t — exp(2mit)

nach dem Zwischenwertsatz [0.4] zusammenhingend.

Auf der Menge der Elemente eines topologischen Raumes X fithren wir die folgende Aquivalenzrelation
ein: Ein « € X hingt mit y € X zusammen, x ~ y, wenn es eine zusammenh#ngende Teilmenge C' C X gibt,
die z und y enthilt, z,y € C.

Die Relation ist offensichtlich symmetrisch und reflexiv, z ~ 2, mit C' = {z}, zusammenhingend. Um
zu sehen, dass sie transitiv ist, seien Cy, Cy zusammenhéngende Mengen mit x,y € C7 und y, z € Cz. Dann
ist C1 N Cy # @, so dass aus Lemma [0.5] folgt, dass die Vereinigung Cy U C zusammenhéngend ist, und es
sind z,z € C; U Cs.

DEFINITION 9.6. Es sei X ein topologischer Raum. Die Aquivalenzklasse Z(x) von z € X unter der
obigen Aquivalenzrelation heifit die Zusammenhangskomponente von x.
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Es ist klar, dass ein topologischer Raum als Menge die disjunkte Vereinigung seiner Zusammenhangs-
komponenten ist.

SATZ 9.7. Es sei X ein topologischer Raum.

(a) Jede Zusammenhangskomponente eines topologischen Raumes ist zusammenhdngend.

(b) Gilt fiir Teilmengen A, B C X die Relation A C B C A und ist A zusammenhingend, so ist B
zusammenhdngend. Insbesondere sind Abschliisse zusammenhdngender Teilmengen wieder zusam-
menhdngend.

(c) Jede Zusammenhangskomponente eines topologischen Raumes ist abgeschlossen.
BEWEIS.

(a) Es sei Z(x) die Zusammenhangskomponente eines « € X. Fiir jedes y € Z(x) konnen wir eine
zusammenhéngende Menge Z, C X finden, die y und z enthélt. Die Mengen Z, iiberdecken die
Zusammenhangskomponente Z(z) und sind paarweise nicht disjunkt, weil sie alle « enthalten. Nach
Lemma ist Z(z) zusammenhéngend.

(b) Angenommen, B ist nicht zusammenhéngend, also gibt es O1,02 € T mit

B=(BnO:)U(BNOy),
so dass BN Oy # @ und BN Oy # @. Dann gilt wegen A C B auch
A=(ANO;)U(ANOy).

Wir miissen zeigen, dass die beiden Mengen A N O; nicht leer sind und wéhlen dazu b; € BN O;. In
jeder Umgebung von b; liegen Punkte von A, weil b; ein Beriihrpunkt ist, insbesondere also auch in
O;. Daher ist O;NA fiir i = 1, 2 nicht leer, im Widerspruch zur Annahme, dass A zusammenhéingend
ist.

(c) Wegen (a) ist jede Zusammenhangskomponente zusammenhéngend. Da Z(z) C Z(z) folgt mit (b),
dass Z(z) zusammenhéngend ist und daher gleich Z(x).

O

Das folgende Beispiel zeigt einen Raum mit einer Zusammenhangskomponente, die nicht offen ist.

BEIsPIEL. Wir betrachten
1
X = {n,neN}u{O}cR

mit der von R induzierten Topologie. Dann sind die einelementigen Teilmengen {%} offen und abgeschlossen
in X und Zusammenhangskomponenten von X. Die Zusammenhangskomponente {0} ist nach Satz (c)
abgeschlossen, aber nicht offen. Denn jede Umgebung von 0 in der Unterraumtopologie enthélt unendlich
viele 1/n, die aber jeweils in einer anderen Zusammenhangskomponente liegen.

Wir schlieflen nun genau die Situation aus, die im Beispiel oben bei 0 vorliegt:

DEFINITION 9.8. Ein topologischer Raum X heif3t lokal zusammenhdngend, falls fiir jeden Punkt x € X
jede Umgebung U € §i(x) eine zusammenhéngende Umgebung V' € i(x) enthilt.

Bei einem lokal-zusammenhéngenden Raum bilden also die zusammenhingenden Umgebungen Umge-
bungsbasen.

BEISPIEL. Vorsicht: Ein zusammenhéngender Raum X ist nicht unbedingt lokal zusammenhéngend.

Als Beispiel betrachten wir den konvergierenden Besen: Es sei @, := (%,O) € R2, Qo := (0,0) und
P :=(0,1). Wir bezeichnen mit @), P die Verbindungsstrecke zwischen @,, und P und setzen X := Un>0 Q.P.
Jede der Strecken @, P ist als homémorphes Bild eines Intervalls zusammenhingend. Da sich alle Intervalle
Q. P in P schneiden, ist X nach Lemma zusammenhédngend. Dagegen liegen aber in jeder Umgebung
des Punktes (0, %) unendlich viele Intervalle und solche Umgebungen enthalten keine zusammenhéngende

Umgebung.
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SATZ 9.9. FEin topologischer Raum X sei lokal zusammenhdingend. Dann ist jede Zusammenhangskom-
ponente offen und abgeschlossen. Wihit man Reprisentanten (x;)icr fir die Zusammenhangskomponenten,
so ist als topologischer Raum

X =| | Z(x).
iel

BEWEIS. Nach Satz sind die Zusammenhangskomponenten abgeschlossen. Es sei y € Z(x) beliebig
und V sei eine zusammenhéngende Umgebung von y. Dann ist V' C Z(x). Damit enthélt die Zusammen-
hangskomponente Z(x) eine Umgebung von y und ist somit offen. ]

DEeFINITION 9.10. Ein topologischer Raum X heifit wegzusammenhingend, wenn es fiir je zwei z,y € X
einen stetigen Weg
w: [0,1] - X
gibt mit w(0) = z und w(l) = y.
BEMERKUNGEN.

(a) Ist X wegzusammenhingend, so ist X zusammenhéngend: Wére X nicht zusammenhéngend, so
ist X = X7 U X2 mit nicht-leeren disjunkten offenen Teilmengen X; und Xs. Wéahle z; € X7 und
T2 € X5 und einen Weg w, der x1 und x5 verbindet. Dann wire

w_l(Xl) ] w_l(Xg)

eine disjunkte Zerlegung des nach Satz zusammenhéngenden Intervalls [0, 1] in nicht-leere offene
Mengen.

(b) Wegzusammenhang ist eine Aquivalenzrelation. Der konstante Weg zeigt « ~ x. Aus x ~ y mit
einem Weg w folgt mit @w(t) = w(l — t), dass auch y ~ z. Die Verkettung von Wegen zeigt die
Transitivitdt der Relation.

Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse von 2 € X mit W (z). Die Aquivalenzklassen der Aquivalenz-
relation ~ heiflen Wegekomponenten von X.

SATZ 9.11. FEs sei X ein topologischer Raum. Dann gilt
(a) Firxze X ist W(x) C Z(x).
(b) Jede Wegekomponente ist wegzusammenhdngend.

BEWEIS.

(a) Fiir x,y in der gleichen Wegekomponente finden wir einen Weg w, der x und y verbindet. Dann ist
w([0,1]) eine zusammenhingende Teilmenge, die x,y enthilt, so dass diese Punkte in der gleichen
Zusammenhangskomponente liegen.

(b) Folgt nach Definition der Aquivalenzrelation.

O

BEISPIEL. Eine Wegekomponente W (x) eines topologischen Raumes ist im allgemeinen weder abge-
schlossen noch offen. Wir setzen dazu

1
X1 ::{(m,sinz> |0<(E<1}CR2DX2 :{(0,y)|—1<y<1}

und X := X; U X, C R? mit der von R? induzierten Topologie. Als homdomorphes Bild eines Intervalls
in R sind X; und X, wegzusammenhéngend. Die Zusammenhangskomponente X; ist offen, aber nicht
abgeschlossen, denn alle Punkte des Geradensegments X, sind Beriihrpunkte von X, aber nicht in X3
enthalten. Die Zusammenhangskomponente X5 ist abgeschlossen, aber nicht offen, weil jede Umgebung jedes
Punktes von X5 einen Punkt der Zusammenhangskomponente X; enthélt.

DEFINITION 9.12. Ein topologischer Raum heifit lokal wegzusammenhdngend, wenn jede Umgebung U
von x € X eine wegzusammenhéingende Umgebung V' von x enthélt.

Bei einem lokal wegzusammenhingenden Raum bilden also die wegzusammenhingenden Umgebungen
Umgebungsbasen.

26



SATZ 9.13. Es sei X ein lokal wegzusammenhdngender topologischer Raum. Dann gilt Z(x) = W (x) fiir
alle x € X . Die Wegekomponenten sind also die Zusammenhangskomponenten. Sie sind offen und abgeschlos-
sen, und es gilt mit einem Reprisentantensystem (x;);er der Zusammenhangskomponenten als topologischer

Raum
X = |W() =] Z()
i€l iel
BEWEIS. Nach Satz gilt immer W (z) C Z(z). Ist X lokal wegzusammenhéngend, so ist X lokal
zusammenhéingend. Nach Satz[9.9sind die Zusammenhangskomponenten offen und abgeschlossen. Als Menge
gilt
iel
Die Wegekomponenten W (z) sind offen, weil jede Umgebung U € $i(x) eine wegzusammenhéngende Umge-
bung von x enthélt. Nun gilt
W) =X\ |J W),
jend{i}
so dass die Wegekomponente W (z;) als Komplement offener Mengen auch abgeschlossen ist. Somit gilt auch
als topologischer Raum

X = W)

i€l
Andererseits ist als topologischer Raum X = | |;; Z(2;) mit W(x;) C Z(x;). Angenommen, es wire
W(z) € Z(z) fir ein x € X. Dann wire Z(z) = (Z(x) \ W(z)) U W(x), im Widerspruch dazu, dass
Z(x) zusammenhingend ist. O

10. Quotientenriume

DEFINITION 10.1. Es sei X ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Es sei 7: X —
X/~ die kanonische Projektion auf die Menge der Aquivalenzklassen. Die Finaltopologie auf X/, beziiglich
7 heifit Quotiententopologie, T-., und X/, heiBt Quotientenraum von X beziiglich der Aquivalenzrelation ~.

Es ist also O C X/ nach Satz genau dann offen, wenn 71(O) offen in X ist und 7. ist die feinste
Topologie auf X/, so dass die kanonische Projektion 7 stetig ist.

BEMERKUNG. Ist f: X — Y eine stetige Abbildung und gilt fiir alle z,2’ € X: z ~ 2’ = f(x) = f(2),
so gibt es als Abbildung von Mengen ¢g: X/ — Y mit g[z] = f(z) und die universelle Eigenschaft der
Quotiententopologie sagt, dass g stetig ist.

BEISPIEL. Wir betrachten auf X = R die Aquivalenzrelation mit  ~ y genau dann, wenn = — y € Z.
Wir werden spiter sehen, dass X/ = S! als topologische Riume, wobei X /. mit der Quotiententopologie
und S' mit der Unterraumtopologie des R? versehen ist.

DEFINITION 10.2. Es sei (X,7T) ein topologischer Raum und A C X nicht leer. Wir definieren die
Aquivalenzrelation a ~4 d', falls a,a’ € A, und auf X \ A sei ~4 trivial, d.h. es gibt nur die Relation

(x ~4 z). Dann setzen wir
X/A:=X/,.

Im Quotientenraum X 4 werden alle Elemente der Teilmenge A C X zu einem Punkt identifiziert. Damit
hat X/A immer einen ausgezeichneten Punkt. Wir setzen X/g = X U {x}.

BEISPIELE.

(a) Es seien X,Y topologische Ridume und z¢g € X, yo € Y gewilhlt. Es sei A := {zg,y0} C X UY.
Dann heifit
XVY =(XUuY)/JA=(XUY)/xzo~yo
das Bougquet oder die verbundene Summe von X und Y. Dies hingt im Allgemeinen von der Wahl
der Punkte xg, yo ab.
Zum Beispiel ist S' V S! eine Figur von der Form zweier sich beriihrender Kreislinien.
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(b) Esseien X,Y mit 2p € X und yg € Y wie in (a) gewihlt. Die Abbildungen X — X xY, x — (z,%0)
und Y - X XY, y — (x0,y) induzieren eine Abbildung X UY — X x Y, die 2y und yo auf den
gleichen Punkt (z¢,yo) schickt, sonst aber injektiv ist und daher eine Injektion ergibt

XVY = X xY.

Dann heifit der topologische Raum X AY := X x Y/X VY das Smashprodukt von X und Y.

Wir iiberlegen uns als Beispiel S' AS!. Das Produkt S x St ist ein zweidimensionaler Torus, die
Teilmenge S' vV S! darin sind ein Meridian und eine Longitude, die sich in einem Punkt schneiden.
Kontrahiert man diese auf einen Punkt, so erhélt man einen Raum, der homdomorph zur Sphére
S? ist. Allgemeiner gilt S® A S™ = S*tm,

(c) Wir betrachten die auf S> € R® von z ~ —x erzeugte Aquivalenzrelation. Der Raum RP? := S?/
heifit die projektive Ebene.

Analog definieren wir auf R3\ {0} die Aquivalenzrelation z ~ y, falls es ein A # 0 gibt, so dass
x = \y. Ahnlich sei auf der abgeschlossenen Kreisscheibe D? C R? die Aquivalenzrelation 2 ~ —x
fir € S! C D? definiert, bei der antipodale Punkte auf dem Rand der Kreisscheibe identifiziert
werden. Dann gilt

RP? =$?/. 2R3\ {0}/~ = D?/..

Es ist niitzlich, verschiedene Darstellungen eines Raumes als Quotienten zu haben.

Wir untersuchen nun, was bei Quotienten mit den Trennungsaxiomen passiert. Spoiler alert: Im Allge-
meinen nichts Gutes.

BEISPIEL. Wir definieren auf X := R x {#1} die Aquivalenzrelation (z,1) ~ (x,—1) fiir = # 0. Der
Quotientenraum ist eine Gerade mit zwei Urspriingen. Man kann die beiden Punkte (0, —1) und (0, 1) nicht
durch offene Umgebungen voneinander trennen. Obwohl X hausdorffsch war, ist der Quotient X/ ~ es nicht.

SaTz 10.3.

(a) Es sei X regulir und A C X abgeschlossen. Dann ist X /A hausdorffsch.
(b) Es sei X normal und A C X abgeschlossen. Dann ist X/A normal.

BEWEIS. Wir zeigen nur die erste Aussage. Es seien z # y € X/A. Sind beide Elemente von [A]
verschieden, so betrachten wir die eindeutigen Représentanten in X und disjunkte Umgebungen in X, die
A nicht treffen. Solche Umgebungen existieren, weil X reguléir ist. Die Bilder dieser Umgebungen unter 7 in
X/A trennen z und y.

Ist einer der Punkte y = [A], so benutzen wir die Regularitéit von X, um das Urbild von z und A in X
durch offene Umgebungen zu trennen. |

Ist (X,7) ein topologischer Raum, Y eine Menge und f: X — Y eine Abbildung von Mengen, so
induziert f eine Aquivalenzrelation auf X: Es ist z ~; o' fiir x,2’ € X, falls f(x) = f(2'). Gleichzeitig
kénnen wir auf Y die Finaltopologie beziiglich f betrachten. Wir kldren im Folgenden, wie X/ ~; und Y
mit der Finaltopologie zusammenhéngen.

DEFINITION 10.4. Es seien X und Y topologische Raume, f: X — Y eine stetige Abbildung und wir
versehen X /., mit der Quotiententopologie, so dass die kanonische Projektion X — X/ ; stetig ist. Das

Bild f(X )J—>Y versehen wir mit der Unterraumtopologie, so dass j nach Satz (a) stetig ist.

(a) Ist f: X/np = [(X), flz] = f(x) ein Homdomorphismus, so heiBt f identifizierende Abbildung.
(b) Ist f auBerdem surjektiv, so heifit die Topologie auf Y die Identifizierungstopologie bzgl. f.

Es ist klar, dass die Abbildung f stetig ist: Da das Bild f(X) die Initialtopologie beziiglich f(X) Ly
trégt, folgt aus der Stetigkeit der Verkettung f = jo(fom), dass for stetig ist und da X/, die Finaltopologie

beziiglich X = X/ ; triigt, folgt aus der Stetigkeit der Verkettung f o die Stetigkeit von f.

BEISPIELE.
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(a) Es sei
f:R—S!
t — exp(2mit)
Es gilt © ~ y genau dann, wenn x —y € Z und S! trigt die Identifizierungstopologie:
R/Z = S' = f(R).
(b) Wir betrachten die Abbildung
R?\ {0} - 8,

x
T
[ ]
die jedem vom Nullvektor verschiedenen Vektor den zugehorigen Einheitsvektor zuordnet. Sie in-
duziert auf R? die Aquivalenzrelation z ~ ¢y genau dann, wenn es ein A > 0 gibt mit = Ay. Die
Identifizierungstopologie auf S! stimmt mit der Unterraumtopologie iiberein.

FEin Kriterium ist das Folgende:

SAaTz 10.5. Ist f: X — Y stetig, surjektiv und offen (oder abgeschlossen), so trigt Y die Identifizie-
rungstopologie beziiglich f.

BEWEIS. Wir zeigen die Behauptung fiir f offen. Ist B C Y, so dass f~!(B) offen ist, so ist B offen,
weil wegen der Surjektivitdt von f gilt, dass f(f~(B)) = B, und weil f nach Annahme offen ist. Damit ist
die Topologie auf Y feiner als die Identifizierungstopologie und somit sind beide Topologien gleich. (I

DEFINITION 10.6. Es sei X ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X mit kanonischer
Projektion X = X/..
(a) Die Saturierung einer Teilmenge A C X beziiglich der Relation ~ ist die Teilmenge
Sat™ (A4) = 7~ 1(m(A)) C X.
Es gilt immer A C Sat™ (A).
(b) Eine Teilmenge A C X heifit saturiert, wenn A = Sat™ (A) gilt.

Eine Saturierung fligt also alle Elemente in X zu A hinzu, die dquivalent sind zu Elementen aus A.
Das folgende Resultat erlaubt es uns, Quotienten zu bestimmen, indem wir die Aquivalenzrelation auf
einem geeigneten Unterraum betrachten.

SATz 10.7. Es sei X ein topologischer Raum mit einer Aquivalenzrelation ~x. Es sei Y C X gegeben
mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Y schneidet jede Aquivalenzklasse von ~x in wenigstens einem Punkt.

(b) Ist BCY offen und saturiert in'Y, so ist Sat™ (B) offen in X.

Wir bezeichnen die auf Y durch Einschrinkung erhaltene Aquivalenzrelation mit ~y . Dann ist
h:Y/oy = X/ny,
Wy — [ylx

ein Homdomorphismus.
BEWEIS. Wir betrachten das kommutative Diagramm
y ———— X
Wyl JTK‘X
h
Y/NY — X/NX

Nach Definition der Aquivalenzrelation ~y ist h injektiv; wegen Bedingung (a) ist h surjektiv.
Die Verkettung mx ot = h oy ist stetig. Damit ist wegen der universellen Eigenschaft der Quotienten-
topologie auch die Abbildung h stetig.
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Es bleibt zu zeigen, dass h offen ist. Dazu sei V C Y/, offen. Dann ist B := 7' (V') nach Definition
der Quotientenraumtopologie offen in Y. Auflerdem gilt

mytomy(B) =yt o (my oy )(V) = nyt (V) = B,
weil Ty o 7y, ' (E) = E fiir alle E C Y/, wegen der Surjektivitit von 7y . Also ist B saturiert in Y. Wegen
der zweiten Annahme ist dann
%' omx(B) = Sat™ (B)
offen in X. Wir rechnen nach, dass
h(V) = hry(B) = nx («(B)) = mxmx' nx (B) = nx (Sat™ (B)).
Dies ist offen in X/, weil w3 'mx (Sat™ (B)) = Sat™ (B) offen in X ist. Also ist die Abbildung h offen. [

Mit Hilfe dieses Satzes kénnen wir den Torus R?/Z x Z auch durch Identifizierung der gegeniiberliegenden
Kanten eines Rechteckes beschreiben:
[ ] [ ]
[ ] [ ]

—

_—
Weitere wichtige Beispiel fiir Quotientenrdume sind:
e Das Mobiusband: o— o
o ———— @
(August Ferdinand Mobius 1790-1868 https://de.wikipedia.org/wiki/August_Ferdinand_
M%C3%B6bius)
e Der Zylinder: °

_— e
o — 0
e Die Kleinsche Flasche: ¢ ——— o

|

O——— O
(Felix Christian Klein 1849-1925 https://de.wikipedia.org/wiki/Felix_Kleinl)
e Die Narrenkappe: °

N\

e —— >0

Wir wollen nun noch entlang von Abbildungen verkleben:

DEFINITION 10.8. Es seien X und Y topologische Réume, A C X sei abgeschlossen und f: A — Y sei
eine stetige Abbildung. Wir betrachten die folgende Aquivalenzrelation auf X 1Y
Z1 = Zo, fiir beliebige 21,22 € X oder Y,
21,20 € A und f(z1) = f(z2),
21 €A 2 € f(A) und f(z) = 2,
z0 € Ayz1 € f(A)  und f(z2) = 21.

Der Quotientenraum X LY/ ~; wird mit X Uy Y bezeichnet und heiit der durch Zusammenkleben von X
und Y mittels f entstandene Raum.

1 ~f R =

Es werden also die Elemente in A mit ihren Bildern unter f identifiziert.

BEISPIELE.
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(a) Es seien X =Y = D? abgeschlossene Kreisscheiben, S' = A C X der Rand von X und f sei die

Einbettung S' — D?. Dann ist
D? Us: D? = §%
Hierbei notieren wir die Teilmenge A = S', aber nicht die Abbildung.

(b) Esseien X =Y = [0,1]. Dann erhalten wir fiir Ay = {0,1} und f;: A; < Y durch Zusammenkleben
einen Raum, der homdomorph zu S* ist, und fiir A = {3} und fo: A2 < Y durch Zusammenkleben
zwei sich in einem Punkt beriihrende Intervalle. Die Abbildung f ist also wesentlich, auch wenn sie
manchmal in der Notation unterdriickt wird.

DEFINITION 10.9.
Es sei D* C R" die abgeschlossene Einheitskugel und S*~1 = D" \ H];”, jeweils versehen mit der Unterraum-
topologie des R".

Es sei f: S*~! — X eine stetige Abbildung in einen topologischen Raum. Man sagt, X U ¢ D™ sei durch
Ankleben einer n-Zelle mittels f entstanden.

BEISPIELE.

(a) Die n-Sphire erhélt man durch Ankleben einer n-Zelle an die Kreisscheibe D™ entlang des Randes.
(b) Klebt man an den Rand eines Mbiusbands eine 2-Zelle, so erhilt man die reelle projektive Ebene.

11. Filter

Wir formalisieren die Eigenschaften des Umgebungssystems $(z) eines € X in einem topologischen
Raum X.

DEFINITION 11.1. Ein Filter F auf einer Menge X ist ein System von Teilmengen von X mit den
folgenden Eigenschaften:

(a) X € F, aber g ¢ F.
(b) Abgeschlossenheit unter endlichen Schnitten: Aus A, B € F folgt ANB € F.
(¢) Abgeschlossenheit unter Obermengen: Aus B € F und B C C folgt C € F.

DEFINITION 11.2. Ein nicht-leeres System B von Teilmengen von X heiflt Filterbasis auf X, falls gilt:
(a) Der Durchschnitt zweier Mengen aus B enthélt eine Menge aus B.

(b) @ ¢ B.

BEMERKUNG. Jede Filterbasis B erzeugt einen Filter (B) = Fg ={Y C X | 3B € Bmit BC Y}.

BEISPIEL. Ist A C X und A # @, so ist B = {A} eine Filterbasis und Fp ={Y C X | ACY}.

DEFINITION 11.3. Ist F ein Filter und ist B eine Filterbasis, so heifit B eine Filterbasis fiir F, falls gilt:
VY eF dBeB:BCY.

BEISPIELE.

(a) Fiir jede Menge X ist F = {X} ein Filter.

(b) Fiir jedes x € X bildet F, := {A C X |z € A} einen Filter.

(¢) Es sei X ein topologischer Raum. Die Menge der Umgebungen $4(x) eines Punktes z € X bildet
einen Filter, den Umgebungsfilter von x. Es gilt: Fy ) C Fy.

DEFINITION 11.4. Es seien F; und F; Filter auf einer Menge. F; heifit feiner als Fy und F5 heifit grober
als Fi, falls Fy C F gilt.

BEISPIEL. Es sei X ein topologischer Raum und € X. Der Umgebungsfilter {(x) von x ist grober als
der Filter F,. Der Filter F' = {X} auf einer Menge X ist der grobste Filter auf X.

31



DEFINITION 11.5. Ein Filter F' auf einer Menge X heif3t Ultrafilter, wenn es keinen echt feineren Filter
auf X gibt.

BEISPIEL. Der Filter F, ist fiir jedes x € X ein Ultrafilter: Angenommen, F' ist ein Filter, der echt
feiner ist als F},. Dann existiert ein Y € F \ F,. Das heifit aber nach der Definition von F,, dass x ¢ Y.
Andererseits ist {z} € F, C F. Damit muss der Schnitt {x} NY im Filter F liegen, aber der Schnitt ist leer.
Ein Filter darf aber nicht die leere Menge enthalten.

BEISPIELE.

(a) Essei (z,) eine Folge mit Werten in einer Menge X . Dann ist das System der Mengen By, := {x;}i>k
mit k£ € N, also der Endsegmente der Folge, eine Filterbasis auf X.
(b) Die Teilmengen
B:={(a,0) | a R}
bilden die Basis eines Filters auf R.
(c) Ist F ein Filter auf einer Menge X und ist f: X — Y eine beliebige Abbildung, so ist

Bf:={f(A)|AeF}
eine Filterbasis fiir den Bildfilter, f(F'), des Filters F unter der Abbildung f.
SATz 11.6.

(a) Jeder Filter ist in einem Ultrafilter enthalten.
(b) Ein Filter F auf einer Menge X ist genau dann ein Ultrafilter, wenn fir jede Teilmenge A C X
entweder A € F oder X \ A € F gilt.

BEWEIS.

(b) Da AN(X'\A) = @, kann es im Filter F nicht zwei Mengen Y7, Y2 geben mit Y73 C Aund Y, C X'\ A.
Also treffen alle Y € F entweder A, also ANY # &, oder alle treffen X \ A nicht-trivial. Wir nehmen an,
dass fiir alle Y € F gilt Y N A # @. Dann ist

B:={YNA|Y € F}

eine Filterbasis und der von B erzeugte Filter (B) wire feiner als F'. Da aber F' ein Ultrafilter ist, gilt
(B) = F'. Dann ist aber A € F.

Es sei nun der Filter G echt feiner als F'. Dann gibt es ein Y € G mit Y ¢ F. Wegen der Annahme ist
X\Y € F. Da G echt feiner ist, ist auch X \ Y € G. Die disjunkten Mengen Y und X \ Y koénnen aber nicht
gleichzeitig Elemente eines Filters sein.

(a) Es sei F die Menge aller Filter auf X, die feiner sind als ein gegebener Filter F'. Die Menge F wird
durch Inklusion partiell geordnet. Ist F eine nicht-leere total geordnete Teilmenge von F, so ist Ugez G ein
Filter und eine obere Schranke von F. Nach dem Zornschen Lemma gibt es ein maximales Element Uz, das
nach Definition dann ein Ultrafilter ist, der F enthélt.

|

Wir wissen, dass fiir @ # A C X das System von Teilmengen Fy = {Y € X|A C Y} ein Filter ist.
Ist @ € A ein beliebiges Element, so ist der Filter F, = {Z C X | a € Z} ein Ultrafilter, der den Filter F4
enthilt. Damit sind Ultrafilter also im Allgemeinen nicht eindeutig durch den Filter bestimmt ist.

Manchmal kann es schwierig sein, fiir einen gegebenen Filter F' einen expliziten Ultrafilter anzugeben,
der F' verfeinert.

Sie wissen, dass Konvergenz von Folgen ein problematischer Begriff fiir allgemeine topologische Raume
ist. Filter verschaffen da Abhilfe.

DEFINITION 11.7.

(a) Ein Filter F auf einem topologischen Raum X konvergiert gegen x € X, F — x, falls der Filter F’
feiner als der Umgebungsfilter {(x) von x ist, also falls gilt L(z) C F.
(b) Ein z € X heifit Berdhrpunkt eines Filters F, falls fiir alle Y € F'und alle U € () gilt Y NU # @.

BEMERKUNG. Die Menge aller Beriihrpunkte eines Filters F'is (), Y.
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BEISPIEL. Es sei (2, )nen eine Folge in einem topologischen Raum X und F der von (x,,) erzeugte Filter
mit der Basis bestehend aus den Endsegmenten der Folge: By := {z;};>,. Dann ist z € X genau dann ein
Héufungspunkt der Folge, wenn = Bertihrpunkt des Filters ist: Ein x € X ist genau dann ein Haufungspunkt
der Folge (2, )nen, wenn jede Umgebung U € U(x) unendlich viele Glieder der Folge enthélt. Genau dann
ist aber B, NU # @ fiir alle n € N.

SaTz 11.8.

(a) Essei X ein topologischer Raum und A C X. Dann ist der Abschluss A die Menge der Beriihrpunkte
des Filters Fy :=={Y C X | ACY}, also gilt
i-ONv=-NT
YeFa ACY
(b) Es sei X ein topologischer Raum und A C X. Dann ist x genau dann ein Element von A, wenn es
einen Filter F' auf X gibt mit A € F und F — x.

(¢) Es seien X,Y topologische Riume. Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann stetig in x € X,
wenn das Bild jeden Filters F' auf X, der gegen x konvergiert, gegen f(x) konvergiert.

BEWEIS.

(a) Ein 2 € X ist genau dann ein Berithrpunkt des Filters Fa, wenn fiir jedes Y € Fjy, also fiir jedes
Y D A, und jede Umgebung U € U(z) gilt U NY # &. Das ist aber genau dann der Fall, wenn fiir
jede Umgebung U € U(x) gilt U N A # @. Genau dann ist aber x € A.

(b) Es sei zunichst € A. Dann ist B := {ANU |U € $(z)} die Basis eines Filters F', weil ANU fiir jede
Umgebung U von x nicht leer ist. Dies gilt, weil = ein Berithrpunkt von A ist, und B abgeschlossen
ist unter Durchschnitten wegen

(ANU)N(ANU,) = AN (U1 NU,) € B.

Mit U = X sieht man, dass AN X = A € B, also A € F gilt. Ferner gilt F — z, denn i(z) C F,
weil U D ANU und somit U € F fiir alle U € $(x).

Gilt umgekehrt F' — x, also U(z) C F, und ist A € F, dann ist fiir alle Umgebungen U € $U(x)
die Menge AN U in F nicht leer. Also ist = € A.

(c) Das Bild jedes Filters F' auf X, der gegen x konvergiert, konvergiere gegen f(x). Wir wiihlen als
Filter den Umgebungsfilter selbst, F' = ${(x). Dann konvergiert f(4(x)) — f(x), also gilt U(f(x)) C
f((x)). Fur jede Umgebung V' € U(f(z)) kénnen wir also ein U € H(x) finden mit f(U) C V. Das
heifit aber nach Definition (a), dass die Abbildung f in z € X stetig ist.

Ist umgekehrt f stetig und fiir einen Filter gelte, dass F' — z. Fiir jede Umgebung V' € $(f(x))
gibt es wegen der Stetigkeit von f eine Umgebung U € $(x) mit f(U) C V. Wegen F — x gilt
U € Y(z) C F und somit f(U) C Byp). Da f(U) C V gilt, folgt, dass auch V' im Bildfilter f(F')
ist. Da V beliebig war, folgt U(f(z)) C f(F) und somit F(f) — f(x).

]

SATZ 11.9. Ein x € X eines topologischen Raums ist genau dann Berihrpunkt eines Filters F auf X,
wenn es einen Filter G mit F C G g¢ibt, der gegen x konvergiert.

BeEweis. Hat der Filter F' den Beriihrpunkt = € X, so ist
B:={UNY mit U eih(z) und Y € F}

eine Filterbasis fiir einen Filter G, der feiner ist als F' und 4(x) und der somit gegen x konvergiert.
Gilt umgekehrt F' C G und G — z, so liegt jede Umgebung U € $i(x) und jedes Y € F im Filter G, also
ist Y NU # @ und z ist Beriihrpunkt des Filters F'. O

SAaTz 11.10. Es seien (X;);er topologische Raume und (f: X — X;);er Abbildungen. Wir versehen die

Menge X mit der Initialtopologie. Dann konvergiert ein Filter F' auf X genau dann gegen x € X, wenn
fi(F) = fi(x) fir allei €I gilt.
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BEWEIS. Es konvergiere F' — x. Da die Abbildungen f; beziiglich der Initialtopologie stetig sind, folgt
mit Satz (c), dass f;(F) — fi(z) fur alle i € I gilt.
Umgekehrt hat z € X in der Initialtopologie nach Satz [7.2] die Umgebungsbasis aus Mengen

() £ (Vo) mit E C T endlich und V, € 4(f.(x)).
ecl

Nach Annahme gibt es fiir jedes V., mit e € E ein U, € F mit f.(U.) C V.. Es ist der endliche Schnitt
U:=NecgUe € F. Aus f.(Uc) C V. folgt

o Vo) D o fe(Ue) D UL

und somit U C () cp fo '(Ve). Damit ist jedes Element der Umgebungsbasis im Filter F' enthalten, also
F— 2. g

Als Spezialfall erhalten wir:

KOROLLAR 11.11. Es seien (X;)ier topologische Riume und X := [[,o; X; ihr Produkt mit Projektionen
mi: X — X;. Ein Filter F' auf X konvergiert genau dann gegen x € X, wenn alle Bildfilter m;(F) — 7(x)
konvergieren.

12. Kompaktheit
DEFINITION 12.1.

(a) Eine Familie 4 von Teilmengen einer Menge X heifit Uberdeckung von X, wenn X = Uvey U gilt.

(b) Eine Uberdeckung eines topologischen Raumes X heifit offen, wenn jedes U € U offen in X ist.

(c) Eine Teiliiberdeckung einer Uberdeckung 4 von X ist eine Teilfamilie % C 4, die ebenfalls eine
Uberdeckung ist.

LEMMA 12.2.
Es set X ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent:
(a) Jede offene Uberdeckung von X hat eine endliche Teiliberdeckung.
(b) Sind A;, i € I, abgeschlossene Teilmengen mit (\,c; Ai = @, so gibt es endlich viele Indizes
i1y iy € T mit
Ai1 Nn...NA

(¢c) Jeder Filter auf X hat einen Berthrpunkt.
(d) Jeder Ultrafilter konvergiert.

= .

in

BEWEIS.

(a) = (b) Die Mengen U; := X \ A; bilden eine offene Uberdeckung von X und wir finden nach Annahme eine
endliche Teilitberdeckung, X =U;, U...UU; . Dannist A, N...A; = @.
(b) = (c) Essei F:= {Y;}icr ein beliebiger Filter auf X. Wir betrachten die abgeschlossenen Mengen A; :=

Y ;. Dann sind alle endlichen Schnitte nicht-leer,
Ailﬂ...ﬂAin;AQ fﬁralleil,...,in,

weil F' ein Filter ist. Wegen (b) ist dann (),c; A; # @. Jeder Punkt = € (,.; A; ist dann ein
Berithrpunkt von F' nach Satz|11] (d).

(c) = (d) Jeder Ultrafilter F' hat nach (c) insbesondere einen Beriihrpunkt z. Nach Satz [[1.9] gibt es dann
einen feineren Filter G D F, der gegen x konvergiert. Weil F' Ultrafilter ist, ist F' schon maximal
und es gilt F = G.

(d) = (a) Essei i = (U;)ies eine offene Uberdeckung, fiir die es keine endliche Teiliiberdeckung gibt. Fiir jede
endliche Teilmenge E C I setzen wir

Ag :X\(U Ue> + .

ecl
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Der Schnitt zweier Mengen Ag und Ag ist

ApNAp =X\ < U Ue> = Apup.
ecEUE'
Diese Mengen bilden daher die Basis eines Filters, der in einem Ultrafilter F' enthalten ist.

Nach Annahme gilt dann F' — z fiir ein x € X, was heifit, dass F' feiner ist als der Umgebungs-
filter von x. Da eine Uberdeckung vorliegt, gibt es ein i € I mit = € U;. Es muss wegen F — x
die Umgebung U; von z in F liegen, also U; € F' gelten. Aber nach Konstruktion von F' muss auch
X \ U; € F gelten. Damit wiire die leere Menge in F.

]

DEFINITION 12.3. Ein topologischer Raum heifit kompakt, wenn er die Bedingungen des Lemmas [12.2]
erfiillt.

Manchmal, gerade im franzosischsprachigen Raum, heiflen solche Riume auch nur quasikompakt und
man fordert zusétzlich hausdorffsch fiir Kompaktheit.

SATZ 12.4. Es sei X ein kompakter topologischer Raum. Dann gilt:

(a) Jeder abgeschlossene Teilraum von X ist kompakt.
(b) Ist f: X =Y stetig und surjektiv, so ist Y kompakt.

BEWEIS.

(a) Es sei A C X abgeschlossen. Zu einer offenen Uberdeckung (U;);cr von A finden wir in X offene
Mengen V; C X mit U; = V; N A. Dann ist (X \ A) U,c; V; eine offene Uberdeckung von X, in
der wir eine endliche Teiliiberdeckung | J,c Vi U (X \ A) von X finden konnen. Somit ist |J; 5 Us
eine endliche Teiliiberdeckung von A.

(b) Ist U = (U;)ier eine offene Uberdeckung von Y, so ist (f~1(U;))ser wegen der Stetigkeit von f eine
offene Uberdeckung von X. Weil X kompakt ist, gibt es eine endliche Teilitberdeckung (f~1(U;))iecr
mit E C I endlich. Da f surjektiv ist, ist (U;)icx eine endliche Uberdeckung von Y.

O
KOROLLAR 12.5.

(a) Ist X kompakt und f: X =Y stetig, so ist f(X) kompakt.
(b) Ist f: X — R stetig und X kompakt, so nimmt f sein Mazimum und Minimum an, denn f(X) C R
ist kompakt.

Vorsicht: Ist K C Y kompakt, so ist das Urbild f~!(K) nicht unbedingt kompakt. Als Gegenbeispiel
taugt eine konstante Abbildung R — R.

BEISPIEL. Das abgeschlossene Intervall [0, 1] ist kompakt:

Ist 4 = (U;)ies eine offene Uberdeckung von [0, 1], so sei £ die Menge der endlichen Teilmengen von I.
Wir setzen

T:={te€[0,1]] esgibt F € &, so dass [0,t] C U U.}.
ecE

T#@,denn 0 €T, weil 0 € U; fiir ein ¢ € 1.
T ist nach oben beschréinkt als Teilmenge von [0,1]. Es sei s := supT.
Ist to € T und 0 <ty < to, so gilt [0,¢1] C [0,t2] C ;e Ui und somit ¢, € T'.
T ist kein halboffenes Intervall, also von der Form [0, s) mit 0 < s < 1: Es gibt einen Index iy mit
s € U;,. Da U, offen ist, gibt es t < s mit [t,s] C U;,. Weil s = supT, ist t € T. Damit hat aber
[0,5] = [0,t] U[t, 5] eine endliche offene Uberdeckung bestehend aus U;, und einer endlichen offenen
Uberdeckung von [0, t].
Also ist T = [0, s]. Angenommen, es wire s < 1. Dann ist s € U;, fiir einen Index i; und es existiert
t > s mit [s,t] C U;,. Damit ist aber auch [0,¢] C T, im Widerspruch dazu, dass s das Supremum
von T ist.
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BEISPIELE.

(a) Ein endlicher topologischer Raum X = {x;,z2,...,2,} ist kompakt.

(b) Der R" ist nicht kompakt, weil die offene Uberdeckung (Bj(z))zer» durch Einheitskugeln keine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.

(c) Die Menge X := {1 | n € N} C Rist nicht kompakt: Zum Beispiel hat die Uberdeckung an(iﬂ) (1)
keine endliche Teiliiberdeckung. Aber die Menge X’ := X U {0} ist kompakt: In jeder Umgebung
von 0 liegen unendlich viele der Punkte 1, d.h. wir brauchen fiir eine Uberdeckung nur noch endlich
viele andere offene Mengen.

LEMMA 12.6. FEs sei X ein topologischer Raum, L C X und K C X kompakt und LN K = &. Kann
man jeden Punkt von K und die ganze Menge L durch offene Umgebungen trennen, dann kann man auch
ganz K und ganz L durch offene Umgebungen trennen.

BEWEIs. Fiir jeden Punkt x € K wihlen wir eine offene Umgebung U, von x und eine offene Umgebung
V, von L, die disjunkt sind: K, N L, = @. In der Uberdeckung (U, ),cx des kompakten Raums K wihlen
wir eine endliche Teiliiberdeckung,
KcU:=U;,, U...uUU,,.
Dann ist der endliche Durchschnitt V := V., N... NV, eine offene Umgebung von L, die zu U disjunkt
ist. O

SATZ 12.7. Es sei K C X und X hausdorffsch. Ist K kompakt, so ist K in X abgeschlossen.

BEWEIS. Essei y € X \ K. Wir setzen L = {y} und da X hausdorffsch ist, finden wir fiir jeden Punkt
x € K offene Umgebungen, die z und y trennen. Nach Lemma gibt es dann eine offene Umgebung von
y, die die ganze Menge K nicht trifft. Also ist X \ K offen und K abgeschlossen. O

KOROLLAR 12.8.

(a) Es sei f: X =Y stetig und bijektiv. Ist X kompakt und ist Y hausdorffsch, so ist f ein Homdéo-
morphismus.
(b) Es sei f: X =Y stetig und injektiv. Ist X kompakt und Y hausdorffsch, so ist [ eine Einbettung.

BEWEIS. Es bleibt zu zeigen, dass f abgeschlossen ist. Ist A C X abgeschlossen, so ist A nach Satz
(a) kompakt. Nach Satz (b) ist f(A) C Y kompakt. Nach Satz folgt aus der Tatsache, dass YV
hausdorffsch ist, dass f(A) abgeschlossen ist. Die Abbildung f ist also abgeschlossen. ]

SATZ 12.9. Jeder kompakte Hausdorffraum X ist normal.

BEWEIS. Es seien A, B abgeschlossene disjunkte Teilmengen von X sie sind nach Satz (a) kompakt.
Da X hausdorffsch ist, finden wir fiir jedes Paar a € A und b € B disjunkte offene Umgebungen U,;, von
a und Vi von b. Dann hat fiir festes a € A die offene Uberdeckung UbE g Vap der kompakten Menge B
eine endliche offene Teiliiberdeckung (J!'_, V,4,. Dann ist der endliche Durchschnitt (), U, eine offene
Umgebung von a, die disjunkt zur offenen Menge U?zl Vab, ist und die B enthélt. Man kann also B und
jeden Punkt a € A durch offene Umgebungen trennen. Nach Lemma kann man dann auch A und B
durch offene Mengen trennen, also ist X normal. (|

SaTz 12.10 (Tychnonoff). FEin nichtleerer Produktraum X := []
jedes X; kompakt ist.

i1 Xi ist genau dann kompakt, wenn
Man beachte, dass hier keine Endlichkeitsannahme an die Indexmenge I gemacht wird.
(Andrei Nikolajewitsch Tychonoff 1906-1993 https://de.wikipedia.org/wiki/Andrei_Nikolajewitsch_
Tichonow)

BEWEIS. Die Projektionen 7;: X — X sind nach Satz [7.4] stetig und surjektiv. Daher sind nach Satz
(b) die Bilder X; kompakt, wenn X kompakt ist.

Es seien umgekehrt alle X; kompakt und es sei F' ein Ultrafilter auf X. Dann ist fiir jedes j € I der
Bildfilter 7;(F) ein Ultrafilter und konvergiert nach Lemma m gegen ein x; € X;, weil X; kompakt ist.
Nach Satz konverviert dann F — (x;);cr. Also ist das Produkt kompakt. O
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BEISPIEL. Wir erhalten sofort, dass [ ], [0, 1] kompakt ist.
Wir erhalten hieraus leicht die bekannte Beschreibung kompakter Teilmengen des R™:

KOROLLAR 12.11 (Heine-Borel). Fine Teilmenge des R™ ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen
und beschrdnkt ist.

(Heinrich Eduard Heine 1821-1881 https://de.wikipedia.org/wiki/Eduard_Heine)
(Félix Edouard Justin Emile Borel 1871-1956 https://de.wikipedia.org/wiki/%C3%89mile_Borel))

Bewers. Ist K C R™ kompakt, so ist K nach Satz abgeschlossen, weil R™ als metrischer Raum
hausdorffsch ist. Die offene Uberdeckung (Bi(z))scx hat eine endliche Teiliiberdeckung, weshalb K auch
beschrankt ist.

Es sei umgekehrt K abgeschlossen und beschrinkt. Da K beschrénkt ist, existiert a € R mit K C
[—a,a]™. Der Wiirfel [—a,a]™ ist wegen des Satzes von Tychonoff kompakt, weil das Intervall [—a, d]
kompakt ist. Wegen Satz ist K als abgeschlossene Teilmenge des kompakten Wiirfels [—a, a]™ kompakt.

O

13. Kompaktifizierungen

Die 2-dimensionale Einheitssphire kann man iiber die stereographische Projektion S?\ {N} = R? als
Ein-Punkt-Kompaktifizierung S? = R? U {00} der reellen Ebene auffassen. Dieses Phiinomen méchten wir
allgemeiner verstehen.

DEerINITION 13.1. Ein topologischer Raum X heifit lokal kompakt, wenn jeder Punkt eine kompakte
Umgebung in X besitzt.

BEMERKUNGEN.

(a) Lokal-kompakt heifit nicht unbedingt, dass die kompakten Umgebungen eine Umgebungsbasis bil-
den.
(b) Der R™ ist lokal kompakt: B.(x) ist fiir jedes 2 € R™ und ¢ > 0 eine kompakte Umgebung von z.

SATz 13.2. Ist X ein lokal kompakter Hausdorff-Raum, so ist X reguldr.

Der Vergleich mit Satz gilt also, dass kompakt und 75 normal impliziert wahrend lokal kompakt
und T regulédr impliziert.

BEWEIS. Essei z € X und K eine kompakte Umgebung von x. Dann ist nach Satz[12.7] K abgeschlossen
und als kompakter Hausdorffraum nach Satz normal. Fiir jede Umgebung U € $(x) in X ist UN K
eine Umgebung von z in K. Nun ist K insbesondere regulir. Wir finden also eine Umgebung V € 4% (z)
mit V C V c UN K. Aber V ist auch eine Umgebung von z in X, weil K auch Umgebung von z ist. Der
Abschluss V von V in K ist auch abgeschlossen in X, da K abgeschlossen ist.

Die abgeschlossenen Umgebungen bilden also eine Umgebungsbasis von x. Nach Satz ist X regulér.

|

Der Beweis zeigt, dass in der obigen Situation auch die kompakten Umgebungen eine Umgebungsbasis
bilden, weil V' kompakt ist.

SATZ 13.3. Es sei X ein lokal kompakter Hausdorffraum. Dann gibt es einen bis auf Homdomorphie
eindeutigen kompakten Hausdorffraum X+ mit X C X, so dass das Komplement X \ X aus einem
Element besteht.

BEMERKUNGEN.

(a) Wir bezeichnen dann Xt \ X = {cc} und nennen oo den unendlich fernen Punkt.
(b) X heiBt die Ein-Punkt-Kompaktifizierung oder auch Alezandroff-Kompaktifizierung von X.

(Pawel Sergejewitsch Alexandroff https://de.wikipedia.org/wiki/Pawel_Sergejewitsch_Alexandrow)

BEWEIS. Auf der Menge X := X {oo} mit co ¢ X definieren wir das folgende System offener Mengen:
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e Alle offenen Mengen in X.
e Alle Mengen der Form Xt \ K mit K kompakt in X.
Wir rechnen nach, dass dies wirklich eine Topologie auf der Menge X+ definiert:
(a) Es sei (K;)ier eine beliebige Familie kompakter Teilmengen in X. Dann ist
U\ K) =X\ K.
il iel
Da X hausdorffsch ist, ist nach Satz jedes K; abgeschlossen; somit ist auch der Schnitt ;. ; K
abgeschlossen. Wegen Satz (a) ist der Schnitt als abgeschlossene Teilmenge einer der kompakten
Mengen K; kompakt.
(b) Es sei (K;);cr, eine beliebige Familie kompakter Teilmengen von X und (O;);cr, eine beliebige
Familie offener Teilmengen von X. Dann ist A; := X \ O; abgeschlossen und es gilt
JanvgyuJo,
ich JEIL
U Ky U x4y
ieh JEI
— U X\ (Kinay)
WU,
=X*t\ () (Kin4))
IZUls
Die Menge K; N A; ist als abgeschlossene Teilmenge des kompakten Raums K; nach Satz (a)
kompakt. Der Schnitt ist ebenfalls kompakt.
(c) Essei O C X offen und K C X kompakt. Wir betrachten (X \ K)NO. Da K abgeschlossen in X
ist, ist (X+\ K)N X offen in X und somit der Schnitt (XT\ K)NXNO = (XT\K)NO offen in
X.
(d) Sind K7, Ks kompakt in X, so ist auch K7 U K kompakt. Daher ist

(X+ \ Kl) N (X+ \Kg) = X1\ (K, UK>)
offen in X .
Wegen (a) und (b) ist die Vereinigung einer beliebigen Familie offener Mengen offen. Wegen (c) und
(d) sind endliche Schnitte offener Mengen offen. Also liegt eine Topologie vor. Die offensichtliche Abbildung

X — X7 ist eine Einbettung.
Wir untersuchen Eigenschaften dieser Topologie:

e X7 ist hausdorffsch. Zwei verschiedene Punkte z,y € X kénnen durch offene Umgebungen getrennt
werden, weil X als hausdorffsch vorausgesetzt wurde. Es sei also z = oo und y € X. Da X lokal
kompakt ist, gibt es eine kompakte Umgebung K von y. Dann ist Xt \ K eine offene Umgebung
von oo. Die Umgebungen sind disjunkt, K N (X' \ K) = @.

e X7 ist kompakt. Jede offene Uberdeckung (U;)ic; von X enthilt eine Menge der Form U;, =
X1\ K mit K kompakt. Wir iiberdecken dann K mit endlich vielen der Mengen U; und X+ durch
diese Mengen und Uj,,.

Es sei nun Y ein topologischer Raum mit den gleichen Eigenschaften wie X T: d.h. es gibt ein Komplement
Y einer einelementigen Menge {0} C Y und einen Homgomorphismus f: Y = X. Dann ist die Abbildung

f:Yy - X+t
mit
fly = f und f(0):= 0
bijektiv und in allen Punkten des Unterraums Y stetig. Es ist noch die Stetigkeit in o zu zeigen. Da f~1

nach Voraussetzung stetig auf X ist, sind die Urbilder f~!(K) kompakter Mengen in X nach Satz (b)
kompakt. Eine offene Umgebung U € 4(c0) ist von der Form U = X+ \ K, daher ist

FTHU) =Y\ fTHE).
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Nun ist f~1(K) kompakt, daher f~1(U) offen und co € f~1(U). Also ist f stetig; nach Korollar (a) ist
f ein Homoomorphismus. ([

BEMERKUNGEN.

(a) Fiir X = R" ist XT = S® C R""!: Nach Heine-Borel ist S™ kompakt. Es sei N := (0,...,0,1) € S"

der Nordpol und es sei s die Abbildung
s:S"\{N} - R"
x Tn,
($17...,$n+1)|—>< ! .. )

) 9
1-— Tn+41 1-— Tn+41

Dies ist ein Homdomorphismus zwischen S”\{ N} und R™. Also ist S die Alexandroff-Kompaktifizierung
von R™.

(b) Ist X lokal-kompakt und hausdorffsch und ist X nicht schon selbst kompakt, so ist X dicht in X+
(Ubung).

(¢) Ein Problem der Ein-Punkt-Kompaktifizierung ist, dass stetige Abbildungen f: X — Y in einen
kompakten Raum nicht unbedingt stetig fortgesetzt werden kénnen:

f

X—Y
|~
Ve
Ve
X+
Ein mogliches Gegenbeispiel ist
X = (01— sy = 1]
|

Xt =10,1]
Es gibt auch allgemeinere Kompaktifizierungen.

DEFINITION 13.4. Es sei X ein beliebiger topologischer Raum. Ein Paar (e,Y), bestehend aus einem
kompakten topologischen Raum Y und einer Einbettung e: X — Z C Y, deren Bild Z dicht in Y ist, heifit
eine Kompaktifizierung von X.

Eine wichtige Klasse von Kompaktifizierungen gibt es fiir vollstindig reguldre Raume:

DEFINITION 13.5. Ein topologischer Raum X heif3t vollstindig reguldr, falls fiir X das Trennungsaxiom
T, gilt und es fiir jede abgeschlossene Menge A C X und jedes x ¢ A eine stetige Funktion f: X — [0,1]
gibt mit f(z) =0 und f|4 = 1.

Die Existenz einer solchen Funktion impliziert das Trennungsaxiom T3; daher wird vollstédndig reguldr
auch mit T3, bezeichnet.
Es gilt dann:

THEOREM 13.6. Zu jedem wvollstindig regquliren Raum X existiert eine Kompaktifizierung (8, 8X) mit
der Eigenschaft, dass es fiir jeden kompakten Hausdorff-Raum Y und jede stetige Abbildung f: X — 'Y eine
eindeutig bestimmte stetige Abbildung f': X — Y gibt, so dass f' oS = f

x— .y

e
ﬁl s
B8X
gilt. Diese Kompaktifizierung heift Stone-Cech-Kompaktifizierung.
Fiir einen Beweis verweisen wir auf [Q], Satz 12.18].
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14. Direkte und inverse Limites topologischer Ridume

DEFINITION 14.1. Es sei 2 eine partiell geordnete Menge, also eine Menge mit einer reflexiven, transitiven
und antisymmetrischen Relation.
(a) Ein direktes System topologischer Rdume X besteht
e aus einem topologischen Raum X; fiir jedes i € €2,
e ciner stetigen Abbildung

[t Xi— X;  firalle i <j,
so dass

o fi; =idx, fir allei € Q und

X
fii
X frj
fri
Xk

(b) Ein inverses System topologischer Rdume ) besteht
e aus einem topologischen Raum Y; fiir jedes i € €,
e einer stetigen Abbildung

gij: Y, =Y, firallei <y,
so dass

e g;; = idy, fiir alle ¢ € Q und
® i o gjk = gik flir alle 7 < j < k gilt.

Y;
gij
Y; ik
N
Yy

BEISPIELE.

(a) Ist Q = (N, <) die gewohnliche Ordnung auf den natiirlichen Zahlen, ist X; ein Unterraum von
X1 fiir jedes natiirliche ¢ und ist fi41,: X; — X411 die Inklusion, so definieren wir fj; := f; ;10
... 0 fit1,; und erhalten ein direktes System.

(b) Ist Q = N dagegen mit der trivialen Ordnung versehen, d.h. es gilt nur « < z, dann ist X = (X;);en
mit f;; = idx, sowohl direktes als auch inverses System.

(c) Es sei I eine beliebige Menge, © die Menge der endlichen Teilmengen von I, partiell geordnet durch
Inklusion. Es sei (X;);cs eine durch I indizierte Familie topologischer Réume.

e Dann ist
(14.1) Xg = |_| X,
seS
mit der fiir § C T offensichtlichen Inklusion Xg — X7 der Summen ein direktes System.
o Es ist
(14.2) Yro= ] X
teT
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mit der fiir S C T offensichtlichen Projektion Yp — Yg der Produkte ein inverses System.
(d) Es sei wieder Q = (N, <) und (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist fiir x € X durch X, := By, (x)
mit der fiir n < m gegebenen Inklusion By, (x) C By /() ein inverses System.

DEFINITION 14.2. Es sei X’ ein direktes System topologischer Réume. Wir betrachten auf der Summe
|l;cq Xi die Aquivalenzrelation, die von (x;,4) ~ (fji(x;),7) fiir i < j erzeugt wird. Der direkte Limes ist

der topologische Raum
iy = ],/ ~
Q i€Q

mit der Quotiententopologie aus Definition [T0.1]

Man beachte, dass sowohl die topologische Summe nach Definition [8.3] als auch der Quotientenraum
nach Definition [L0.1] mit der Finaltopologie versehen sind.

BEISPIELE.

(a) Fir Q = N mit der gewohnlichen Ordnung und eine aufsteigende Kette X; C Xy C ... ist der
direkte Limes die Vereinigung:

lim & =[] X/~ = Xe.
Q i€Q i€EN

(b) Fiir Q = N mit der trivialen Ordnung ist der direkte Limes die disjunkte Vereinigung:

@X:U&
Q2 ieQ

(c) Auch das Beispiel (14.1]) ergibt die disjunkte Vereinigung.
(d) Wir betrachten die partiell geordnete Menge Q = {0,1,2} mit 0 < 1,0 < 2, aber nicht 1 £ 2. Ein
zugehoriges gerichtetes System ist damit von der Form

XQLXl

LZO\L

Xo.

Der Pushout ist der direkte Limes dieses gerichteten Systems. Nehmen wir an, dass X ein Unter-
raum von X; und X, ist, dann ist der Pushout die Vereinigung:

llﬂx = XoUX, |_|X2/((E0,0) ~ (1,10({1,‘0),1) ~ (Lgo(l'o),z) =X, Ux, Xs.
Q

Es werden also X7 und X5 entlang von Xy aneinander geklebt.
(e) Es sei X, = R™ mit den Einbettungen

Xn — Xn+1
(z1,22,...,2n) — (T1,22,...,2n,0).
Dann ist der direkte Limes der Raum der reellen Folgen, fiir die fast alle Folgenglieder trivial sind.
(f) Wir setzen X,, ;= S™ und betrachten die Einbettung, die S C R"*! als Aquator von S"*! C R"+2
auffasst,
S" — st
(171,;1:2, Ce 71‘n+1) — (Ihl‘g, ey Tt O)

Wir bezeichnen mit S® den direkten Limes dieses Systems.

DEFINITION 14.3. Es sei ) ein inverses System topologischer Rdume. Der inverse Limes ist der topolo-
gische Raum
hm Y = {(yi)ieq mit y; = gi;(y;) fir alle i < j in O}
Q
mit der Unterraumtopologie, also der Unterraum der kohdrenten Folgen im Produkt ], Y.
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Man beachte, dass sowohl das Produkt nach Definition als auch der Unterraum mit der Initialtopo-
logie versehen sind.

BEISPIELE.

(a) Fiir das inverse System, bei dem € = N mit der trivialen Ordnung versehen ist und Y = (Y;)ien
mit f;; = idy, erhalten wir @Q Y =[1Y:. Wir erhalten das Produkt auch im Beispiel ((14.2]).
(b) Wir betrachten wieder 2 = {0, 1,2} mit 0 < 1,0 < 2, aber nicht 1 £ 2 und ein zugehoriges inverses

System
Y,
ng
Yl go1 YO

Dann ist

hm Y = {(yo, y1,2) [902(y2) = yo = go1(y1)} = {(y1,2) [ go2(y2) = go1 (1)}
Q

das Faserprodukt Y1 Xy, Y2 oder der Pullback von Y; und Y> iiber Y.

Ist f: X — Y eine stetige Abbildung, y € Y und i: {y} — Y die Inklusionsabbildung, so ist der
Pullback von
X

|
{y} ——Y
gerade die Faser f~1(y) C X.
(c) Ist Yy, = By/p(x), so ist

limY = () Bym(z) = {z}.
Q neN
Allgemeiner gilt fiir eine fallende Kette Y = (Y1 D Y2 D ...)

@y x~ ﬂ Y,.
Q neN
BEMERKUNG. Es sei 2 eine partiell geordnete Menge und X = (X;);cq ein direktes System. Hat € ein
grofites Element ig, d.h. ¢ < ig fiir alle i € €, so ist
m X = Xi,
weil in |—|i€Q Xz/ ~ gllt ((t,’L) ~ (fio,i(xi); Zo)
Was gilt dual fiir inverse Limites und kleinste Elemente?
(a) Die Abbildung
X S XS | X ~=lim X
i€Q ieQ Q
ist stetig, weil ¢; stetig ist wegen der universellen Eigenschaft der Summe und weil 7 stetig ist
wegen der universellen Eigenschaft der Quotiententopologie. Die Abbildung 7; := mo¢; heifit oft die

kanonische Injektion, auch wenn sie nicht unbedingt injektiv ist.
Zum Beispiel haben wir im Falle von Pushouts das kommutative Diagramm:

Xo L}Xl
LzoJ( Jll
Xg —_— X1 UXO X2.
o

Was ist 757
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(b)

Dual dazu erhalten wir durch Einschrinkung der kanonischen Projektion des Produkts stetige Ab-
bildungen
7 lmY c [[ v 2 Y,
Q2 i€
die oft auch kanonische Projektionen genannt werden, obwohl sie nicht unbedingt surjektiv sind.
Zum Beispiel haben wir bei Pullbacks

Yl Xyo Y2 i} Y2

Y —2 Y.
Die Abbildung 7y ergibt sich. (Warum?)

Weitere berithmte Beispiele fiir inverse Limites sind die folgenden:

BEISPIELE.

(a)

Ist p € N eine fest gewéhlte Primzahl, so betrachten wir das inverse System
Y= (2 &2/ &2/t ..
mit der kanonischen Projektion
ont1: Z/p" T = Z/p".

Dann ist
Zp =lmY = {(x1,22,...) mit x, € Z/p", on(xn) = Tp_1 fiir alle n > 2} C H Z/p".
Q neN

Dies ist der Ring der p-adischen ganzen Zahlen.
Wir betrachten das Bouquet
n
X, = \/ St
i=1

mit einem gemeinsamen Grundpunkt. Die Projektionen
n+1 n n
Xop1=\/8'=\/s'vs' = X, =\/s,
i=1 i=1 i=1
welche die letzte Schlaufe auf den gemeinsamen Grundpunkt abbilden, ergeben ein inverses System
Y. Der topologische Raum @Q Y heifit der Hawaiische Ohrring.

Wir kénnen nun die universellen Eigenschaften direkter und inverser Limites formulieren.

SATZ 14.4 (Universelle Eigenschaft des direkten Limes). Es sei X ein direktes System topologischer

Riume und Y ein gegebener topologischer Raum. Dann gibt es zu jeder Familie (X; % Y)iecq stetiger
Abbildungen mit pj o fi; = @; fiir alle i < j in Q genau eine stetige Abbildung

¢: limX — Y
o

mit ¢ ol; = p; fir alle j € Q.
Als Diagramm, mit i < j,
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Vorsicht, hier ist die Terminologie verwirrend: ein direkter Limes in diesem Sinn wird in der Kategori-
entheorie ein Kolimes genannt.

BEWEIS. In der Definition
e XS xS | ] X/ ~=ligx

=
ieQ i€Q Q
treten zweimal Finaltopologien auf, so dass die universellen Eigenschaften der Summe aus Satz und des
Quotienten eine eindeutige stetige Abbildung ¢ liefern. O

Ganz analog beweist man die duale Aussage:

SaTz 14.5 (Universelle Eigenschaft des inversen Limes). Fs sei Y ein inverses System topologischer

Réume und X ein gegebener topologischer Raum. Dann gibt es zu jeder Familie (X ¥ Yi)ica stetiger
Abbildungen mit g;; o ; = 15 fiir alle i < j in Q genau eine stetige Abbildung

z/uX—)%ny

mit 1; = ;0 fiir alle j in €.
Als Diagramm:

Vorsicht, auch hier ist die Terminologie verwirrend: ein inverser Limes in diesem Sinn wird in der Kate-
gorientheorie ein Limes genannt.

BEMERKUNG. Erfiillt ein topologischer Raum Z mit gegebenen stetigen Abbildungen f;: X; — Z die

u_niversglle Eigenschaft dfzs dire.kten L.imes h_ngQ Xj aus Sa.tz so ist Z homoomorph zu hAlQ X; mit
eindeutiger Homéomorphie. Gleiches gilt fiir den inversen Limes.
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KAPITEL 2

Elementare Homotopietheorie

1. Homotopien

Im folgenden seien X, Y, Z topologische Rdume. Abbildungen f, g, H, ... seien stetig, wenn nichts anderes
vorausgesetzt wurde.

DEFINITION 1.1.
(a) Eine Homotopie ist eine stetige Abbildung
H: X x[0,1] =Y.

(b) Eine Abbildung f: X — Y heifit homotop zu einer Abbildung g: X — Y, wenn es eine Homotopie
H: X x[0,1] = Y gibt mit f(z) = H(x,0) und g(x) = H(x,1) fiir alle x € X. Wir schreiben
dann f ~ g und betrachten die durch das Intervall [0, 1] parametrisierte Familie von Abbildungen
H;: X - Y mit Hy(z) = H(x,t).

LEMMA 1.2.

(a) = ist eine Aquivalenzrelation.
(b) Es seien f,g: X =Y Abbildungen und f ~ g. Es seien ferner Abbildungen k:Y — Z und h: W —
X gegeben. Dann gilt

kof~kog wund foh~goh.
BEWEIS.

(a) Es gilt f ~ f wegen der konstanten Homotopie H(xz,t) = f(z) fiir alle t € [0,1]. Gilt f ~ g mit
Homotopie H(z,t), so ist H(x,t) :== H(x,1 —t) eine Homotopie von g nach f.
Ist H eine Homotopie von f nach g und H' eine Homotopie von g nach h, dann ist

H(z,2t 0<t <,
HY (2, 1) = J @ 20): X 2
H(z,2t—1), =<t<1
eine Homotopie von f nach h.
(b) Ist H: X x [0,1] = Y eine Homotopie von f nach g, so ist
H k
X x[0,]]—Y——7
eine Homotopie von k o f nach k o g. Ebenso ist

W x [0,1] 9% X x [0,1]—y

eine Homotopie von f o h nach go h.

DEFINITION 1.3.

(a) Essei f: X = Y eine stetige Abbildung zwischen zwei topologischen Rdumen. Die Aquivalenzklasse

[fl:={9: X =Y [g~[}
heilt die Homotopieklasse von f.
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(b) Die Homotopiemenge zweier topologischen Rdumen X, Y ist die Menge von Homotopieklassen von
Abbildungen
XY= {If] | £: X = V).
(c) Ist

so definieren wir

und

Aus Lemma (b) ergibt sich sofort:

LEMMA 1.4. Diese Abbildungen haben die folgenden FEigenschaften:
Sind k1,ko: Y — Z homotop, so gilt (k1)s« = (k2)«-
o Sind hi,ha: W — X homotop, so gilt (hy)* = (ha)*.

o Ist Y—P sz Mz o gilt (K ok), =K. ok,.

e Dagegen gilt fiir W x (hoh/)* = (h')* o h*.

DEFINITION 1.5.
(a) Eine Abbildung f: X — Y heiit Homotopiedquivalenz, falls es eine Abbildung g: Y — X gibt mit
go f~idx und fog~idy.

(b) Gibt es solche Abbildungen, so heiflen die topologischen Rédume X,Y homotopieiquivalent und wir
benutzen die Notation X ~ Y.

(¢) Eine Abbildung f: X — Y heifit nullhomotop, falls f homotop zu einer konstanten Abbildung ist.
Wir schreiben dann f ~ x.

(d) Ein topologischer Raum X heiflt zusammenziehbar, wenn idx nullhomotop ist. Dann gibt es einen
Punkt 25 € X und eine Homotopie H: X x [0,1] — X mit H(x,0) = « und H(x,1) = z¢ fiir alle
x € X. Wir schreiben dann X =~ .

(e) Kann die Homotopie H in (d) sogar so gew#hlt werden, dass H(xg,t) = o fiir alle ¢ € [0,1], so
heifit der topologische Raum mit Grundpunkt (X, z¢) zusammenziehbar.

BEISPIELE.

(a) Jeder Homdomorphismus ist auch eine Homotopiedquivalenz.
(b) Der R™ ist in Bezug auf jeden Punkt z¢ € R™ zusammenziehbar mit

H(xz,t) = (1 —t)z + txo.
(¢) Ein zusammenziehbarer Raum ist homotopiedquivalent zu einem Einpunktraum. Wir betrachten
dazu die eindeutige Abbildung f: X — * und die Abbildung g: * — X mit g(x) = x¢. Dann ist
fog=1id, und go f: X — X ist die konstante Abbildung mit Wert zy. Weil X zusammenziehbar

ist, gibt es eine Homotopie H von idx zu g o f Dies rechtfertigt die Notation X ~ x* fiir einen
zusammenziehbaren Raum.

DEFINITION 1.6.

(a) Eine Teilmenge Y C X mit Einbettung ¢: Y — X heifit Deformationsretrakt, falls es eine Abbildung
r: X x[0,1] = X gibt mit 7(z,0) =z und r(z,1) € Y firallez € X und r(y,1) =y firalley € Y,
d.h. r1 ot =idy und rg = idx und r1(X) C Y.

(b) Gilt zusétzlich r(y,t) = y fiir alle ¢t € [0,1] und alle y € Y, so heiBft Y C X starker Deformations-
retrakt.
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BEISPIELE.
(a) Der Unterraum S"~1 < R™ \ {0} ist ein Deformationsretrakt, wie die Abbildung

ro(z) = (1 —t):v—&—tH:E?”

zeigt. Es liegt sogar ein starker Deformationsretrakt vor.
(b) Indem man ein Mé&biusband auf seine Mittellinie zusammenzieht, sieht man, dass es homoto-
piesiquivalent zu S! ist.

SATz 1.7. Gilt X ~ X', so haben wir fiir jeden topologischen Raum Y, Z Bijektionen
X,V ([X'Y] und [Z,X]=[Z X].
KOROLLAR 1.8. Ist X ~ %, so gilt fiir beliebiges W, dass |[W, X]| = 1 und fiir ein wegzusammenhdingendes
Y, dass |[X,Y]| = 1.
DEFINITION 1.9.

(a) Essei A C X und seien f,g: X — Y gegeben mit f|4 = g|a.
Dann heifit f homotop zu g relativ zu A, falls es eine Homotopie H gibt mit

H(x,0) = f(x), H(z,1) = g(x) fir alle x € X

und
H(a,t) = f(a) = g(a) fir allea € Aund t € I.

(b) Fiir AC X und B C Y setzen wir
(X, A;Y, B] == {[f] | f(4) c B},

wobei [f] die Homotopieklasse relativ zu A bezeichnet.

2. Die Fundamentalgruppe

Wir benutzen nun das Konzept der Homotopien, um wegzusammenhéngenden topologischen Réumen
eine algebraische Invariante zuzuordnen.

DEFINITION 2.1. Es sei X wegzusammenhingend und xzg € X sei gewéhlt, der sogenannte Grundpunkt.
Dann heif3t
m1 (X, x0) :=[[0,1],{0,1}; X, x0]

die Fundamentalgruppe von X beziiglich xg.

BEMERKUNGEN.

(a) Ein Element [w] € m1 (X, o) wird reprisentiert durch einen geschlossenen Weg w: [0,1] — X mit
w(0) = w(l) = xg. Wir identifizieren Wege, fiir die es eine Homotopie gibt, die den Grundpunkt
festlésst, also mit H(0,t) = H(1,t) = zo fir alle ¢t € [0, 1].

(b) Es gilt

7T1(X7 xO) = [Sla 17 Xa IO} )
wobei wir S' € R? auffassen und als Grundpunkt 1 € S' € C wiihlen.
SATZ 2.2. Die Menge m (X, xo) trigt die natiirliche Struktur einer Gruppe.
BEWEIS.

e Wir wihlen Représentanten w’, w” von [w'], [w”] € m1(X, z¢) und definieren den Weg

w' (2t fir 0 <t < 3
w' *w”(t) — //( )7 o B)
w”(2t —1), fir 5 <t<0
und setze [w'] * [w”] := [w’ * w"]. Man hingt also Wege aneinander.
Dies ist wohldefiniert, denn aus wj ~ w} folgt [w{ * w”’] = [w] * w”] und aus wj ~ w{ folgt
W' *wgy] = [w * wf].
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¢ Ein neutrales Element ist gegeben durch den konstanten Weg in g, also ¢, (t) = zo fiir alle t € [0, 1].
Es ist

Wk Cpy W X Cqy * W.

Explizite Homotopien sind im folgenden Bild skizziert:

Cag

%o Zg Zo
w \
To—Xo
> w
Zo Zo Zo

e Die Verkniipfung ist assoziativ auf Homotopieklassen; es gilt
w' o (W xw”) = (w xw”) xw”.

Eine explizite Homotopie ist im folgenden Bild skizziert:

w/ w// w///
0 o o
w'’ 4 /w”'
0 Zo Zo
e Fiir einen Weg w ist w(t) := w(1 — t) ein Reprisentant des Inversen, [w]~! = [w]. Eine explizite
Homotopie ist im folgenden Bild skizziert:

i

Zo

x o

w w
Zo

S\

To—Xo

Zo Zo

O

Man kann natiirlich auch Wege hintereinanderschalten, die nicht geschlossen sind, sobald der Endpunkt
des ersten Wegs der Anfangspunkt des zweiten Wegs ist. Auch hierfiir werden wir die Notation * verwenden.

BEMERKUNG. Wir haben die Homotopien jeweils skizziert. Alternativ kann man Reparametrisierungen
benutzen: Ist ¢: [0,1] — [0, 1] stetig und ©(0) = 0 und (1) = 1, dann gilt fiir jeden Weg f: [0,1] — X, dass
fow~ f denn es gibt die Homotopie

H(s,t) := f((1 —t)p(s) + ts),

fiir die H(s,0) = f(¢(s)) und H(s,1) = f(s) gilt. Der Ausdruck ist wohldefiniert, denn (1 —t)p(s) + ts liegt
zwischen ¢(s) und s, also in [0, 1]. Reparametrisierungen édndern also die Homotopieklasse nicht.
Die Homotopie w * ¢z, ~ w aus dem Beweis von Satz @ folgt nun zum Beispiel aus der Reparametri-

sierung
(s) 2s, fﬁrOésé%,
8) =
4 1, fiir s > %,

denn w o p(s) = w * €y

BEMERKUNG. Die Fundamentalgruppe ist im Allgemeinen nicht abelsch. Wir werden spéter zum Beispiel
sehen, dass 71 (S' vV St, 1) nicht abelsch ist.
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SATZ 2.3. Es sei f: (X,x0) — (Y,y0) stetig, d.h. f: X — Y ist stetig mit f(zg) = yo fiir gewdihlte
Grundpunkte xg € X und yo € Y. Dann ist
Wl(f) = f*: 7T1(X7:I;0) — ﬂ—l(Ym’yO)
[w] = [f o w]
ein Gruppenhomomorphismus. Sind f und g homotop, so ist fx = gx.

BEWEIS.

e Die Abbildung ist wohldefiniert wegen Lemma (b)
o Esgilt fulc,] = [f 0 ca] = leyo]-
e Man sieht direkt
fulwxw'] = [f o (w*w")] = [(f ow) = (f o w')].
e Ist f ~ g, so folgt mit Lemma dass f ow ~ g ow und damit f, = g..
([l

KOROLLAR 2.4. Sind die Rdume homotopiedquivalent, (X,z) ~ (Y,y0), so sind die Fundamental-
gruppen isomorph, m (X, z9) = m(Y,yo). Ist insbesondere (X, xq) zusammenziehbar, X ~ %, so ist die
Fundamentalgruppe trivial, 71(X, zg) = 1.

BEMERKUNGEN.

(a) Die Umkehrung gilt aber nicht: wir werden spiter sehen, dass 7 (S?,*) = 1 gilt, aber S? ist nicht
zusammenziehbar.

(b) Ist X C R™ sternformig beziiglich xy € X, d.h. fiir jeden Punkt p € X ist die Verbindungsstrecke
pxo = {(1—t)p+txo | 0 < ¢t < 1} in X enthalten, so ist die Fundamentalgruppe trivial, m (X, z¢) = 1.
Dazu sei die Homotopie

H(p,t) = (1 —t)p+txo

von Hy = id auf die konstante Abbildung, deren Bild in X liegt. Ein sternformiger Raum ist also
zusammenziehbar.

(c¢) Fiir einen Deformationsretrakt (vgl. Definition t: A — X induziert ¢ fiir jeden Punkt zp € A
einen Isomorphismus ¢, : 71 (A, z¢) = m1 (X, 20).

DEFINITION 2.5. Ein Raum heifit einfach zusammenhdingend, falls er wegzusammenhéngend ist und
jeder geschlossene Weg nullhomotop ist.

Ein wegzusammenhingender Raum ist genau dann einfach zusammenhéngend, wenn seine Fundamen-
talgruppe trivial ist. Sternférmige Rdume sind einfach zusammenhéngend.

SATZ 2.6 (Fundamentalgruppe von Produkten). Es gilt
(X X Y, (20, y0)) = 1 (X, z0) X T1(Y, y0)-

BEWEIS. Ein Weg w: [0,1] — X X Y wird beschrieben durch w(t) = (wy(t), w2(¢)). Nun ist w ~ w’
genau dann, wenn wj ~ wy und w) ~ wy gilt. Daher ist

(X XY, (20,%0)) — m1(X,w0) X m1(Y, 0)
[w] = ([w1], [w2])

eine Bijektion. Da die Projektionen 7x: X XY — X und my: X XY — Y stetig sind, ist ((7x)«, (7y)«)
ein Gruppenhomomorphismus. O

BEISPIEL. Wir werden im niichsten Abschnitt sehen, dass 7 (S, 1) = Z gilt. Daher gilt fiir Tori

(T (1., 1) =2 (St x ... x SY(1,...,1) = 2Z".
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BEMERKUNG. Wir diskutieren noch die Abhéngigkeit der Fundamentalgruppe von der Wahl des Grund-
punkts. Es sei X wegzusammenhéngend, x1,x2 € X. Wir wihlen einen Weg o von x; nach x5 und setzen

o (X, @) — 1 (X, x0),
[w] = [ * w * )

e Sind zwei Wege 1, as homotop relativ zu (z1,22), so induzieren sie die gleichen Abbildungen,

of = of.

e Ist o ein Weg von z; nach z2 und S ein Weg von x5 nach zg3, so gilt
B o a = (v 5)#
Insbesondere ist o ein Isomorphismus mit Inversem a” .

e Im Spezialfall z; = x5 ist a ein geschlossener Weg, der aber nicht unbedingt nullhomotop ist. Dann
folgt

o ([w]) = [a] ™" * [w]  [a].

Die Konjugation mit der Klasse von « ist ein innerer Automorphismus der Gruppe 71 (X, o).

3. Die Fundamentalgruppe der Kreislinie

Wir untersuchen die Fundamentalgruppe der Kreislinie S! ¢ C mit Hilfe der komplexen Exponentialab-
bildung:

E:R — S,
x — exp(2mix),
wobei wir 1 € C wieder als Grundpunkt fiir S' wihlen.
e Auf den offenen Mengen
Ut :=S'"\{-1} und U :=S"\{1}
gibt es lokale Inverse
hf:U" =R und h,:U —R

mit
1
E(hf(z) =2 hf(1)=n sowie h,(~1)=n+ 3
Der Bildbereich von h; ist also das offene Intervall (n — 1,n + %), der Bildbereich von h;, ist
(n,n+1).

Wir setzen h!(U+!) =: U+,
e Unser Ziel ist es, zu einem gegebenem geschlossenen stetigen Weg

w: [0,1] — St
mit w(0) = w(1) =1 eine stetige Hochhebung
@:[0,1] = R
zu finden, d.h. eine stetige Funktion @ mit
Eow=w und @(0)=0.
Dann ist wegen E(w(1)) = w(1) = 1 fiir jede Hochhebung @w(1) € Z und wir erhalten eine Abbildung
d: m (St 1) — Z.

e Wir erinnern uns an das Lebesgue-Lemma: Es sei K C R™ kompakt und (U;);er eine offene
Uberdeckung von K. Dann gibt es ein A € R, die Lebesgue-Zahl der Uberdeckung, so dass je-
de Teilmenge A C K, die einen Durchmesser < A hat, ganz in einer der offenen Teilmengen U;
enthalten ist.
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e Es sei w ein geschlossener Weg. Dann ist w™!(U*) =: V* eine offene Uberdeckung des kompakten
Intervalls [0, 1], wobei die Mengen V* im Allgemeinen nicht zusammenhingend sind. Man kann
eine Lebesgue-Zahl % wéhlen, so dass jedes der Intervalle T}, := [%, %] entweder ganz in V1 oder
in V'~ enthalten ist und wy, := w|r, ein Weg in U™ oder U~ ist.

Wir heben nun w induktiv hoch: Da w(0) = 1 gilt, ist w(T1) C UT. Wir setzen @ (s) = hg (w(s))
fiir alle s € Ty. Angenommen, wir haben eine Hochhebung @: [0, %] — R gefunden. Es liege
w(Tp41) C US. Dann liegt der Punkt @(£) im Bildbereich genau einer Funktion Af und wir
benutzen dieses h{, zur Hochhebung.

e Die so konstruierte Hochhebung ist eindeutig mit w(0) = 0: Die Differenz w — @’ zweier Hochhe-
bungen ist stetig und nimmt nur ganzzahlige Werte an, muss also konstant sein. Aus der Anfangs-
bedingung w(0) = 0 = ' (0) folgt die Gleichheit w = @'

DEFINITION 3.1. Fiir einen geschlossenen Weg w: [0,1] — S! heifit die ganze Zahl w(1) € Z der Grad
von w.

SATZ 3.2. Der Grad eines geschlossenen Wegs hingt nur von seiner Homotopieklasse ab und er induziert
einen Isomorphismus
grad: 7 (SY,1) — Z.

BEWEIS.

e Der Grad ist ein Homomorphismus: Sind w’, w”: [0,1] — S' geschlossene Wege mit Hochhebungen
w',w": [0,1] = R, so ist
W'« (0" +'(1))
eine Hochhebung des Weges w’ * w”. Somit ist grad(w’ * w'") = grad(w’) + grad(w”).
e Die Gradabbildung ist surjektiv: Der Weg w,(s) = exp(2wins) mit n € Z hat die Hochhebung
Wn(8) = ns und daher grad(wy,) = w0, (1) = n.
e Die Abbildung grad ist wohldefiniert auf Homotopieklassen, d.h. homotope Wege wg, w1 haben den
gleichen Grad.
Es sei dazu w: [0,1]? — S* eine Homotopie von wg nach w;. Wieder withlen wir eine Lebesgue-
Zahl + fiir die Uberdeckung w=(U%) = W* C [0,1]* und zerlegen [0,1]? in Quadrate T}, , :=
250, &1 x 1551, 4]
Auf Ty ; setzen wir wegen w(0,0) =1

ﬁ)|T1‘1 = ha’_ Ow|T1,1'

Auf Ty ; = [£, 2] % [0, %] setzen wir die Hochhebung fort mit @|z, , = kS o wr, ,, wobei e € {£1}
ist, wenn {+} x [0, %] nach U abgebildet wird. Auf Ty 2 = [0, %] x [+, &] konstruieren wir die
Hochhebung analog.

Wir kénnen nun auf 75 5 entweder vom Quadrat T 2 oder von T3 ; aus fortsetzen und erhalten
zwei Hochhebungen. Diese stimmen aber im Eckpunkt (%, %) itberein und miissen daher kohérent
sein. Diese Prozedur setzt man nun iterativ fort und erhilt @ mit w(0,0) = 0.

Diese Hochhebung ist wiederum eindeutig. Da w(0, ¢) stetig ist und weil 1 = w(0,t) = E(w(0,t))
gilt, muss w(0,t) Werte in Z annehmen. Da es stetig ist, gilt daher w(0,¢) = 0 fir alle ¢ € [0, 1].
Ebenso ist die Funktion @(1,t) stetig und muss Werte in Z annehmen. Beide Funktionen sind also
konstant und somit ist

grad(wg) = wo(1) = w(1,0) = w(1,1) = w1 (1) = grad(w).

e Die Gradabbildung ist injektiv: Ist w: [0,1] — S! ein Weg mit grad(w) = 0, so hat w also eine
Hochhebung @: [0,1] — R mit @(1) = 0. Dann ist

H(s,t) := (1 —t)w(s) + tw(1)

eine Homotopie von @ zum konstanten Weg cg(1) = co und H(0,t) = 0= H(1,t) fiir alle t € [0, 1].
Dann ist aber E o H eine Homotopie von w zum konstanten Weg c;.
|
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Wir betrachten nun Anwendungen der Isomorphie grad: m (S, 1) = Z.
Wir erhalten sofort, dass S! nicht zusammenziehbar ist, weil fiir einen zusammenziehbaren Raum 1 (X, )
1 gilt.

o~

SATZ 3.3 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung f: D? — D? hat mindestens einen Fiz-
punkt.

(Luitzen Egbertus Jan (Bertus) Brouwer 1881-1966 https://de.wikipedia.org/wiki/Luitzen_Egbertus_
Jan_Brouwer)
BEWEIS. Angenommen, es gilt f(z) # z fiir alle 2 € D?. Dann definieren wir eine Abbildung
r:D?* - St,
indem 7(2) der Schnittpunkt der Halbgeraden von f(z) nach z mit S' zugeordnet wird. Die Abbildung ist
stetig und es gilt 7(2) = z fiir z € S'; insbesondere 7(1) = 1.

Damit wire die Verkettung S! — L P2 " 48! die Identitit und auch T 0ty = idg (s1,1)- Aber diese
Abbildung faktorisiert iiber 7 (D?,1) = 1:

(841)
(

™1 ]D)Q,l

7T1(Sl,1)

Z%ﬂl Fl(Sl,l)gZ

) =1

und dies gibt einen Widerspruch. ]

Der Brouwersche Fixpunktsatz gilt iibrigens fiir Kreisscheiben D™ beliebiger Dimension 7.
Wir erweitern den Gradbegriff auf Abbildungen f: S! — S!, die nicht unbedingt f(1) = 1 erfiillen:
DEFINITION 3.4. Es sei f: S — S eine beliebige stetige Abbildung. Wir betrachten
w: [0,1] — St,
t — f(exp(2mwit)).

Es sei w: [0,1] — R eine Hochhebung von w, d.h. Eow = w:

Dann ist der Grad von f definiert als
grad(f) := w(1) — w(0).
BEMERKUNGEN.
(a) Der Grad ist wohldefiniert, d.h. hingt nicht von der Wahl der Hochhebung @ ab, denn wie im
Beweis von Satz legt die Wahl des Anfangspunkts w(0) die Hochhebung eindeutig fest.

(b) Esist w(0) = f(1) und w(1) = f(e®>™) = f(1). Daher ist grad(f) € Z.

(¢c) Homotope Abbildungen f, g haben den gleichen Grad.

Eine Abbildung f: S' — S! heifit antipodisch, wenn f(—z) = —f(z) gilt.

SATZ 3.5. Eine antipodische Abbildung hat ungeraden Grad.

BEWEIS. Es sei w(t) := f(exp(2wit)) und w: [0,1] — R sei eine Hochhebung von w. Dann gilt fiir
0<t<3

1

Eow(t+ 5) =w(t+ %) = f(exp(2mi(t + %)) = f(—exp(2mit))

= —f(exp(2mit)) = —E o w(t)
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und damit ist 1 )
N(t) :=w(t+ 5) —w(t) — 5 € 7.
Diese Funktion ist stetig, also konstant, N(t) = N fiir alle 0 < ¢ < 4. Damit folgt
1 1

grad(f) = @(1) = w(0) = &(1) = w(3) + B(5) — D(0) = % +N+ % FN=2N+1

O

Wir machen eine Bemerkung zum Zusammenhang zwischen Homotopiemengen und Fundamentalgrup-
pen. Wir erinnern daran, dass die Elemente von 71 (X, x0) Klassen von Wegen mit Grundpunkt zy sind,
modulo Homotopien, die den Grundpunkt festlassen, H(0,¢) = H(1,t) = xo. In der Homotopiemenge [S!, X]
dagegen wird kein Grundpunkt festgelegt. Es werden beliebige geschlossene Wege betrachtet, und die Ho-
motopien miissen die Endpunkte nicht festlassen. Gerade hatten wir den Fall X = S! behandelt.

SATZ 3.6. Es sei X ein topologischer Raum, o € X und
V:m (X, 20) =[S X]
sei die Abbildung, die den Grundpunkt vergisst. Dann gilt:

(a) Ist X wegzusammenhdingend, so ist V' surjektiv.
(b) Es gilt V[f] = Vl]g] genau dann, wenn [f] und [g] konjugiert in 71(X,xo) sind, es also ein vy €
m1 (X, @0) gibt mit y[g]ly ™t = [f].

KOROLLAR 3.7.

(a) Ist die Fundamentalgruppe 71 (X, zo) abelsch und X wegzusammenhdngend, so ist V' ein Isomor-
phismus.

(b) Esist [S',S'] = Z.
Denn fir X = S! ist nach Satz die Fundamentalgruppe abelsch, also V' nach der ersten Aussage
ein Isomorphismus.

(c) Fiir f,g: St — St gilt grad(f) = grad(g) genau dann, wenn [f] = [g] gilt.
Nach Satz haben wir die Isomorphismen grad: 71(S', o) — Z und nach (b) den Isomorphismus
w1 (St zo) =[S, SY.

BEWEIS DES SATZES.

o Zur Surjektivitdt: Es sei f: S! — X gegeben. Da X wegzusammenhingend ist, kénnen wir einen
Weg w in X mit w(0) = f(1) und w(l) = x¢ finden. Auf dem Bouquet

S'v[0,1] = (S' U 0,1])/1~0
erhalten wir damit eine Abbildung
H:S'V[0,1] - X
mit
H(x) = f(x) firz €S" und  H(t) = w(t) fir t €[0,1],
die wegen f(1) = w(0) wohldefiniert ist. Man kann sie zu einer Abbildung auf dem Zylinder
H:S'x[0,1] = X
fortsetzen, wobei §' < S x {0} € §' x [0, 1] und [0,1] = {1} x [0,1] C S x [0, 1]. Damit ist f = Ho
homotop zu Hy. Da H(1,1) = x¢ gilt, definiert H; ein Element in 71 (X, zo) mit V(H;) = [f].

e Es seien [f], [g] konjugiert in 7 (X, 20), d.h. a: St — S! sei ein geschlossener Weg mit Grundpunkt
xg, so dass a * g * @ homotop zu f ist. Wir betrachten nun fiir s € [0,1] den Weg

as(t) == a((l —s)t+s)).
Es ist ap = @ und o1 = ¢, konstant. Wir betrachten
H == g x g * 0.
Dann ist H eine Homotopie von f nach g. Also gilt V[f] = V][g].
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e Es seien umgekehrt geschlossene Wege f,g: (S, 1) — (X, z0) mit V[f]) = V([g]) gegeben. Es gibt
dann eine Homotopie

H:S'x[0,1] = X
mit Hy = f und H; = g, die aber nicht punktiert ist. Wir setzen «(t) := H(1,t); dies ist wegen
H(1,1) = g(1) = xo und H(1,0) = f(1) = zo ein geschlossener Weg in X und definiert somit
eine Klasse [a] € 71 (X, z0). Dann ist g homotop zu @ * f * o und somit sind f und g in 71 (X, o)
zueinander konjugiert.

O

Wir diskutieren nun weitere Anwendungen des Abbildungsgrades:
SaTz 3.8 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom
fX)=ao+a X +...+a,_1 X" '+ X" € C[X]
mit Grad n > 0 hat eine Nullstelle in C.
BEWEIS. Wir setzen
s:=lag| + ...+ |an—1|+1 > 1.
Wir schiitzen fiir z € St C C ab:

|f(s2) —8"2"| = |ag + a182 + ... + an_15" 12"

"1 Dreiecksungleichung

< ao| + |a1|s + .- |an—1]s
<" Yagl +lar| + .. an—1])  (weil |s| > 1)
< st =|s"z",
weil der Ausdruck in der letzten Klammer gleich s — 1 ist. Damit liegt f(sz) im Innern eines Kreises vom
Radius |s"z"| um s™2™.
Die Strecke von f(sz) nach s™z™ trifft daher den Nullpunkt nicht. Damit ist
H:S'x[0,1] = C\ {0}
(z,t) = (1 —t)f(s2) +t(s"2")
eine Homotopie von z — f(sz) nach z — s™2".
Wir nehmen nun an, dass f keine Nullstellen hat. Dann ist z — f(sz) innerhalb von C\ {0} mittels

H'(z,t) = f((1 —t)sz)
nullhomotop und daher muss z —+ s™2" ebenfalls nullhomotop sein. Da ™2™ # 0 auf S!, ist auch
g:S' = §!
s"z"
2
|s™2"|
nullhomotop, aber grad(g) = n > 1, so dass wir einen Widerspruch erhalten. (]
SATZ 3.9 (Satz von Borsuk-Ulam oder Satz vom Wetter). Es sei f: S? — R? eine stetige Abbildung.
Dann gibt es ein z € S® mit f(z) = f(—x).

(Karol Borsuk 1905-1982 https://de.wikipedia.org/wiki/Karol_Borsukl)
(Stanislaw Marcin Ulam 1909-1984 https://de.wikipedia.org/wiki/Stanis)C5%82aw_Marcin_Ulam)

Insbesondere kann man S? nicht stetig in den R? einbetten. Nimmt man an, dass Luftdruck und Tem-
peratur stetige Funktionen auf der Erdoberfliche sind, so gibt es also zwei antipodale Punkte auf der Erde,
die gleichen Luftdruck und gleiche Temperatur haben.
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BEWEIS. Angenommen, f(x) # f(—z) fiir alle € S%. Dann ist die Funktion
f:8 st
oo J@) (=)
1f(x) = f(==)|
wohldefiniert. Thre Einschrinkung auf S! C S? ist antipodisch und hat nach Satz [3.5| ungeraden Grad.
Andererseits sei § auf D? C S? definiert als

§1D2—>Sl

(z1,22) — f(xl,mg, 1— 22 —23).

Die Funktion stimmt auf dem Rand von D? mit der Einschrinkung von f iiberein. Aber diese Funktion ist
nullhomotop, wie die Homotopie
H:S'x[0,1] — S
(2,t) = g(tz)
zeigt, fiir die Hy konstant ist und Hy = g|gi. Dies ist ein Widerspruch. (|
Firr a = (a1,a9,a3) € S? € R? und d € R betrachten wir die Ebene und die beiden Halbraume:
E(a,d) = {y € R | (a,9) = d}
E*(a,d) :={y € R’ | (a,y) > d}
E~(a,d) = {y € R*| (a,y) < d}.
Es seien nun drei Teilmengen A, Ay, A3 C R? gewiihlt, so dass gilt:
e Fiir j = 1,2, 3 sind die Funktionen
fFfiSxR-R
(z,d) — vol(A; N EE(z,d)),

stetig, wobei vol das orientierte Volumen bezeichnet.

e Fiir j = 1 gilt: Fiir jedes x € S? gibt es genau ein d = d(z) € R mit f; (z,d(z)) = f{ (z,d(x)) und
die Funktion x — d(z) ist stetig. D.h. in jeder Schar paralleler Ebenen gibt es genau eine, die A;
in gleiche Teile teilt.

Man beachte, dass stets gilt
(3.1) d(—z) = —d(z),
weil fiir die Ebenen E(z,d) = E(—x,—d) ist.

SATZ 3.10 (Satz vom Schinkenbrétchen). Unter den obigen Voraussetzungen gibt es eine Ebene im R3,
die jede der drei Mengen Ay, As und As gleichzeitig in je zwei Teilmengen gleichen Volumens zerlegt.

Ist A; das Volumen eines Brotchens, A, das Volumen der Butter auf dem Brotchen und A, das Volumen
des Schinkens, so kann man mit einem geraden Messerschnitt Brétchen, Butter und Schinken in je zwei
gleiche Teile zerschneiden.

BeEwEIs. Die Funktion
f: S? — R?
z = (ff (x,d(2)), f5 (x,d(x)))

ist stetig. Nach dem Satz von Borsuk-Ulam gibt es ein z € S? mit f(—z) = f(x). Fiir dieses z und
d = d(x) ist

S @, d(@) = fi (~z,d(—2)) B £ (—a, —d(2)) = f5 (0, d())
£ @, d(@) = fi (~2,d(=2)) B £ (—a, —d(2)) = f5 (, d(x),
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Da nach Definition der Funktion d(z) die Gleichung f," (z,d(z)) = f; (z,d(z)) gilt, haben wir alles gezeigt.

O
DEFINITION 3.11. Es sei f: S' — R? stetig und z € R?\ f(S!). Der Grad der Abbildung
f.: St = st
flx)—=2

T —
[1f(z) — 2]
heifit die Umlaufzahl des geschlossenen Wegs f beziiglich des Punktes z und wird mit U(f, z) € Z bezeichnet.
SATZ 3.12. Liegen 2’ und 2" in der gleichen Wegekomponente von R?\ f(SY), so gilt U(f,z) = U(f,2').
BEWEIS. Ist w: [0,1] — R? ein Weg von 2’ nach 2", der das Bild f(S!) nicht trifft. Dann ist

—w(t
) - L@ =)
1f(z) —w(®)]
eine Homotopie von f,» nach f,~. Die Aussage folgt nun, weil homotope Abbildungen S' — S' den gleichen
Grad haben. O

SATZ 3.13. Fiir jede stetige Funktion f: S' — R? enthdlt das Komplement R? \ f(S') genau eine unbe-
schrinkte Komponente W. Ist z € W, so ist die Umlaufzahl U(f, z) trivial.

BEWEIS. Da die Teilmenge f(S!) C R? kompakt ist, ist sie abgeschlossen und beschrinkt. Es gibt
also eine abgeschlossene Scheibe, in der sie enthalten ist, und somit gibt es in R? \ f(S!) mindestens eine

unbeschréinkte Wegekomponente W. Es sei also D > 0 so gewéhlt, dass f(S!) € Bp(0). Dann trifft R\ Bp(0)
die Wegekomponente W. Da R? \ Bp(0) wegzusammenhéingend ist, gilt R* \ Bp(0) C W. Jede andere
unbeschréinkte Wegekomponente enthélt auch R? \ Bp(0), muss daher gleich W sein. Fiir 2/ € W und

2" € R?\ Bp(0) sind nach Satz die Umlaufzahlen gleich, U(f,z") = U(f, z"’). Nun ist

t _ S
(z,t) — L’ZH
l[£f (z) — 2"
eine Homotopie zwischen einer konstanten Abbildung und f,., also folgt die Behauptung. O

Die néchste Anwendung kommt aus dem Gebiet der Differentialtopologie. Ist M C R™ eine glatte
eingebettete Untermannigfaltigkeit, so ist das Tangentialbiindel von M

TM ={(z,v) |z e M,v e T,M} CR" x R™.
Konkret ist fir M = S? C R? und z € $?
T.S* = {y € R? | (z,y) = 0}.
Das Tangentialbiindel kommt mit einer natiirlichen Projektion 7: TM — M mit w(z,v) = x.

DEFINITION 3.14. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann ist ein tangentiales Vektorfeld auf M
eine Abbildung V: M — TM, so dass wo V =idy; gilt.

SATZ 3.15 (Der Satz vom Igel). Jedes tangentiale Vektorfeld auf S* hat mindestens eine Nullstelle.
BEMERKUNGEN.

(a) Der Satz wird oft in der Aussage zusammengefasst, dass man einen Igel nicht glatt kimmen kann.
(b) Der Satz gilt fiir alle Sphiiren S?* gerader Dimension mit n > 0.
(c) Der Satz ist falsch fiir Sphiiren ungerader Dimension. Fiir $?"*! ¢ R?"+2 = C"*! mit n > 0 ist
zum Beispiel das Vektorfeld
V(Ih T2,... ,$2n+2) = (—3327 T1y..o ) —T2n+2, Jizn-s-l),
tangential und verschwindet nirgends. Schreiben Sie die Vektoren im Tangentialraum als komplexe
Vektoren, so entsteht das Vektorfeld durch die Multiplikation mit <.

BEWEIS.
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o Wir parametrisieren die obere Hemisphére Si C S? durch eine Kreisscheibe

¢t:D* - §?

2= (w1,72) = (T1,T2,1/1 — 2% —23) =1y

Es sei z € D\ {0} und y := ¢*(2) € ST. Wir bezeichnen mit R die Rotation um die Achse iz,
die y = ¢*(2) in den Nordpol N = (0, 0 1) dreht. Ist z = 0, so 1st y = q¢"(0) = N, und wir setzen

R, = id. Um das Tangentialbiindel auf der oberen Hemisphére zu beschreiben, betrachten wir fiir
y € S3 die Abbildung

R -
of: T, - R* =% R® 5 R?
mit 7(z1, 2, ¥3) = (21, 22) und setzen fiir ein Vektorfeld V auf S7:
W*:D? —» R?
2 or (Vg™ (2))-
Ist V' ein tangentiales Vektorfeld auf Si, das nirgends verschwindet, so ist W*(z) # 0 fiir alle
z € D2
e Analog definieren wir ¢—, ¢~ und W~ fiir ein Vektorfeld auf der unteren Halbebene. Fiir z € S*
ist ¢*(z) = ¢ (2) = (2,0) =t y, und R, dreht um die gleiche Achse wie R, aber dreht den
Aquatorpunkt y in den Siidpol (0,0, 1).

e Wir wihlen nun fiir den Tangentialraum 7, C R® mit z € S' ¢ D? im Aquator die Basis (b =
e3,by = iz) und berechnen

q+(z)(b1) = —z und <p;'+(z)(bg) =iz
und analog
@J,(Z)(bl) =z und @;,(Z)(bg) =iz

o Wir definieren die beiden Funktionen

W*:D?* —» st
L WEE)
W)l

Wir haben schon im Beweis des Satzes von Borsuk-Ulam gesehen, dass Abbildungen von S, die
auf die gesamte Kreisscheibe D? fortsetzbar sind, nullhomotop sind. Daher sind beide Abbildungen
W#|s: nullhomotop.

o Andererseits bekommen wir fiir z € S' = Sf_ N'S2 die Abbildung:

A= 0 (go(;q(z))_l . R? 5 R2,
Wir bestimmen diese lineare Abbildung durch ihre Werte auf der Basis (z,iz):
2 —z=—2%(3)
iz iz = —22(iz).
Daher ist A,(¢) = —2%€ und
W™ (2) = —22WH+(z) fiir alle z € %,
Mit Hilfe des Produkts in S! finden wir
grad (Wﬂgl . V~V*|g\,1) = grad(—2%) = 2.

Dies ist ein Widerspruch zu der Aussage im vorangehenden Punkt, dass W= beide trivialen Grad
haben.

O
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4. Satz von Seifert-van Kampen

Es sei X ein wegzusammenhéngender topologischer Raum, X = X; U X5 mit X; und X5 offen in X,
wobei X7, Xo und Xy := X; N X5 wegzusammenhéngend sind. Wir wihlen einen Grundpunkt zy € Xj.
Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, die Fundamentalgruppe 71 (X, 29) mit Hilfe der Fundamentalgruppen
m1 (X1, x0), m (X2, 20) und m (Xo,x0) zu beschreiben. Nach Satz bekommen wir aus dem Diagramm

Xo L>)(1

X 4J>X1 UXo =X
2

topologischer Rdume ein Diagramm von Fundamentalgruppen

(4.1) 7T1(X07330)—1>7T1(X17$0)

(uz)*l l(]’l)*

7T1(X27.T0) WTM(XI UXQ,.TO) = 7T1(X,£L‘0).

Um dieses Diagramm weiter zu verstehen, brauchen wir etwas Gruppentheorie.

DEFINITION 4.1. Es seien G, Gy, G1 und G5 Gruppen. Ein Diagramm

G0L>G1

G2T>G

mit Gruppenhomomorphismen 41, i3, j1, jo heilt Pushout-Diagramm, wenn es die folgende universelle Eigen-
schaft hat: Zu jedem Paar von Homomorphismen

hi: Gy — H und ho: Go — H

mit hy 04y = hg 019 gibt es genau einen Homomorphismus h: G — H mit ho j; = hy und h o jo = hs:

G0L>G1

2 J1
hl

G, - @

Die Gruppe G mit den Morphismen ji, jo heifit auch der Pushout des Diagramms

GO L) G4
Ga

Sie wird mit G *g, G2 bezeichnet, wobei wir die Morphismen 4, und ¢s in der Notation unterdriicken.

BEMERKUNGEN.
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(a) Der Pushout ist also der direkte Limes im Sinne von Satz also in kategorieller Sprache ein
Kolimes des Diagramms

GO L) G,
Go

in der Kategorie der Gruppen.

(b) Der Pushout ist eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie.

(c) Ist Go = {1} die triviale Gruppe mit i;(1) = 1¢, und i2(1) = 1¢,, so heifit G das freie Produkt von
G1 und Go. Wir schreiben G = G * Gs.

Um die Existenz von Pushouts von Gruppen zu zeigen, brauchen wir zunéchst das freie Produkt von
Gruppen.

Es seien G1, G2 Gruppen. Dann hat das freie Produkt G1* G5 als Elemente endliche Worter in Elementen
aus G1 U Go; die einzigen Relationen sind gegeben durch Relationen in G, angewandt auf Elemente in G;
und Relationen in G, angewandt auf Elemente in G5. Zwischen G und G gilt nur die Relation 1¢, = 1g,.
Die Gruppenverkniipfung ist das Hintereinanderschalten von Wortern. Das neutrale Element 14, .¢, kann
mit dem leeren Wort identifiziert werden. Jedes Element von G; * G2 hat also eine reduzierte Darstellung
der Form g¢;, gi, - - - ¢, , wobei die Gruppenelemente abwechselnd in G; \ {1g,} und G5 \ {l¢g,} liegen.

Zum Beispiel ist Z * Z nicht abelsch: Ist Z erzeugt von a, also Z = {a™,n € Z} und die zweite Kopie von
Z ist {b™,n € Z}, dann ist in Z * Z das Wort ab nicht identisch mit dem Wort ba.

Es gilt G+ {1} 2 G =2 {1} * G. Zwei Gruppen G und Gs sind jeweils in G * G5 eingebettet, indem wir
ein g; € Gy schicken auf j1(g1) = g1, wobei dies das Wort ist, welches nur aus g; besteht. Ebenso gibt es die
Einbettung jo: Go — G1 * Gs.

SATZ 4.2. Das freie Produkt Gy * Go ist der Pushout des Diagramms
{1} — Gy
Gs.

BeEweIls. Fiir Homorphismen hy: G; — H und hs: G — H miissen wir einen eindeutigen Homomor-
phismus h: G1 * Go — H angeben mit ho j; = hy und h o jo = hs:

{1} E— G1

Wir haben keine Wahl und miissen h auf einem Wort (gg,,- - ., gk, ) definieren als

h(gklv e 7gkn) = h€1(gk1) et h€n(gkn)a
wobei gilt

o= 1, falls 9k, € Gi,
)2, falls gy, € Go.

59



SATZ 4.3. Es sei X = X1 U Xs, X1, X2 offen in X und wegzusammenhdngend. Weiterhin sei X1 N
X5 =: Xy ebenfalls wegzusammenhdngend und o € Xg. Dann induzieren die Inklusionen ui: X1 — X und
ug: Xo — X einen Epimorphismus

D 7T1(X1,£E0) * 7T1(X2,LL'()) — 7T1(X, 3?0).

BEWEIS. Es sei w: [0,1] — X ein geschlossener Weg in X mit w(0) = w(l) = x¢. Zur offenen
Uberdeckung {X1, X2} von X sei 1/N eine Lebesgue-Zahl, so dass das Bild von wy, := wh% £y in X1
oder X5 liegt. Wegen des Wegzusammenhangs kénnen wir Wege «, von xg zu w(%) wéahlen, so dass aj in
X liegt, falls w(%) € Xp; ansonsten wihlen wir oy, in X, fiir w(%) € X; fire=1,2. Ist w(%) = 9, SO
setzen wir oy = ¢g,. Dann gilt

W™ og*WL *Q1 *Q *...%x AN_1 ¥ WN * AN
und die Wege a1 * wy * @ sind jeweils geschlossen und liegen in einem der X;. Somit ist

D([ag * wi] * ... % [an_1 * wy * ay]) = [w].

Damit erhalten wir sofort die Fundamentalgruppen der hoherdimensionalen Sphéren:

SATZ 4.4. Fiir allen > 2 gilt:
1 (Sn, ].) ~1.

BEWEIS. Wir schreiben S™ als die Zusammenklebung der oberen und unteren Hemisphére Hy, H, entlang
des Aquators. Die Hemisphiren lassen wir mit einem e-Kragen etwas iiberlappen, damit wir offene Teilmengen
H$, HS in S™ erhalten. Der Schnitt ist homotopiefiquivalent zur S, Mit Satzerhalten wir, dass 71 (S™, 1)
epimorphes Bild von 71 (H$, 1) x w1 (HS) ist. Die Hemisphéren sind aber jeweils zusammenziehbar. ]

Der obige Beweis ist in einer leicht allgemeineren Situation anwendbar:

SATZ 4.5. Ist X = X7 U X5 und Xg = X1 N Xa, so dass alle X; offen und wegzusammenhdngend sind.
Sind dann X1, Xo einfach zusammenhdngend, so ist m (X, xo) = 1 fir alle g € Xp.

Wir konstuieren nun den Pushout eines allgemeinen Diagramms von Gruppen

(42) Go L> G1
G

Wir brauchen dazu die folgende Konstruktion aus der Gruppentheorie: Es sei G eine Gruppe und S C G
eine Teilmenge. Der Durchschnitt aller Normalteiler von G, welche die Teilmenge S enthalten, heifit der von
S erzeugte Normalteiler N'(S).

Im obigen Diagramm betrachten wir die Menge

S :={(i1(g0),12(90) ") | 9o € Go} C Gy * Go.

SATZ 4.6. Die Gruppe (G1 * G2)/N(S) zusammen mit den Abbildungen ji: Gy — Gy * Gy — (G *
G2)/N(S) fiir k =1,2 ist der Pushout des Diagramms ([4.2))

BEWEIS. In einem Diagramm von Gruppen und Homomorphismen

Go%Gl

izl le hy

Go —224 (G % Go) JN(S)

ha



mit hy 041 = hg o ip miissen wir einen eindeutigen Homomorphismus h: (G * G2)/N(S) — H angeben mit
hoj1 :hl und hojz Zhg.

Auf der Aquivalenzklasse [(gx, ;- - - , gk, )] eines Wortes (g, , - - -, gr,,) in (G1%G2) /N (S) setzen wir &hnlich
wie im Beweis von Satz

A(Ghrs -+ Gn)] 5= hey (g8,) - - he, (91, ),s
wobei gilt
~J 1, falls gi; € Gy,
= 2, falls g, € Ga.
Eine andere Wahl haben wir nicht, wenn wir wollen, dass kommutiert und somit ist h eindeutig.

Auflerdem ist h wohldefiniert:
Ist go € Gy, so ist

h(i1(g0)) = h1(i1(g0)) = h2(i2(g0)) = h(i2(go))
und somit ist k auf Aquivalenzklassen konstant. O

Damit ist die Notation Gy *¢, G1 = (G1 * G2) /N (S) gerechtfertigt.
Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Abschnitts:

THEOREM 4.7 (Satz von Seifert-van Kampen). Es sei X ein wegzusammenhdngender topologischer
Raum, X = X1 U Xo mit X1 und X5 offen in X und xo € Xy := X1 N Xa, wobei X1, X und Xog weg-
zusammenhdngend sind. Dann induziert die Abbildung ®: w1 (X1, x0) * m1 (X2, 20) = m1(X, x0) einen Iso-
morphismus

®: w1 (X1, %0) *7, (Xo.20) T1(X25 To) — 71 (X, 70)
und das Diagramm

m1(Xo, 20) —— 71 (X1, T0)

71 (X2, 20) — ™ (X, z0)
ist ein Pushout-Diagramm. Hierbei sind i1,12,j1 und jo von den jeweiligen Inklusionen induziert.
(Karl Johannes Herbert Seifert 1907-1996 https://de.wikipedia.org/wiki/Herbert_Seifert)
(Egbert Rudolf van Kampen 1908-1942 https://de.wikipedia.org/wiki/Egbert_van_Kampen)
BEWEIS.
(a) Wegen Satz haben wir einen Epimorphismus
D: w1 (X1,20) * m (X, x0) = m (X3 UXs, 20)

und wir miissen den Kern bestimmen.

(b) Es sei a € m1(Xo, o). Dann bildet ® das Element (i1(a),iz(a) ™) € 71 (X1, 20) * 71 (X2, 20) auf die
Klasse eines nullhomotopen geschlossenen Weges ab. Damit liegt ein solches Element im Kern und
auch der von solchen Elementen erzeugte Normalteiler N von 71 (X7, ) * 71 (X2, 7o) liegt im Kern

von P.
(c) Es ist zu zeigen, dass der Normalteiler N schon der gesamte Kern von @ ist. Es sei also 8 =
arag ..oy € (X, o) * m1(Xe, o) mit o € w1 (X1, x0) oder o; € m (X2, x0) und ®(5) = 1.

Wir finden Repriisentanten a; = [w;], fiir die dann gilt:

1= [wl] L [wk] € 7T1(X1 UXQ,I’()).
Wir teilen das Intervall [0,1] in Teilintervalle der Linge % fiir geeignetes N und finden einen ge-
schlossenen Weg w, der auf dem i-ten Teilintervall mit dem umparametrisierten Weg w; tibereinstimmt.
Dann ist der Weg w nach Voraussetzung in X; U X5 = X nullhomotop. Es sei H: [0,1]?> — X eine
entsprechende Homotopie von w in X; U Xy auf den konstanten Weg c,,. Die Homotopie lasst
Anfangs- und Endpunkt fest, H(0,t) = H(1,t) = z fiir alle ¢ € [0, 1].
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(d) Wir fithren nun folgende Konstruktion fiir diese Homotopie aus:

e Wegen des Lebesgue-Lemmas kénnen wir das Quadrat [0, 1]? so in feine Teilquadrate unter-
teilen, dass fiir die Bilder jedes Teilquadrats @ gilt H(Q) C X; oder H(Q) C X5. Ohne
Einschrénkung ist die Lebesgue-Zahl von der Form .

e Fiir jede Ecke e des Quadratgitters finden wir einen Hilfsweg v(e) vom Grundpunkt zo € X
nach H(e) € X. Liegt H(e) in X; N X2, X; oder X, so soll auch der Hilfsweg v(e) dort liegen.
Ist H(e) = xp, so wihlen wir den konstanten Weg. Diese Konstruktion ist moglich, weil X7,
X5 und X7 N X5 wegzusammenhéngend sind.

e Jede Kante K: [0,1] — [0,1]? des Quadratgitters ist ein Weg, dessen Bild H o K: [0,1] — X
ein Weg von H (K (0)) nach H(K (1)) ist, der ganz in X; oder ganz in X5 liegt. Dann ist

K :=v(K(0)) % (H o K) x v(K(1))

ein geschlossener Weg mit Grundpunkt zq, der ganz in X; oder in X5 liegt.

(e) Wir brauchen nun fiir solche geschlossenen Wege Bezeichnungen: Ist w: [0,1] — X ein geschlos-
sener Weg, der ganz in Xy = X7 N X, X; oder X5 liegt, so bezeichnen wir die entsprechenden
Homotopieklassen

[w}o e ’/T1(X1 ﬂXQ,II?()), [’U}]l S 7T1(X1,I‘0) oder [’U}]Q S 7T1(X2,I‘0).

Ist w ein Weg in X7 N X», so kénnen wir jedes der Elemente [w]; und [w]s als Gruppenelement
im freien Produkt 71 (X7, zo) * m1(Xa, xo) auffassen. Fiir einen Weg w in X; N X5 sind beide Ele-
mente [w], [w]z € G definiert, aber verschiedene Elemente von 1 (X1, zg) * m1 (X2, zo). Allerdings
unterscheiden sie sich nur um ein Element im Normalteiler A/,

[w]lj\/ = [w]gj\/ S 7T1(X1,(E0) *7T1(X2,(I:0)/N.

(f) Es sei @ ein Teilquadrat mit Kanten w,r, ¢, 0 (fiir unten, rechts, links und oben). Dann sind die
beiden Wege u *r ~ £* o0 homotop mit Homotopien, die den Anfangs- und den Endpunkt festlassen,
weil das Teilquadrat @ einfach zusammenh#ngend ist.

Wendet man H an und fiigt wie in (d) Hilfswege ein, so erhilt man @ % 7 ~ % 6, und zwar in
X1 oder Xy, je nach dem, wo das Quadrat @ unter H hin abgebildet wird. In jedem Fall erhalten
wir in m1 (X1, %) * 71 (X2, 29) /N die Gleichung [a][F]N = [¢][o]N.

Jetzt multiplizieren wir alle diese Gleichungen zusammen. Die Homotopie H ist am linken und
rechten Rand des groflen Quadrats konstant, und am oberen Rand ist der konstante Weg. Also
ergeben alle diese Wege das neutrale Element in 1 (X1, %) * 71 (X2, z0) /N

(g) Wenden wir dies auf den in (c) konstruierten Weg w und die zugehorige Homotopie an, so ist
[WIN =1 € m1 (X1, 0) * 1 (X2, o) /N, also w € N. Damit ist der Satz gezeigt.

]

Wir kommen nun zu Anwendungen des Satzes von Seifert-van-Kampen:
(a) Essei X := S%l) \/S%Q) das Bouquet zweier Kreislinien. Wir iiberdecken es so mit zwei offenen Mengen
X1, X5, dass S%k) C Xi fiir £ = 1,2 und so dass der Grundpunkt xy mit vier kleinen Segmenten im
Schnitt X7 N X5 liegt. Dann ist 71 (X1, 2g) = 71 (X2, 20) = Z und 71(X7 N Xo, 29) = {1}. Daher ist
771(8(11) Y S%Q)) >~ 7 x 7.
(b) Induktiv finden wir
4. STk . k7 = Fn.
( 3) 7-‘-1(\/171S ) ) &x* ) F
(c) Es sei T der zweidimensionalen Torus S! x S! und X = 72\ {po}. Der Raum ist ein Deformations-
retrakt des Bouquets, 79\ {po} ~ S%l) v 8%2) und daher ist
m(T*\ {po}) X Z L.
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(d) Da fiir die Kleinsche Flasche K ebenfalls gilt, dass K \ {po} ~ S(ll) \Y S%z), ist

m (K \ {po}) = Z* Z.

Wir untersuchen nun, wie sich die Fundamentalgruppe durch Ankleben von Zellen wie in Definition [10.8]
verdndert.

SATZ 4.8. Es sei X ein wegzusammenhdngender Raum und o € X. Ist f: S*1 — X stetig mit f(1) =
xo, s0 seii: X — XUyD™ die Inklusion von X. Dann ist fiir n > 3 der induzierte Gruppenhomomorphismus
Ty 7T1(X,£E0) — 7T1(X Uf Dn,l'()).

ein Isomorphismus. Das Ankleben von Zellen €™ mit n > 3 verdndert also die Fundamentalgruppe nicht.
BEWEIS. Wir betrachten die Abbildung

F:(D",S" 1 — (X Uy D", X)

mit Flgn-1 = f und setzen X; := X Uy (D™ \ F(0)) und X5 := DcX Uy D™. Wir wéhlen ein yo in X3 N Xo

beliebig und einen Weg w von gy nach zg. Es liegt die Situation des Satzes von Seifert-van Kampen vor.
e Esist m1(Xa,y0) = {1}, weil die Kreisscheibe zusammenziehbar ist.
e Ferner hat der Durchschnitt

X1 NX, =D"\ {F(0)} ~S"!

nach Satz fiir n > 3 triviale Fundamendalgruppe, also ist 71 (X1 N Xa,40) = {1}.
Nach dem Satz von Seifert-van Kampen [4.7] ist

w1 (X Uy D", yo) = m1 (X1, 90).
Ferner haben wir die Isomorphie

7T1(Xa LUO) = 7T1(X17130) = TFI(thO)a
retrakt von X ist.

wobei die letzte Isomorphie durch den Weg w vermittelt wird, und die erste folgt, weil X ein Deformations-
Insgesamt erhalten wir

{1} = m (X1 N Xa,y0) —— m1(X2,90) = {1}

™1 (X1, 90) ————— mi (X U D™, 9o)
7T1(X1,.Z’0) 4%1>7T1(X Uy Dn,l‘o)
Wl(XaxO)

Die Situation ist anders beim Ankleben von 2-Zellen:

SATZ 4.9. Es sei X ein wegzusammenhingender Raum mit xo € X und f: S' — X. Wir definieren
Wy [O, 1] —- X

t — f(exp(2mit))
Es sei v: [0,1] — X ein beliebiger Weg von zo nach f(1) = ws(0) = wy(1l). Dann induziert die Inklusion
i: X = X Uy D" einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

ix: (X, 20) = (X Uy D?, z),
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dessen Kern der von
ap = [vxwypx7) € m (X, x0)

erzeugte Normalteiler N(ay) ist.

BEWEIS. Mit den gleichen Bezeichnungen wie im Beweis von Satz ist nun der entscheidende Unter-
schied, dass der Durchschnitt X; N X5 ~ S! keine triviale Fundamentalgruppe hat, sondern von der Klasse
von v * wy * v erzeugt wird. Daher ist nach dem Satz von Seifert-van Kampen @

™ (X Up D?, 20) = m1(X, 20) #r, (s1,1) 1 (D?) 2 w1 (X, 20) /N (ay).

BEMERKUNGEN.

(a) Also ist
71 (X Uy D?,20) 22 71 (X, 20) /N ().
(b) Der Normalteiler N'(ay) ist von der Wahl des Hilfswegs v unabhiingig. Wir haben es also im We-
sentlichen mit der Homotopieklasse des Weges wy zu tun, der um den Rand der Zelle lduft. Durch
das Ankleben der 2-Zelle haben wir das Element a¢ € 71 (X;x¢) eliminiert.

BEISPIELE.
(a) Fiir k> 1sei fr: S* — S! definiert als fx(2) = 2* und
X(k) =St Uy, D2
Der Basispunkt sei 79 = 1 € S'. Ist w(t) = exp(27it) der Standarderzeuger von 7 (S, 1), so ist
wy(t) = exp(2mikt) und oy = [wy] = [w]* = oF. Damit ist m (X, 1) = 71 (S, 1) /N (¥) = Z/KZ.
Man hat eine Kreisscheibe, deren Rand in k& Segmente unterteilt wird. Diese werden gleich-
sinnig identifiziert. Durchlduft man also das Segment k-mal, so erhélt man als Weg den Rand der
Kreisscheibe D?, der in der Kreisscheibe D? zusammenziehbar ist.

(b) Fiir k& = 2 erhalten wir die projektive Ebene RP = X,, deren Fudamentalgruppe zyklisch der
Ordnung 2 ist.

DEFINITION 4.10. Ist G eine Gruppe, so nennen wir eine Teilmenge S C G ein Erzeugendensystem von
G, falls jedes 1 # g € G eine Darstellung der Form

g:Slil-..mSi", SjGSJjEZ

n

hat.

BEMERKUNG. Erzeugendensysteme sind nicht eindeutig. Zum Beispiel ist S = G immer ein Erzeugen-
densystem. Ebenso ist die Darstellung g = s{' -...- s nicht eindeutig. Sie kénnen immer Nachbarn s;.j -s;”

kiirzen. Ist G zum Beispiel abelsch, so gilt immer 1 = aba~'b~! fiir alle a,b € G; insbesondere fiir Erzeuger.
DEFINITION 4.11.

(a) Es sei G eine Gruppe. Ein Erzeugendensystem S C G heift frei, falls aus st 8t =1mits; €8
und if, € Z folgt, dass es ein j € {1,...n — 1} gibt mit s; = s;41 und i; = —i;41. Es gelten keine
weiteren Relationen als sjs;1 = 5;15]- =1.

(b) Eine Gruppe G heifit frei, falls sie ein freies Erzeugendensystem S besitzt. Das Erzeugendensystem
S legt die Gruppe fest; wir schreiben dann G = F(S).

BEISPIELE.

e Die leere Menge erzeugt die triviale Gruppe und die freie Gruppe auf einem Erzeuger ist isomorph
zu 7.
e Die freie Gruppe auf zwei Erzeugern ist isomorph zu 7 (S* v St, 1).

BEMERKUNGEN.
(a) Ist |S| = 2, so ist F(S) nicht abelsch.
(b) Haben wir S, T mit |S| = |T, so ist F(S) = F(T).
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(c) Allgemeiner gilt, dass Gruppenhomomorphismen Hom(F(S), G) in Bijektion stehen mit Abbildun-
gen von Mengen S — G. Klar ist, dass jeder solche Homomorphismus eine Abbildung von Mengen
S — G gibt. Umgekehrt sei f: S — G eine Abbildung von Mengen. Wir setzen dann ¢: F(S) — G

an als
c,o(si1 o s;") = f(sl)i1 S 'f(sn)i".

Dies ist ein Homomorphismus und eindeutig durch f auf den Erzeugern festgelegt.
Ist |S| = n < oo, so schreibt man oft F,, fiir F(S).
BEISPIEL. Ein topologisches Modell fiir F,, ist \/[_; S!, weil wir in (4.3]) gesehen hatten, dass gilt

7T1(\/ Sl,l) = ]:'n
i=1

St als direkten Limes

V8=t /8"

neN neN ;=1

Schreiben wir \/, oy

so ist das Bild jeder Abbildung f: S' — lim V7, S* kompakt und daher in einem \/]_, S* enthalten. Wir
erhalten damit

F(N) = lim F,, = lim m (\/ S, 1) = m(\/ S, 1).

neN neN i=1 neN

DEFINITION 4.12. Es sei S # & eine Menge und R C F(S) eine Teilmenge der frei erzeugten Gruppe.
Wir bezeichnen mit (S, R) = F(E)/N(R) die Faktorgruppe. Gilt fiir eine Gruppe G = (F, R), so heift (S, R)
eine Prdsentierung der Gruppe. Kann man fiir eine Gruppe G eine Prisentierung mit endlichen Mengen S, R
finden, so heiit G endlich prisentierbar.

BEISPIELE.
e Die zyklische Gruppe Z/nZ hat die Présentierung (¢ | t").
e Die Gruppe Z x Z hat die Prisentierung (a,b | aba=1b~1).
e Die Gruppe Z = JFj ist prisentiert durch (s | @) und allgemeiner ist F,, prisentiert durch
<517"'75n | ®>
BEMERKUNG. Jede Gruppe besitzt eine Présentierung: Wir nehmen S := G und betrachten den Epi-
morphismus p: F(G) — G, der festgelegt ist durch die Abbildung von Mengen idg: G — G, d.h. p schickt
den Erzeuger g € F(G) auf das Element g € G. Wir setzten R := ker p. Dies gibt immer eine Présentierung.
Niitzliche Prisentierungen zu finden, kann dagegen schwierig sein.

SATZ 4.13. Es sei G eine endlich prisentierte Gruppe, G = (S, R). Dann gibt es einen wegzusam-
menhingenden Raum X mit xo € X, so dass m1(X,z9) = G gilt.

BEWEIS. Es sei S = {s1,...5,} die endliche Menge der Erzeugenden. Wir setzen X; := V7 ;S! mit
Grundpunkt z¢ = [1]. Wir wissen, dass 71 (X1, z9) = F(S5). Fiir R = {r1,72,...,m,} C F(5) ist jede Relation
r; ein Wort in den Erzeugern s1, ..., s, oder ihren Inversen. Wir finden nun geschlossene Wege

fir St = X1 = ViesS!
mit f;([a]) = r;, wobei [a] ein Erzeuger von (S, 1) ist. Wir konstruieren dann induktiv

Xo =X, Up, D? mit  m(Xa,20) = F(S)/N(r1)

Xpi1 1= XoUp, D2 mit i (Xpa1,20) 2 F(S)/N(R) = (S, R) = G.
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BEIsPIEL. Wir untersuchen eine Fldche F5 vom Geschlecht 2, indem wir sie iiberdecken durch X, X5
mit der Gestalt von Tori, aus denen jeweils eine offene Kreisscheibe D? herausgeschnitten ist und die sich in
einem offenen Zylinder X iiberlappen, der homotopiesquivalent zu S' ist. Wir erhalten somit

1 (Fy, 0) =2 m1 (X1, 20) *r, (Xo,20) T1 (X2, 20) = (Z* Z) %7, (Zx 7).

Wir benennen die Erzeuger aq, by, as, ba. Die Relation ist dann alblaflbflagbgaglbgl.
Fiir die Fundamentalgruppe einer Fliche Fj; vom Geschlecht g erhalten wir induktiv (Ubung)

g
7T1(Fg,l'0) =~ <a1,bl,. . .(Ig,bg | Halblaflbl_l>
i=1

5. Transformationsgruppen

DEFINITION 5.1. Eine Menge G mit der Struktur einer Gruppe und eines topologischen Raums heif3t
topologische Gruppe, falls die Multiplikation

wGxG—G
und die Inversenabbildung
(- G—=aG
beide stetig sind. Hierbei ist G x G mit der Produkttopologie versehen.

Jede Gruppe, versehen mit der diskreten Topologie, ist eine topologische Gruppe.

BEISPIELE.

(a) Die additiven Gruppen der Kérper K = Q,R,C, versehen mit der euklidischen Topologie, sind
topologische Gruppen. Ebenso sind K* = (K '\ {0}, ) topologische Gruppen. Versieht man einen
endlichen Kérper IF, mit der diskreten Topologie, dann gilt dies ebenso.

(b) Ebenso ist der K™ mit der Addition eine topologische Gruppe.

(c) Ist G topologische Gruppe, dann ist jede Untergruppe H < G mit der Unterraumtopologie eine
topologische Gruppe. Zum Beispiel ist S! = SO(2) < C\ {0} eine topologische Gruppe.

(d) Ein Produkt G = [],c; G: ist genau dann eine topologische Gruppe, wenn alle G; topologische
Gruppen sind. Zum Beispiel ist der n-dimensionale Torus T™ := S! x ... x S! eine topologische
Gruppe.

(e) Viele ,klassische“ Gruppen sind topologische Gruppen. Zum Beispiel trigt GL,(K) C K" als
topologischer Raum die Unterraumtopologie. Die Stetigkeit von Multiplikation und Inversenabbil-
dung folgt dabei aus den konkreten Formeln fiir Matrizen. In dieser Gruppe kénnen Untergruppen
G < GL,(K) durch Gleichungen charakterisiert werden, so zum Beispiel

O(n) < GL,(R)
U U
SO(n) < SL,(R)

Man beachte, dass die Gruppen O(n) und SO(n) kompakt sind. Die Gruppe SL,,(R) ist eine abge-
schlossene Untergruppe von GL,(R), aber nicht kompakt.

(f) Lie-Gruppen sind topologische Gruppen, bei denen der topologische Raum G iiberdies die Struktur
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit hat und bei denen Multiplikation und Inversenabbildung
differenzierbar sind.

BEMERKUNGEN.
(a) Es sei G eine topologische Gruppe und g € G. Dann sind die Links- und Rechtstranslationen
Ly: G =G,
9 g9
R,: G — G,
94y
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Homoomorphismen mit Umkehrabbildungen L;l = L, bzw. Rg_1 =R,
(b) Fiir jedes g € G betrachten wir die Konjugation ¢, := Lyo R;-1 = Rj-1 0 Ly: G — G, also

—1.

co(9') = 99’97
(¢) Es seien Gy, G4 topologische Gruppen und ¢: G; — G ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist ¢
genau dann stetig, wenn ¢ stetig im neutralen Element 1 € G; ist (Ubung).

DEFINITION 5.2. Es sei G eine topologische Gruppe und X ein topologischer Raum. Wir sagen, G
operiert auf X, wenn es eine stetige Abbildung

p:GxX =X
gibt mit
(a) p(1,z) =« fiir alle x € X, und

() plg2,p(g91,2)) = p(g2 - g1, %) fiir alle g1, g2 € G.
Dann heit G Transformationsgruppe von X, und X hei3t G-Raum.

Wir schreiben auch p(g,2) = g.x = gx. Eine Gruppenoperation liefert einen Homomorphismus G —
Homoo(X) von G in die Gruppe der Homdomorphismen von X, indem wir g auf o(g, —) abbilden. Zum
Beispiel operiert jede Gruppe auf sich selbst durch Linkstranslationen und durch Konjugation. Die Gruppe
GL,(R) operiert auf dem R™ durch Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor.

DEFINITION 5.3. Es sei X ein topologischer Raum mit einer Operation einer topologischen Gruppe G.

(a) Eine Teilmenge A C X heifit invariant oder stabil unter G, falls g.a € A fiir alle g € G und alle
a € A gilt.
(b) Es sei g € X Dann heifit
GiL’Q = {glL’O | RS G}

die Bahn von zg. Die Bahn Gz ist invariant unter G.
(¢) Die Gruppe
Gy, = Stabg(zg) :=={9 € G | grg = 20} < G

heiflt Stabilisatoruntergruppe oder Isotropiegruppe von xq. Es gilt Stabg(gx) = gStabg(z0)g™!.

(d) Ein xg € X heifit Fizpunkt der Gruppenwirkung, wenn Stabg(zg) = G gilt.

(e) Eine Gruppenwirkung heifit frei, falls gz # z fiir alle g € G mit g # 1 und alle z € X gilt.

(f) Eine Gruppenwirkung heifit effektiv, falls p(g, —) # idx fiir alle g # 1 gilt. Freie Wirkungen sind
insbesondere effektiv.

(g) Eine Gruppenwirkung heifit transitiv, falls Gxg = X fiir alle zp € X gilt, also wenn es nur eine
Bahn gibt.

DEFINITION 5.4.
Es seien X und Y G-Riaume. Eine Abbildung f: X — Y heiflt G-dquivariant, falls f(gz) = gf(z) fir alle
g € G und alle x € X gilt.

BEMERKUNG.

e Eine Gruppenwirkung p: G x X — X induziert eine Aquivalenzrelation auf X: Es ist x ~¢ y genau
dann, wenn es ein g € G gibt mit gz = y, also genau dann, wenn y € Gz gilt. Die Aquivalenzklasse
von g € X ist dann die Bahn von g, also [zg] = Gzg. Die Menge der Aquivalenzklassen, den
sogenannten Bahnenraum, bezeichnen wir mit X/G = X/.,.

Wie iiblich versehen wir den Bahnenraum mit der Quotienttopologie, so dass 7: X — X/G

stetig ist.
e Eine G-iquivariante stetige Abbildung f: X — Y induziert eine Abbildung
f:X/G—=Y/G,
[z] = [f(z)].
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Diese ist die eindeutige Abbildung

x/a-L v
die stetig ist, weil f o 7X = 7Y o f stetig ist. Ist f ein Homdomorphismus, so ist auch f ein
Homoéomorphismus.

DEFINITION 5.5. Es sei X ein G-Raum. Eine abgeschlossene Teilmenge F' C X heif3t Fundamentalbereich
fiir die G-Wirkung, falls jede Bahn F' mindestens einmal schneidet.

Typischerweise wird der Fundamentalbreich F' so gew#hlt, dass jede Bahn das Innere F nur einmal
schneidet, aber den Rand JF eventuell mehrfach.

BEISPIELE.
(a) Es seien wy,ws linear unabhiingig in R2. Das Gitter
T = {\w; + Awa, \; € Z} C R?
ist eine additive Gruppe, die auf R? durch Addition operiert:
p( A w1 + Aaws, ) := AMwy + Asws + .
Ein Fundamentalbereich ist die Gitterwabe
F:={aw +Pw2|0< a<1,0< <1}

Esist RZ/T 27?2 =S! xSt = F/T.
(b) Die Gruppe SLa2(R) operiert auf der komplexen oberen Halbebene H := {z € C | im(z) > 0} durch

o (@ b az+b
z Z =
c d cz+d’
wobei a,b,¢,d € R und ad — be = 1 gilt. Die Untergruppe SLo(Z) C SLy(R) operiert durch Ein-
schrinkung ebenfalls auf H.

Der folgende Satz zeigt, dass Gruppenwirkungen sehr besondere Identifizierungen ergeben.

SATZ 5.6.
Es sei X ein G-Raum. Die Projektion 7m: X — X/G ist stets offen.

BEWEIS. Es sei B C X offen. Es ist 7(B) genau dann offen in der Quotiententopologie auf X/G, wenn
Sat(B) = 7~ !7(B) C X offen in X ist. Aber

Sat(B) = UgeGgB
und mit B ist auch ¢gB fiir alle g € G offen, weil L, ein Homéomorphismus ist. O

SATZ 5.7.
Es sei X ein G-Raum undY C X invariant. Dann induziert die Einbettungi: Y — X einen Homdomorphismus

i:Y/G—aX(Y)cC X/G.

BEWEIS. Es ist klar, dass 4 bijektiv und stetig ist. Um zu zeigen, dass i offen ist, sei B’ C Y offen. Dann

gibt es B C X offen in X mit B = BNY. Nun ist
i(n¥(B) = X (Y)naX(B)

und 7% (B) ist offen in X/G nach Satz Also ist 7% (B) N7X(Y) offen in 7X (Y). O

SATZ 5.8.
Ist X1 ein G1-Raum und X5 ein Go-Raum, so ist X1 X Xo mit der Produkttopologie ein G1 X G2 Raum. Es
gilt

(Xl X XQ)/(Gl X Gg) = Xl/Gl X XQ/GQ.
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BEWEIS. Mit der G; x Go-Wirkung auf X, die durch (g1, g2).x := g1 gegeben ist, gilt X;/(G1 x Ga) =
X1/G1. Die Abbildung p1: X7 x Xo — X ist fiir diese G; x G2-Wirkung dquivariant. Analoge Aussagen
gelten fiir die analoge G; x Go-Wirkung auf X5. Daher ist

p= (T)I’ﬁQ): (X1 X X2)/(G1 X GQ) — Xl/Gl X X2/G2
bijektiv und stetig.
Um zu zeigen, dass p offen ist, sei B offen in (X; x X3)/(G1 x Go). Dann ist 7~1(B) offen in X; x X,
und nach Satz [[-4] von der Form
= '(B)=|J B} x B}
iel
mit B;- offen in X;. Damit ist dann aber

p(B) = (ra, x 7a,)(| Bi x B3)

icl
= U TGy (Bi) x U e (Bé)
icl il
nach Satz [5.6] ebenfalls offen. O

Eine wichtige Beispielklasse topologischer Rdume sind homogene Riume. Ist G eine topologische Grup-
pe und H < G Untergruppe, so heifit G/H ein homogener Raum, wenn G eine Lie-Gruppe ist und H
abgeschlossen in G ist. Der folgende Satz erklért, warum wir fordern, dass H abgeschlossen in G ist:

SATZ 5.9. Es sei G eine topologische Gruppe und H < G. Dann ist G/H genau dann hausdorffsch, wenn
H abgeschlossen ist.

Der Beweis dieser Behauptung und des niichsten Satzes ist eine Ubungsaufgabe.

SATZ 5.10. Es sei G eine topologische Gruppe und H < G. Der topologische Raum G/H ist genau dann
diskret, wenn H offen ist.

SATZ 5.11. Ist G eine topologische Gruppe, so ist die Zusammenhangskomponente G1 = Z(1) des neu-
tralen Elements ein abgeschlossener Normalteiler in G.

BEWEIS.

e Nach Satz ist Z(1) als Zusammenhangskomponente abgeschlossen.

e Da die Inversenabbildung stetig ist, ist auch (—)~!(Z(1)) zusammenhiingend und enthilt das neu-
trale Element 1 € G. Also liegt mit g € Z(1) auch g=* in Z(1).

e Da L, stetig ist, ist ¢g.Z(1) zusammenhéngend fiir jedes g € G. Ist g € Z(1), so liegt ¢! €
Z(1) und somit 1 = gg=! € ¢gZ(1). Also ist fiir jedes g € Z(1) das Bild gZ(1) = Z(1). Die
Zusammenhangskomponente Z(1) ist somit unter Multiplikation abgeschlossen. Also ist Z(1) eine
abgeschlossene Untergruppe von G.

o Fiir jedes g € G liefert die Konjugation einen Homéomorphismus

cg: Z(1) = gZ(1)g™ .
Nun ist 1 = glg~! € gZ(1)g~! und daher Z(1) = gZ(1)g~* fiir alle g € G und daher ist Z(1) eine
normale Untergruppe.
O

Es sei X ein G-Raum und zy € X. Dann kann man immer die Abbildung
Vo : G/Stabg(xo) = Gag
g.Stabg (o) — gz

betrachten. Diese Abbildung ist wohldefiniert und stetig. Sie ist iiberdies bijektiv und G-dquivariant, aber
im Allgemeinen kein Homoomorphismus.
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BEISPIEL. Es sei 0 € Ryg. Auf X = T2 = S' x S! operiere die topologische Gruppe G' = R durch
po(t, z,w) = (exp(2wit)z, exp(2mibt)w).

Ist 8 € Q, so sind die Bahnen geschlossen und ¢ ist ein Homoomorphismus. Im Falle § € R\ Q liegen die
Bahnen dicht, die Topologie der Bahn G, C T ist also nicht die euklidische Topologie von R.

DEFINITION 5.12. Es sei G eine topologische Gruppe und X ein topologischer Raum. Eine Operation
p: G x X — X heifit eigentlich, falls die Abbildung

0:GxX —>XxX,
(9,7) = (2,9.7)

eigentlich ist. Das heifit, dass 6 abgeschlossen ist und dass das Urbild 071 (z,2’) fiir alle (x,2') € X x X
kompakt ist.

LEMMA 5.13.
Operiert eine topologische Gruppe G eigentlich auf einem topologischen Raum X, so gilt:

(a) Der Bahnenraum X/G ist hausdorffsch.
(b) Ist die topologische Gruppe G hausdorffsch, so auch X.

BEWEIS.
(a) Da 6 abgeschlossen ist, ist
0Gx X)={(r,2) e X x X |2/ eGx}Cc X x X
abgeschlossen. Damit ist aber die Diagonale des Bahnenraums X /G abgeschlossen und X /G nach

Satz [6.4] hausdorffsch.
(b) Da die topologische Gruppe G hausdorffsch ist, ist 1 € G abgeschlossen und daher ist
: X > GxX,
z— (1,2)

ein Homéomorphismus auf eine abgeschlossene Teilmenge. Somit ist foi abgeschlossen und foi(X) =
Ax C X x X ist abgeschlossen. Nach Satz[6.4] ist X hausdorffsch.

O

SATZ 5.14. Operiert G eigentlich auf X und ist xg € X, so gilt:
(a) Die Abbildung
Wgo: G — X, g g.Tg
1st eigentlich.
(b) Der Stabilisator G, ist kompakt.
(¢) Die Abbildung @, : G/Stabg(xo) — Gz, die gStabg(zo) auf gxo abbildet, ist ein Homdomorphismus.
(d) Fiir jedes xg € X ist die Bahn Gxg C X abgeschlossen.

BEWEIS.

(a) Als Voriiberlegung betrachten wir eine eigentliche Abbildung f: X — Y. Ist Y/ C YV und f=
flp—1evny: f~YH(Y") — Y, so iiberlegt man sich leicht, dass auch f eigentlich ist. Insbesondere ist
fiir jedes xp € X
OlGx{zoy: G % {zo} = {zo} x X
(9,20) = (0, 9-70)
und damit auch w;, als Komponente von 0| (4, eigentlich.

(b) Fiir jedes zg € X ist das Urbild

wy(z0) ={g € G | gzo = w0} = Ga

[¢]

kompakt, weil w,, eigentlich ist.
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(¢) Wir wissen, dass die Abbildung ¢,, immer stetig und bijektiv ist,

G /G,

Es bleibt zu zeigen, dass ¢, abgeschlossen ist. Wir wissen aus (a), dass ¢z, 0 ™ = wy, eigentlich
und 7 surjektiv ist. Es ist A C G/G., genau dann abgeschlossen, wenn 7~ 1(A) C G abgeschlossen
ist. Daraus folgt aber, dass w,, 7 1(A) C X abgeschlossen ist, wenn A C G /G, abgeschlossen ist.
Es gilt nun wegen der Surjektivitit von

SDQJO(A) = 90930(7‘— ° W_l(A)) = onﬂ—_l(A%
also ist ¢4, (A) abgeschlossen.
(d) Damit ist auch insbesondere Gy = w,,(G) abgeschlossen.
]

Wir brauchen eine praktikable notwendige Bedingung dafiir, dass eine Gruppenwirkung eigentlich ist.

DEFINITION 5.15. Es sei X ein G-Raum. Eine Operation hat kompakte Wiederkehr, falls es fiir alle
(z,2') € X x X offene Umgebungen V,, von x und V, von z’ gibt, so dass

(5.1) Gv,v, ={9€G|gVanNVy #2} CG

in einer kompakten Teilmenge von G liegt.

Dann ist wegen Satz die Menge Gy, v,, kompakt. Jede Operation einer kompakten Gruppe hat
insbesondere kompakte Wiederkehr.

SATZ 5.16. Es sei X hausdorffsch. Dann ist eine Operation p: G x X — X mit kompakter Wiederkehr
etgentlich.

BEWEIS.

e Wir nehmen fiir unseren Beweis zusitzlich an, dass der topologische Raum X das Abzdhlbarkeitsaxiom
(AZ1) aus Definition erfiillt, d.h. dass jeder Punkt eine abzihlbare Umgebungsbasis hat. Fiir
den Beweis in der allgemeinen Situation verweisen wir auf [tDl Chapter 1, Proposition (3.21)].

e Nach Satz (a) ist es unter der Annahme von (AZ1) moglich, Abgeschlossenheit durch Betrach-
tung von Folgen zu zeigen. Es sei A C G x X abgeschlossen. Zu zeigen ist, dass (A) in X x X ab-
geschlossen ist. Es sei (z;,2}) € 6(A) eine Folge, die in X x X konvergiert, ligi_)oo(:ci, x}) =: (z,2').

Da (x;,2}) € 6(A), finden wir Urbilder (g;, z;) € A mit z} = g;x;. Wir wihlen Umgebungen V,,
und V,» wie in und wir kénnen annehmen, dass z; € V,, und z, € V,/ fiir alle 4, denn wegen
der Konvergenz liegen fast alle Folgenglieder in diesen Umgebungen. Wir setzen K := Gy, v, ,, dann
liegen alle g; in der kompakten Menge K. Daher gibt es eine konvergente Teilfolge g := hﬂz 95 -
Da A abgeschlossen ist, gilt (¢g,2) € A. Wegen der Stetigkeit von 6 ist 0(g,z) = (z,2"). Also ist
(z,2") € B(A) und 6(A) somit abgeschlossen.

e Es ist

0 Hz,2")={g€G|gr=2a"} x{z}.
Da X hausdorffsch ist, ist der Punkt (z,2) in X x X abgeschlossen und da 0 stetig ist, ist =1 (z, 2")
abgeschlossen und wegen der kompakten Wiederkehr in einer kompakten Menge enthalten und daher

nach Satz (b) kompakt.
]

BEISPIEL. Die Operation der orthogonalen Gruppe O(n) auf S~ C R”
O(n) x S"7 ! - st

ist transitiv, aber nicht frei. Da die Gruppe O(n) kompakt ist, hat die Operation kompakte Wiederkehr; da
S»~! hausdorffsch ist, ist die Operation nach Satz eigentlich.

71



Es sei e, :=(0,...,0,1) € S""'. Dann ist Stabo(,)(en) = O(n — 1) C O(n). Nach Satz (c) haben
wir einen Homoéomorphismus
O(n)/O(n — 1) =S" 1.

Sphéren sind also homogene Réume.
Wir brauchen fiir spitere Zwecke die folgenden stérkeren Annahmen an eine Wirkung;:

BEMERKUNG. Ist G eine diskrete Gruppe und hat die Wirkung p: G x X — X kompakte Wiederkehr,
dann ist Gy, v, C G kompakt und daher endlich.

DEFINITION 5.17.
Es sei G diskret und X ein G-Raum. Dann heist die Operation eigentlich diskontinuierlich, falls es fiir alle
z € X eine Umgebung U € i(x) gibt, so dass aus g1U N goU # & folgt, dass g1 = g2 gilt.

BEMERKUNGEN.

(a) Es geniigt zu fordern, dass es fiir jedes z € X ein U € i(z) gibt mit U NgU = & fiir alle g € G mit
g#1.

Denn ¢1U N goU # @ gilt genau dann, wenn es x, 2’ € U gibt mit g1z = goa’, was aber genau
dann der Fall ist, wenn x = gl_lggx’. Genau dann ist aber U N gl_lggU #+ J.
(b) Eigentlich diskontinuierliche Gruppenwirkungen sind insbesondere frei.

6. Faserbiindel und Uberlagerungen

Die Grundidee hinter Faserbiindeln ist es, eine stetige surjektive Abbildung p: F — B als stetige Familie
der Urbilder (p~1(b))pep zu verstehen. Hierbei heift E der Totalraum von p, B die Basis und p~1(b) die
Faser von p iiber b € B.

So ist die Idee aber noch zu allgemein, um niitzlich zu sein. Zum Beispiel sehen fiir die stetige surjektive
Abbildung

p2:D? = [-1,1]
(x1,22) — 21
die Fasern verschieden aus: iiber b = +1 hat man einen Punkt, sonst abgeschlossene Intervalle.
DEFINITION 6.1.

(a) Es sei p: E — B eine stetige Abbildung und U C B offen. Eine lokale Trivialisierung mit typischer
Faser F iiber U ist ein Hombomorphismus

h:p Y (U)=2UxF
mit pry o h(z) = p(2) fiir alle z € p~1(U):

p (U)————UxF
plp‘k pr
U

(b) Die Abbildung p: E — B hei8t lokal trivial mit typischer Faser F, falls jeder Punkt b € B eine
offene Umgebung U mit lokaler Trivialisierung mit typischer Faser F' besitzt. Eine solche Abbildung
heifit auch Faserbiindel.

Eine lokal triviale Abbildung ist stets surjektiv. Denn jeder Punkt b € B hat eine Umgebung U, so dass
plp-1(v) eine Surjektion sogar auf die ganze Umgebung U ist.

DEFINITION 6.2. Eine lokal triviale Abbildung mit diskreter typischer Faser F heifit Uberlagerung.

BEISPIELE.



(a) Die Abbildung
f: R — St t — exp(2mit)
ist eine Uberlagerung mit typischer Faser Z.
(b) Fiir n € N ist die Abbildung

f:St— st 22"
eine Uberlagerung, deren typische Faser n Elemente hat. )
(c) Die Abbildung prq: S! xR — S ist ein Faserbiindel mit typischer Faser R, aber keine Uberlagerung,

weil die Faser R nicht diskret ist.
(d) Das Mobius-Band ist ein Faserbiindel iiber S* mit typischer Faser [—1,1].

DEFINITION 6.3.

a) Sind py: X7 — und po2: Xo — dume mit einer ildung nac , 5o heif3t eine 1ldung
Sind X X und X X R it ei Abbild h X heifit eine Abbild
f: X1 — X5 eine Abbildung iiber X, falls ps o f = py gilt:

X, —7  .x,

AN

(b) Zwei Rdume py: X7 — X und pa: X9 — X iiber X heifien dquivalent, falls es einen Homdomorphismus
f: X1 — Xo iiber X gibt.

(c) Zwei Uberlagerungen X, X5 bzw. zwei Faserbiindel heifien dquivalent, falls es einen Homéomorphismus
f iiber X von X; nach Xy gibt. Dann bildet f jede Faser p;*(z) bijektiv auf die Faser py'(z) ab.

(d) Ein Faserbiindel E — B mit Faser F heifit trivial, falls es dquivalent zum trivialen Faserbiindel
pri: B x F — B ist.

BEISPIELE.

(a) Das Faserbiindel S' x R — R ist trivial.
(b) Das durch das Mébius-Band gegebene Faserbiindel ist nicht trivial.

Im Falle einer Uberlagerung p: X — X, also einer lokal-trivialen Abbildung mit diskreter typischer Faser
F,ist p7*(U) =2 U x F = U,er U x {y}.

DEFINITION 6.4.
Es sei p: X — X eine Uberlagerung und X sei zusammenhéngend.

(a) Die Zusammenhangskomponenten von p~1(U) fiir trivialisierendes U heiflen Blitter. Die Einschrinkung
von p auf ein Blatt ist ein Homdomorphismus. Man sagt auch, dass p ein lokaler Homéomorphismus
ist.

(b) Ist p: X — X eine Uberlagerung mit typischer Faser F und ist X wegzusammenhingend, so heifit
|F'| die Blitterzahl von p und die Uberlagerung ist |F'|-bléttrig.

BEMERKUNG. Sind p;: X; = X und P2 X, —» X dquivalente Uberlagerungen und ist X wegzusam-
menhéngend, so stimmt ihre Blatterzahl iiberein.

BEISPIELE.

(a) Die Uberlagerung R — S, t = 2™ ist unendlich-blittrig.
(b) Die Uberlagerung p: S — S! mit p(z) = 2™ und n € N, ist n-blittrig.

Beispiele fiir Uberlagerungen erhalten wir durch Gruppenoperationen.

_ SATZ 6.5. Es sei G eine diskrete Gruppe und X ein G—Raum. Operiert G eigentlich diskontinuierlich auf
X, so ist die kanonische Projektion p: X — X /G eine Uberlagerung mit typischer Faser G. Insbesondere ist
p |G|-blittrig.
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Zum Beispiel operiert die Gruppe Z/2Z eigentlich diskontinuierlich auf S, wobei der Erzeuger durch
die Antipodenabbildung operiert. Daher ist

S* — S"/Z/27Z = RP"
eine zweiblittrige Uberlagerung.

BeEwELs. Esseif € X. Weil die Wirkung eigentlich diskontinuierlich ist, konnen wir U € 4() so wiihlen,
dass U N gU # @ impliziert, dass g = 1 ist. Es ist dann U := p(U) eine Umgebung von [Z] := p(Z) € X/G.
Wir finden Hom6omorphismen

p t(pU) = UgU% UQUE’UXG.
geG g€eG

Hierbei haben wir erst ausgenutzt, dass gU Ng'U = @ fiir g # ¢’ gilt, so dass die Vereinigung disjunkt ist. Da
L4 ein Homoomorphismus ist, gilt gU = U. Im letzten Schritt wurde des weiteren benutzt, dass die Gruppe
G mit der diskreten Topologie versehen ist. O

Ein Ziel der Uberlagerungstheorie ist es, zu verstehen, welche Uberlagerungen von dieser Form sind.
Dazu miissen wir untersuchen, wie sich Fundamentalgruppen unter Uberlagerungen verhalten.

DEFINITION 6.6. Es sei p: X — X eine Uberlagerung und f: Y — X eine Abbildung. Dann heifit eine
Abbildung f Y — X eine Hochhebung von f, wenn p o f f gilt:

YT>X

Wir haben schon in Abschnitt fﬁr die Uberlagerung R — S! Hochhebungen von Wegen w: [0,1] — S! zu
Wegen w: [0,1] — R betrachtet. Wir beweisen nun ein allgemeines Eindeutigkeitsresultat fiir Hochhebungen:

LEMMA 6.7. Es sei p: X — X eine Uberlagerung und Y ein zusammenhingender Raum. Stimmen zwei
Hochhebungen fl, f2 Y = X von f: Y — X in einem Punkt iberein, so sind sie gleich, f1 f2

BEWEIS. Es seiy € Y beliebig und U € (pfy(y)) eine trivialisierende Umgebung von pf (y) = pfa(y) =
f(y) € X. Dann ist
plU=UxF = |_| U x {z}.
zeF
Es sei U; C p~'U das Blatt, das fl(y) enthilt, und Uy C p~1U das Blatt, das fQ(y) enthilt. Ferner sei V
die Umgebung von y in Y, die definiert ist als
V= frH(U0) N 3 (Ua) € Wy).
Fall 1: Es gilt f, (y) = fg(y) Dann ist U; = Uy und, weil die Faser diskret ist, gilt fl(z) = fg(z) fiir alle
z € V. Daher ist die Menge ~ .
W:={zeY | fi(z) = fa(z)} CY offen.
Fall 2: Es gilt fi(y) # f2(y). Dann ist Uy # U, und fi(2) # f2(2) fiir alle z € V. Daher ist auch die Menge
W' ={z€Y | filz) # fa(2)} CY offen.
Damit ist Y als disjunkte Vereinigung zweier offener Mengen geschrieben. Nach Voraussetzung ist W # &,
weil Y zusammenh#ngend ist, muss W’ = & gelten. ]

Wir wollen nun Wege in X zu Wegen in X mit vorgegebenen Anfangspunkt Z € X hochheben.

SATZ 6.8. Es sei p: X — X eine Uberlagerung. Zu jedem Weg w: [0,1] = X und jedem Punkt T € X
mit p(Z) = w(0) gibt es genau eine Hochhebung w von w mit Anfangspunkt w(0) = Z.

Beachten Sie, dass die Hochhebung eines geschlossenen Weges nicht unbedingt geschlossen ist. Dies
hatten wir schon bei der Uberlagerung R — S! gesehen.
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BEWEIS.

e Die Eindeutigkeit einer Hochhebung folgt aus dem vorangehenden Lemma weil das Intervall
[0,1] zusammenhéngend ist.

e Um die Existenz einer Hochhebung zu zeigen, wéhlen wir eine Lebesgue-Zahl 1/N, so dass w([‘5+, %)

i—=1 4

immer in einer trivialisierenden Menge liegt: w([*5, #7]) C Us, mit Trivialisierungen:

p WU ——s U x F

Es sei U; das Blatt iiber Uy, das den gewdhlten Punkt z enthilt, also £ € U;. Wir setzen

w1 = (plg,)"" o w auf [0, ] und fahren dann fiir [+, %] so fort mit dem Blatt U, iiber Uy,

das u?(%) enthélt. Beachten Sie, dass die Einschrinkung von p auf ein Blatt p| b, U; — U; ein

Homdoomorphismus ist. Die Zusammensetzung der Wege w; erfiillt dann alle Bedingungen.
O

Wir miissen auch Homotopien, also durch [0, 1] parametrisierte Familien von Abbildungen hochheben
konnen, um etwas iiber die Fundamentalgruppe aussagen zu kénnen.

DEFINITION 6.9.

(a) Eine Abbildung p: E — B hat die Homotopiehochhebungseigenschaft fiir einen Raum Y, falls es zu
jeder Abbildung
h:Y x[0,1] = B
und jeder Abbildung g: Y — F mit po g = hg eine Abbildung H: Y x [0,1] — F mit po H = h
gibt, so dass H(y,0) = g(y) fir alle y € Y gilt:

y —2 E
| =]
Lo P - p
Y x[0,1]2—B
(b) Eine Abbildung p: E — B heifit Faserung, falls sie die Homotopiehochhebungseigenschaft fiir alle
Réaume Y hat.

SATZ 6.10.
Eine Uberlagerung p: X — X ist eine Faserung, hat also die Homotopiehochhebungseigenschaft fiir alle
Réiume Y.

BEWEIS.

e Zu Abkiirzung nennen wir eine Teilmenge U C X zuléssig, wenn U eine trivialisierende offene Menge
ist.
Fiir einen beliebiges (y,t) € Y x [0,1] hat h(y,t) € X eine zulédssige Umgebung U(y,t) in X.
Da h stetig ist, finden wir nun eine offene Umgebung W (y,t) von y € Y und ein offenes Intervall
I(y,t) C [0,1] um ¢ € [0, 1], so dass

h(W(y,t) x I(y,t)) C U(y,1).

Da [0, 1] kompakt ist, kénnen wir fiir festes y € Y das Intervall durch endlich viele Intervalle der
Form I(y,t) iiberdecken,

(6.1) I(y,t1)U...UI(y,t,m) = [0, 1].

Wir betrachten die offene Teilmenge von Y
Vy = ﬂ W(y,t;).
i=1
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Wenn nun % 'eine Lebesguezahl fiir die Zerlegung aus (6.1) von [0, 1] ist, so liegt jedes der Bilder
h(Vy x [554, %]) in einer zuléssigen offenen Teilmenge von X.
e Wir suchen nun fiir festes y € Y Abbildungen

1—1 1 ~
Hy)ii Vy X [T, N] X
mit po Hy ; = hlVyX[iI—Vl L] die zusétzlich den Bedingungen
1 —1 1 —1
Hy i 1(z, T) =H,,(z, N ) und Hyo(z,0) =g(2)

fiir alle z € V,, geniigen.
e Es gibt eine zuléissige Teilmenge U C X mit h(V, x [0, %7]) C U; ferner ist

Wir setzen U; := U x {j} mit j € F und betrachten
g HU;) NV, =:0;.

Da g stetig ist, sind dies offene Mengen in Y. Es ist V,, := |
Wir definieren eine Abbildung

ier Oj und fiir j # 5" ist 0; N0y = 2.
1
Hy70: O]‘ X [0, N] — Uj
durch
poHyolo,xj0,4] = ho,xpo,17 und  Hyo(z,0) = g(z2).

Dies geht, weil p|y; ein Homéomorphismus ist. Da die offenen Mengen O; die Menge V,, iiberdecken,
ist somit Hy o auf V, x [0, ] festgelegt.

o Wir fahren induktiv fort: Ist H,, ;_1 definiert, so definieren wir H,, ; anhand der Startwerte H, ;_1(z, =Ly,

Fiir jedes y € Y erhalten wir so eine Funktion
H,: V, x[0,1] = X.
Wir behaupten, dass dies eine wohldefinierte Funktion liefert: Ist z € V, NV, fir z,y € Y, z # vy,
so gilt fiir alle ¢ € [0,1]
pHy(z,t) = pHy(2,t) = h(z,1).

Da auch H;(z,0) = g(z) = Hy(z,0) gilt, folgt aus Lemma angewandt auf das Intervall [0, 1],
dass Hy(z,—) = H(z,—) gilt. Wir haben die gesuchte Hochhebung der Homotopie h gefunden.

O

KOROLLAR 6.11. Es sei p: X — X eine Uberlagerunyg.
(a) Sind wy,w;: [0,1] — X Wege mit gleichem Anfangspunkt, wo(0) = w1 (0) =: Z. Dann gilt Wy ~ W

relativ T in X genau dann, wenn pwg =~ pwy relativ px in X gilt.
(b) Der Gruppenhomomorphismus

T1(p) = pa: Wl(ij) — T (X, p(T))
ist injektiv.
BEwEIS.

e Die Richtung, welche die Homotopie wy =~ w; in X relativ zu # voraussetzt, ist klar, weil p als
stetige Abbildung Homotopien auf Homotopien abbildet.
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Es gelte pwg ~pz, pwi. Es gibt also eine Homotopie in X
h:[0,1] x[0,1] = X

mit h(s,0) = piwo(s), h(s,1) = pwi(s) fiir alle s € [0,1] und Anfangspunkt h(0,t) = pz fiir alle
t € [0,1]. Wir finden nun wegen Satz eine Hochhebung H in
[0,1] NN

X
2
J/ H g l
Lo 7 p
0,1] x [0,1] “— X.
Es gilt dann Hy = wg und p o H = h. Da fiir alle t € [0,1] das Element H(0,¢) in der Faser von

pw(0) = pw(1) liegt und diese Faser diskret ist, gilt H(0,t) = ( ) = w1(0) fiir alle ¢ € [0, 1].
Zu zeigen ist H; = w;. Wegen

pH(s,1) = piv1(s) = h(s, 1)

sind die beiden Wege in X
s+ H(s,1) und s+ wi(s)
Hochhebungen des Wegs s — pw1(s) in X, die im Anfangspunkt iibereinstimmen. Nach Lemma [6.7]

stimmen diese {iberein, also H; = w;. Also ist H eine Homotopie von Wy nach w; in X.
Teil (b) des Satzes folgt unmittelbar aus (a).

O

Es sei p: X — X eine Uberlagerung mit typischer Faser F.

Wir bezeichnen mit mo(X) die Menge der Wegekomponenten eines topologischen Raums X. Man
beachte, dass dies keine Gruppe ist. Die Wahl eines Grundpunkts = € X gibt ein ausgezeichnetes
Element in der Menge 7y(X ), ndmlich die Wegekomponente von z.
Jede stetige Abbildung f: X — Y von Réumen induziert eine Abbildung mo(f): mo(X) — mo(Y)
von Wegekomponenten, weil die stetige Abbildung f Elemente in der gleichen Wegekomponente
von X auf Punkte in der gleichen Wegekomponente von Y abbildet.
Wir brauchen Grundpunkte in den topologischen Réumen X und X und F. Wir wihlen ein Z € X
als Grundpunkt von X und dann p(z) als Grundpunkt von X.

Wir wiihlen ferner eine Identifikation i: F 2 p~!(pz) C X von F mit der Faser p~'(pz) des
Grundpunkts p(Z) € X. Dann ist & ein Grundpunkt der typischen Faser F'.
Ziel ist eine Sequenz von Abbildungen:

1o m(X,7) " 257 1 (X, pi) S mo(F) ™ o (X) B 7o (X) — 1.

Hierbei ist p, ein Gruppenhomomorphismus; die anderen Abbildungen sind Abbildungen von Men-
gen mit Grundpunkt, die also Grundpunkte auf Grundpunkte abbilden. Dies ist fiir 7o (¢) und 7o (p)
wegen der Wahl der Grundpunkte der Fall.

Wir definieren d. Es sei der Weg w ein Représentant einer Klasse in 71 (X, p(Z)) und @ die nach Satz
eindeutige Hochhebung des Weges w mit Anfangspunkt @w(0) = Z. Es ist pw(l) = w(l) = pz,
also liegt der Endpunkt @(1) in der Faser iiber pz, die wir iiber ¢ mit F' identifiziert hatten. Wir
setzen d([w]) = i~ *(w(1)) € F. Der Grundpunkt in m;(X,pZ) hat einen nullhomotopen Weg als
Reprisentanten, der zu einem nullhomotopen Weg hochgehoben wird. Da die Faser diskret ist, folgt
w(1) = Z. Somit geht w unter d auf den Grundpunkt Z € F.

SATZ 6.12. Die Sequenz (6.2) ist exakt. Fiir Mengen mit Grundpunkt heifit dies, dass das Urbild des
Grundpunkts das Bild der vorhergehenden Abbildung ist, also:

(a) Der Gruppenhomomorphismus w1 (p) ist injektiv.

)
¢)
(d) Es gilt Bild(mo(i)) = mo(p) " (pi) in mo(X).

Es gilt Bild(m1(p)) = d~1(2) in 7 (X, p).
Es gilt Bild(d) = 7o(i)~Y(Z) in mo(F) 2 F.

7



(e) Die Abbildung mo(p) ist surjektiv.
BEWEIS.

e Aussage (a) ist Korollar (b). Aussage (e) folgt, weil bei einer Uberlagerung, wie bei jedem
Faserbiindel, p surjektiv ist.

e Zu Aussage (b): Es sei [w] € Bild(m(p)), d.h. es gibt einen geschlossenen Weg w in X, der den Weg
w in X mit Anfangspunkt # hochhebt. Dann ist aber d([w]) = i~} (w(1)) =i~ (%) = & € F.

Ist umgekehrt [w] € w1 (X, pZ) mit dfw] = Z, so heifit das aber, dass es eine Hochhebung @ von
w gibt mit @(0) = Z und w(1) = &, also einen geschlossenen Weg mit [w] € (X, Z). Dann gilt
aber

[w] = [pow] = m(p)[w].
e Zu (c): Ist 2’ € Bild(d) C F, so gibt es einen Weg w vom Grundpunkt & zu i(z’). Die Elemente
und i(2’) liegen daher in der gleichen Zusammenhangskomponente von F, also mo(i)(z') = Z.

Es sei umgekehrt 2’ € F mit mo(2)[2'] = [Z].

Dann gibt es einen Weg w: [0,1] — X mit @(0) = Z und @(1) = i(2'). Dieser Weg ist eine
Hochhebung des Weges w := p o @ in X. Der Endpunkt i(z’) des Wegs @ in X liegt in der Faser
iiber . Also ist der Weg w = pw in X geschlossen. Es gilt fiir diesen Weg d[p o w] = i(a').

e Zur Aussage (d): Ist § € Bild(i) C X, so liegt § iiber pi. Daher gilt sogar pj = pi.

Es sei umgekehrt § € X ein Repriisentant von [j] € mo(p)~*(pi). D.h. es gilt [pg] = [pZ] in

mo(X); daher gibt es einen Weg w: [0,1] — X von pj nach pz. Im Diagramm

{7} —— X

iol H/ g JP
e
s/
0,1] — X
finden wir mit der Homotopiehochhebungseigenschaft von p einen Weg H in X mit Anfangspunkt
H(0) = g und Endpunkt H(1) in der Faser iiber pZ. Damit gilt
[9] = [H(0)] = [iH(1)] = (i) [H(1)].
O
KOROLLAR 6.13. Fiir den projektiven Raum RP™ mitn > 2 ist die Fundamentalgruppe m (RP™) = 7,/2.

BewEIS. Wir betrachten die zweiblittrige Uberlagerung p: S™ — RP". In der exakten Sequenz aus Satz

gilt nun
1——m (S, 1) = {1} 2 —m (RP, [1]) 2
Die Abbildung d muss daher eine Bijektion sein und
[ (RP™, [1])] = |mo(F)| = [F| = 2.

Da es bis auf Isomorphie nur eine Gruppe mit zwei Elementen gibt, ist die Behauptung gezeigt. (|

7T0(F) Wo(Sn):{l}.

Es sei G eine diskrete Gruppe, die eigentlich diskontinuierlich auf X operiert. Dann ist nach Satz
p X - X /G eine Uberlagerung mit typischer Faser G. Man beachte, dass die typische Faser in dieser
Situation zusétzlich eine Gruppenstruktur triagt; wir wahlen ¢ so, dass der Grundpunkt  von F' das neutrale
Element 1 € G ist.

SATZ 6.14. In dieser Situation ist die Abbildung d ein Gruppenhomomorphismus d: m1(X,p%) — G. Ist
X wegzusammenhdingend und gilt 7 (X, %) =1, so ist d: (X, pZ) = G ein Isomorphismus.

BEWEIS. Es seien w;: [0,1] — X fiir ¢ = 1,2 geschlossene Wege in X mit w;(0) = w;(1) = pz =: z. Es
seien w;: [0,1] — X Hochhebungen mit gleichem Anfangspunkt @;(0) = Z. Wir finden eindeutig bestimmte
Elemente g; € G mit ¢;& = w;(1). Dann ist d[w;] = ¢;& = ¢;. Der Weg W * g1 lduft von Z iiber ¢1Z zu
g192% und hebt den Weg w; * wo in X mit Anfangspunkt Z zu einem Weg in X hoch. Daher ist

d(wy * wz) = (01 % g102)(1) = 91927 = g1ga-
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O

LEMMA 6.15. Es seip: X — X eine Uberlagerung und X sei wegzusammenhingend. Sind o, w1, Wege in
X mit gleichem Anfangspunkt wo(0) = w1(0) =: &, dann haben die Wege genau dann den gleichen Endpunkt,
wo(1) = w1(1), wenn thre Bilder wy := pw; und wy := py in X gleiche Endpunkte haben, wo(1) = w1 (1),
und fiir die Klasse des geschlossenen Wegs wo * Wy in X gilt [wo * W] € pa(m1(X,T)).

BEWEIS.

e Es ist klar, dass die erste Aussage, wo(0) = wy(0), die zweite impliziert. )
e Es gelte die zweite Aussage. Wir finden daher einen geschlossenen Weg w in X mit w(0) = & und
71 (p)[W] = [wo * W1].
Nach Satz ist Bildm (p) = ker(d), also ist d[wg *w1] = Z. Es ist

1
ao(t) = u?(gt) eine Hochhebung von wy

1
a1(t) =w(l — =t) eine Hochhebung von wj.

[\

Beide Hochhebungen sind Wege von Z nach 117(%) Da die Hochhebungen mit gleichem Anfangspunkt nach
Lemma [6.7] eindeutig sind, ist @y = wp und @; = w;. Damit sind auch die Endpunkte von wy und @ gleich,
némlich gleich @(3). O
Mit Hilfe dieses Lemmas untersuchen wir fiir eine Uberlagerung p: X — X die Existenz von Hochhe-
bungen allgemeinerer Abbildungen f: Y — X.
X
P
s g lp
7 f
Y — X
Dazu miissen wir etwas mehr Eigenschaften von Y voraussetzen.
SATZ 6.16. Es sei p: X — X eine Uberlagerung und Y wegzusammenhingend und lokal wegzusam-

menhdngend. Fir f: Y — X stetig gebe es ein yp € Y und ein Ty € X, so dass f(yo) = pZo gilt.
Dann gibt es genau eine Hochhebung f: Y — X won f mit f(yo) = &o, wenn die Bedingung

(6.3) femi(Y,yo) < pami (X, Zo)
qgilt.
BEWEIS.
e Die Bedingung ist notwendig: Falls f existiert, so gilt wegen f = po f
Fem1(Y,0) = pa(fum (Y, 90)) < pamri (X, o).

e Gilt umgekehrt f.m (Y, yo) < pam1 (f(,s?:o), so ist eine Hochhebung f von f zu konstruieren. Es sei
y € Y beliebig. Da Y wegzusammenhéngend ist, gibt es einen Weg w von yo nach y. Der Weg
v:= fow:[0,1] - X hat den Anfangspunkt f(yo) = pZo. Ist ¥ eine Hochhebung von v zu einem
Weg in X mit Anfangspunkt #(0) = &, so setzen wir

fly) =12(1).
Es ist zu zeigen, dass f wohldefiniert und stetig ist.

e Zur Wohldefiniertheit: Es sei w’ ein anderer Weg von yo nach y. Wir betrachten wiederum die
Hochhebung des Wegs v’ := fow’ in X zu einem Weg ¢’ in X. Es gilt

po(1) = fow(l) = f(y) = fow'(1) =pot'(1).
AuBlerdem ist wegen Bedingung

[po % pt'] = [(f ow) * (f o w')] = fulw * w'] € pumi (X, o).
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Aus Lemma folgt nun, dass #(1) = @ (1) gilt, also ist f wohldefiniert.

Zur Stetigkeit von f : Bs sei U eine beliebige offene Umgebung von f (y) in X. Wir wollen eine Umge-
bung W € $(y) finden mit f(W) C U, um die Stetigkeit von f zu zeigen. Wir kénnen U so verklei-
nern, dass p(U ) =: U eine trivialisierende Umgebung in X ist, d.h. p|; ist ein Hom&omorphismus
auf U.

Da Y lokal wegzusammenhéngend und f stetig ist, finden wir eine wegzusammenhéngende
Umgebung W € $U(y) mit f(W) C U. Wir wollen zeigen, dass dann f(W) C U gilt; dann ist f
stetig.

Es sei dazu i/ € W beliebig und w’ ein Weg in W von y zu %'; ein solcher Weg existiert, weil W
wegzusammenhingend ist. Der Weg w * w’ ist dann ein Weg in W von y iiber y zu y’. Wir setzen

v =0 *p|51fw’,

wobei ¥ die alte Hochhebung von v = fw ist. Dies ist ein Weg mit p o v = (fow)x*(fow') und
v'(0) = Zo und V(1) = p~ 1 fw'(1) = f(y') € U.
O

7. Aquivalenz von Uberlagerungen

Wir hatten bereits in Korollar gesehen, dass fiir eine Uberlagerung p: X — X der Gruppenhomo-
morphismus p,: m (X, Z) — 71(X, pZ) injektiv ist.

DEFINITION 7.1. Die Untergruppe p.(m (X, Z)) von 71 (X, pZ) heiit charakterisierende Untergruppe der
Uberlagerung p: X — X.

BEISPIEL. Die charakterisierende Untergruppe héngt stark von der Wahl des Grundpunkts & € X ab.
Zum Beispiel ist bei der Uberlagerung

@

p

:

Y
2 Z1
a

[a] € pu(m (X, 31)), aber [a] & p.(m (X, T2)).

Wir kénnen aber in gewissen Situationen die Abhéngigkeit vom Grundpunkt z € X kontrollieren:

SATZ 7.2. Es sei w ein Weg in X von &y zu iz, wobei beide Punkte in der gleichen Faser liegen, also
p(Z1) = p(Z2). Mit a := [pow] € m (X, pZ1) gilt dann

pemi(X,#1) = ap.mi (X, #2)a ",

Ist also der Totalraum X der Uberlagerung wegzusammenhingend, so sind die charakterisierenden Unter-
gruppen zueinander konjugiert.



BEWEIS. Wir hatten gesehen, dass fiir die Fundamentalgruppe von X gilt
m(X,31) = [@)m (X, F2)[@] "
Wenn man darauf p, anwendet, folgt sofort die Aussage. O

SATZ 7.3. Mit den gleichen Bezeichnungen wie im vorangegangenen Satz[7.3 gilt: Ist H eine Untergruppe
von 71 (X, pZ), die zu einer charakterisierenden Untergruppe p.(m1(X,Z)) konjugiert ist, dann gibt es einen

Punkt in der gleichen Faser, ¥’ € p~1(pZ), so dass H = p.(m1(X, ")) gilt.

BEWEIS. Es sei
H = ap,m (X, )t
mit « := [w] € 71 (X, pZ). Es sei nun v eine Hochhebung des geschlossenen Weges w in X mit Startpunkt
Z € X. Wir setzen ' := v(1). Dann ist

H = p.[o] pemi (£.2) - pafe] = po (o] 1 (X,3) x[0]) = p(m (X, 3).
—~— —~

a a1

Wir definieren daher:

DEFINITION 7.4. Es sei p: X — X eine Uberlagerung, fiir die X wegzusammenhiingend ist. Fiir 2 € X
nennen wir die Konjugationsklasse von Untergruppen von 71 (X, z)

C(X,p) = {p.m(X,7) | F € p ' (2)}
die charakterisierende Konjugationsklasse der Uberlagerung p.
Diese verdient wegen des folgenden Satzes wirklich ihren Namen:

SATZ 7.5.
Zwei wegzusammenhingende Uberlagerungenp: X — X undp': X' — X eines lokal wegzusammenhdngenden
Raumes sind genau dann dquivalent, wenn ihre charakterisierenden Konjugationsklassen gleich sind, C(X,p) =
C(X',p').

BEWEIS.

e Zunichst sei ein Hombomorphismus f: X — X/ iiber X geben,

X—

X/
e
Dann ist wegen p =p’ o f

p*(ﬂ—l(Xw%)) :p; o f*ﬂl(X7i') = p;(ﬂl(Xl7fi'))'

Wegen Satz|7.2|sind dann die Untergruppen p, (m (X, %)) und p’, (71 (X', #') fiir jedes &’ € (p') "1 (x)
konjugiert.

e Es seien fiir zwei Uberlagerungen die charakterisierenden Konjugationsklassen gleich. Wir wéhlen
i € p~Y(z) fest. Dann ist p,m(X,Z) eine Untergruppe in der Konjugationsklasse C(X,p) =
C(X',p'). Fiir die Uberlagerung p’ finden wir nach Satz einen Punkt 7’ € (p')~1(z), so dass gilt

| IR

P
X

p(2) =p' (&) und p.mi(X,E) = pom (X, &),

Mit X sind auch die Totalriume X und X’ lokal wegzusammenhéngend. Damit gibt es nach

Satz Abbildungen
X=X ud §:X - X,
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so dass die Diagramme

T und T
_oon L,
p , P s
7 p 7 p
T——X ¥ —X

kommutieren und p(z) = &’ und §' (') = z gilt.
Die Abbildung p’ o p bildet  auf Z ab, genau wie id ¢. Aus Lemma folgt daher p' op = id ¢
genauso folgt p o p’ = idg,. Damit sind die Uberlagerungen #quivalent.
|

8. Die universelle Uberlagerung
One covering to rule them all.

DEFINITION 8.1. Eine wegzusammenhéngende Uberlagerung p: X — X heiit universell, wenn der To-
talraum X einfach-zusammenhéngend ist.

SATZ 8.2. Es sei p: X — X eine wegzusammenhingende Uberlagerung und x € X. Die folgenden
Aussagen sind dann dquivalent:
(a) Die Uberlagerung p: X — X ist universell.
(b) Die charakterisierende Konjugationsklasse ist trivial, C(X,p) = {1} C m (X, z).
(c) Ist w: [0,1] — X ein geschlossener Weg in X mit w(0) = w(l) = z und ist w: [0,1] — X eine
Hochhebung von w, so ist w micht geschlosssen, falls w nicht nullhomotop ist.
BEWEIS.

(a) = (b) Die charakterisierende Konjugationsklasse ist nach Definition
C(X.p) = {p.m(X,2) | & € p~'(2)}

und 7 (X, %) = {1}, weil X einfach zusammenhéingend ist.

(b) = (c) Es sei @ eine geschlossene Hochhebung von w. Dann ist [@#] € m (X, %) = {1} das neutrale Element
und somit auch p.[w] = 1 = [w], also ist w nullhomotop.

(¢) = (a) Dies folgt, weil p, nach Korollar (b) injektiv ist.

BEMERKUNGEN.

(a) Die Wahl von x € X ist fiir die Aussagen unerheblich.

(b) Ist X lokal wegzusammenhéngend und sind X und X’ universelle Uberlagerungen, so ist X wegen
Satz dquivalent zu X' (aber nicht kanonisch dquivalent). Wir nennen X dann auch die universelle
Uberlagerung von X.

BEISPIELE.

(a) Die Kreislinie S' hat die universelle Uberlagerung 7 = exp(2mi—): R — S!.

(b) Der Torus S' x S' hat als universelle Uberlagerung R2.

(c) Das Bouquet S' vV S! hat den Baum aus Blatt 12, Aufgabe 2 als universelle Uberlagerung.

(d) Der projektive Raum RP™ hat fiir n > 2 die Sphire S™ als universelle Uberlagerung, denn S™ ist
fiir n > 2 einfach zusammenhiingend. Fiir n = 1 ist RP! = S§'/+ = S1.

Wir wollen eine groBe Klasse von topologischen Riumen finden, die universelle Uberlagerungen haben.

DEFINITION 8.3. Ein Raum X heif3t semi-lokal einfach-zusammenhdngend, falls es fiir jedes x € X eine
Umgebung U € $i(x) gibt, so dass jeder geschlossene Weg in U nullhomotop in X ist.

BEMERKUNGEN.
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(a) Ein topologischer Raum habe die Eigenschaft, dass es fiir jeden Punkt eine in X zusammenzieh-
bare Umgebung gibt. Dann ist X semi-lokal einfach-zusammenhéngend. Dies gilt zum Beispiel fiir
Mannigfaltigkeiten.

(b) Existiert eine universelle Uberlagerung p: X — X ecines topologischen Raums X, dann hat jede tri-
vialisierende Umgebung eines « € X die Eigenschaft aus der Definition, weil p|y ein Homdomorphis-
mus ist und weil p~lw in X zusammenziehbar ist. Das Bild unter p ist dann eine Homotopie in X,
die zeigt, dass w in X nullhomotop ist.

Es macht also nur Sinn, nach universellen Uberlagerungen fiir semi-lokal einfach-zusammenhingende
Réume zu suchen. Der Bequemlichkeit halber vereinbaren wir:

DEFINITION 8.4. Ein Raum X heifit hinreichend zusammenhdngend, wenn er wegzusammenhéngend,
lokal wegzusammenhéngend und semi-lokal einfach-zusammenhéngend ist.

Wir kénnen nun die Existenz universeller Uberlagerungen fiir hinreichend zusammenhéingende Raume
zeigen:

SATZ 8.5. Jeder hinreichend zusammenhdingende Raum X besitzt eine universelle Uberlagerunyg.
BEWEIS. Die Idee ist, verschiedene Homotopicklassen von Wegen in X in der Uberlagerung zu verschie-
denen Punkten im Totalraum X der universellen Uberlagerung zu machen.
e Wir wihlen einen Grundpunkt x € X und betrachten die Menge
X = {(«/,[w]) | 2’ € X und w: [0,1] = X mit w(0) = z,w(1) = z'},

wobei die Homotopieklassen von Wegen in X relativ zu den Endpunkten z und 2’ zu nehmen sind.
Die Abbildung

p: XX ,
(@, [w]) = 2
ist eine Surjektiq_n, weil X wegzusammenhéngend ist. Wir miissen X so mit einer Topologie versehen,
dass p zu einer Uberlagerung wird, und dann nachweisen, dass m (X, Z) = 1 gilt.

e Fiir y € X sei U eine offene Umgebung U € i(y), die wegzusammenhingend und so dass jeder
geschlossene Weg in U in X zusammenziehbar ist. Mit F(y) bezeichnen wir die Menge der Homo-
topieklassen von Wegen vom Grundpunkt x nach y.

Fiir (¢, [w]) € p~1(U), also fiir y' € U, sei vg, ein Weg von ¢’ nach y, der in U verlduft. Ein
solcher Weg existiert, weil die Umgebung U wegzusammenhéngend gew&dhlt wurde. Wir setzen
h:p Y (U) = U x F(y),
(', [w]) = (¢, [w*v])
— h ist eine Bijektion.
— h ist wohldefiniert, also unabhéngig von der Wahl von vly’,, weil jeder geschlossene Weg in U in

X nullhomotop ist.
— Fiir o € F(y) sei

V(U,a) :==h YU x {a}) = {(z/,[w]) mit 2’ € U und [w *v?,] = a}.
Es gilt

V(Ua) —" U x {a}

p|v(UX‘ /

Insbesondere ist p|y (7o) bijektiv. Wir topolog1s1eren V(U, ) so, dass p|y (v,q) ein Homéomorphismus
wird.
— Es ist klar, dass die Familie der Mengen V (U, «) den Raum X iiberdeckt.
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— Wir betrachten Schnitte:
V({U,)NV(U',B) ={(2',[w]) mit 2’ € U, = [w xvY,]}
A, [w']) mit y' € U, 8 = [w' *vy,]}

Ist UNU’ = @, so ist der Schnitt V(U, ) NV (U’, B) leer. Ist der Schnitt U NU’ dagegen nicht

leer, so ist V(U,a) NV (U’, ) von der Form V(U NU’,~) fiir ein geeignetes v € F(y).

e Damit bilden die V (U, ) eine Basis einer Topologie auf der Menge X und p ist nach Konstruktion
fiir diese Topologie stetig und lokal trivial, also eine Uberlagerung.

e Es sei nun w ein geschlossener Weg in X und @ ein Hochhebung zu einem Weg in X. Wir zeigen,
dass w genau dann geschlossen ist, wenn w nullhomotop ist. Nach Satz E 2| folgt dann, dass X eine
universelle Uberlagerung ist.

Da es nicht auf die Wahl von Grundpunkten ankommt, sei w(0) = (z, [c;]) = @(1). Der Weg
w: [0,1] — X sieht so aus: w(t) = (x4, [wy]), wobei wy fiir jedes ¢ € [0, 1] ein Weg mit Anfangspunkt
wi(0) = 2 und Endpunkt w(1) = x4 ist.

Aus pw = w folgt w(t) = z; fir alle t € [0,1], also @w(t) = (w(t),[w]). Der Weg w; hat
Anfangspunkt « und Endpunkt w(¢). Wir betrachten andererseits wj(s) = w(t-s). Auch (w(t), [wi])
hebt den Weg w hoch zu einem Weg in X. Mit der Eindeutigkeit der Hochhebung von Wegen mit
gleichem Anfangspunkt folgt w(t) = (w(t), [wi]) mit wi(s) = w(t - s).

Daher ist w(1l) = w(0) dquivalent zu (w(0),[c.]) = (w(1),[w]). Das ist aber dquivalent zu
[w] = [es], so dass die Behauptung gezeigt ist.

O

9. Deckbewegungen
DEFINITION 9.1.

(a) Eine Selbstiquivalenz einer Uberlagerung f: X — X heift Deckbewegung. Eine Deckbewegung ist
also ein Homoomorphismus f: X = X iiber X:

N

D(X’,p) ={f: X~X |pof=np}
ist eine Gruppe, die Deckbewegungsgruppe der Uberlagerung p.

(b) Die Menge

SATZ 9.2.  FEs sei G diskret. Operiert die Gruppe G eigentlich diskontinuierlich auf einem wegzusam-
menhingenden Raum X, so ist fir die Uberlagerung p: X — X aus Satz die Deckbewegungsgruppe gleich
G, also D(X,p) = G.

BEWwEIS. Es ist klar, dass G € D(X,p) gilt, denn fiir jedes g € G kommutiert das Diagramm

X J X
x /
X/G
Ist umgekehrt f: X — X eine Deckbewegung, also p o f = p, so wihlen wir # € X. Dann ist po f(@) = pz.
Also existiert g € G mit f(#) = gZ. Daraus folgt aber mit Satz dass f = g gilt. O
BEISPIELE.

(a) Die Uberlagerung p: R™ — R™/Z" hat die Deckbewegungsgruppe D(R™, p) = Z™".
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(b) Die Uberlagerung S* 2% S mit p,(z) = 2" kann man auffassen als Uberlagerung S' — S'/Z/nZ.
Sie hat daher die Deckbewegungsgruppe D(SY,p,) = Z/nZ.
(c) Fiir n > 2 hat die Uberlagerung S” — S"/Z/27 = RP" die Deckbewegungsgruppe Z/27Z.

Umgekehrt gilt:

SATZ 9.3. Ist p: X — X eine Uberlagerung und X wegzusammenhdngend, so operiert die Deckbewe-
JUNGSGruppe D(X p) eigentlich diskontinuierlich auf dem Totalraum X.

Sind f1, fo € D(X,p) und gilt f1(Z) = fo(&) fiir wenigstens ein Z € X, so ist f; = fo. Insbesondere hat
die Wirkung der Deckbewegungsgruppe keine Fixpunkte.

BEWEIS. Essei f € D(X,p) und i € X sei beliebig. Wir wihlen eine trivialisierende Umgebung U von pZ
und U sei die Komponente des Urbilds p~1(U), die & enthilt. Dann ist plg: U — U ein Homomorphismus.
Angenommen, es gibt ein § € U mit flg) € U. Dann ist pj = po f§. Aber Pl ist ein Homdomorphismus,
also folgt § = fy. Mit Satz folgt wie oben f = id¢. Damit ist die Operation eigentlich diskontinuierlich.
a

BEMERKUNGEN.

e Ist G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G, so ist der Normalisator von H in G
Ng(H):={geG|gHg™" = H}.

e Ng(H) ist eine Untergruppe von G.

e H ist eine normale Untergruppe von Ng(H).

e H ist genau dann eine normale Untergruppe von G, wenn Ng(H) = G gilt. Insbesondere ist fiir die
triviale Untergruppe Ng(1) = G.

SATZ 9.4. Es sei X lokal wegzusammenhdngend und p: X — X eine wegzusammenhdingende Uberlagerunyg.
Jede Wahl eines Grundpunkts & € X bestimmt einen Isomorphismus zwischen der Faktorgruppe und der
Deckbewegungsgruppe R ~

P Nﬂl(X,pi)(p*ﬂ-l (X7i‘))/p*771(X75:) = D(X,p)

BEWEIS.

e Es sei [w] € m(X pi) (D« (1 (X z)) und w sei die Hochhebung von w mit Anfangspunkt w(0) = Z.
Mit ' := (1) € X gilt, vgl. Satz |7
DPxT1 (X7 x ) = [w]ilp*ﬂ-l (Xa i‘)[IU] = PxT1 (Xa 'i)
Tm letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass [w] im Normalisator der Untergruppe p.m; ()~( ,Z) von
m1 (X, pz) liegt.
e Wir kénnen daher Satz [6.16] anwenden und finden eine Hochhebung f

XT>X

mit f(Z) = &'. Dieses f ist wohldefiniert, d.h. f hingt nur von der Homotopieklasse von w ab.
Dieses f ist ein Homdomorphismus, denn es existiert nach den gleichen Argumenten auch eine
Hochhebung g: X — X mit g(z") = &. Aus der Eindeutigkeit der Hochhebungen folgt g o f =id
und f o g =idg;. Wir erhalten so eine Abbildung in die Deckbewegungsgruppe

QZ: Nﬂ'l(X,pi)(p*(ﬂ'l(X7i‘)) - D(va)

e Wir zeigen nun, dass die Abbildung ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist. Es sei [v1] € Ny, (x pz)P+T1 (X, z)
mit @[v1] = g1 und [va] € Ny, (x pz)P+T1 (X', %) mit @[vg] = go. Fiir die Hochhebung 07 * vg des Weges
v1 * v in X gilt

—_~—

v1 % va(1) = g1(92(1)) = g1(92(2))
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und somit gilt @([v1][ve]) = g1 - g2 = lv1] - @[va). .
e Der Gruppenhomomorphismus ¢ ist surjektiv. Ist f € D(X,p) gegeben, so finden wir einen Weg w
von Z nach f(Z), weil X als wegzusammenhiingend vorausgesetzt wurde. Wir setzen

a:=[pow] € m(X,p()).
Dann ist
pem (X, &) = pu fom1 (X, 7) = pomi (X, f(7) =0~ pumi (X, ) -

und deswegen o € Ny, (x pz) (P71 (X,%)). Es gilt ¢(a) = f.

e Wir bestimmen den Kern des Gruppenhomomorphismus ¢: Es sei dazu ¢[w] = id ;. Dies ist aber
genau dann der Fall, wenn [w] eine geschlossene Hochhebung @ hat, also wenn [w] = p.[®] fiir
[0] € 71(X,Z). Genau dann ist aber [w] € p.mi (X, ).

O

) KOROLLAR 9.5. Es sei X ein lokal wegzusammenhdingender Raum und p: X — X die universelle
Uberlagerung. Es sei & € X gewdhlt. )
_ Dann ist m(X,%) = 1 und daher gibt es zu jedem [w] € 71 (X, pZ) genau eine Deckbewegung plw]: X —
X, die & auf w(1) abbildet, wobei w die Hochhebung von w mit w(0) = Z ist. Das heifit, dass

p: m(X,pi) = D(X,p)
ein Isomorphismus ist.

Man kann also Fundamentalgruppen als Deckbewegungsgruppen universeller Uberlagerungen berechnen.

DEFINITION 9.6. Eine wegzusammenhéngende Uberlagerung p: X — X heifit reguliir, falls fiir jedes
Z € X die Untergruppe p.m1 (X, Z) eine normale Untergruppe in 1 (X, pZ) ist.

Fiir regulire Uberlagerungen erhalten wir aus Korollar den Gruppenisomorphismus
P 7Tl(‘Xa‘r)/pﬂ'rl()?a‘%) = D(X,p)
Den Beweis des folgenden Satzes iiberlassen wir als Ubung:

SATZ 9.7. Es sei X wegzusammenhingend und p: X — X sei eine Uberlagerung. Die folgenden Aussagen
sind dann dquivalent:
(a) Die Uberlagerung p: X — X ist reguldr.
(b) Fiir alle &, € X mit p& = pi’ =: x ist p,n1(X, %) = pom1(X, &) als Untergruppe von m (X, z).
(¢) Hat ein geschlossener Weg in X eine geschlossene Hochhebung, so sind alle seine Hochhebungen
geschlossen.
(d) Ist X zusdtzlich lokal wegzusammenhingend, so sind (a) bis (c) auch dquivalent zu:
D(X,p) operiert transitiv auf F = p~ ().

BEISPIELE.

(a) Universelle Uberlagerungen sind regulir, weil die triviale Untergruppe immer ein Normalteiler ist.

(b) Eine wegzusammenhéngende Uberlagerung p: X — X, bei der X eine abelsche Fundamentalgruppe
m1(X, z) hat, ist regulir, weil alle Untergruppen einer abelschen Gruppe Normalteiler sind.

(c) Zweiblattrige Uberlagerungen sind regulir, falls sie wegzusammenhingend sind, weil Untergruppen
vom Index 2 immer normal sind.

10. Klassifikationssatz fiir Uberlagerungen
Wir konstruieren zunichst eine Klasse von Uberlagerungen hinreichend zusammenhingender Réume.

Satz 10.1.
Ist X ein hinreichend zusammenhdngender Raum und x € X. Dann gibt es zu jeder Untergruppe H <

71 (X, ) eine wegzusammenhingende Uberlagerung Xy ™ X und ein &y € Xy mit
pr(ig) =z und pr.m (Xg, i) = H.
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BEWEIS.

e Nach Satz existiert die universelle Uberlagerung p: X — X von X. Wir wiihlen ein & € p~ ().
Wegen Korollar [0.5]legt dies einen Isomorphismus fest:

o: m(X,z) = D(X,p).

Daher ist ¢(H) eine Untergruppe der Deckbewegungsgruppe D(f( ,p) und wir definieren Xy =
X /p(H) als den Quotientenraum. Es sei py die Abbildung

PH: XH — X,
[yl = p(y).

Die Abbildung py ist offensichtlich wohldefiniert, surjektiv und stetig. Als Grundpunkt von Xy
wihlen wir &y := 7w (Z), wobei 7: X — Xy die kanonische Projektion auf den Quotientenraum
Xy = X/p(H) ist.

e Es gilt py(Zy) =z und die universelle Uberlagerung p: X — X faktorisiert iiber Xy

IS

XHZX/SO(H)

e Es ist nun zu zeigen, dass ppy: X 7 — X eine Uberlagerung ist. Es sei U eine die universelle
Uberlagerung p trivialisierende Umgebung eines beliebigen Punktes z’ € X,

>

p

“—

P

p U =~ |_|U><{y}: |_|Uy.

yeFr yeF

Wir fithren eine Aquivalenzrelation ein: U, sei dquivalent zu U, , wenn es eine Deckbewegung
h € ¢(H) gibt mit hU, = U,,. Wir wéhlen einen Vertreter Uy, fiir jede Aquivalenzklasse. Dann ist

fiir PH: Xg— X
pE'(U) =] |=(U,,).

Dies ist eine Vereinigung paarweise disjunkte offener Mengen. Jede wird durch Einschréankungen
von p homdomorph auf U abgebildet, so dass die Umgebung U in X auch py trivialisiert; es liegt
also eine Uberlagerung vor.

e Wir miissen fiir die so konstruierte Uberlagerung noch die Untergruppe (pg)«m1(Xg, Zx) ausrech-
nen.

Fiir [w] € m (X, z) sei Wy der hochgehobene Weg in Xy mit Anfangspunkt Zz und @ der
hochgehobene Weg in der universellen Uberlagerung X mit Anfangspunkt Z. Es gilt dann 7(@) =
Wy, weil beide Wege Hochhebungen des Wegs w mit Anfangspunkt g sind.

Ein Wy ist genau dann geschlossen, wenn gilt @w(1) = ¢(w)(Z) = hZ fiir ein h € p(H). Genau
dann ist [w] € ¢(H), und daher ist (pg )71 (Xp, 35) = H.
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Fiir jede Untergruppe H < 71 (X, z) faktorisiert also die universelle Uberlagerung p: X > X als
X \
PJ X =X/o(H)
X

P

Umgekehrt sind alle Uberlagerungen von dieser Form:

Sa1z 10.2. Ist X hinreichend zusammenhdngend und p' X’ — X eine wegzusammenhdngender Uberlagerunyg.
Dann faktorisiert die universelle Uberlagerung p: X — X diber X':

v

X' /b

pi
X

BEWEIS. Wir wiihlen einen Grundpunkt Z’ € X’ und als Grundpunkt fiir X den Punkt z := p/(#'). Wir
wéhlen auerdem einen Grundpunkt € X mit p(Z) = x. Dann ist

H:=p,m(X',i&) < m(X,2)

)

so dass o eine Uberlagerung ist.

eine Untergruppe und

X = X/p(H)=: Xy

ist nach Satz ine Uberlagerung.

Nach Satz [9.4]ist die Untergruppe pr )« (Xg,m(2)) = H, und somit sogar gleich, also insbesondere
konjugiert zu pl,m (X', &’). Nach Satz sind die beiden Uberlagerungen dquivalent, so dass wir g schreiben
konnen als die Verkettung von pg mit einem Homoomorphismus iiber X. O

Damit erhalten wir das Hauptresultat dieses Abschnitts:

THEOREM 10.3 (Klassifikationssatz fiir Uberlagerungen). Es sei X hinreichend zusammenhdngend und
x € X. Dann gibt es eine Bijektion

{ Aquivalenzklassen wegzusammen- } { Konjugationsklassen von }

hingender Uberlagerungen von X Untergruppen von (X, x)

Hier bei wird einer Uberlagerung p': X' — X die Konjugationsklasse von m (p')mi (X', ') wie in Definition
zugeordnet und einer Untergruppe H < m (X, x) die in Satz konstruierte Uberlagerung.

BEMERKUNGEN.

(a) Ist N eine normale Untergruppe von 7 (X, x), dann entspricht ihr, bis auf Aquivalenz, eine reguliire
Uberlagerung.
Die normale Untergruppe N ist der einzige Vertreter ihrer Konjugationsklasse. In diesem Fall
ist die Deckbewegungsgruppe

D(XN,pN) = 7T1(X,J})/N.
Im allgemeinen ist die Formel komplizierter, vgl. Satz
DX pm) = Ney o) (mpr)m (Ko zm) ) /i (oar) s (X o).
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(b) Ist X hinreichend zusammenhingend und 71 (X, z) = {1}, so hat X nur triviale Uberlagerungen
X' =X.

BEISPIELE.

(a) Es gilt (S, 1) = Z. Die einzigen Untergruppen von Z sind von der Form nZ mit n € Ny. Bis auf
Aquivalenz gibt es daher nur die Uberlagerungen von S':

R — St prn: St — St
t — exp(2mit) z = 2"

Wir haben den folgenden Turm von Uberlagerungen:

R

Sl

wobei 7(,): R — R/nZ = S! die kanonische Projektion bezeichnet. Man beachte, dass dies dem
folgenden Diagramm im Untergruppenverband von Z entspricht:

ox
\QZ 37 67

Z

(b) Ist X hinreichend zusammenhéngend und m(X) 2 Z/27Z, so hat X bis auf Aquivalenz nur eine
nicht-triviale wegzusammenhiingende Uberlagerung. Dies trifft zum Beispiel auf X = RP™ mit
n > 2 zu; die einzige nicht-triviale wegzusammenhingende Uberlagerung ist S”. Dies ist auch die
universelle Uberlagerung.

(c) Der topologische Raum X = S Vv S! hat sehr viele Uberlagerungen, weil seine Fundamentalgruppe
71 (X, x) = Z*Z ist. Eine freie Gruppe auf zwei Erzeugern hat sehr viele Untergruppen, zum Beispiel
freie Gruppen mit beliebig vielen Erzeugern.

Fiir viele Gruppen ist es nicht leicht, Untergruppen zu klassifizieren. Daher geben wir noch eine explizite
Klassifikation wegzusammenhéngender Uberlagerungen hinreichend zusammenhingender Rdume mit endlich
vielen Blédttern an.

(a) Wir notieren wieder mit ¥,, die symmetrische Gruppe auf n Elementen. Sie ist die Gruppe der bijek-
tiven Selbstabbildungen der Menge {1,2,...n}. Die Verkniipfung ist die Hintereinanderausfithrung
von Abbildungen.
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(b) Es sei p: X — X eine n-blittrige Uberlagerung. Wir wiihlen einen Grundpunkt z € X und eine
beliebige Nummerierung &1, Zs, . .., &, der Punkte in der Faser von x, also mit p(Z;) = «.
Wir definieren eine Abbildung

g: 7T1( ) Xn

wie folgt: Es sei [w] € m (X, x) und @: [0,1] — X die nach Satz.emdeutlg bestimmte Hochhebung
mit @w(0) = &;. Wir definieren dann g[w] (i) = j, wenn @(1) = Z; gilt. Weil die Hochhebung eindeutig
ist, ist die Selbstabbildung o[w] von {1,...,n} injektiv, also eine Permutation.

Die so definierte Abbildung g ist ein Gruppenhomomorphismus.

Wir brauchen einige Begriffe fiir Gruppenhomomorphismen in die symmetrische Gruppe:

DEFINITION 10.4. Es sei G eine Gruppe.

(a) Ein Homomorphismus ¢: G — X, heifit transitiv, wenn es zu jedem Paar ,j € {1,...,n}eing € G

gibt mit o(g)(i) = j.
(b) Zwei Homomorphismen g, o': G — X, heilen dquivalent, wenn es ein o € 3, gibt mit ¢'(g) =

oo(g)o~" fiir alle g € G. Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse von ¢ mit ().
(¢) Wir bezeichnen mit (G, %,) die Menge der Aquivalenzklassen aller transitiven Gruppenhomomor-
phismen von G nach ¥,,.

Wir machen uns weiter klar:

(a) Andert man die Nummerierung der Urbildpunkte durch ein Element o € %, so erhilt man die
unter o zu g konjugierte Abbildung, vgl. etwa die Argumente im Beweis von Satz

(b) Ist X wegzusammenhdingend, so ist o: my (X, r) — ¥, transitiv: Fiir Z;,%; € p~!(x) sei @ ein Weg
von Z; nach Z;. Dieser ist die eindeutige Hochhebung des geschlossenen Wegs w := pw in X mit
Anfangspunkt Z;. Daher gilt p[w](j) = ¢ fiir vorgegebene 1, j.

DEFINITION 10.5. Es sei X % X eine n-bléttrige wegzusammenhiingende Uberlagerung mit einer belie-
bigen Nummerierung der Blétter {iber einem Punkt x € X. Wir bezeichnen die Klasse des damit festgelegten
transitiven Homomorphismus ¢: 71 (X, z) — %, mit S(X,p) € (m(X,z),%,). Jeden Homomorphismus in
dieser Klasse nennt man einen charakterisierenden Homomorphismus der Uberlagerung p: X — X.

Wir kénnen nun n-blittrige Uberlagerungen folgendermafien beschreiben:
Sarz 10.6 (Klassifikationssatz fiir n-bléittrige Uberlagerungen). Es sei X ein hinreichend zusammen-

hingender Raum und x € X. Dann gilt:

(a) Zwei n-blittrige wegzusammenhingende Uberlagerungen p: X — X und p': X' — X sind genau
dann dquivalent, wenn S(X,p) = S(X',p) gilt.

(b) Fiir jedes Element (o) € (m1(X,2),%,) gibt es eine n-blittrige wegzusammenhingende Uberlagerung
p: X = X mit S(X,p) = (o).

BEWEIS.

(a) Wir wihlen Nummerierungen der Fasern p~'(z) = {Zi,...%,} und p'~Y(z) = {7},...%,}. Wir
erhalten damit Homomorphismen
0,0 :m(X,z) = B,.
Gibt es eine Aquivalenz f: X — X', so kann man die Nummerierung so wihlen, dass f(Z;) = Z;

gilt. Dann ist ¢ = ¢’ und erst recht S(X,p) = S(X', ).

Gilt umgekehrt S ()N( ) =8 (X', p ), so wihlen wir die Nummerierung so, dass ¢ = ¢’ gilt. Nun ist
aber

pem (X, &) = {[w] € m(X, z) | o[w](i) = i}
und daher gilt p,m (X, #;) = plr (X, Z%). Aus Satz folgt, dass die Uberlagerung p: X — X zu
der Uberlagerung p’: X’ — X #quivalent ist.
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(b) Es sei (o) € (m1(X,x),X,) gegeben. Dann ist
H = {[w] € m(X,2) | olw](1) =1}

eine Untergruppe von 71(X,z). Da ¢ transitiv ist, finden wir fiir jedes ¢ = 1,...n eine Klasse
[w;] € m (X, z) mit o[w;](1) = ¢. Dann ist ([w;|H);=1,...n ein Vertretersystem fiir die Nebenklassen
von H und daher ist der Index der Untergruppe [ (X,z) : H] = n.

Zur Untergruppe H gibt es nach Satz @‘eine wegzusammenhiingende Uberlagerung py: X —
X mit Grundpunkt Zy € Xy und H = (pg)+(Xg,Zg). Nach Konstruktion ist die Uberlagerung
n-blattrig.

Wir miissen noch den Gruppenhomomorphismus nach ¥,, bestimmen, der zu der Uberlagerung
pr: Xy — X gehort. Wir setzen dazu ;1 := Zp. Ist @; die Hochhebung von w; mit w;(0) = &1, so
sei &; := w;(1). Es gilt &; # &; fiir ¢ # j. Es sei o : m(X,,2) = E,, der durch diese Nummerierung
der Punkte der Faser festgelegte Gruppenhomomorphismus. Dann gilt

ow](1) =1 fur alle [w] € H und pglw;](1) =4 furi=2,...n.

Sind [v] € m(X,z) und i € {1,...n} beliebig, so ist [v][w;] € [w,;]H fiir ein gewisses j und
daher
on[v](i) = en ([v][wi])(1) = emlw;](1) = j

olv] () = o([v][wi])(1) = o[w;}(1) = j.

Dies gilt fiir alle s = 1,...n und daher ist oy = 0.

und ebenso

O

BEISPIEL.
Wir bestimmen die indquivalenten wegzusammenhéngenden zweiblattrigen Uberlagerungen von X = S'vSL
Die Fundamentalgruppe 71 (X) ist eine freie Gruppe auf zwei Erzeugern. Wir untersuchen daher Gruppen-
homomorphismen
0: Txl = <t1,t2> — 22 = {ld,T} = Z/QZ
Die Werte von ¢ sind auf den Erzeugern ¢1,to frei wiahlbar:

‘Q1‘92‘Q3‘Q4
tl‘id‘id‘T ‘T
b [ [id |7
Man sieht sofort, dass p; nicht transitiv sein kann, aber g5, 03 und p4 sind transitiv. Da in diesem Fall
35 abelsch ist, sind diese drei Gruppenhomomorphismen nicht zueinander konjugiert.
Es gibt also drei indquivalente wegzusammenhingende zweiblittrige Uberlagerungen von S' v S'. Zeich-
nen Sie diese!
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