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KAPITEL 1

Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

I.1. Vorwort

Dieses Skript baut auf dem Skript von Prof. Dr. Thomas Schmidt aus dem Wintersemester 2020/21 auf,
ist aber an einigen Stellen abgeéndert.

Der Vorlesungszyklus Mathematik 1 bis 4 fiir das Lehramt der Sekundarstufe deckt vor allem Themen
aus den Bereichen Analysis und lineare Algebra ab. Diese Bereiche sind grundlegend fiir die Mathematik und
werden auch im Studium des Kernfachs Mathematik als Erstes unterrichtet. Die lineare Algebra ist dabei eine
allgemeine Lehre linearer Strukturen, zu der unter anderem der Umgang mit linearen Gleichungssystemen,
linearen Abbildungen, Vektoren und Matrizen zéhlt und und zu der die sogenannte analytische Geometrie
mit Punkten, Geraden und Ebenen gehort. Die Analysis ist die Lehre vom mathematischen Umgang mit dem
Unendlichen, der letztlich immer mittels Grenziibergéingen und Grenzwerten erfolgt. Zentrale Themen der
Analysis sind reelle und komplexe Zahlen, Grenzwerte, Ableitungen und Integrale. In der Vorlesung Mathe-
matik 1 liegt der Schwerpunkt zunéchst auf allgemeinen Grundlagen der Mathematik, die nicht unbedingt
einem der genannten Bereiche zuzuordnen sind, und dann auf ersten Themen der Analysis.

Das Ziel der Vorlesungen Mathematik 1 bis 4 ist, eine fachwissenschaftliche Einfiihrung in das mathe-
matische Arbeiten mit prazise definierten Begriffen, Lehrséitzen und vollstdndigen Beweisen zu geben. Im
Schulunterricht der Sekundarstufe relevante Themen werden dabei in gréferer Ausfiihrlichkeit behandelt.
Daneben sollen ein deutlich iiber den Schulstoff hinausgehendes mathematisches Hintergrundwissen, die Féa-
higkeit zur eigenstindigen Einarbeitung in mathematische Themen und Konzepte, ein gewisser Uberblick
iiber mathematische Gebiete sowie ein Gefiihl fiir die Mathematik als lebendige Wissenschaft vermittelt
werden.

In diesem initialen Kapitel geht es um Aspekte der mathematischen Logik, der mathematischen Ar-
beitsweise und der Mengenlehre, die als Grundlage der gesamten modernen Mathematik betrachtet werden
und den streng mathematische Aufbau aller weiteren Theorie erst ermoglichen. Die Beschéftigung mit den
Grundlagen ist dabei keineswegs einfach, da man auch sehr einleuchtende Sachverhalte weiter hinterfragen
und begriinden muss.

Hier werden wir sowohl die Logik als auch die Mengenlehre hauptséchlich von einem naiven Standpunkt
betrachten, der fiir ein Mathematik-Studium und das wissenschaftliche Arbeiten in den allermeisten ma-
thematischen Gebieten ausreicht. Es sind fundiertere Zugénge zu Logik und Mengenlehre bekannt. Solche
Aspekte konnen wir hier aber bestenfalls andeuten. Bevor man sie im Detail verstehen kann, braucht man
erst einmal mehr Erfahrung mit dem mathematischen Denken und Arbeiten.

1.2. Aussagenlogik und Wahrheitstafeln

Grundlegend fiir alle Gebiete der modernen Mathematik ist der Umgang mit Aussagen, die entweder als
wahr (w) oder als falsch (f) zu betrachten sind und denen einer dieser beiden sogenannten Wahrheitswerte
zugeordnet wird. Insbesondere bewegen sich mathematische Aussagen nicht in Grauzonen. Ein Satz wie ,Die
Zahl 10 ist grofs.“ erfiillt also nicht den Anspruch einer mathematischen Aussage, denn ab wann man von
»grofs spricht wird nicht ersichtlich. Wenn man ,,grof* natiirlich im Vorfeld definiert hat, dann ist es etwas
Anderes. Dagegen sind

»,Die Zahl 10 ist grofer als die Zahl 15.%
und

,Die Zahl 10 ist mindestens so groft wie die Zahl 10.*
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Beispiele fiir sinnvolle mathematische Aussagen, von denen die erste natiirlich falsch, die zweite wahr ist.
Dass eine Aussage gilt, ist eine alternative mathematische Sprechweise dafiir, dass die Aussage wahr ist.

Aussagen konnen im Rahmen der Aussagenlogik durch logische Grundoperationen verneint und auf ver-
schiedene Weisen zusammengesetzt werden. Formal notiert man verneinte und zusammengesetzte Aussagen
mit Hilfe von Junktoren. Dies sind logische Symbolen, die vor oder zwischen die Aussage(n) geschrieben
werden. Die fiinf wichtigsten Grundoperationen und die Anwendung der zugehérigen Junktoren mit Platz-
haltern A und B fiir Aussagen sind in folgender Tabelle zusammengefasst, wobei die Operationen, Schreib-
und Sprechweisen innerhalb eines Feldes Alternativen gleicher Bedeutung sind:

Operation LJ unktoren Bedeutung, Sprechweisen
Vernelgung A nicht A
Negation
logisches Und AAB Aund B
Konjunktion
logl's<':hes Qder AV B A oder B
Disjunktion
Aus A folgt B
Folgerung A= B B folgt aus A
Implikation | B <= A A impliziert B
A ist dquivalent zu B
Aquivalenz A< B A gleichbedeutend mit B

Die Wahrheitswerte der verneinten und zusammengesetzten Aussagen ergeben sich dabei einzig und
allein aus den Wahrheitswerten von A und B und werden durch folgende Wahrheitstafeln festgelegt:

A B|AANB AVvVB A=—B A<—=B
Al A W W w w w w
w| f w f f W f f
f|w f w f W w f

f f f f w W

Hervorzuheben ist hierbei insbesondere, dass das logische Oder nicht exklusiv ist, das heift, AV B ist
auch dann wahr, wenn A, B beide wahr sind, zusétzlich zu den Féllen, in denen eine der Aussagen A, B
wahr, eine falsch ist.

Daneben mag zunéchst {iberraschen, dass die Implikation A => B bei falscher Pramisse A (dritte/vierte
Zeile Tabellenkorper) als wahr festgelegt wird, also ,aus Falschem alles folgt®.

Beispiele dazu sind

3 ist ungerade = 2 -4 = 8 (wahr)
3 ist ungerade =2 -4 =7 (falsch)
3 ist gerade = 2-4 =8 (wahr)
3 ist gerade = 2-4 =7 (wahr)

Um dies zu verstehen, kann man auch an das Sprichwort ,Wer A sagt, der muss auch B sagen.“ denken,
das als Implikation aus den Teilaussagen , A wird gesagt.“ und ,B wird gesagt.“ zusammengesetzt ist. Wenn
man A und B sagt (erste Zeile), ist dies im Sinn des Sprichworts ,richtig®. Wenn man A nicht sagt, ergibt
sich keine Verpflichtung. Man kann dann B sagen (dritte Zeile) oder auch nicht (vierte Zeile); beides wire
yrichtig®. Die einzige Moglichkeit, geméfs Sprichwort ,falsch® zu handeln, ist in der Tat die, dass zwar A, aber
nicht B gesagt wird (zweite Zeile).

Natiirlich kann man mehrere Junktoren kombinieren, wobei die Reihenfolge der Auswertung genau wie
bei den Grundrechenarten im Allgemeinen durch Klammern anzuzeigen ist, und kann fiir jede logische Formel
aus endlich vielen Aussagen und endlich vielen Junktoren Wahrheitstafeln ableiten.
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Es kommt vor, dass verschiedene logische Formeln in allen Fallen mit dem gleichen Wahrheitswert belegt
sind. In diesem Fall sind sie logisch dquivalent und wir kénnen sie mit ,, <= “markieren.

Beispiele fiir logisch dquivalente Formeln, gebildet aus Aussagen A, B, C, sind die Kommutativ- und
Assoziativgesetzte:

ANB < BAA, AV B < BVA,
(AAB)ANC <= AN(BACQ), (AVB)VC < AV (BV(O).

Dementsprechend kann man bei Formeln dieser Gestalt die Reihenfolge der Aussagen vertauschen und auf
Klammerung verzichten. Weitere Beispiele fiir &quivalente Formeln sind:

(AVB)AC <<= (AANC)V(BAC), (ANB)VC <<= (AvC)A(BV(O),
A= B <<= (-A)VB, A<B <= (AANB)V(=(AvVDB)).

Die beiden Regeln der oberen Zeile kann man sich als Distributivgesetze fiir A und V merken. Mit der unteren
Zeile konnen die Pfeil-Symbole =— und <= durch =, A und V ausgedriickt werden und erweisen sich
damit im Prinzip als redundant. In der Tat ist die Pfeil-Notation aber sehr intuitiv und wird in der Praxis
daher oft benutzt.

Es kann sich beim Ausfiillen einer Wahrheitstafel auch herausstellen, dass eine logische Formel fiir alle
moglichen Kombinationen von Wahrheitswerten der Einzelaussagen stets wahr ist. Solche Formeln heiften
Tautologien. Die Tautologien der Form (...) <= (...) bedeuten dabei gemé&f der Wahrheitstafel fir die
Aquivalenz, dass die linke und die rechte Teilformel stets denselben Wahrheitswert haben, somit logisch
dquivalent sind und beliebig durch einander ausgetauscht werden kénnen.

Bekannte Beispiele fiir Tautologien, gebildet aus Aussagen A, B, C, sind:

(-(A) = A (Gesetz der doppelten Negation),

AV (-A) (Satz vom ausgeschlossenen Dritten),
(ANB) = (AV (),

(=(AAB)) <= ((4) vV (ﬁB))} (De Morgansche Gesetze zur Negation der
(=(AV B)) < ((mA) A (=B)) Konjunktion und Disjunktion),

(#(A== B)) <= (AN (—-B)) (Negation der Implikation).

Weitere Beispiele fiir Tautologien, an die sich spéter diskutierte Schluf- und Beweistechniken anlehnen, sind:

(AN(A=B))= B
(A= B)AN (B=()) = (A=)
(A= B) <= ((-B) = (=4))

Modus ponens),
Transitivitdt der Implikation),

(
(
(Kontrapositions-Prinzip),

(Charakterisierung der Aquivalenz durch

(4= B) < (A= B)N (B = 4)) gegenseitige Implikation).

1.3. Pradikatenlogik und Quantoren

In der mathematischen Praxis kommt man mit der Aussagenlogik allein nicht weit, sondern bendtigt
schnell die allgemeinere Priadikatenlogik. Pradikate sind dabei Aussagen mit freien Variablen. Ein Beispiel
ist ,,x ist grofer als die Zahl 15.“ mit einer freien Variable x. Freie Variablen sind Platzhalter fiir noch
unbestimmte Objekte, und solang diese nicht bestimmt sind, man etwa im Beispiel den Wert von x nicht
kennt, solange kann man {iber wahr oder falsch nicht sinnvoll entscheiden. Somit kann und soll Pradikaten
erst einmal kein Wahrheitswert zugeordnet werden. Erst wenn man fiir die freien Variablen sinnvoll konkrete
Objekte oder Zahlen einsetzt, zum Beispiel die Zahl 10 fiir x, erst dann ergeben sich wieder individuelle
Aussagen, die als wahr oder falsch zu betrachten sind.

Man kann mit einem Pradikat auch auf andere Art Aussagen ohne freie Variablen bilden. Beispielsweise
lésst sich mit dem Prédikat ,,x ist grofer als die Zahl 15. einerseits die Aussage

,Alle natiirlichen Zahlen sind grofer als die Zahl 15.% (falsch)
bilden und andererseits die Aussage



,Es gibt eine natiirliche Zahl, die grofer als die Zahl 15 ist.“ (wahr).

Dies sind tatséchlich Beispiele fiir das Hinzufiigen von Quantoren, den entscheidenden logischen Opera-
toren der Pradikatenlogik, die bei einem Pradikat P(z) mit einer freien Variable z die Variable binden und
zu einer Aussage ohne freie Variable fiihren.

Die Kombination aus Pradikat und Quantor liefert eine Aussage mit Wahrheitswert. In der Praxis gibt
man in Kombination mit dem Quantor auch eine Grundmeng(—ﬂ M von Elementen an, die man fiir die Variable
x einzusetzen erlaubt. Im eben betrachteten Beispiel war diese Grundmenge M die Menge der natiirlichen
Zahlen.

Zu Schreib- und Sprechweisen fiir die beiden mafsgeblichen und im Beispiel schon betrachteten Quantoren
halten wir fest:

Quantor Schreibweisen Bedeutung, Sprechweisen

All-Quantor VzeM: P(x) Fiir alle z aus M gilt P(x).
Sei « aus M beliebig. Dann gilt P(z).

Existenz-Quantor ~ JxeM: P(x) Es gibt ein « aus M mit P(x).
Fiir ein z aus M gilt P(x).

Hierbei wird die Aussage VzeM : P(z) als wahr betrachtet, wenn P(x) fiir jedes Objekt aus der Grund-
menge M, das an Stelle von x eingesetzt wird, wahr ist. In allen anderen Fillen gilt VaeM : P(z) als falsch.
Analog betrachtet man Jz€M : P(z) als wahr, wenn es ein Objekt in der Grundmenge M gibt, dessen Ein-
setzen zu einer wahren Aussage P(z) fiihrt. In allen anderen Féllen gilt 3x€M: P(x) als falsch. Betont sei
dabei, dass mit einem x immer mindestens ein x gemeint ist; diese Interpretation ist in der Mathematik
allgemein iiblich.

Die Symbole V als umgedrehtes A und 3 als gespiegeltes E erinnern dabei an die Namen der Quantoren.
Gelegentlich wird auch die Notation 3lz€eM: P(z) mit einem Existenz- und Eindeutigkeitsquantor 3! ver-
wendet, um auszudriicken, dass P(z) fiir genau ein Objekt — also fiir ein einziges, aber kein weiteres — aus
M wahr ist.

Seien Sie bitte vorsichtig, wenn Sie Aussagen verneinen, die Quantoren enthalten. Die Verneinung der
Aussage ,Alle Primzahlen sind ungerade® ist nicht ,,Alle Primzahlen sind nicht ungerade” (also ,Alle Prim-
zahlen sind gerade®) sondern ,Es gibt eine Primzahl, die nicht ungerade ist“. Diese Aussage ist wahr: Die
Zahl 2 ist gerade aber trotzdem eine Primzahl.

Fiir die Negation von Quantoren gelten die folgenden Gesetzméfigkeiten. Dies sind Versionen der de
Morganschen Gesetze aus Abschnitt [[.2}

(=(VzeM: P(z))) <= (JzeM: (-P(x))),
(=(FzeM: P(z))) <= (VzeM: (-P(x))).

Die erste Regel besagt , dass ,,P(x) gilt nicht fiir alle z aus M.“ gleichbedeutend ist mit ,Fiir ein z aus M
gilt P(x) nicht.“ Die zweite Regel driickt aus, dass ,Fiir kein « aus M gilt P(z).“ gleichbedeutend mit ,Fiir
alle x aus M gilt P(x) nicht.” ist.

Natiirlich treten in der Mathematik auch Pradikate mit mehreren freien Variablen auf, wobei die Varia-
blen dann durch mehrere Quantoren gebunden werden kénnen. Beispielsweise kann man aus einem Pradikat

LTatsschlich werden hier Quantoren unter Verwendung von Mengen und im néchsten Abschnitt Mengen unter Verwendung
von Quantoren erklart. Eine konsistente Einfiihrung der Begriffe erfordert ein vorsichtigeres Vorgehen: Man wiirde dazu an dieser
Stelle nur die ,,Mengen-freien Aussagen Vz: P(z) und Jx: P(z) einfiihren, wobei im Hintergrund ein sogenanntes Diskursuni-
versum von zulédssigen Objekten steht, die fiir die Variable x eingesetzt werden kénnen. Im n#chsten Schritt kénnte man dann
axiomatisch Mengen und die Elementbeziehung € einfithren — unter Verwendung solcher Quantoren iiber das Diskursuniversum
der Mengen. SchlieRlich wiirde man Vx € M : P(x) und 3z € M : P(z) als abkiirzende Schreibweisen fiir Vz: (z € M = P(z))
und Jz: (x € M = P(z)) erkléren. Sind diese Grundlagen einmal geklért, so laufen alle fortan relevanten Quantoren aber
tatsdchlich iiber Grundmengen M.



P(z,y) mit zwei freien Variablen z und y und aus Quantoren {iber Grundmengen M und N unter anderem
die Aussagen Vx € M :Vy € N : P(z,y) und Iy € N : Vo € M : P(z,y) bilden.

Es ist dabei wichtig zu wissen, dass zwei Quantoren gleichen Typs (also V mit V und 3 mit 3) in der
Reihenfolge vertauscht werden diirfen, ohne dass sich die Bedeutung der Aussage é&ndert. Beispielsweise ist
VaeM : VyeN : P(z,y) dquivalent zu VyeN: VaeM : P(z,y).

Die Vertauschung eines All-Quantors mit einem Existenz-Quantor ist dagegen nicht ohne Unterschied
in der Bedeutung méglich: Tatséchlich bedeutet Vo € M : 3y € N : P(z,y), dass zu jedem z€M ein von x
abhéngiges y€N existiert, so dass P(x,y) gilt. Dagegen symbolisiert Jye N : VaeM : P(z,y) die Existenz
eines y€N (jetzt wirklich nur ein y, das nicht von einem z abhingen darf), so dass fiir alle xte M Giiltigkeit
von P(z,y) besteht. Man kann sich den Unterschied zwischen diesen beiden Aussagen klarmachen, indem
man fiir P(z,y) das einfache Pradikat ,,y ist grofer als 2 einsetzt und als Mengen M und N die Menge der
natiirlichen Zahlen: Die Aussage VaeM : JyeN : P(x,y) bedeutet dann

HFir alle natiirlichen Zahlen x gibt es eine natiirliche Zahl y, die grofer ist als die zuerst gegebene Zahl x.“
und ist richtig. Die Aussage JyeN : VzeM : P(z,y) dagegen bedeutet
»Es gibt eine natiirliche Zahl y, die grofer ist als alle natiirlichen Zahlen z.*

und ist falsch.
Wie sich die Negationsregeln auf Formeln mit mehreren Quantoren auswirken, kann man schliefslich
anhand des Beispiels

(=(VzeM : JyeN : P(x,y))) < (FxeM :YyeN : (-P(z,y)))

verstehen: Beim Hereinziehen der Negation wird jeder der Quantoren durch den anderen ausgetauscht.

I1.4. Zum Aufbau der Mathematik und logischen Schliissen

Der Grundanspruch der Mathematik als Wissenschaft ist der, nur von einem begrenzten System von
Grundannahmen, sogenannten Axiomen, auszugehen und alle Aussagen und Lehrsétze der Theorie durch
liickenlose Argumentation mittels logischer Schliisse aus den Axiomen abzuleiten. Die fiir die Herleitung
einer Aussage bendtigte Argumentation nennt man einen Beweis und spricht davon, die Aussage zu zeigen,
zu beweisen, nachzuweisen oder zu verifizieren.

Hierzu koénnen

e Definitionen (allgemein vereinbarte Abkiirzungen oder Festlegungen)

getroffen und bereits bewiesene Aussagen verwendet werden. Fiir Gleichheiten beziehungsweise Aquiva-
lenzen, die per Definition festgelegt werden, verwendet man dabei die Symbole :=, =: beziehungsweise : <=,
<=, wobei der Doppelpunkt auf der Seite der neu eingefithrten Bildung steht. Es kommt gelegentlich vor,
dass bei einer Definition nicht direkt ersichtlich ist, warum ein eingefiihrtes Objekt in allen zuléssigen Féllen
sinnvoll erklart oder von der richtigen Bauart ist. In solchen Situationen ist zusammen mit der Definition
die sogenannte Wohldefiniertheit zu zeigen, das heiftt, es ist im Zusammenhang mit der Definition auch die
Sinnhaftigkeit des eingefiihrten Objekts zu beweisen.

Einmal bewiesene Aussagen bezeichnet man je nach Bedeutung, deren Einschéitzung etwas subjektiv
sein mag, als

Sétze (wesentliche Erkenntnisse),

Hauptsétze/Theoreme (Sitze von besonders weitreichender Bedeutung),
Lemmata/Hilfssétze (kleinere/grofere Hilfsresultate von eher spezieller Natur),
Propositionen (Resultate von etwas allgemeinerem Nutzen),

Korollare (vergleichsweise direkte Folgerungen aus anderen Resultaten).

Das wohl wichtigste Grundprinzip des Beweisens und des logischen Schlieffens, das sich an den Modus
ponens aus Abschnitt[[:2]anlehnt, besteht darin, bei zwei gegebenen Aussagen A und B aus der Wahrheit von
einerseits A und andererseits A => B auf die Wahrheit von B zu schlieffen. Dies erkldrt zu einem gewissen
Grad auch die Notation A = B mit dem Pfeilsymbol: Gilt die Implikation, so kann man von A auf B
schliefsen. Niitzlich ist ein solcher logischer Schluss beispielsweise dann, wenn A = B geméif einem bereits
bewiesenen mathematischen Satz gilt und die Wahrheit von A deutlich leichter zu priifen ist als die von B.
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Als konkretes Beispiel konnte der Satz die aus der Schule bekannte Regel zur Teilbarkeit durch 3 sein,
die man in der Form
Vo € N: ((3 teilt die Quersumme von x) <= (3 teilt x))

mit der Menge N der natiirlichen Zahlen schreiben kann und die ein generell anwendbares, notwendiges und
hinreichendes Kriterium fiir die Teilbarkeit durch 3 darstellt.

Méchte man hiermit 873 auf Teilbarkeit durch 3 priifen, so lésst sich dies logisch wie folgt aufdréseln:
Zunéchst setzt man 873 fiir  ein und erhilt nach Berechnung der Quersumme 18 von 873, dass 3 genau
dann 18 teilt, wenn es 873 teilt. Somit sind die Implikationen

(3 teilt 18) = (3 teilt 873)“
und
,»(3 teilt 18 nicht) = (3 teilt 873 nicht)“

beide wahr (vergleiche mit Abschnitt . Nun folgt der eigentliche logische Schluss im obigen Sinn: Da
5,3 teilt 18 wahr ist (kleines Einmaleins) und die erste der beiden genannten Implikationen wahr ist, 14sst
sich schlieffen, dass ,,3 teilt 873“ wahr ist. Damit ist die Teilbarkeitsfrage in diesem Fall geklart. Stellt man
flir eine andere Zahl anstelle von 873 fest, dass 3 die Quersumme nicht teilt, so 1duft der Schluss natiirlich
analog, dann aber iiber die zweite Implikation, die das ,nicht“ enthélt.

Bei zukiinftigen Schliissen und Beweisen werden wir viel weniger ins Detail gehen und den begrifflichen
und formalen Aufwand dadurch deutlich verringern. Trotzdem kann es immer mal wieder niitzen, den gerade
am Beispiel erlduterten Ablauf eines typischen logischen Schlusses zu durchdringen und im Hinterkopf zu
behalten.

1.5. Grundlagen der Mengenlehre

In diesem Abschnitt werden grundlegende Definitionen und Notationen der Mengenlehre eingefiihrt.
Wie schon zu Kapitelanfang angedeutet, beschrinken wir uns dabei groftenteils auf eine Betrachtung vom
Standpunkt der naiven Mengenlehre. Weiterfithrendes zur axiomatischen Fundierung der Mengenlehre und
zu Griinden, warum es einer solchen bedarf, wird am Ende dieses Abschnitts kurz angerissen.

Grundlegend fiir die Mengenlehre ist in jedem Fall die Vorstellung, dass eine Menge unterscheidbare ma-
thematische Objekte als Elemente enthilt, wobei die Elementbeziehung durch das Symbol € zum Ausdruck
gebracht wird. Dies ist eine Grundvorstellung, die nicht weiter formalisiert wird. Die folgende Definition
verbindet diese Vorstellung mit Grundnotationen und der Festlegung, dass die Gleichheit von Mengen an
ihren Elementen hiangt und somit Mengen durch ihre Elemente vollstdndig charakterisiert sind:

Definition I.5.1. Als eine Menge M betrachtet man jede Ansammlung endlich oder unendlich vieler wohl-
unterscheidbarer mathematischer Objekte und erklart die Aussage x € M (lies: ,x ist ein Element von M*)
fiir wahr, wenn das Objekt = in M enthalten ist. Darauf aufbauend definiert man fiir Mengen M und N:

e Die Mengen-Inklusion M C N (lies: ,M ist Teilmenge von N“ oder ,M ist in N enthalten*
beziehungsweise dquivalent N D M (lies: ,N Obermenge von M* oder ,N enthdlt M*) bedeutet,
dass jedes Element von M auch Element von NV ist, also Vo € M: z € N gilt.

e Die Mengen-Gleichheit M = N bedeutet, dass M C N und N C M gelten, also M und N dieselben
Elemente enthalten.

e Die echte Mengen-Inklusion M ; N beziehungsweise dquivalent N 2 M bedeutet, dass M C N,
aber nicht M = N gilt.

Fiir die logischen Negationen von © € M, M C N, N D M, M = N schreibt man naheliegenderweise x ¢ M,
Mg N, NpM,M=#N.

Bei der Mengen-Inklusion ist auch Gleichheit erlaubt, es gilt also M C M fiir jede Menge M, was
natiirlich auch als M D M geschrieben werden kann. Analog zu den Ungleichheitszeichen < und > bei
Zahlen werden deshalb in mancher Literatur die alternativen Symbole C, D, £ 2 fiir die Mengen-Inklusion

verwendet. Fiir die strikte Mengen-Inklusion sind auch C, 2 gebrauchlich — und seltener auch nur C, D. In
dieser Vorlesung halten wir uns aber an die Konventionen der obigen Definition.
Insbesondere ist es nach der Definition sinnlos zu fragen, ob eine Menge dasselbe Objekt, beispielsweise

dieselbe Zahl, mehrfach enthélt, denn das Konzept der Menge sieht nur vor, dass ein Objekt entweder als
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Element enthalten ist oder eben nicht. Ein Objekt ist in einer Menge nicht zweimal oder dreimal enthalten,
jedenfalls nicht in dem Sinn, dass es sich um eine andere Menge handeln wiirde als bei nur einmaligem
Enthaltensein. Die Menge {1,1, 1,1} ist also zum Beispiel gleich der Menge {1}.

Um Mengen konkret durch Angabe ihrer Elemente zu beschreiben, listet man die Elemente wie folgt
zwischen geschweiften Klammern auf:

Notation 1.5.2. Man schreibt

() fiir die Menge, die kein Element enthélt, die sogenannte leere Menge,

{z} fiir die Menge, die das Objekt x als einziges Element enthilt,

{z,y} fiir die Menge, die genau die zwei Objekte z und y als Elemente enthilt,

allgemeiner {z1, z2,3,...,2Tn_1,%,} mit irgendeiner natiirlichen Zahl n fiir die Menge, die genau
die n Objekte x1, x2, T3, ..., Tn_1, T als Elemente enthélt,

o {x1,x9,23,...,} fiir die Menge, die genau die unendlich vielen Objekte x1, 29, 3, ... als Elemente
enthalt,

Die Formulierung, dass genau die genannten Elemente enthalten sind, bedeutet dabei, dass aufser den Ob-
jekten in der — eventuell mit ... angedeuteten — Liste keine weiteren Objekte Element der Menge sind.

Wird hierbei dasselbe Objekt mehrfach gelistet, so hat dies geméf den oben schon gemachten Bemer-
kungen keine andere Auswirkung als eine nur einfache Nennung.

Beispiele 1.5.3. Beispiele fiir Mengen mit konkret angegebenen Elementen sind:

e {5,13} (Menge mit den zwei Elementen 5 und 13),

{rot, griin, blau} (Menge der RGB-Grundfarben; 3 Elemente),

{+,—,-,:} (Menge der Grundrechenarten; 4 Elemente),

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F} (Menge der Hexadezimal-Ziffern; 16 Elemente),
{=7,—6,—5,...,17,18}, die Menge der ganzen Zahlen von —7 bis 18; 26 Elemente,

{1,2,3,4,...} (Menge der natiirlichen Zahlen; unendlich viele Elemente),
{{1,2,3,4,...},{+,—,:},{5,13},{2,5,—}}, ein Mengensystem mit 4 Mengen als Elementen,
P={2,3,57,11,13,17,19,23,...}, die Menge der Primzahlen; unendlich viele Elemente,
{,07,#,8,%,&,7,(,),0,1,2,3,...,%x,y,%,{, ], }, "}, die Menge der ASCII-Zeichen ohne Steuerzei-
chen; 95 Elemente.

Notationen mit Piinktchen kénnen problematisch sein, wenn die eigentliche Bildungsregel nicht ange-
geben wird und nicht jede*r unbedingt zur gleichen Interpretation kommt. Dennoch sind Piinktchen oft
praktisch, dass wir sie mit etwas Vorsicht weiterhin verwenden.

Die Veranschaulichung von Mengen und Mengen-Inklusionen kann man in geeigneten Fdillen mit Be-
reichen oder Umrissen in der Zeichenebene angehen: Besonders in Féllen mit endlich vielen Elementen ist
es iiblich, die Elemente in einem Bereich/Umriss von schematischer Bedeutung einzutragen oder zumindest
anzudeuten.

Beispiele zur Darstellung der Mengen-Inklusion zeigt Abbildung bei der ersten mit angedeuteten
Elementen.

(15.1)

Vorsicht! Die obigen Zeichnungen kénnen je nach Kontext auch Teilmengen in der Ebene mit unendlich vielen
Punkten veranschaulichen. Wichtig ist also immer die Situation, die man betrachtet. Solche Zeichnungen
ersetzen niemals einen Beweis!
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Mengen konnen sich auch iiberlappen, ohne ineinander zu liegen:

(15.2)

Mit den im Folgenden definierten Grundoperationen ergeben sich aber automatisch auch andere Mog-
lichkeiten zur Angabe von Mengen:

FEine schematische Veranschaulichung von Mengenrelationen ist die durch sogenannte Venn-Diagramme
(nach John Venn, 1834-1923, UK) wie in den folgenden vier Bildern.

Definition 1.5.4. Die Grundoperationen mit Mengen M, N und einem Mengensystem S, also einer Menge
S von Mengen, sind:

Aussonderungen: Ist P(z) ein Pradikat, fiir dessen Variable 2 die Elemente von M sinnvoll eingesetzt werden
kénnen, so enthélt die Aussonderungsmenge {z € M | P(z)} genau die Elemente 2 von M, fir die P(z) gilt.
Vereinigungen: Die Vereinigungsmenge M UN von M und N enthélt alle Elemente von M und alle Elemente
von N und sonst keine weiteren Elemente. Fiir jedes x ist also z € MUN gleichbedeutend mit (z € M)V (x €
N).

Allgemeiner hat die Vereinigungsmenge die drei gleichbedeutende Schreibweisen JS = Uy es M =
U{M | M € 8§} und ist die Menge, deren Elemente genau die Elemente der Elemente von S sind. Fiir jedes
x ist also x € ;g M gleichbedeutend mit IM € S: x € M.

Durchschnitte: Die Schnittmenge M N N von M und N ist die Menge, die alle gemeinsamen Elemente von
M und N und sonst keine weiteren Elemente enthélt. Fiir jedes z ist also x € M N N gleichbedeutend mit
(x € M)A (z € N).
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Allgemeiner ist die Schnittmenge (S = N;cs M = ({M | M € S} die Menge, die genau die Elemente
enthilt, die in allen Elementen von S enthalten sind. Fiir jedes x ist also 2 € (,,;.s M gleichbedeutend mit
VM eS:ze M.

Mengen-Differenzen: Die Differenzmenge M \ N := {x € M | z ¢ N} ist die Menge genau der Elemente von
M, die keine Elemente von N sind.

Die symmetrische Differenzmenge ist MAN := (M\ N)U(N\M)=(MUN)\ (M NN).

Aus Regeln fiir die logischen Operatoren V und A ergeben sich entsprechende Regeln fiir den Umgang
mit den Mengen-Operatoren U und N. Fiir U beispielsweise gelten die Kommutativ- und Assoziativgesetzte
MUN =NUM und (M; UM,)U Mz = M, U(MyU Ms) = U M,

Me{My,M2,M3}
fiir N gelten diese analog, fiir das Zusammenspiel gelten die ,Distributivgesetze*
(MluMg)mN: (Ml ﬂN)U(MQﬁN) und (MlﬁMQ)UN: (M1 UN)Q(MQUN)

Insbesondere kann man beim Zusammentreffen von ausschliefilich Vereinigungen oder ausschliefslich Schnitten
(aber nicht beim Zusammenspiel der beiden) auf Klammern verzichten und gebrauchliche Schreibweisen wie

n

U Mi=Mp UM U UM, = U M,
i=m Me{Mm,Merl,...,Mn}

n

ﬂMi::MmﬂMmHﬂ...ﬁMn: ﬂ M
i=m Me{ My, Mmi1,...,Mp}

fiir beliebige ganze Zahlen m,n mit m < n erkléren. Wir benutzen die sinnvolle Konvention |J;_, M, :=0
im Fall m > n.

Ist allgemeiner fiir jedes Element ¢ einer Menge I, genannt Indexmenge, eine Menge M; gegeberﬂ und
ist S ein Mengensystem, das als Elemente genau all diese M; enthilt, so verwenden wir

UMi:: U M und ﬂMizz ﬂ M

i€l MeS iel MeS

2Spéter werden wir in dieser Situation von einer Familie (M;);cr von Mengen oder dquivalent von einer Abbildung I — S,
i — M, sprechen.
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auch fiir beliebige Indexmengen I. Auch hier benutzen wir (J; o M; := 0.
Unter Verwendung der Schnittmenge definieren wir aufferdem:
Definition 1.5.5. Zwei Mengen M und N heifen (zueinander) disjunkt, wenn
MNN=9

gilt. Allgemeiner heifen endliche viele Mengen My, Ms, ..., M, mit natiirlicher Zahl n beziechungsweise un-
endliche viele Mengen M, My, Ms, ... paarweise disjunkt, falls M; N M; = ( fir alle i,j € {1,2,...,n}
mit ¢ # j gilt. Analog heiflen die in einem Mengensystem S enthaltenen Mengen paarweise disjunkt, wenn
M NN =0 fiir alle M, N € S mit M # N gilt.

Beachten Sie, dass ein Schnitt von Mengen leer sein kann, ohne dass die Mengen paarweise disjunkt sind.
So haben zum Beispiel die Mengen M; = {1,3}, M2 = {3,5} und M5 = {1,5} leeren Schnitt, aber je zwei
dieser Mengen haben einen nichtleeren Schnitt.
Fiir disjunkte Mengen M und N bezeichnet man M U N als disjunkte Vereinigung von M und N und
schreibt fiir M U N auch
MUN.

Der Unterschied zwischen U und U besteht also einzig darin, dass LI nur zwischen disjunkten Mengen ver-
wendet werden darf und durch seine Verwendung die Disjunktheit dann mit anzeigt. Analog verwendet
man die Notationen | |~ M; und | | mes M. Gelegentlich wird das Symbol U allerdings auch bei (mdogli-
cherweise) nicht disjunkten Mengen verwendet, um anzuzeigen, dass die Mengen vor der Vereinigung durch
Umbenennung von Elementen disjunkt gemacht werden.

Auch fiir Mengen-Differenzen und ihr Zusammenspiel mit Vereinigungen und Schnitten lassen sich ver-
schiedene allgemeingiiltige Regeln angeben, die teils in den Lernwerkstétten und Ubungen behandelt werden.
Hier halten wir vor allem eine etwas andere Sichtweise auf Differenzmengen fest:

Definition 1.5.6. Fiir eine fixierte Menge X', genannt die Grundmenge, und eine Teilmenge M von X nennt
man M€ := X\ M das Komplement von M in X.

Da bei der Komplement-Notation nur noch M und nicht mehr X auftritt, ist die Schreibweise M¢ mit
Bedacht zu verwenden und nur dann sinnvoll, wenn die zugrundeliegende Menge X klar ist und nicht variiert.
Ein Vorteil der Komplement-Notation ist aber, dass mengentheoretische Folgerungen aus den Verneinungs-
regeln der Abschnitte[[.2] und [.3] sehr priagnant angegeben werden konnen: Tatséchlich gelten fiir Teilmengen
M, N, M; einer fixierten Grundmenge X die Regel

(M =M
und die mengentheoretischen de Morganschen Gesetze
(MUN)®=M°NN°, (MNN)=M°UN¢,
c c
(U)o (0 -y
i€l i€l i€l i€l

mit beliebiger Indexmenge I und ergédnzender Konvention (), 4 M; := X. Mit anderen Worten werden
Vereinigungen unter Komplement-Bildung zu Schnitten und umgekehrt.
Als Néchstes wird die Liste der Grundoperationen mit Mengen noch etwas erweitert:
Definition 1.5.7. Es seien M und N Mengen.
e Die Menge
M x N ={{{m},{m,n}},me M,ne€ N}

heifst das kartesische Produkt der Mengen M und N.
e Wir schreiben abkiirzend (m,n) fiir ein Element {{m}, {m,n}} von M x N und nennen (m,n) das
geordnete Paar mit erstem Eintrag m und zweitem FEintrag n.

Beispiel 1.5.8. Es ist {2,4,7}x{4,3} = {(2,4), (2,3), (4,4), (4,3), (7.4), (7,3)}.
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Im Zusammenhang mit geordneten Paaren und kartesischen Produkten sei zunéchst betont, dass (z,y)
nicht dasselbe ist wie (y,x) (aufier natiirlich im Fall = y). Dementsprechend ist auch M x N nicht dasselbe
wie N x M (auker wenn M = N oder M = () oder N = ()). Es kommt also auf die Reihenfolge entscheidend
an; dies ist gerade das Wesen des geordneten Paars und des kartesischen Produkts.

(15.3)

Man kann das kartesische Produkt im Fall von Mengen M und N von Zahlen auf der Zahlengeraden
veranschaulichen, indem man die in M x N enthaltenen Paare genau wie in der Schulmathematik als Koor-
dinatenpunkte in der Zeichenebene interpretiert. Tragt man M auf der ersten und N auf der zweiten Achse
des ebenen Koordinatensystems auf (womit man tatséchlich M x {0} und {0} x N zeichnet), so ergibt sich
das kartesische Produkt M x N in der in Abbildung veranschaulichten Weise.

Neben geordneten Paaren (z1,2) braucht man oft auch Tripel (x1,z9,23), Quadrupel (21, zq, x3,24)
und allgemein fiir eine beliebige natiirliche Zahl n sogenannte n-Tupel (21, za, ..., x,). Diese betrachtet man
als Elemente des kartesischen Produkts mehrerer Mengen:

Definition 1.5.9. Es seien n eine natiirliche Zahl und My, Ms, ..., M,, Mengen. Das n-fache kartesische
Produkt

My X My x ... x M,,

oft als [, M; notiert, ist die Menge der n-Tupel (z1,,...,2z,) mit z; € M; fir alle ¢ € {1,2,...,n}.
Dabei wird die Gleichheit (z1,z2,...,2,) = (T1,Z2,...,Z,) von n-Tupeln als gleichbedeutend mit Vi €
{1,2,...,n}: x; = T; definiert.

Im oben formal eingeschlossenen Fall n = 1 trifft man die sehr naheliegende Konvention, dass ein 1-Tupel
(1) nichts anderes als das Element x1 und ein 1-faches kartesische Produkt M; nichts anderes als die Menge
M 1 ist.

Besonders héufig braucht man das n-fache kartesische Produkt

MM =MxMx...xM

n Faktoren

einer Menge M mit sich selbst. Es ist iiblich, ((z1,z2),23) = (21, (z2,23)) = (x1,x2,x3) zu setzen, also
derartige iterierte Paare mit Tripeln zu identifizieren. Dementsprechend gilt dann

(M1XMQ)XM3:M1X(M2XM3):M1XM2XM3,

und man kann auf Klammerung verzichten.

Vor diesem Hintergrund konnen wir das kartesische Produkt M x N auch im Fall einer Menge M von
Koordinatenpunkten in der Ebene und einer Menge N von Zahlen auf der Zahlengeraden veranschaulichen.
In diesem Fall enthélt M x N Tripel (z,y,2) = ((z,y), 2) aus ebenen Koordinaten (x,y) und einer weiteren
Zahl z, wobei die Tripel insgesamt als raumliche Koordinaten interpretiert werden kénnen. In einer 3D-Skizze
ist somit M (beziehungsweise M x{0}) in der Ebene der ersten beiden Achsen und N (bezichungsweise
{(0,0)} xN) auf der dritten Achse zu zeichnen. Das Produkt M x N ergibt sich dann, wie in Abbildung[[.5.4]
dargestellt, als Menge von Koordinatenpunkten im 3-dimensionalen Raum.
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(L5.4)
Quelle: Wiki Commons

Auf zwei letzte wichtige Grundoperationen mit Mengen wird hier nur kurz eingegangen:

Definition 1.5.10. Sei M eine Menge. Die Potenzmenge P(M) von M ist das Mengensystem, das genau
die Teilmengen von M inklusive () und M selbst als Elemente enthélt.

Die wohl einfachste Potenzmenge ist P(0) = {0}. Beachten Sie aber aber {#} # 0. Ein konkreteres
Beispiel ist P({6,28,496}) = {0, {6}, {28}, {496}, {6, 28}, {6,496}, {28,496}, {6,28,496}}. Allgemein kann
mit etwas Kombinatorik gezeigt werden: Hat M genau n verschiedene Elemente fiir eine nicht-negative
ganze Zahl n, so hat P(M) genau 2" verschiedene Elemente. Wir kommen darauf in Beispiel zuriick.

Axiom 1.5.11 (Auswahlaxiom). Sei S ein System disjunkter nicht-leerer Mengen. Dann gibt es eine Teil-
menge A von J,;cg M, so dass A mit jeder in S enthaltenen Menge M genau ein Element gemeinsam
hat.

Bei der Auswahloperation handelt es sich tatsidchlich um eine Ausformulierung des sogenannten Aus-
wahlaxioms der Mengenlehre, also um eine Grundannahme der Mathematik, die wir im Folgenden als gesetzt
annehmen. Die Annahme betrifft dabei nur die pure Existenz von Auswahlmengen A mit der beschriebenen
Eigenschaft. Wie die Auswahl eventuell zustande kommt und ob sie konkret angegeben werden kann, ist
unerheblich. Etwas mehr hierzu wird unten im Anhang gesagt. Tatséchlich ist ein genaueres Versténdnis des
Auswahlaxioms an dieser Stelle aber nicht erforderlich.

Schlieflich soll auch auf Grenzen der naiven Mengenlehre mit der Grundvorstellung einer Menge als
Ansammlung von Objekten hingewiesen werden: Tatséchlich wiirde man im naiven Rahmen zunéchst davon
ausgehen, dass man auch das Mengensystem S aller Mengen, manchmal Allmenge genannt, bilden kann.
Dies ist aber hochproblematisch, denn durch Aussonderung kénnte man auch die Menge R := {M € S |
M ¢ M} bilden, und die Frage, ob R sich selbst enthélt, ergibe den Widerspruch R € R <= R ¢ R.
Dieser als Russellsches Paradozon bekannte Widerspruch hat mafsgeblich zur Entwicklung eines modernen
Mengenbegriffs beigetragen und das Verstdndnis dafiir gepréigt, dass die naive Mengenlehre nicht ausreicht
und man tatséchlich ein prazises Aziomensystem als Grundlage der Mengenlehre braucht, in dessen Rahmen
die Bildung einer Menge aller Mengen nicht zuldssig ist.

Als Grundlage der Mengenlehre und damit der Mathematik hat sich letztlich das Zermelo-Fraenkel-
Aziomensystem der Mengenlehre, benannt nach den Mathematikern E. Zermelo (1871-1953) und A. Fraen-
kel (1891-1965), bewéhrt. Dieses Axiomensystem ist heutzutage sehr weitgehend akzeptiert und dhnelt an
vielen Stellen oben schon diskutierten Bildungen. Eine detaillierte Behandlung der Axiome geht iiber den
Vorlesungsstoff hinaus. Es soll allerdings auch nicht félschlicherweise der Eindruck entstehen, dass die Axio-
me unzuginglich wiren oder nicht ohne Weiteres hingeschrieben werden kénnten. Daher seien die Axiome
fiir Interessierte zumindest im Anhang festgehalten (siche Abschnitt

Die historische Entwicklung von der naiven Mengenlehre des spéten 19. Jahrhunderts zu dem in der
obigen Form um das Jahr 1930 komplettierten Axiomensystem war iibrigens ein langer Prozess mit vielen
Beteiligten. Einen ersten Hinweis, dass die naive Mengenlehre an ihre Grenzen st6ft, mag man tatséchlich in
einer als pragnante Anekdote iiberlieferten Konversation zwischen den Mathematikern und Griindervéitern
der Mengenlehre G. Cantor (1845-1918) und R. Dedekind (1831-1916) sehen: ,Dedekind duferte hinsichtlich
des Begriffs der Menge, er stelle sich eine Menge vor wie einen geschlossenen Sack, der ganz bestimmte Dinge
enthalte, die man aber nicht sédhe, und von denen man nichts wisse, aufter daf sie vorhanden und bestimmt
seien. Finige Zeit spéter gab Cantor seine Vorstellung einer Menge zu erkennen: Er richtete seine kolossale
Figur hoch auf, beschrieb mit erhobenem Arm eine grofsartige Geste und sagte mit einem ins Unbestimmte
gerichteten Blick: ,Eine Menge stelle ich mir vor wie einen Abgrund.*“ (Uberlieferung nach F. Bernstein [T]).
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KAPITEL II

Abbildungen, Relationen, Zahlen

In diesem und den néichsten Kapiteln beschéaftigen wir uns viel mit den grundlegenden, auch aus der
Schule bekannten Zahlbereichen

N ={1,2,3,...} (natirliche Zahlen), Ny = {0,1,2,...},
Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} (ganze Zahlen),

Q (rationale Zahlen; Briiche mit Zahler aus Z, Nenner aus N),
R (reelle Zahlen; Zahlen der Zahlengeraden)

und den Rechengrundgesetzen auf diesen Bereichen. Fiir die Zahlbereiche gelten die Inklusionen
NCcNycZcQcRcC.

Das Ziel dieses Kapitels ist zweigeteilt: Zum einen werden allgemeine, fiir die Mathematik fundamentale
Konzepte wie Abbildungen/Funktionen und Relationen eingefiihrt. Zum anderen werden mit Hilfe dieser
Konzepte préizise Konstruktionen der Zahlbereiche N, Ny, Z, Q nur auf Grundlage der (Axiome der) Men-
genlehre gegeben und damit die Existenz dieser Zahlbereiche bewiesen werden. Die Konstruktion von R (und
C), die etwas mehr Analysis braucht, wird auf ein spéteres Kapitel vertagt.

I1.1. Abbildungen

Die gleichbedeutenden Begriffe Abbildung und Funktion sind in der Mathematik sehr grundlegend. Dieser
Begriff 1asst sich wie folgt fassen:

Definition II.1.1. Es seien X und ) beliebige Mengen. Eine Funktion oder Abbildung f von X nach )
ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Element x von X ein eindeutiges Element y von ) zuordnet. Man
sagt, f bilde das Element x auf das zugehorige Element y ab, dieses y sei das Bild von x unter f oder dieses
y sei der Funktionswert von f an der Stelle x oder zum Argument x. Man nennt X die Definitionsmenge
oder den Definitionsbereich und ) das Ziel oder den Zielbereich von f. Im Fall X = ) spricht man von einer
Selbstabbildung.

Besonders betont sei bei dieser Definition das zentrale Existenz- und Eindeutigkeitsprinzip, geméf dem
zu einem beliebigen Element x von X genau ein zugehoriges Element y von ) existiert. Sowohl die Nicht-
Existenz des Elements y als auch die Existenz mehr als eines Elements y (zum gleichen x) werden ausge-
schlossen.

Notationen I1.1.2. Es seien X', ) Mengen und f eine Abbildung von X nach ).
(a) Dass f Definitionsbereich X und Ziel ) hat, also eine Abbildung von X nach Y ist, driickt man
durch die Notation f: X — ) aus.
(b) Ordnet f einem Element x € X den Funktionswert y € ) zu, so schreibt man f(z) fiir y oder
notiert kurz z — y.
Dabei ist es Konvention, den Pfeil — bei Angabe von Definitionsbereich und Ziel, aber den etwas anderen
Pfeil +— fiir Zuordnungen der Elemente zu nutzen.

Beispiele I1.1.3. In der Praxis gibt man eine Abbildung f von X nach ) konkret an, indem man neben X,
Y den Funktionsterm f(z) oder die Zuordnung x — f(z) beziehungsweise x — y fiir alle z € X" eindeutig
spezifiziert. Wir betrachten hierzu folgende Beispiele:
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e Eine Abbildung
f:{1,2,4,5} - {-3,-2,0,4,10}
ist durch die Zuordnungen
1— -2, 2—~ -2, 4—4, 5—10

gegeben
Die gleiche Zuordnungsvorschrift kann auch anders angegeben werden, z.B. durch eine Werte-
tabelle
z | 1]2[4]5
F@ 22 |4[10°
-2 falls ¢ < 3
6x—20 fallsx >3
eine geschweifte Klammer fiir Fallunterscheidungen zu verwenden, ist allgemein {iblich und bedeutet
an dieser Stelle einerseits f(z) := —2 im Fall z < 3 und andererseits f(z) := 6x—20 im Fall x > 3.
e Eine andere Abbildung

durch f(z) := 2%—3z oder durch f(z) := { fir alle € {1,2,4,5}. Wie zuletzt

f:4{0,5,N} - Q
erhélt man durch die Festlegungen
3 1
e Eine weitere Abbildung
fiN=N

wird durch

f(n):=n? firallen € N
definiert. Diese Abbildung ordnet zum Beispiel 1 +— 1, 2 — 4, 3 — 9, 4 — 16 zu. Da es unendlich
viele Zahlen in N gibt, reichen diese vier Beispiele (oder jede andere endliche Anzahl) aber nicht aus,
um die Abbildung in Génze zu beschreiben. Zum Beispiel haben 1, 2, 3, 4 dieselben Funktionswerte
wie unter f auch unter g: N — {0,1,4,9,16} mit

(n) n?, fallsn <4
n).—
9 0, fallin>5

fiir alle n € N und unter h: N — N mit h(n) := n? + (n—1)(n—2)(n—3)(n—4) fiir alle n € N, doch
ab 5 unterscheiden sich die Werte von f, g und h.
e Man kann die Addition natiirlicher Zahlen als Abbildung

f:NxN-—=N
auffassen, die durch
f((m,n)) :=m+n fir alle (m,n) e Nx N

festgelegt ist. Dies ist ein erstes Beispiel einer Abbildung von zwei Variablen, die beispielsweise
(1,2) — 3 und (4,2) — 6 zuordnet und von beiden Eintrdgen m und n der einzusetzenden Paare
(m,n) abhéngt.

Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir bei solchen Abbildungen zukiinftig f(m,n) statt
f((m,n)). Ubrigens ist es durchaus iiblich, die hier betrachtete Abbildung + statt f zu nennen, und
analog dazu auch bei anderen Abbildungen, die sich direkt aus einer Rechenoperation ergeben, das
Rechensymbol als Name der Abbildung zu verwenden.

e Eine Funktion
fiR—=R
erhalt man durch die Festlegung
f(z) =232 fiir alle z € R.

In alternativer verbreiteter Schreibweise kann diese Funktion auch als f: R — R, 2 + 23—z ange-
geben werden.
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e Eine weitere Funktion
11 1 13
frXx=) vonX::{a:G]IM1§x<7}nachy::{y€R|—§<y<?}

wird durch
f(z) := —2?+62—3 fiirallez € X

definiert. Um die Wohldefiniertheit dieser Funktion f sicherzustellen, muss man allerdings noch
zeigen, dass —% < —2?462-3 < 12—3 fir alle x € X gilt: Tatsdchlich erhdlt man durch Umschreiben
—22462—3 = 6—(v—3)? und Rechnen mit Ungleichungen aber sogar —% = 6—(%)2 < —22462-3 <
6 fiir alle x € X, womit die Wohldefiniertheit von f gesichert ist.

Nebenbei sehen wir, dass g(z) := —22+6x—3 fiir x € X auch eine Funktion g: X — Z in den
kleineren Zielbereich Z := {z eER| —i <z< 6} ;Cé Y ergibt.

e Die Versuche, f: N — N durch f(n) := n?—n fiir alle n € N oder g: Ny — Ny durch ¢(0) := n und
g(n) :=0 fiir alle n € N zu definieren, geben allerdings keine wohldefinierten Abbildungen, da f(1)
nicht im Zielbereich N liegt und ¢(0) nicht eindeutig definiert ist. (Auch g(0) := N geht nicht, da
zwar N C Ny, aber eben nicht N € Ny gilt).

e Weiterhin ist auch h: R - R, z — % keine wohldefinierte Funktion, da % nicht erklart und deshalb

der Funktionswert h(0) nicht definiert ist. Die Variante h: R\ {0} — R, z L vermeidet dieses
Problem natiirlich und ist wohldefiniert.

Einfache Moglichkeiten zur Beschreibung einer Abbildung bestehen, falls der Definitionsbereich nur
endlich viele Elemente hat. Dann kann die Abbildung durch Wertetabellen oder Zuordnungspfeile vollstandig
dargestellt werden. Die entscheidende Abbildungseigenschaft verlangt dabei, dass bei jedem Element des
Definitionsbereichs genau ein Zuordnungspfeil beginnt und zum zugehorigen Element im Ziel weist. Dagegen
bestehen fiir ein Element des Ziels prinzipiell alle Moglichkeiten: Dort kénnen kein Pfeil, ein Pfeil, mehrere
Pfeile oder im Extremfall einer konstanten Abbildung auch alle Pfeile enden.

Dagegen kann man fiir Definitionsbereiche mit unendlich vielen Elementen, nur einige Félle, aber nie die

gesamte Zuordnungsvorschrift auf diese Weise darstellen.
Natiirlich miissen Definitionsbereich und Ziel einer Abbildung nicht unbedingt verschieden oder als Men-
gen disjunkt sein, sondern konnen gemeinsame Elemente enthalten (wie es mit Ausnahme der Additions-
Abbildung tatséchlich bei allen obigen Beispielen und Bildern der Fall ist). Normalerweise stellt man diese
beiden Mengen dennoch nicht iiberlappend dar und trégt gemeinsame Elemente zweimal separat ein. So-
gar wenn Definitionsbereich und Ziel iibereinstimmen, zieht man es der Ubersichtlichkeit halber meist vor,
zwei Kopien derselben Menge einzuzeichnen. Gelegentlich weicht man hiervon aber auch ab und verwendet
alternative Darstellungen.

Speziell fiir eine Funktion f: X — Y von X C Rnach Y C R kann man oft auch den (Funktions-)Graphen

Gy = {(z,y) € ¥xV | f(z) =y} C R?

als Menge von Koordinatenpunkten der Ebene darstellen. Man tragt dazu den Definitionsbereich X auf
der ersten, den Zielbereich ) auf der zweiten Achse des ebenen Koordinatensystems ein und bekommt als
Darstellung von Gy in gutartigen Féllen eine Kurve durch alle Punkte der Form (z, f(z)) mit z € X.

Was gutartig heift, sehen wir spater genauer. Als Beispiel einer Abbildung, die keinen wirklich aussage-
kréftigen Graphen hat, kann man die Funktion f: R — R,

1L, 2 eqQ,
f(x){o, z €R\Q,

betrachten.

19



(IL.1.1)

Die definierende Eigenschaft der Funktion verlangt dabei, dass sich wie im ersten Bild der Abbildung
[L11]iiber jedem Punkt z € X (den wir jetzt immer mit (z,0) € X x {0} identifizieren) genau ein Punkt von
G befindet. Dass sich wie in den beiden anderen Bildern iiber einem Punkt von X kein Punkt oder mehrere
Punkte der Kurve befinden, dass die Kurve also ,authort” oder unter/iiber sich selbst ,zuriick lauft* ist fiir
einen Funktionsgraphen als Kurve somit nicht méglich. Der entscheidende Vorteil der Graphendarstellung ist
der, dass man an Gy oft alle zu f gehorigen Zuordnungen ablesen kann und nicht nur die Zuordnung einiger
Beispiel-Elemente. Daher wird mit Gy (jedenfalls im Rahmen der Zeichengenauigkeit) in guten Féllen die
gesamte Zuordnungsvorschrift dargestellt.

Auch fiir eine Funktion f: X — Z von einem 2-dimensionalen Definitionsbereich X C R? nach Z C R,
also eine Funktion von zwei Variablen, kann man die Zuordnung einzelner Elemente mittels Pfeilen verdeut-
lichen oder in gutartigen Fillen die Funktion insgesamt durch ihren (Funktions-)Graphen

Gy = {(z,y,2) € XxZ | f(z,y) =2} CR?
darstellen, wobei wir wie in Abschnitt |I.5| wieder ((z,y),2) = (z,y, 2) und R?xR = R? identifizieren. Beide
Moglichkeiten werden fiir eine Beispiel—Funktimﬂ in Abbildung gezeigt. Dabei bildet der Graph jetzt
eine Fliche im 3-dimensionalen Raum durch alle Punkte der Form (z,y, f(z,y)) mit (z,y) € X, es befindet
sich aber nach wie vor iiber jedem Punkt (z,y) € X' (natiirlich identifiziert mit (z,y,0) € Xx{0}) genau ein
Punkt von Gy.

(11.1.2)

Als letzten Fall betrachten wir Darstellungen einer Funktion f: X — )Y von X C R in einen 2-
dimensionalen Zielbereich ) C R2. Im gutartigen Fall spricht man bei einer solchen Funktion von einer
Kurve f in R? und stellt oft das Bild

FX)={(y,2) €Y |Fw € X: f(z) = (y.2)} CR?

ITatsdchlich ist die in Abbildung |I1.1.2] geplottete Funktion auf dem dargestellten Definitionsbereich X C R2 durch
f(z,y) == 2—2sin((z+y) 5) sin((m—y)%') fiir (z,y) € X gegeben. Die hier verwendete Sinus-Funktion sin und die Kreiszahl =
werden in der Vorlesung aber erst deutlich spéter eingefiihrt.
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von f dar, obwohl es fiir eine Gesamtdarstellung der Funktion auch hier den Graphen
Gy = {(z,y,2) € ¥xY | f(z) = (y,2)} C R’

braucht. Ein Beispiel fiir die erste Darstellungsweise wird in Abbildung gezeigt. Tatséchlich enthélt in
diesem Fall das Bild f(&X') schon relativ viel Information iiber die Funktion und kann zudem in der Ebene
R? leichter gezeichnet, interpretiert und verstanden werden als der Graph Gy, der im Raum R? darzustellen
ist. Das Bild muss sich {ibrigens nicht unbedingt so gutartig wie in Abbildung [[T.1.3] verhalten, sondern kann
sich auch in sogenannten Selbstschnitten tiberkreuzen und/oder auf sich selbst zuriick laufen. Der Graph
einer solchen Funktion hat dagegen die Eigenschaft, dass sich in jedem der parallelen Ebenenstiicke {x}x)
mit x € A genau ein Punkt von Gy befindet.

=y
—
(IL.1.3)

Der Graph Gy einer Funktion f: X — ) ist immer auch das Bild der Graphenabbildung X — X' %),
z + (z, f(z)). Insofern haben wir mit den Graphen Gy der Abbildungen beziehungsweise auch
schon Beispiele fiir Bilder von Funktionen von einem 1- bzw. 2-dimensionalen Definitionsbereich X in den
3-dimensionalen Zielbereich X x) C R3 gesehen.

Als néchstes fiihren wir Konzepte im Umfeld der gerade schon diskutierten Begriffe Bild und Graph
prazise und allgemein ein:

Definition I1.1.4. Es sei f: X — ) eine Abbildung von einer Menge X in eine Menge ).
(I) Das Bild einer Teilmenge A C X unter f erklart man als

f(A) :={yey|3wecA: f(x)=y} C V.
Oft wird dies auch etwas informeller als f(A) = {f(z) | z € A} geschrieben. Fiir einzelne z € X ist das Bild

f{z}) = {f(x)}. Speziell heifst Bild(f) := f(X) C Y das Bild der Abbildung f.
(IT) Das Urbild einer Teilmenge B C Y unter f erkldrt man als

fYB):={z e X|f(x) € B}CX.

Fiir einzelne y € Y gilt damitﬂ f1{y}) = {z € X | f(z) = y}. Die definierende Eigenschaft der Abbildung
erzwingt generell f~1()) = X und auch f~1(Bild(f)) = X.
(III) Den (Funktions-)Graphen Gy von f erkldrt man als

Gy ={(z,y) €e XxY | f(z) =y} C X x .

Oft wird dies auch — etwas informeller — als Gy = {(z, f(z)) | * € X'} geschrieben, und anstelle von Gy
notiert man gleichbedeutend auch Graph(f).

Bemerkungen II1.1.5.

e Das Bild einer Abbildung f: X — ) ist die Menge B mit den wenigsten moglichen Elementen, so
dass noch Gy C X'x B gilt. Das Bild kann eine echte Teilmenge des Ziels sein.

e Fiir eine Abbildung f: X — Y und A C X, B C Y sagt man, f bilde (Elemente) von A nach B
ab, wenn f(A) C B gilt. Stiarker sagt man, f bilde A auf B ab, wenn f(A) = B gilt (wobei der
Unterschied sich in der Priposition ,auf* anstelle von ,nach“ niederschlégt). Insbesondere bildet f
immer von X nach Y und X auf f(X) = Bild(f) ab.

e Manchmal spricht man bei einer Abbildung auch vom Wertebereich/Bildbereich und meint entweder
Bild oder Ziel. Wir vermeiden diese Begriffe aufgrund der Doppeldeutigkeit vorerst.

2In mancher Literatur wird fiir das Urbild f~1({y}) auch f~1(y) geschrieben. Wir vermeiden dies aber fiirs Erste, um
Verwechslungen mit der demnichst eingefiihrten Umkehrfunktion f~1 vorzubeugen.
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e Vorsicht! Obwohl das Urbild mit dem Symbol f~!(...) notiert wird, ist das Urbild auch in Féllen
definiert, in denen die demnichst eingefiihrte Umkehrfunktion f~! nicht existiert. Betrachten wir
zum Beispiel die Abbildung f: R — R mit f(z) = 0 fiir alle x € R, so ist f~1{0} = R.

Erste Regeln fiir (Ur-)Bilder lesen wir direkt aus den Definitionen ab: Fir A; C Ay C X gilt stets
f(A7) C f(Ag) und fiir By C By C Y stets f~1(By) C f~(Bz). Des Weiteren gilt:

Satz I1.1.6. Es sei f: X — Y eine Abbildung von einer Menge X in eine Menge ). Fir Teilmengen Ay, As
von X und By, Bs von ) gelten dann stets:

f(A1UAz) = f(A1) U f(A2), f(A1NAz) C f(A1) N f(A2),
SN (B1UBy) = f~H(B1) U f1(By), fTHBiNBy) = f7H(B1) N f71(By).
Dass beim Bild des Schnitts tatsdchlich nur ,,C* und nicht ,=“ gelten kann, sieht man schon an einer

Abbildung f: {a1,a2} — {y} mit a1 # az, denn dann ist f({a;}N{az}) = f(0) =0, aber f({a1})Nf({az}) =
{f(a1)} 0 {f(a2)} = {y} n{y} = {y}-

Zum Beweis des Satzes nutzen wir typische Techniken, um Mengen-Inklusionen und Mengen-Gleichheiten
nachzuweisen:

BewEIs. Wir behandeln erst das Bild der Vereinigung: Fiir ¢ € {1, 2} gilt A1 UAy D A;, nach Vorbemer-
kung zum Satz dann auch f(A; U As) D f(A4;) und daher f(A; U As) D f(A1)U f(Az). Als Néchstes zeigen
wir die umgekehrte Inklusion f(A; UAs) C f(A1)U f(A2) gemék Definition der Inklusion: Sei y € f(A;UAs).
Nach Definition des Bilds gibt es dann @ € A; U A mit f(z) = y. Dabei ist € Ay oder x € Ay. Im ersten
Fall folgt y = f(z) € f(A1), im zweiten Fall y = f(z) € f(As2). In beiden Fillen gilt also y € f(A41) U f(A2).
Damit ist die Inklusion f(A;UA3) C f(A1)U f(Az2) und insgesamt auch f(A;UA2) = f(A1)Uf(As) gezeigt.

Beim Bild des Schnitts erhédlt man aus Ay N Ay C A; fiir ¢ € {1,2} mit der Vorbemerkung f(A; N Ay) C
f(A;) und insgesamt f(A; N A2) C f(A1) N f(Az).

Die Regel fiir das Urbild der Vereinigung ergibt sich durch schrittweise Aquivalenzumformun mit der
Definition von Urbild und Vereinigung durch

ze fTH(B1UBy) <= f(z) € BIUB, <= (f(z) € B1)V (f(z) € By)
= (e f'B))V(xef(B) < vef Y B)UEf(B)
fiir x € X. Beim Urbild des Schnitts geht man analog vor (mit N statt U und A statt V). |
Sehr wichtige Eigenschaften von Abbildungen, die ab jetzt immer wieder auftreten, sind:

Definition I1.1.7. Es sei f: X — ) eine Abbildung von einer Menge X in eine Menge ).
(I) Man nennt f injektiv oder eine Injektion, wenn zu jedem y € ) hiochstens ein z € X mit f(z) = y
existiert, mit anderen Worten also, wenn fiir alle z, 2 € X die Implikation

f@)=fa) = T=x

gilt. Man nennt injektive Abbildungen auch Einbettungen und zeigt Injektivitdt von f gelegentlich durch
die Notation f: X — ) an.

(IT) Man nennt f surjektiv oder eine Surjektion, wenn zu jedem y € ) mindestens ein z € X mit f(z) =y
existiert, mit anderen Worten also, wenn Bild(f) = ) gilt. Gelegentlich zeigt man Surjektivitéit von f durch
die Notation f: X - ) an.

(III) Man nennt f bijektiv oder eine Bijektion, wenn zu jedem y € ) genau ein x € X mit f(z) = y existiert,
mit anderen Worten also, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

In graphischen Darstellungen mit Zuordnungspfeilen bedeuten Injektivitiat, Surjektivitat bzw. Bijektivi-
tat, dass bei jedem Element des Ziels ) hochstens ein, mindestens ein beziehungsweise genau ein Pfeil endet.

3Aneinandergereihte Aquivalenzen S1 < Sy <= S3 <= ... <= S;,_1 <= Sy, fiir Aussagen Si, Sa,..., S, verwenden
wir ab jetzt immer als abkiirzende Schreibweise mit der auch bei Aquivalenzumformungen verbreiteten Bedeutung, dass die
auftretenden Aussagen wechselseitig dquivalent sind. In der urspriinglichen Notation der Aussagenlogik miissten wir hierfiir
streng genommen (S1 <= S2) A (S2 <= S3) A ... A (Sn—1 <= Sp) schreiben.
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Fir Definitions- und Zielbereiche ) mit endlich vielen Elementen wird dies in den oberen Bildern der Ab-
bildung dargestellt. Wenn nicht alle (eventuell unendlich vielen) Elemente und/oder Zuordnungspfeile
graphisch dargestellt werden kdnnen, gilt das Gesagte sinngeméf fiir alle prinzipiell in Frage kommenden
Elemente und Pfeile.

Auch am Graphen Gy einer Funktion f: & — )Y mit X C R und Y C R kann man die Abbildungsei-
genschaften ablesen, was beispielhaft in den unteren Bildern der Abbildung gezeigt wird: Injektivitat
bedeutet, dass sich auf jeder horizontalen Geraden in einer Hohe y € ) héchstens ein Punkt von G befindet.
Dies kann sich in gutartigen Féllen nur so manifestieren, dass die Graphenkurve G von links nach rechts
durchgehend steigt oder fallt. Surjektivitat liegt vor, wenn es auch immer mindestens einen solchen Punkt
gibt, also jede horizontale Gerade einer Héhe y € Y den Graph Gy tatséchlich trifft. Bijektivitat erfordert
beides zusammen.

(11.1.4)

Injektionen (links), Surjektionen (mittig) und Bijektionen (rechts) f: X — Y fiir endliche Mengen X' und Y

(oben) und in Graphendarstellung fir und Y = {y € R | 1<y<6} (unten), links unten mit Bild
Gy

Bemerkungen I1.1.8.
Ob eine Abbildung injektiv/surjektiv/bijektiv ist, hingt auch bei (wie in der Schule) durch Funktionsterme
gegebenen Funktionen entscheidend davon ab, mit welchem Definitionsbereich und Ziel diese betrachtet
werden.
Fiir eine Injektion, Surjektion beziehungsweise Bijektion X — ) zwischen Mengen X und ) mit endlich
vielen Elementen ist zwingend erforderlich, dass ) mindestens so viele, hichstens so viele beziehungsweise
genau so viele Elemente enthalt wie X.

Wie spéter noch Thema sein wird, kann man auch die ,,Gréfe” von Mengen mit unendlich vielen Ele-
menten zu einem gewissen Grad {iber Injektionen, Surjektionen, Bijektionen vergleichen.
Aus einer beliebigen Abbildung f: X — ) kann man durch Verkleinerung des Ziels stets die Surjektion
f: X — Bild(f) mit f(x) := f(x) fir alle z € X gewinnen. Ist f surjektiv, so ist dabei f: f. Ist f injektiv,
S0 ist fsogar bijektiv.
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Bei einer Bijektion f: X — Y erfolgt eine Eins-zu-eins-Zuordnung (der Elemente) von X und ), bei einer
Injektion entsprechend eine Eins-zu-eins-Zuordnung (der Elemente) von X und Bild(f). Manchmal nutzt
man dies, um die einander zugeordneten Mengen und Elemente vollsténdig miteinander zu identifizieren.

Beispiele I1.1.9.
e Die Abbildungen f: N — N, f(n) =n+ 1 ist injektiv, aber nicht surjektiv, weil die 1 nicht im Bild
liegt.
e Die Abbildung g: {0,1} — {0} mit g(0) = g(1) = 0 ist surjektiv, aber nicht injektiv.
e Die Abbildung o: {1,2,3,4} — {1,2, 3,4} mit der Wertetabelle
x |1]2]3]4
o(x)[3]4]1]2

ist eine Bijektion.
Die Abbildungseigenschaften werden von nun immer wieder auftreten und héufig eine wichtige Rolle
spielen. Eng verbunden mit Bijektivitat ist folgender Begriff:

Definition I1.1.10. Es seien X und Y Mengen sowie f: X — Y eine Abbildung. Eine Abbildung g: Y — X
heifst Umkehrfunktion oder Umkehrabbildung von f, wenn folgende Aquivalenz fiir alle x € X und y € ) gilt:

fl)=y <= gy ==

.|\
N .

(I.1.5)

Prinzipiell bedeutet dies nichts anderes, als dass die Umkehrfunktion aus der Funktion durch Umkehrung
aller Zuordnungspfeile entsteht. Diese fiir das Konzept entscheidende Anschauung wird in einem einfachen
Fall durch die Abbildung [T.1.5] verdeutlicht. Bei einer Funktion f: X — ) von X C R nach J C R geht der
Graph G, = {(y,z) € R? | (x,y) € Gy} der Umkehrfunktion g:  — X wie in Abbildung aus dem
Graph Gy von f durch Spiegelung an der ersten Winkelhalbierenden des Koordinatensystems hervor.

(IL.1.6)
Was ist die Umkehrfunktion der Abbildung o aus den Beispielen

Lemma I1.1.11. FEs seien X und Y Mengen. Falls tiberhaupt eine Umkehrfunktion zu f: X — Y existiert,
ist diese eindeutig bestimmt.
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BEWEIS. Fiir zwei Umkehrfunktionen g: ) — X und g: Y — X zu f ergibt die Definition

gy) =z = f(z)=y <= gly) ==
fiir alle 2 € X,y € Y. Fiir y € Y fiihrt die Wahl 2 := g(y) € X zur Aquivalenz g(y) = g(y) <= 3(y) = g(y).
Da die linke Seite trivial gilt, gilt auch g(y) = g(y) fir alle y € Y, und damit ist g = g. O

Bemerkung I1.1.12. Wegen der Eindeutigkeit bezeichnen wir die Umkehrfunktion zu f mit f=!: Y — X.

Die Notationen fiir Umkehrfunktion und Urbild sind insoweit konsistent, dass bei Existenz der Umkehr-
funktion f~1 die Gleichheit f~'({y}) = {f~*(y)} (mit Urbild links und Umkehrfunktion rechts) fiir alle
y € Y gilt.

Satz I1.1.13. Es seien X und Y Mengen und f: X — ) eine Abbildung. Dann gilt:
f ist bijektiv. = Es gibt eine Umkehrabbildung zu f.

BEWEIS. ,,=*: Sei f bijektiv und sei y € ) beliebig. Zu y gibt es wegen der Bijektivitat von f ein
eindeutiges € X mit f(z) = y. Wir definieren eine Abbildung g: Y — X durch die Festlegung g(y) := =
fiir beliebiges y € ¥ und das erwihnte eindeutig zugehdrige x mit f(x) = y. Damit gilt offensichtlich die
Aquivalenz f(z) =y <= ¢(y) = z fiir alle 2 € X und y € Y, also ist g eine Umkehrabbildung zu f.

,<=" Sei g: Y — X eine Umkehrabbildung zu f und sei y € Y beliebig. Dann ist g(y) =: z € X
und das ist dquivalent zu f(z) = y. Damit ist f surjektiv. Nehmen wir an, dass z1 # zo € X gilt, aber
f(z1) =y = f(x2) ist. Dann wére g(y) sowohl gleich z; als auch gleich zo und somit wére g keine Abbildung.

|

Einige spezielle Abbildungen existieren fiir beliebige Mengen und koénnen auch als weitere Beispiele von
Abbildungen angesehen werden:

Beispiele I1.1.14.
(a) Fiir jede Menge X ist die Identitit oder identische Abbildung idy: X — X von X durch idy(z) := x
fiir alle x € X gegeben. Diese Abbildung nimmt die Zuordnung = — z fiir alle x € X vor, ordnet
also — wie in Abbildung[[.1.7]— jedem Element von X wieder das Element selbst zu. Die Identitét

ist stets bijektiv.
o|—4:£;\

oH—==o
oH—==o

=

(b) Fir Mengen X, Y und ein fixiertes Element y € ) heifst X — Y, x — y die konstante Abbildung
von X nach ) mit konstantem (Funktions-)Wert y.

Ist f: X — Y die konstante Abbildung mit Wert y, so schreiben wir das als f = y (,,f ist
konstant gleich 3*). Das normale Gleichheitszeichen wird an dieser Stelle bewusst vermieden, da die
Abbildung f und das Element y des Zielbereichs verschiedene Objekte sind. Alternativ kann man
f(z) =y fir alle z € X ausschreiben und auf die Verwendung von = verzichten.

(c) Fiir eine fizierte Teilmenge A C X einer Menge X wird die charakteristische Funktion oder Indika-
torfunktion 14: X — {0,1} der Menge A durch

1, fallsx € A,
1A(x) = {

0, fallsz¢ A
fir alle x € X definiert.
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Etwas anders betrachtet kann man auch fiir ein fiziertes Element © € X einer Menge X eine
Abbildung d,: P(X) — {0,1} durch 6,(A) := 1a(x) fiir alle A € P(X) erhalten.

Wir kommen nun zu weiteren Grundoperationen mit Abbildungen:

Definition I1.1.15. Es seien X', Y und Z Mengen sowie f: X — Y und g: Y — Z Abbildungen. Dann ist
die Komposition (auch Verkettung oder Hintereinanderausfiihrung genannt) von f und g die Abbildung
gof: X = Z
mit
(go f)(z) :=g(f(x)) fir alle z € X.

Beispiel I1.1.16. Fiir f: N — Z mit f(n) := 7-3n fir n € Nund g: Z — Q mit g(z) := 22-32+47 fiir
z€Zist gof:N— Q durch (go f)(n) = (7—3n)? — 3(7—3n) + 473" fiir n € N gegeben.

Anschaulich bedeutet die Komposition, dass man erst den Zuordnungen von f, dann denen von g folgt
und auf diese Weise die Zuordnungen von g o f erhélt; dazu vergleiche Abbildung [II.1.§

P
. * ’ . ’
o ° °
\s.lf . .
o .|,___/_>
(IL.1.8) D

Sowohl anschaulich einleuchtend als auch problemlos zu beweisen ist dann:

Satz I11.1.17. Fir Mengen W, X, Y, Z sowie Abbildungen f- W — X, g: X =Y und h: Y — Z gilt
(hog)o f=hol(gof).
BEWEIS. Fiir w € W ergibt sich mit der Definition der Komposition

((hog)o H)w) = (hog)(f(w)) = h(g(Fw)) = h((g o £)w)) = (ho (go f))(w). O
Bemerkung I1.1.18. Die Frage, ob die Komposition kommutativ ist, ob also g o f gleich f o g ist, macht
nur fiir Selbstabbildungen f, g einer Menge X Sinn. Die Antwort ist aber auch in diesem Fall im Allgemeinen
,Nein!“. Zum Beispiel gilt fiir die konstanten Abbildungen f: {0,1} — {0,1} mit f =0 und g: {0,1} — {0,1}
mit g = 1 offensichtlich 0 = fog#go f=1.

Ubrigens liegt selbst fiir bijektive f,g: X — X im Allgemeinen keine Kommutativitit vor: Zum Beispiel
bei f,g:{1,2,3} — {1,2,3} mit f(1) := 2, f(2) := 1, f(3) := 3 und g(1) := 1, ¢g(2) := 3, g(3) := 2 ist
3=(go ) # (fog)1)=2.

Satz I1.1.19. FEs seien X,Y,Z Mengen sowie f: X — Y und g: Y — Z Abbildungen. Dann gilt:
Sind f, g beide injektiv = g o f ist injektiv. Ist go f injektiv = f ist injektiv.
Sind f, g beide surjektiv = g o f ist surjektiv. Ist go f surjektiv = g ist surjektiv.
Sind f, g beide bijektiv = g o f ist bijektiv. Ist g o f bijektiv = [ ist injektiv und g ist surjektiv.

BEWEIS. Die ersten beiden Zeilen werden in den Lernwerkstitten und Ubungen behandelt. Die dritte
folgt direkt daraus. 0

Definition I1.1.20. Es seien X,) Mengen sowie f: X — ) und g: Y — X Abbildungen. Dann heifsen f
und g zueinander invers und g heillt inverse Abbildung, inverse Funktion oder kurz das Inverse von f, wenn
gilt:

go f=idy und fog=idy.
Lemma I1.1.21. FEs seien X,) Mengen. Falls tiberhaupt ein Inverses zu f: X — Y existiert, ist dieses
eindeutig bestimmdt.

26



BEWEIS. Sind g: Y — X und g: Y — X zwei Inverse zu f, so folgt
g=goidy=go(fog)=(gof)og=idxrog=3g. O
Tatséchlich ist das Inverse nichts anderes als die Umkehrfunktion:

Satz I1.1.22. Es seien X,Y Mengen. Genau dann ist g: Y — X die Umkehrfunktion von f: X — Y, wenn
g das Inverse zu f ist.

BEWEIS. ,—* Ist ¢ die Umkehrabbildung zu f, so ergibt Einsetzen von y = f(z) beziehungsweise
2 = ¢g(y) in der Definition, dass g(f(x)) = z fir alle z € X und f(g(y)) = y fiir alle y € Y gelten. Damit ist
g auch das Inverse zu f.

=" Ist g das Inverse zu f, so sind go f = idy und f o g = idy beide bijektiv. Nach dem vorigen Satz
ist dann f injektiv und surjektiv, also auch bijektiv. Damit existiert die Umkehrfunktion f~! von f. Nach
=" 1ist f~! invers zu f. Mit der Eindeutigkeit des Inversen folgt g = f~!, also ist g die Umkehrfunktion
zu f. O

Insbesondere sind Bijektivitit, Umkehrbarkeit (d.h. die Umkehrfunktion existiert) und Invertierbarkeit
(d.h. das Inverse existiert) einer Abbildung alle drei exakt gleichbedeutend.

Zum Abschluss des Abschnitts sammeln wir noch einige weitere Grunddefinitionen bei Abbildungen
ein. Zum Beispiel kann man den Definitionsbereich immer (kiinstlich) verkleinern und bei Werten in einem
kartesischen Produkt in die sogenannten Komponenten aufspalten:

Definition 11.1.23. Es seien X', )Y Mengen. Die Finschrinkung einer Abbildung f: X — ) auf eine Teil-
menge A des Definitionsbereichs X" ist die Abbildung

flat A=Y

mit dem kleineren Definitionsbereich A, aber der auf diesem unverédnderten Zuordnungsvorschrift f|a(z) :=
f(z) fir alle z € A.

Definition I1.1.24. Essein € N, und Xy, ..., &, seien Mengen. Fiiri € {1,2,...,n} wird die i-te Projektion
piZX1XX2X...XXn—)Xi

des n-fachen kartesischen Produkts X3 xXax ... x A&, durch die Festlegung p;(x1,z2,...,2,) := x; fir alle
(x1,22,...,Tpn) € Xy xXaX ... XX, definiert.
1 "
: @
® | o
¢s<+e
] : : : :
(I1.1.9)
Auch allgemein nutzt man x; mit 7 € {1,2,...,n} als Standard-Bezeichnung fiir den Eintrag p;(z) des

Tupels x € X1 xXox ... xXAX,.

Bemerkungen I11.1.25.
(a) Eine Funktion
f: X =2V XVaX... XYy
mit Werten im n-fachen kartesischen Produkt )y x)sXx ... X)), entspricht eins-zu-eins einzelnen
Funktionen f1: X — Y1, fo: X = Vo, ..., fn: X — YV, mit

fx) = (fr(x), fa(x), ..., fo(zx)) fir alle z € X.
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Man nennt f1, fa, ..., f, die Komponenten(-funktionen) von f und kann jedes f; miti € {1,2,...,n}
als f; = p; o f mit der i-ten Projektion p; von Yy XY X ... X)), schreiben, woraus die Existenz und
Eindeutigkeit von fi, fa,..., fn zu gegebenem f klar wird.

In Analogie zu Elementen der Zielmenge schreibt man die Funktion mit Komponenten fi,fs, .. .,
frnals (f1, fo,..., fn) und verwendet f1, fo,..., f, als Standard-Bezeichnungen fiir die Komponenten
einer Funktion f mit Werten in Y1 xVo X ... XY,.

Besonders haufig arbeitet man im Fall Y; = ), = ... =), = Y, also fiir eine Funktion

f: X ="

mit den n Komponentenfunktionen f1, fo,..., fn: & = Y der Funktion f.
(b) Die Diagonalabbildung X — X", x > (x,z,...,x) kann auch als die Abbildung

(idx,idx,...,idx): X = x"

geschrieben werden, deren Komponenten alle idy sind. Sie ist stets injektiv.
(c¢) Das kartesische Produkt von Abbildungen f1: X1 — Y1, fa: Xo — Vs ist die Abbildung

fixfa: Xix Xy — V1 xVs,
die durch (f1x fo)(x1,x2) := (f1(x1), f2(z2)) fur alle (z1,22) € X1 x Xy definiert wird. Die Kompo-
nenten von f1 X fo sind py, o(f1 X f2) = fropa, : X1 xXs — Yy und py,o(f1X fa) = faopa,: X1 xXo —
Vs mit den Projektionen px,,pa, und py,,py, der kartesischen Produkte &} x X5 und Vi xYs. Die

Produkt-Bildung x bei Abbildungen ist assoziativ und ist analog fiir eine beliebige endliche Zahl
von Funktionen sinnvoll.

Als letztes besprechen wir noch kurz Mengen von Abbildungen:

Definition I1.1.26. Sind X', ) Mengen, so schreiben wir Abb(X,)) oder V¥ fiir die Menge der Abbildungen
von X nach Y.

Bemerkungen I11.1.27. Essein € N, und X, Y, V1, Vo, ..., YV, seien Mengen.

e Fiir jeden Definitionsbereich X = {x1,xs, ..., x,} mit genau n verschiedenen Elementen z1, xa, . . .,

T, ist

Abb(X7y)_>yn7 fH<f(xl)>f($2)aaf(xn))

eine Bijektion. Daher kann man eine Abbildung f € Abb(X,)) auf dem n-elementigen Defini-
tionsbereich X' auch als n-Tupel (f(z1), f(z2),..., f(z,)) € Y™ ihrer Werte betrachten und be-
kommt in diesem Fall eine naheliegende Identifikation von Abb(X,Y) mit Y. In Anlehnung hieran
kann man sich eine Abbildung f € Abb(N,)) mit Definitionsbereich N als unendliches Tupel
(f(x1), f(x2), f(x3),...) ihrer Werte vorstellen — ein Objekt, das wir so noch nicht definiert haben,
das aber fiir Abb(N,))) die Schreibweise Y nahelegt. Hierdurch wird fiir Abb(X,)) auch bei allge-
meinen Definitionsbereich X die in der vorigen Definition eingefiithrte und an eine Potenz erinnernde
Schreibweise V¥ motiviert.

e Der oben erwdhnten Eins-zu-Eins-Entsprechung zwischen Funktionen mit Werten im Produkt der
Mengen Y;, V1 XYVoX ... XYV,, und dem Tupel ihrer Komponentenfunktionen liegt tatséchlich eine
Bijektion

Abb(X, V1 xVax ... xYy) = Abb(X, V1) X Abb(X,Vs) X ... x Abb(X,V,)
oder mit anderen Worten (und vielleicht intuitiver)

(ylxyzx...xyn)"%yf‘xygfx...xyf

zugrunde, die die Zuordnung f — (f1, fa,..., fn) vornimmt (mit den Komponenten f; von f).
Dies ermoglicht eine héufig verwendete Identifikation, die wir teils in die Notation fiir die Kom-
ponenten eingebaut haben. Deutlicher noch sieht man dies an der zugehorigen Umkehrabbildung,
die (f1, fa,..-, fn) — (f1, f2,..., fn) zuordnet, wobei das Tupel der Einzelfunktionen f, fa,..., fn
(links) und die Funktion mit Komponenten f1, fa,..., f, (rechts) in unserer Notation nicht mehr
unterscheidbar sind.
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I1.2. Natiirliche und ganze Zahlen, Induktion und Rekursion

Natiirlich wurde die Menge N = {1,2,3,...} der natiirlichen Zahlen bereits verwendet und ist Thnen ge-
laufig. Dennoch mochte man N in der Mathematik préziser einfiihren, und prinzipiell kann man den Aufbau
der Mathematik dann auch so gestalten, dass N vor seiner Einfithrung nicht vorkommt. Die Einhaltung einer
derartigen konsequenten Reihenfolge wire aber an vielen Stellen so umsténdlich, dass dies fiir eine Vorle-
sung nicht in Frage kommt. Die prézise Einfiihrung von N mag zunéchst penibel und iiberfliissig scheinen,
wird aber den richtigen Rahmen fiir das wichtige Beweisverfahren der vollstindigen Induktion, fiir rekursive
Definitionen und die Eingrenzung der entscheidenden Eigenschaften von N bieten. Tatséchlich fordern wir
zur Einfiihrung von N folgendes Axiom:

Axiom II.2.1 (Peano-Axiome der natiirlichen Zahlen). Es gibt eine Menge N, eine injektive Abbildung
S: N — N und ein Element 1 € N\ S(N), so dass fiir alle Teilmengen M von N gilt: Ist 1 € M und
S(M) C M, so folgt M =N.

Es handelt sich hierbei um eine kurze und préignante Zusammenfassung eines fiinf separate Axiome
umfassenden Axiomensystems, das auf G. Peano (1858-1932) zuriickgeht. Wir diskutieren die Original-
Axiome und erldutern damit zugleich das Vorausgehende:

e Die erste Forderung 1 € N sichert iiberhaupt die Ezistenz einer natirlichen Zahl 1.

e Das zweite Axiom postuliert fiir jede natiirliche Zahl n € N die Existenz und Eindeutigkeit eines
Nachfolgers S(n) € N, den wir normalerweise als n+1 bezeichnen. Dieses Axiom ist oben in der
Wohldefiniertheit der Abbildung S: N — N enthalten.

e Das dritte Axiom 1 ¢ S(N) besagt, dass 1 nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl ist und begriindet
die herausgehobene Rolle der 1 als erste natiirliche Zahl.

e Peanos viertes Axiom fordert S(m) = S(n) = m = n fir alle m,n € N, entspricht oben der
Injektivitdt von S und sichert die Eindeutigkeit des Vorgéingers jeder natiirlichen Zahl (sofern es
einen Vorgéinger gibt).

e Das letzte Axiom schlieflich enthélt die oben gestellte Forderung fiir Teilmengen M von N und kann
in Worten so formuliert werden, dass aus 1€ M und der Giltigkeit der Implikation n€ M = S(n) €
M fiir alle n €N schon M = N folgt. Dieses Postulat ist als Induktionsaziom bekannt und wird in
Folge noch sehr genau diskutiert.

Natiirlich beschreiben diese Axiome nichts anderes als die gewohnte Struktur der natiirlichen Zahlen,
wobei die Sukzessions- oder Nachfolge-Abbildung S, die in Abbildung veranschaulicht wird, einfach
dem ,Weiterzahlen“ von einer natiirlichen Zahl zur néchsten entspricht und die formale Einfiihrung der
nachfolgenden Zahlen durch

2:=5(1), 3:=85(2), 4:=5(3), 5:=54), 6:=5(5), 7:=8(6), 8:=5(7), 9:=5(@8),...

erméglicht. 1/\2 /\3 /\ Ll/\{)/\(ﬁ/\ﬂg/\g/x-

Auch wenn all dies mehr oder weniger vertraut scheinen mag, sei an dieser Stelle trotzdem die Warnung
angebracht, dass bei N als Menge mit unendlich vielen Elementen ganz anderes passieren kann als bei
Mengen mit nur endlich vielen Elementen. So erhélt man aus der Injektion S: N — N zum einen die
Bijektion S: N — S(N), durch die man die Elemente von N und S(N) eins-zu-eins identifizieren kann. Zum
anderen ist aber doch S(N) & N, denn N enthélt das Element 1, aber 1 ¢ S(N).

Genau diese paradox scheinende Eigenschaft des Unendlichen illustriert das beriihmte Gedankenspiel in
Hilberts Hotel: In diesem Hotel gibt es unendlich viele Zimmer, fiir jede natiirliche Zahl als Raumnummer
eines. Sind alle Zimmer belegt, so ist dieses besondere Hotel aber dennoch nicht voll. Kommt ndmlich in
dieser Situation ein neuer Gast an, so bittet man alle bereits eingezogenen Géste, aus ihrem derzeitigem
Zimmer n in das Nachfolge-Zimmer S(n) zu ziehen, sozusagen entlang der Umzugswege in Abbildung
Damit wird Zimmer 1 frei und kann durch den neuen Gast bezogen werden.

Weitere Eigenschaften von N (und S) konnen wir aus den Axiomen folgern. Zum Beispiel sind bei
{n € N | S(n) # n} gemédR dem dritten und vierten Axiom die Voraussetzungen des Induktionsaxioms

(I1.2.1)
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erfiillt. Letzteres zeigt dann, dass die angegebene Menge ganz N ist und sich daher jedes n € N von seinem
Nachfolger unterscheidet. In dhnlicher Weise gibt die Anwendung des Induktionsaxioms auf S(N) U {1} fur
jede Zahl n € N auker 1 die Existenz eines Vorgéngers p € N mit S(p) = n, der geméf dem vierten Axiom
auflerdem eindeutig ist.

Schon hieran kann man die Wichtigkeit des Induktionsaxioms erkennen, auf das wir demnéchst noch
genau eingehen und ohne das man solche einleuchtenden Folgerungen tatséchlich nichtﬂ zur Verfliigung hétte.

Ist N einmal eingefiihrt, so ist der Aufwand zur Definition von Ny und Z eher gering:

Definition I1.2.2. Wir setzen

N() =N {0}
mit einer fixierten Zahl 0 ¢ N und

7 = NO U (—N)
mit einer Kopie E| —N von N, so dass die Abbildung N — —N, die jedem n € N ein neues Element —n €
(=N) \ Ng zuordnet, bijektiv ist. Wir nennen die Zahlen aus N auch die positiven ganzen Zahlen, die aus —N
die negativen ganzen Zahlen.

Das Negative —z € Z einer ganzen Zahl z € Z definieren wir ergdnzend, nachdem es fiir positive z schon
eingefiihrt ist, durch —0 := 0 und —(—n) := n fiir n € N. Die Nachfolge-Abbildung setzen wir durch die
Festlegungen S(0) := 1, S(—1) := 0 und S(=S(n)) := —n fiir n € N, natiirlich unter Beibehaltung von S(n)
fiir n € N, zu einer bijektiven Abbildung S: Z — Z fort.

Wir halten fest, dass fiir jede Zahl z € Z ein eindeutiger Nachfolger S(z) € Z und ein eindeutiger
Vorgiinger S™1(z) € Z (mit der Umkehrabbildung S~': Z — Z der Bijektion S: Z — Z) existieren und
S=Y(z) # 2 # S(z) erfiillen. (Letzteres folgt leicht aus S(n) # n fiir alle n € N).

Bemerkung 11.2.3. Ubrigens erfiillt anstelle von (N, 1) auch (Ng,0) die Peano-Axiome mit S: Ny — Ny
erweitert durch S(0) := 1. Insofern gibt es zwischen N und Ny bisher, wo wir nur die Nachfolge-Abbildung
S und ein Anfangselement 1 bzw. 0 betrachten, keinen strukturellen Unterschied, und wir hétten alternativ
auch Ny axiomatisch einfiihren und N := Ny \ {0} setzen kénnen. Sobald wir die Grundrechenarten angehen,
entstehen aber selbstverstandlich strukturelle Unterschiede zwischen 1 und 0 und somit zwischen N und Nj.

Auf dem Induktionsaxiom fukt das fundamentale Beweisprinzip der vollstandigen Induktion (VI) zum
Nachweis einer von n € N abhdngigen Aussag(ﬂ A(n) fiir alle n € N, bei dem man wie folgt vorgeht:

- Induktionsanfang: Zeige A(1).

(VD) Induktionsschritt: Zeige die Implikation A(n) = A(n+1) fiir alle n € N.

Dabei benutzen wir n+1 := S(n) als die allgemein iibliche Bezeichnung fiir die auf n folgende natiirliche
Zahl.

Bemerkungen 11.2.4.
e Der Induktionsanfang wird manchmal auch Induktionsverankerung genannt. Er lasst sich oft ver-
gleichsweise einfach erledigen, darf aber natiirlich nicht vergessen werden.
e Fiir den Induktionsschritt fixiert man ein beliebiges n € N. Man betrachtet die Induktionsannahme
oder Induktionsvoraussetzung A(n) als gegeben und leitet dann unter Verwendung dieser Annahme
die Induktionsbehauptung A(n+1) her.

4Alle Peano-Axiome auker dem Induktionsaxiom sind auch fiir N mit S(n) := n+2 fir alle ungeraden n € Nund S(n) :=n
fir alle geraden n € N erfiillt. In diesem Modell wéren aber anders als iiblich alle geraden Zahlen ihr eigener Nachfolger. Zudem
sind die Peano-Axiome aufler dem Induktionsaxiom auch fiir die positiven reellen Zahlen R4 := {z € R | z > 0} anstelle von N
mit S(z) := z+1 fiir alle x € Ry erfiillt und ebenso fiir N mit S(n) := n+2 fiir alle n € N. Dabei gébe es neben 1 aber weitere
Zahlen, die keinen Vorgénger besitzen, zum Beispiel % im ersten und 2 im zweiten Fall.

5Die etwas vage Einfiihrung von —N als Kopie kann mengentheoretisch untermauert werden, indem man nur von einem
neuen Vorzeichenobjekt © ausgeht, —N := {&} XN setzt und dann fiir n € N die Notation —n := (&,n) € —N festlegt.

6Genauer ist A(n) ein Priadikat mit freier Variable n, fiir die natiirliche Zahlen eingesetzt werden kénnen, und das Ziel ist
der Nachweis der Aussage Yn€N: A(n).

30



o Dass das Beweisverfahren funktioniert und tatséchlich die Giiltigkeit von A(n) fiir alle n € N sicher-
stellt, ist durch das Induktionsaxiom gerechtfertigt: Sind Induktionsanfang und Induktionsschritt
gemacht, so wissen wir fiir die Menge M := {n € N | A(n) gilt} einerseits 1 € M und andererseits
n € M = S(n) € M. Wir kénnen daher per Induktionsaxiom schliefien, dass M = N ist. Nach
Wahl von M bedeutet dies, dass A(n) fiir alle n € N gilt.

(Diese Argumentation braucht jetzt, nachdem wir sie einmal gemacht haben, natiirlich nicht
bei jedem Induktionsbeweis wiederholt zu werden.)

e Induktionsbeweise sind nicht konstruktiv, da man schon vor Beginn des Beweises wissen muss, wie
die zu zeigende Aussage A(n) fiir alle n € N aussieht. Um ein Gefiihl zu bekommen und eine sinnvolle
Vermutung A(n) aufstellen zu konnen, experimentiert man typischerweise mit den ersten paar
natiirlichen Zahlen. Ein erfolgreicher Induktionsbeweis zementiert dann, dass eine Aussage A(n),
die man fiir die ersten paar natiirlichen Zahlen n verifiziert hat, tatséchlich und unwiderruflich fiir
alle natiirlichen Zahlen n gilt. Mit etwas mehr Erfahrung kann man manchmal auch mit moglichen
Induktionsschritten experimentieren, um sinnvoll eine Vermutung A(n) aufstellen zu kénnen. Wie
man zur Vermutung findet, ist tatsdchlich nicht vorgeschrieben und muss auch nicht unbedingt
dokumentiert werden.

e Man muss nicht jede von n € N abhéngige Aussage A(n) mit vollstindiger Induktion beweisen.
Manchmal kann man solche Aussagen A(n) auch fiir jedes n € N ohne Verwendung der vorigen
Aussagen A(1), A(2),...,A(n—1) zeigen und braucht dann keinen Induktionsbeweis anzusetzen.
Insbesondere ist dies der Fall, wenn man beim Versuch eines Induktionsschritts feststellt, dass man
die Induktionsbehauptung ohne Verwendung der Induktionsannahme zeigen kann. Auch wenn man
formal nichts falsch gemacht hat, empfiehlt es sich in dieser Situation trotzdem, das Argument noch
einmal neu und induktionsfrei aufzuschreiben.

Beispiele 11.2.5. Unter leichtem Vorgriff auf noch einzufithrende Konzepte und Rechenregeln geben wir
Beispiele der Anwendung von :
o Wir wollen zeigen:
Fiir alle n € N ist 3°”—2" durch 7 teilbar.

Wir argumentieren durch vollsténdige Induktion nach n € N.

Induktionsanfang fiir n = 1: Die Behauptung reduziert sich wegen 321—2! = 7 zu ,,7 ist durch
7 teilbar und ist offensichtlich richtig.

Induktionsschritt von n auf n+1 fiir n € N: Wir mochten von der Induktionsannahme ,,32"—2"
ist durch 7 teilbar“ auf die Induktionsbehauptung ,,32"+2—-27*1 ist durch 7 teilbar“ schliefen. Dazu
schreiben wir

32— ontl — 9.3%" — 9.2 4 9.2 — 2.2" = 9-(37"—2") 4 72",
wobei einerseits nach Induktionsannahme 32"—2" und damit auch 9-(32"—2") durch 7 teilbar ist
und andererseits 7-2" wegen des Faktors 7 durch 7 teilbar ist. Mit den beiden Summanden ist auch
die Summe 327*+2—-27*! durch 7 teilbar und die Induktionsbehauptung gezeigt.
e Wir wollen zeigen, dass die sukzessive Addition der ungeraden Zahlen die Quadratzahlen ergibt,
genauer
1434+5+...+(2n—3) + (2n—1) =n? fiir alle n € N.

Wir argumentieren durch vollstandige Induktion nach n € N.
Induktionsanfang fiir n = 1: Die Behauptung reduziert sich zu 1 = 12 und gilt offensichtlich.
Induktionsschritt von n auf n+1 fiir n € N: Wir méchten von der Induktionsannahme

14345+...+(2n—3) + (2n—1) = n?
auf die Induktionsbehauptung
14+3+5+ ... +(2n—1) + (2n+1) = (n+1)?
schlieflen. Dazu rechnen wir unter Verwendung der Induktionsannahme im zweiten Schritt
14345+ ... +(2n—1)+(2n+1) = (14+34+5+... +(2n—3)+(2n—1)) + (2n+1)
=n? + (2n+1) = n®+2n+1 = (n+1)?
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und erhalten die Induktionsbehauptung.

In der praktischen Anwendung treten auch etliche Varianten des Induktionsprinzips auf: Zum Beispiel
kann man eine Aussage A(z) fiir alle z € {zp, 20+1, 2042, . . .} mit fixiertem zy € Z (hdufig auch zy = 0) nach-
weisen, indem man den Induktionsanfang bei A(zp) und Induktionsschritt fiir alle z € {zg, 20+1, 2042, ...}
von A(z) zu A(z+1) durchfithrt. Man kann die Variable beim Induktionsschritt selbstverstédndlich anders
benennen und den Schritt etwa von A(z—1) zu A(z) fiir alle z € {zo+1, 20+2, 20+3, .. .} durchfithren. Man
kann mehrere Einzelfélle als Induktionsanfang behandeln oder beim Induktionsschritt in Zweierschritten von
A(z) zu A(z+2) iibergehen (niitzlich etwa dann, wenn fiir gerade und ungerade z unterschiedliches Vorgehen
geboten ist). Explizit erwidhnen wir folgende Variante, die ebenfalls den Nachweis von A(n) fiir alle n € N
erlaubt;:
(VI) . o .

Induktionsschritt: Zeige A(1) N A(2) A ... AN A(n) = A(n+1) fir alle n € N.
Da man hier mehr Annahmen zur Verfiigung hat, bietet beim Induktionsschritt mehr Flexibilitat als (VI)).
Tatséchlich sind die beiden Prinzipien aber gleichwertig, denn kann durch Anwendung des Original-
Prinzips auf A(n) := A(1) A A(2) A ... A A(n) aus diesem abgeleitet werden.

Entscheidend ist bei allen Varianten des Induktionsprinzip aber vor allem, dass durch Induktionsanfang
und -schritt ein Dominoeffekt entsteht, dass etwa durch A(zp), den Schritt von A(zg) zu A(z0+1), den Schritt
von A(zp+1) zu A(z9+2), den Schritt von A(zp+2) zu A(z0+3), ... alle gewiinschten A(z) abgedeckt werden.
Statt verschiedene Varianten auswendig zu lernen, sollte man tatséchlich besser dieses Zusammenspiel von
Induktionsanfang und Induktionsschritt im Hinterkopf behalten und sich iiberlegen, dass es funktioniert.

Induktionsanfang: Zeige A(1). }

Beispiel I1.2.6. Wir mochten zeigen:
Fiir alle n € Ny und alle Mengen M mit genau n Elementen hat P(M) genau 2" Elemente.

Dazu argumentieren wir durch vollstdndige Induktion nach n € Np.

Induktionsanfang fiir n = 0: Die einzige Menge mit 0 Elementen ist die leere Menge (). Fiir diese hat
P(0) = {0} genau 2° = 1 Elemente (némlich das eine Element 0).

Induktionsschritt von n—1 auf n fir n € N: Wir haben als Induktionsannahme, dass P(M’) fiir jede
Menge M’ mit genau (n—1) Elementen genau 2"~ ! Elemente hat. Wir mochten daraus fiir eine gegebene
Menge M mit genau n Elementen schliefsen, dass P(M) genau 2" Elemente hat. Sei dazu « irgendein ab jetzt
fixiertes Element von M. Dann hat M’ := M \ {z} genau (n—1) Elemente, und nach Induktionsannahme
hat P(M’) genau 2"~ ! Elemente. Wir kénnen nun die Elemente A von P(M), also die Teilmengen A von
M, darauf betrachten, ob « ¢ A oder z € A gilt. Im Fall 2 ¢ Aist AC M', also Ae P(M'). ImFallz € A
ist A= A"U{z} fiir die Menge A" := A\ {z} C M’, also fiir ein A’ € P(M’). Insgesamt ist somit

PM)=PM)U{AeP(M)|A=AU{z} firein A" € P(M')}
die disjunkte Vereinigung von P(M’) und einer weiteren Menge, die fiir jedes Element A’ von P(M’) genau

ein Element A enthélt. (Beachte dafiir A’ # B’ = A’ U {a} # B’ U {z} fir A, B’ € P(M’)!) Damit hat
P(M) genau doppelt so viele Elemente wie P(M’), also wie behauptet 2-2"~! = 2" Elemente.

Beispiel I1.2.7. Wir mochten die Ezistenz der Primfaktorzerlequng zeigen:
Fiir alle n € N\ {1} gibt es k € N und Primzahlen py, ps,...,pr € N mit n = p1pa-... pg.

Wir argumentieren durch vollstdndige Induktion nach n € N\ {1}.

Induktionsanfang fir n = 2: Fiir n = 2 gilt die Behauptung mit £ = 1 und der Primzahl 2.

Induktionsschritt von 2,3,...,n—1 auf n fir n € N\ {1,2}: Wir haben als Induktionsannahme, dass
die behauptete Darstellung fiir 1,2,...,n—1 jeweils existiert. Wir mochten daraus die Existenz der entspre-
chenden Darstellung von n ableiten. Im Fall, dass n eine Primzahl ist, ist die Darstellung trivial (mit k = 1,
p1 = n). Im Fall, dass n keine Primzahl ist, konnen wir n = ab mit a,b € {2,3,...,n—1} schreiben. Gemif
Induktionsannahme gibt es daher einerseits £ € N und Primzahlen py,p2,...,pr € N mit a = pips- ... pg,
andererseits ¢ € N und Primzahlen ¢1,q2,...,q¢ € N mit b = q1qg2-...-qe. Setzen wir pyy; := g; fiir alle
1€ {1,2,...,}, so ergibt sich mit

n=ab= (p1p2- ... Px)(q1q2" - . -qr) = P1D2" - - - Pht
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die behauptete Darstellung von n (mit k+¢ € N anstelle von k). Wir erhalten also die Induktionsbehauptung.

FEine Version des Induktionsprinzips zur Erklédrung eines von n € N abhédngigen Objekts X, fiir alle
n € N ist das Prinzip der rekursiven Definition, das wir schematisch wie folgt festhalten:

RD Rekursionsanfang: Definiere Xj.
(RD) Rekursionsschritt: Fiir alle n € N definiere X, 1 unter Riickgriff auf X,. }

Hierbei ist (nur jetzt einmal, nicht bei jeder Anwendung) zu iiberlegen, dass das Objekt X,, durch diese Festle-
gungen tatsédchlich fiir alle n € N definiert wird. Genau dies ergibt aber die Anwendung des Induktionsprinzips
auf die n-abhingige Aussage ,,X,, ist (wohl)definiert* (jedenfalls sofern beim Rekursionsschritt X,
fiir gegebenes X, immer wohldefiniert ist). Analog zum Induktionsprinzip besitzt auch (RD|) Varianten mit
Rekursionsanfang bei beliebigem zy € Z, mehreren Einzelféllen als Rekursionsanfang, Rekursionsschritt mit
Riickgriff auf mehrere Vorgénger-Objekte, et cetera. Damit wird es moglich, viele naheliegende Definitionen
préziser als mit Piinktchen (oder auch tiberhaupt erst) hinzuschreiben:

Beispiele I1.2.8.
e Ausgehend von der bijektiven Nachfolge-Abbildung S: Z — Z kann man die Summe z+n € Z
und die Differenz z—n € Z von z € Z und n € Ny erkldren, dies aber auf verschiedene Weisen
hinschreiben: Mit Piinktchen lauten die Definitionen

z4+n:=8(5(S(..(5(2))...)) und z—n:=8S"STHSTI...(STI(2))...)).

n Anwendungen von S n Anwendungen von S~ !

Mit dem Rekursionsprinzip kénnen wir dieselben Definitionen ganz préizise und frei von Andeutun-
gen durch Piinktchen fiir alle z € Z durch

z24+0:=z 2+ 8(n):=S(z+n) fir n € Ny, 2z—8(n):=8 '(2—n) fiir n € Ny

treffen. Wenn im Vorfeld z+1 := S(z), 2—1 := S~1(2) vereinbart wird, kénnen beide Varianten
etwas vertrauter hingeschrieben werden, ndmlich als

z4+n:=(..((+)+1)+D)+..)+1 und z —n:= (... (((z=1)-1)=-1)—...)—1

n Summanden 1 n Subtrahenden 1

und mit Rekursion als
z£0:=2 z+(n+l):=(z4n)+1firneNy, =z—(n+l):=(z—n)—1firn e Ny.
Um z 4+ z € Z sogar fiir beliebige z,z € Z zu erkldren, vereinbart man im Nachhinein noch
z4+(—n):=z—nfirneN und z—-(-n):=z+nfirneN
e Ausgehend von der Summe kann das Produkt

nz:=nz:=(...((z42)+2)+...)+z € Z

n Summanden z
vonn € Ny und z € Z erkldrt werden. Die Préizisierung dieser Piinktchen-Definition durch Rekursion
fiir alle z € Z ist
0z:=0 wund (n+1)z:= (nz)+z fir n € Ny.
Um zZz € Z sogar fiir beliebige z,z € Z zu erkléren, ergénzt man die Festlegung
(—m)z :=n(—z) fur n € N.
e Mit Hilfe des Produkts kénnen Potenzen
2" i=(...((#2)2)...)z €L

n Faktoren z

mit Basis z € Z und Exponent n € N definiert werden. Die prézisere rekursive Definition fiir jedes
z € Z lautet

=2 und "l i=2".: fiirneN.
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Ergénzend definiert man
2" := 1 (zumindest) fiir z € Z \ {0}.

Der Ausdruck 0° bleibt generell undefiniert (begriindet zum Beispiel dadurch, dass man die Regeln
20 =1 fiir alle 2 € Z \ {0} und 0™ = 0 nicht beide konsistent fortsetzen kann). Spéter wird es sich
in manchen Zusammenhiingen als sinnvoll erweisen, 0° als 1 festzulegen.

Auf Basis der Definitionen kann man die Kommutativitat und Assoziativitdt der Addition und Multipli-
kation, die Distributivgesetze und weitere bekannte Rechenregeln (z—z = 0, Klammer-Regeln, binomische
Formel, et cetera) fiir den (symbolischen) Umgang mit ganzen Zahlen herleiten. Zu einem grofen Teil kann
dies mit Induktionsbeweisen nachgewiesen werden, was hier (abgesehen von einem Beispiel in den Ubungen)
aber ausgespart werden soll. Wir treffen ab jetzt auflerdem die iiblichen Konventionen zur Klammereinspa-
rung: Es gilt Punkt- vor Strich-Rechnung, und die dadurch und durch Assoziativitét {iberfliisssigen Klammern
werden weggelassen. Quotienten z :n = z/n = £ € Z von z € Z und n € Z \ {0} koénnen im Rahmen der
ganzen Zahlen natiirlich nur dann definiert werden, wenn z durch n teilbar ist. Formal wiirde man den Quo-

z

tienten Z an dieser Stelle daher als die eindeutige Zahl g € Z, sofern eine solche denn existiert, mit ng = 2
festlegen.

Beispiele I1.2.9.
e Die Fakultdt
nl:=nn—-1)-...-321€N
von n € Ny wird rekursiv definiert durch
0:=1, (n+1)!:=(n+1)(n!) fir n € Ny.

Beispiele sind 0! = 11 = 1, 21 = 2, 31 = 6, 4! = 24, 5 = 120, 6! = 720, 7! = 5040, 8! = 40320.

e Die Fibonacci-Zahlen F,, € Ny mit n € Ny sind rekursiv durch
Fop:=0, Fy:=1 und F,yi:=F, 1+F, firalleneN

definiert. Die ersten Fibonacci-Zahlen sind Fy =0, Fy =1, F, =1, F3=2, Fy =3, F5 =5, F5z =8,
F; = 13, Fg = 21, Fy = 34, Fip = 55. Uberraschenderweise kann man (z.B. mit vollstandiger
Induktion) auch die fiir alle n € N giiltige geschlossene Formel von Binet

» :1<1+\/S)”_1<1\/5>"

"5 2 NG 2

beweisen. Etwas mehr zu Beweis und Hintergrund dieser Formel folgt in den Ubungen.
e Fiir k </ in Z wird die Summe von {—k+1 Zahlen ay, a1, -..,a0-1,a¢ € Z mit dem Summenzei-
chen Y (nach dem Sigma genannten griechischen Buchstaben ¥) als
¢
Zai = ag+ags1+ ... fag—1+ag €Z
i=k

abgekiirzt. Rekursiv kann man fiir gegebene a; € Z erst

0 n n—1
Zai :==ag und Zai:<2ai>+anfﬁrn€N,
i=0 i=0

i=0
darauf aufbauend dann

L —k
Zai = Zakﬂ' fir k</in Z
i=k i=0

definieren. Spezialfille sind Summen von Einsen Zf:k 1={¢—k+1 und Produkte nz=3% ;" | z.
e Analog wird fiir k¥ < ¢ in Z das Produkt von ag, ag41,...,a¢—1,a¢ € Z mit dem Produktzeichen []
(nach dem Pi genannten griechischen Buchstaben II) als

4
H A = Q41 ... Ag—10p € Z
i=k
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abgekiirzt. Die rekursive Definition kann genau wie beim Summenzeichen ausgeschrieben werden.

Spezialfille sind Potenzen 2" = []!_; z und Fakultdten n! =[], 7.
In Ergéinzung zu ([1.2.9) und ([1.2.9) notiert man auch 37, a; := 37 a;; und [[;c; a0 := [[_, a;,

fiir jede endliche Indexmenge I = {iy,13,...,i,} mit n € N Elementen.
Ergénzend nutzt man fiir ,Jeere* Summen und Produkte die Konventionen Zf:k a; =0, Hf:k a; =1
im Fall k£ > £ sowie >, g a; =0, [[;cpa: == 1.

Wichtig fiir das Rechnen mit Summen- und Produktzeichen sind die Regeln fiir Indezverschiebung (mit
k,t € Z, v,a; € Z; entspricht Substitution j = i+v)

Y/ l+v l {4v
E a; = § Aj—v, Hai = H A5y,
1=k j=k+v i=k j=k+v

Indexlaufumkehr (mit k,¢ € Z, a; € Z; entspricht Substitution j = k+£—1)

1 1 ¢ Y
E a; = E A40—7, H a; = H Ak4e—j
i=k j=k i=k j=k

und Verhalten bei Summen und Produkten (mit Indexmenge I, a;,b;, 2 € Z, n € N)

(5 (5) 1o ()(1)

iel iel iel iel iel iel
n
n
E (za;) = = g a;, H(%)Z (Hai> .
iel iel iel iel

Wir diskutieren als Néchstes die Thnen allen bekannte Darstellung ganzer Zahlen, bei denen Ziffern an
unterschiedlichen Positionen unterschiedliches Gewicht besitzen, also die Darstellung in sogenannten Stel-
lenwertsystemen:

Bemerkungen 11.2.10.

e Im Dezimalsystem (auch dekadisches System oder Zehnersystem genannt) werden die bereits er-
klarten 1-stelligen Zahlen 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 € Ny als Ziffern verwendet. Allgemeiner erhélt
man eine (n+1)-stellige Zahl mit n € Ny durch Hintereinanderschreiben solcher Ziffern z; €
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} und unter Verwendung der Basis 10 := S(9) als

ZnZn_1--.292120 = Zzlwloi € Ny,
i=0
wobei das Hintereinanderschreiben von Ziffern ohne dazwischen gestelltes Symbol hier ausnahms-
weise nicht fiir das Produkt steht. Man kann dies als rekursive Definition betrachten, bei der der
Rekursionsanfang mit der Definition der 1-stelligen Zahlen bereits erfolgt ist und im Rekursions-
schritt fiir jedes n € N die (n+1)-stellige Zahl zm := 2-10"+m mit Ziffer z € {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9}
und n-stelliger natiirlicher Zahl m definiert wird.
Werden Ziffern ohne Verkniipfungszeichen und Erlduterung verwendet oder hintereinander ge-
schrieben, so ist standardméfig immer dieses System gemeint.

o In Stellenwertsystemen mit beliebiger Basis b € N\ {1} arbeitet man mit b Ziffern. Man verwendet
(jedenfalls heutzutage und in unserem Kulturkreis) im Fall b < 10 normalerweise die b ersten
Ziffern 0,1,2,...,0—2,b—1 € Z des Dezimalsystems in iiblicher Bedeutung und muss fir 6 > 10
Ziffersymbole fiir die Dezimalzahlen 10,11,12,...,6—2,b—1 € Z hinzufiigen. Fiir jedes n € Ny
werden (n+1)-stellige Zahlen mit (im jeweiligen System zulédssigen) Ziffern z; in Analogie zum
Dezimalsystem durch

n
R %
(annfl Ce 2’22’12’0)1, = E zi-b" € Ny
i=0
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erklart (wobei die als Subskript anzugebende Basis b benannt wird). An verschiedenen Stellen
iibliche Basen sind b = 2 (Binérsystem/Dualsystem/Zweiersystem), b = 3 (Ternérsystem), b =
8 (Oktalsystem/Achtersystem), b = 10 (Dezimalsystem aus ([1.2.10)), b = 12 (Duodezimalsys-
tem/Zwolfersystem), b = 16 (Hexadezimalsystem/Sechzehnersystem). Beim letztgenannten System
sind als Zusatz-Ziffern A := 10, B:=11, C:=12, D := 13, E := 14, F := 15 weitgehend {iblich.

Beispiele I1.2.11. Nachrechnen zeigt (11111100101); = (2202212)3 = (3745)s = 2021 = (1205)12 =
(7E5)16

Wie fiir die Basis 10 ist auch fiir beliebige Basen b € N\ {1} richtig, dass jede natiirliche Zahl ei-
ne Zifferndarstellung in dieser Basis hat und verschiedene Zifferndarstellungen ohne fithrende Null-Ziffern
zu verschiedenen natiirlichen Zahlen gehoren. Dies miisste man natiirlich beweisen, worauf wir hier aber
verzichten.

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei angemerkt, dass man die natiirlichen Zahlen auch allein aus den
Aziomen der Mengenlehre aus Abschnitt [L5] konstruieren kann, womit sich die Peano-Axiome tatséchlich von
zusétzlichen Postulaten zu herleitbaren Eigenschaften wandeln. Mit anderen Worten konnen die Existenz der
natiirlichen Zahlen und ihre Grundeigenschaften rein mengentheoretisch unterbaut werden, was im Detail
aber iiber den Vorlesungsstoff hinausgeht und nur im Anhang im Abschnitt [V.2] ausgefiihrt wird.

I1.3. Beweisstrategien

Vorausgeschickt sei die Warnung, dass es kein Patentrezept zum Finden eines mathematischen Beweises
gibt. Einige Beweise kann man nur iiber Erfahrung, Intuition, Umformulieren des Problems, Betrachtung aus
verschiedenen Blickwinkeln und das Ausprobieren verschiedener Ansétze angehen. Und am Ende scheitert
man eventuell trotzdem...

Dennoch seien hier einige Hinweise zu generellen Strategien und hiufigen Vorgehensweisen zusammen-
getragen. Zu einem grofen Teil lehnen sich die Hinweise aber eng an Definitionen an und kamen auf die ein
oder andere Weise schon vor.

Strategien fiir Beweise. Generell hingt das Vorgehen bei einem Beweis stark von der behaupteten
Aussage ab. Es folgen Hinweise sowohl fiir spezielle Félle als auch allgemeiner Natur.

(a) Beweise von Aussagen mit Teilaussagen A, B:
e Implikation A = B: Dies ist der Prototyp eines logischen Schlusses. Es gibt hierfiir drei prin-
zipielle Moglichkeiten:
Beim direkten Beweis nimmt man A als wahr an und argumentiert, dass B dann ebenfalls
wahr sein muss; vergleiche mit Abschnitt
Der Beweis durch Kontraposition nutzt das Kontrapositions-Prinzip aus Abschnitt Man
zeigt (-B) = (—A), geht also von =B aus und schlieft auf —A.
Beim indirekten Beweis oder Widerspruchsbeweis, auch reductio ad absurdum genannt, nimmt
man A und zudem die Widerspruchsannahme —B als wahr an und zeigt, dass hieraus ein
Widerspruch entsteht. Dieses Vorgehen ist durch die Definition der Implikation selbst gerecht-
fertigt: Man fithrt A A (—B) als den einzigen Fall, in dem A = B falsch ist, zum Widerspruch
und schliefft diesen somit aus.
Die logischen Verneinungen bei Kontraposition und indirektem Beweis betreffen oft Aussagen
mit Quantoren. In solchen Fillen denke man an die zugehorigen Regeln aus Abschnitt [[-3] auch
dann, wenn die Quantoren in Worten und nicht explizit als Formelzeichen auftreten.
e Aquivalenz A <= B: Meist zeigt man die Richtungen ,, == und ,, <="* separat. Dafiir kann
jede der gerade besprochenen Strategien zum Einsatz kommen.
Seltener, aber nicht vollig ungewthnlich ist, eine Aquivalenz durch Aneinandersetzen bekannter
oder einfacher Aquivalenzen (zum Beispiel Aquivalenzumformungen) A <= H;, H, <= Hy,
Hy <— Hs, ..., H, 1 < H,, H, <= B (mit Hilfsaussagen H;, H, ..., H,) zu zeigen.
(b) In fast jedem Zusammenhang kommen Fallunterscheidungen in Betracht, bei denen im Beweis Fille
mit verschiedenen Annahme einzeln abgearbeitet werden. Entscheidend ist natiirlich, dass die Félle
die Gesamtheit aller Moglichkeiten abdecken miissen.
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(¢c) FEuxistenz- und Eindeutigkeitsbeweise:

e Zu Existenzbeweisen lésst sich wenig Allgemeines sagen.

Nur um auf eine Existenzaussage der Form Jx € X : Vy € Y : P(z,y) zu schliefen, bietet sich
manchmal ein indirekter Beweis an, da die Widerspruchsannahme fiir jedes x € X ein y, € Y
mit = P(z,y,) gibt und man mit den ,;Gegenbeispielen® y, eventuell gut argumentieren kann.

e Bei Eindeutigkeitsbeweisen ist fiir zwei Objekte z,y mit gewissen behaupteten Eigenschaf-
ten die Gleichheit x = y zu zeigen. Dies kann direkt oder indirekt geschehen. Bei letzterem
nimmt man an, dass x,y mit x # y die behaupteten Eigenschaften haben und erzeugt einen
Widerspruch.

(d) Beweise von Aussagen iber Mengen M, N:

e Mengen-Inklusion M C N. Die Implikation x € M = = € N kann direkt, durch Kontrapo-
sition (entspricht dem Nachweis N¢ C M€, wenn M, N C X fiir eine Grundmenge X) oder
durch Widerspruch (entspricht dem Nachweis M \ N C §)) geschehen.

Oft kann man auch abstrakt ohne Betrachtung einzelner Elemente argumentieren, zum Beispiel
durch Zusammensetzen schon bekannter Inklusionen.

e Mengen-Gleichheit M = N: Meist zeigt man die Inklusionen ,,C* und ,,D“ separat.

Seltener kann man direkt die Aquivalenz € M <= = € N nachweisen oder abstrakter argu-
mentieren.

e Das Widerlegen solcher Aussagen ist viel einfacher. Um M ¢ N beziehungsweise M # N
zu zeigen, miissen Sie nur ein Element © € M \ N beziehungsweise x € MAN, also ein
Gegenbeispiel angeben.

(e) Zu Beweisen von Aussagen tber Zahlen x,y ldsst sich nur weniger aussagekriftig sagen:

o Gelegentlich weist man eine Ungleichung x < y fiir z,y € R nach, indem man x < y+-¢ fiir alle
€ € R mit € > 0 (oder nur fiir alle € € Q mit € > 0) zeigt. Genaueres dazu spéter noch!

e Gelegentlich weist man eine Gleichheit © = y nach, indem man ,,<“ und ,,>“ separat zeigt.
Anders als bei Mengen sind die beschriebenen Vorgehensweisen hier aber nicht kanonisch.

(f) Beweise von Aussagen tiber n-Tupel x,y (z.B. Paare oder Tripel):

e Die Gleichheit = y von n-Tupeln zeigt man oft, indem man x; = y; fiir alle ¢ € {1,2,...,n}
nachweist.
(g) Beweise von Aussagen tber Abbildungen f,g: X — V:

e Gleichheit f = g von Abbildungen: Vorab ist zu priifen, dass f und g den gleichen Definitions-
bereich X und je nach genauer Auffassungsweise (siehe Abschnitt gleichen Zielbereich Y
haben. Man zeigt dann oft f(z) = g(x) fir alle x € X.

e Injektivitit von f: Die Implikation f(x) = f(Z) = = = 7 fiir alle z,7 € X konnen Sie direkt,
per Kontraposition (z # T = f(z) # f(Z)) oder indirekt (f(z) = f(z) fir « # Z fithrt zum
Widerspruch) nachweisen. Dies ist ein spezieller Fall eines Eindeutigkeitsbeweises.

e Surjektivitdt von f: Oft gibt man sich ein beliebiges y € ) vor und zeigt die Existenz eines
x € X mit f(x) =y. Dies ist ein spezieller Fall eines Existenzbeweises.

e Bijektivitdat von f: Oft zeigt man Injektivitdt von f und Surjektivitédt von f separat.

e Das Widerlegen ist meist wieder einfacher: Fiir f # g muss man nur ein z € X mit f(x) # g(z)
angeben, fiir Nicht-Injektivitdt von f 2wei z,z € X mit « # Z, f(z) = f(z), fiir Nicht-
Surjektivitit von f ein y ¢ Bild(f) (was allerdings f(x) # y fiir alle € X bedeutet).

Oft kann man auch abstrakter ohne Betrachtung einzelner Elemente argumentieren, zum Bei-
spiel iiber die Komposition und bereits bekannte Eigenschaften gewisser Abbildungen.
(h) Beweise von Aussagen A(n), die von n € N (oder von z € {zg, z0+1, 20+2, ...} C N) abhéngen:

e Das Prinzip der vollstindigen Induktion wurde in Abschnitt besprochen.

e Das Prinzip des kleinsten Gegenbeispiels ist eine indirekte Variante des Induktionsprinzips, die
aber relativ selten benotigt wird. Man zeigt dabei den Induktionsanfang A(1) und macht die
Widerspruchsannahme, dass A(n) nicht fiir alle n € N gilt. Diese Annahme erzwingt, dass einer
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der Induktionsschritte beim Induktionsprinzip der Form scheitern muss. Es gibt also ein
n € N, so dass A(1), A(2), ... A(n) alle wahr sind, aber A(n+1) falsch (und somit n+1 das
hypothetische ,kleinste Gegenbeispiel”) ist. Kann man auf dieser Grundlage einen Widerspruch
herleiten, so hat man A(n) fiir alle n € N gezeigt.

(i) Ab und zu kann man bei Beweisen Ausdehnungsprozeduren einsetzen, also eine Aussage im ersten
Schritt fiir spezielle Objekte beziehungsweise eine Variable in einer Teilmenge zeigen, im zweiten
Schritt unter Riickgriff auf den ersten fiir etwas weniger spezielle Objekte bzw. eine grofere Teil-
menge und erst im n-ten Schritt irgendwann allgemein bzw. fiir die ganze Menge. Bei Aussagen iiber
Zahlen kann sich dies zum Beispiel so gestalten, dass man eine Aussage erst fiir natiirliche Zahlen,
dann fiir ganze Zahlen, dann fiir rationale Zahlen und schlieflich fiir reelle Zahlen nachweist.

(j) In einem Beweis konnen die bisher genannten Techniken beliebig kombiniert oder auch dieselbe
Technik mehrfach angewandt werden. Allgemeine Tipps, um einen Beweis zu finden oder zu verifi-
zieren sind:

[

Das Ziel des Beweises bewusst aufschreiben, zum Beispiel als ,,Zu zeigen: ...“ oder ,Behaup-
tung: ...“ Dies ist am Anfang der Losung einer Beweisaufgabe immer gern gesehen.

Eine formale Priifung der Aussage vornehmen, etwa, ob gleichgesetzte Objekte iiberhaupt vom
gleichen Typ (Zahl, Paar, n-Tupel, Menge, Abbildung) sind, Argumente im Definitionsbereich
einer Abbildung liegen, bei der Komposition von Abbildungen das Ziel der inneren Abbildung
gleich dem Definitionsbereich der dufseren Abbildung ist! Man kann dabei auch Grenzfille
abklopfen, zum Beispiel den, dass eine Menge leer oder die ganze Grundmenge ist, eine Zahl
den groften oder kleinsten moglichen Wert (zum Beispiel Null) annimmt, et cetera. Auch wenn
die Aussagen der Vorlesung und der Ubungen in der Regel (formal) korrekt sind, so hilft die
Priifung doch oft beim besseren Verstédndnis der Ausgangssituation.

Sich beim Beweis einer Implikation A = B von Anfang und Ende annihern, also sowohl
iiberlegen, was mit A gezeigt werden kann, als auch, was denn reichen wiirde, um damit B zu
zeigen.

Wenn der allgemeine Fall nicht in Reichweite scheint, dann zuerst einen einfachen Fall oder
wichtigen Modellfall betrachten und erst danach dessen Losung verallgemeinern

Teilstiicke der Argumentation immer wieder durchgehen, kritisch hinterfragen und auf Kor-
rektheit priifen, auch anhand von speziellen Grenz- und Modellfillen.

Je schwieriger und umfangreicher der Beweis und sein Kontext sich gestalten, desto wichtiger

werden gerade die letztgenannten Tipps.

I1.4. Relationen

Relationen treten in der Mathematik in vielfaltiger Gestalt auf. Wir beginnen hier mit dem abstrakten
Konzept und wenden uns danach den wichtigen Spezialfillen zu.

Definition I1.4.1. Es seien X und ) beliebige Mengen.

(a) Eine (zweistellige) Relation R zwischen (den Elementen von) X und ) ist ein Tripel (X, Y, R) mit
einer Teilmenge R des kartesischen Produkts X' x). Eine Relation zwischen X und X bezeichnen
wir als Relation zwischen den Elementen von X oder Relation auf X.

(b) Die

nen

Menge aller Relationen zwischen X und Y (die formal gleich { X} x{YV}xP(XxY) ist) bezeich-
wir mit Rel(&X, ). Wir kiirzen Rel(X, X') durch Rel(X) ab.
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Ein 7 € Rel(X,Y) mit X, Y C R:

ettt eteeeeeeeee e
.
B -\ .7 o
e
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.
B NN ) o
:
.

.
.

A2

(I1.4.1)

Darstellung einer Relation R zwischen Mengen A" und ) mit endlich vielen Elementen:

(I1.4.2)

Bemerkung I1.4.2. Fiir beliebige n € N kann man eine n-stellige Relation zwischen Mengen X}, X, ..., X,
als Tupel (X1, Xs,...,X,,T) mit einer Teilmenge T des n-fachen kartesischen Produkts X3 xXax ... xX,
erkldren. Wir behandeln nur den zuvor betrachteten und mit Abstand wichtigsten Fall n = 2.

Das wesentliche Objekt in der Definition einer Relation ist der letzte Eintrag des Tupels, also bei R €
Rel(X,Y) die Teilmenge R C X'x). Die wahre Bedeutung von Relationen erschlieft sich aber tatséchlich
weniger aus der Definition und mehr aus folgenden Sprech-, Schreib- und Betrachtungsweisen:

Notation II.4.3. Es seien X, Y Mengen, z € X, y € Y und R € Rel(X,)). Wir sagen und schreiben
im Fall (z,y) € R, dass z mit y beziiglich R in Relation steht, oder, dass die Aussage xRy gilt. Sehr
oft interpretieren wir eine Relation nicht als Tupel oder Teilmenge, sondern als eine Beziehung zwischen
Elementen z und y; vergleiche mit Abbildung [[T.4.2] Die Beziehung kommt zum Ausdruck, indem wir R in
der gerade eingefiihrten Notation xRy zwischen x und y schreiben. In Zukunft werden wir anstelle von R
nicht nur andere Buchstaben, sondern héufig auch anders geartete Symbole verwenden.

Beispiele 11.4.4.
(a) Fiir beliebige Mengen X, Y enthilt Rel(X,Y) die Leer-Relation R = (X, Y, 0) (fiir die Ry nie gilt)
und die All-Relation R = (X,Y, XxY) (fir die zRy immer gilt).
(b) Durch
Y ~vg 21 <= z—y ist gerade, Y~y 21 <= z—y ist ungerade
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fiir y,z € Z werden zwei Relationen ~,, ~, in Rel(Z) erklirt, von denen fiir jedes (y,z) € Z>
eine gilt und eine nicht. Zum Beispiel gelten 2 ~, 4, (=2) ~y 5, (=7) ~4 (=7) und 9 ~,, 0. Die
zugehorigen Teilmengen sind die Mengen R, = {(y,2) € Z? | z—y ist gerade} und R, = {(y,2) €
Z? | z—y ist ungerade}.

(¢) Fiir jede Menge M ist die Gleichheit ,=* von Elementen eine Relation (M, M, R_) auf M mit der
Teilmenge R = Ay := {(z,y) € M? |z = y}.

(d) Fiir jede Grundmenge X geben die Gleichheit, Ungleichheit und (strikte) Inklusion von Mengen,
also alle Symbole O € {=,#,C, D, S, 2}, Relationen zwischen Teilmengen von & oder mit anderen
Worten Relationen auf P(X).

(e) Fiir jede Grundmenge X und jedes Mengensystem S (zum Beispiel § = P (X)) ist die Element-
Beziehung ,,€* eine Relation auf X' xS mit zugehoriger Teilmenge Re = {(x, M) € XXS |z € M}.
Analog kann man ,“ als Relation auf SxX verstehen.

(f) Die Gleichheit, Ungleichheit und kleiner, gréfer fir Zahlen, also alle Symbole [0 € {=,#,<,>
,<,>}, geben Relationen auf jedem Zahlbereich B € {N, Ny, Z,Q,R}. Dabei sind Gleichheit und
Ungleichheit generell definiert. Auch die anderen Symbole sind Thnen prinzipiell vertraut. Préazise
kénnen ,,<“ und ,,>“ durch

2>y <<= y<z:<= z—yeN fliry,zeZ

erklart und spéter auf y,z € Q und y, z € R verallgemeinert werden. Darauf aufbauend bedeuten
y < z und z > y natiirlich nichts anderes als (y < z) V (y = 2).

(g) Die Gleichheit und kleiner und gréfer Beziehungen zwischen Abbildungen, also alle Symbole O €
{=,<,>,<, >}, geben Relationen auf Mengen Abb(X,B) von Abbildungen (mit beliebiger Menge
X und B € {N,Ny,Z,Q,R}), wobei man fiir f,g € Abb(X,B) die meisten genannten Symbole [
standardméfig im punktweisen Sinn

fOg: <= fOgauf X : <= Va € X: f(x)Ug(z)
versteht. Die Ungleichheit f # ¢ verstehen wir als logisches Gegenteil 3z € X': f(x) # g(z) der
Gleichheit f = g.

(h) Die Teilbarkeitsrelation ,|* ist auf jedem ganzzahligen Zahlbereich B € {No,N,Z} sinnvoll. Dabei
bedeutet |z mit ¢,z € B, dass t ein Teiler von z ist, oder als Formel

t|z:<= 3deB:td=2 firt, z€B.

(i) Fiir jede feste Grundmenge X ist Disjunktheit von Teilmengen eine Relation auf P(X).
(j) Jede Funktion f: X — Y zwischen Mengen X, Y induziert eine Relation R € Rel(X,)) mit R = Gy,
wobei Gy = {(z,y) € XxY | f(x) = y} definiert war, oder dquivalent mit

2Ry <= f(z)=y firalleze X, ye).
Die Relation R erbt von der Funktion f die folgende entscheidende Eigenschaft:
(I1.4.3) Fiir alle x € X gibt es genau ein y € Y mit zRy.

Tatsdchlich kommt jede Relation R € Rel(X,)) mit der Eigenschaft des letzten Beispiels durch
eine eindeutig bestimmte Abbildung f: X — Y zustande, denn man kann den Funktionswert f(z) als das
eindeutige, zu x € X gehorige y € YV mit xRy festsetzen. Wir erhalten eine 1-zu-1-Korrespondenz zwischen
Abbildungen X — Y und Relationen in Rel(X,)) mit der Eigenschaft und kénnen Abbildungen
fortan als spezielle Relationen auffassen. Dies kénnen wir auch benutzen, um den Begriff der Abbildung aus
Abschnitt — wo, wir erinnern uns, der nicht formal definierte Begriff ,Zuordnungsvorschrift einging —
vollig préazise auf den Punkt zu bringen und mengentheoretisch zu unterfiittern:

Definition I1.4.5. Es seien & und ) Mengen. Eine Abbildung f: X — ) von X nach ) ist eine Relation
R € Rel(X,)), bei der zu jedem z € X genau ein y € Y mit xRy existiert. Fiir jedes x € X wird das
eindeutige y mit xRy als f(x) bezeichnet.

Bemerkungen I1.4.6.
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Beim praktischen Umgang mit Abbildungen ist die Préazisierung des Begriffs selten relevant. Sie zeigt
aber, dass auch der Abbildungsbegriff mengentheoretisch unterfiittert und allein auf die Axiome
der Mengenlehre gegriindet werden kann. Manchmal hilft die Prazisierung auch beim Umgang mit
Grenzfillen. Sie klart etwa, dass von leerem Definitionsbereich () in beliebiges Ziel ) genau eine
Abbildung existiert, die leere Abbildung () — Y, die der Leer-Relation (die in diesem Fall zugleich
die All-Relation ist) entspricht.

Durch die Prézisierung des Abbildungsbegriffs wird die Gleichheit f1 = fo von Abbildungen f; €
Abb(X1, 1) und fo € Abb(Xs, Vo) auf die Gleichheit von Tripeln und (Teil-)Mengen zuriickgefiihrt
und stellt sich als gleichbedeutend mit X1 = Xy, Y1 = Vo und fi(x) = fo(x) fir alle x € X
heraus. Dies haben wir in Abschnitt [[I.T} dem Einschub zu Beweisstrategien und obigem Beispiel
teils schon benutzt, hatten dort aber eher nur Gleichheit von Abbildungen mit a priori gleichem

Definitionsbereich und Ziel angesprochen.
Man nennt eine Relation R zwischen Mengen X und Y linkstotal, wenn jedes x € X mit mindestens einem y € ) beziiglich R
in Relation steht. Man nennt sie rechtseindeutig, wenn jedes € X mit hdchstens einem y € Y beziiglich R in Relation steht.
Beide Bedingungen zusammen ergeben die obige Forderung, dass jedes x mit genau einem y in Relation steht, wir kénnen
also festhalten: Eine Funktion X — Y ist nichts anderes als eine linkstotale und rechtseindeutige Relation zwischen X
und ).
Fiir jede linkstotale Relation R zwischen Mengen X und Y gibt es mindestens eine Abbildung f: X — Y mit Gy C R.
Dies ergibt sich durch Anwendung des Auswahlaxioms aus Abschnitt auf das System der disjunkten nicht-leeren
Mengen R N ({z}xY) mit x € X und Festlegung von f(z) mit x € X als y-Eintrag des ausgewihlten Paars (z,y) aus
RN ({z}xY). Tatsichlich ist obige Aussage sogar dquivalent zum Auswahlaxiom, denn fiir ein System S disjunkter nicht-
leerer Mengen kann man sie auf die linkstotale Relation R € Rel(S,U,;cs M) mit R := Uy, s ({M}xM) anwenden und
erhilt erst eine Abbildung f: S — Uy;cs M mit Gy C R und daraus dann die Auswahlmenge A := Bild(f) C Up;cs M
mit AN M = {f(M)} fir jedes M € S. O

Als Néachstes fithren wir Grundoperationen mit Relationen ein, die teils schon bekannte Operationen mit
Abbildungen verallgemeinern:

Definition 11.4.7. Es seien X, ), Z beliebige Mengen.

Die Komposition von Relationen R € Rel(X,)) und S € Rel(), Z) ist die Relation So R := RS €
Rel(X, Z) definiert durch

2(RS)z <= JyeY:(xRyNySz) firz e X,z € Z.
Die Umkehrrelation zu R € Rel(X,)) ist die Relation R=! € Rel(), X) mit
yR™ 'z : <= zRyfirallez € X,y c ).
Die komplementdre Relation zu R € Rel(X,)) ist die Relation R® € Rel(X,)) mit
xR : <= —(zRy) fir allex € X,y € Y.
Dies bedeutet, dass die Teilmenge R° C X x ) das Komplement von R in X'x) ist.

Bemerkungen 11.4.8. Es seien W, X', ), Z Mengen.

Die Komposition von Relationen verallgemeinert die Komposition von Abbildungen.
Die Umkehrrelation verallgemeinert die Umkehrfunktion und existiert immer. Im Gegensatz zu
Funktionen ist also fiir Relationen die Umkehrbarkeit stets gegeben.
Die Komplement-Bildung hat bei Abbildungen kein Analogon.
Die Komposition ist assoziativ: Fiir R € Rel(W, X), S € Rel(X,)), T € Rel(Y, Z) gilt
(RS)T = R(ST).
Die Umkehrung und die Komplement-Bildung sind involutorisch: Fiir R € Rel(X,)) gilt

(R =R=(R)"

Beispiele 11.4.9.

(a)
(b)

Fiir die Relationen des fritheren Beispiels aus gelten (~g)7h= ~vy, (~y) 7=~y (vg)¢ =~y
und (~y, )¢ =n~y.

Fiir die Relationen C, ;, €, <, <sind D, 2, 3, >, > (sofern definiert zwischen Elementen, Mengen,
Zahlen, Abbildungen) die Umkehrungen. Komplementir zu C, €, <, < sind ¢, ¢, >, > (sofern

definiert bei Elementen, Mengen, Zahlen).
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(c) Die ndachstkleinere ganze Zahl zu einer reellen Zahl x € R, also die eindeutige Zahl z € Z mit
z < & < z+1, schreibt man mit der sogenannten Gaufi-Klammer als |x| € Z. Die Abrunden-
Funktion A: R — Z, x — |x] ist surjektiv, aber nicht injektiv und daher nicht bijektiv. Als
Funktion ist sie daher nicht umkehrbar.

Die Umkehrrelation existiert aber immer und ist in diesem Fall die Relation A~! € Rel(Z, R)
mit A7 = {(2,7) € ZxR | 2 < r < z+1} (siehe Abbildung [IT.4.4)).

(I1.4.4) H

Die beiden wirklich wichtigen Klassen von Relationen werden nun in Kiirze iiber die Giiltigkeit (einiger)
der folgenden Eigenschaften definiert.

Definition I1.4.10. Eine Relation R auf einer Menge X heifst
o refleriv, wenn xRz fiir alle z € X gilt,
o symmetrisch, wenn fir alle z,y € X gilt:
xRy — yRx,
e asymmetrisch, wenn es kein Paar (z,y) € X? mit xRy und yRz gibt,
o antisymmetrisch, wenn fiir alle z,y € & gilt:
(zRy und yRx) — z =1y,
e transitiv, wenn fiir alle z,y, z € X gilt:

(xRy und yRz) = xRz.

Bemerkungen I1.4.11. Fiir R € Rel(&X) gilt:

e Ist R symmetrisch, so gilt fiir alle z,y € X automatisch auch: xRy <= yRx. Deshalb ist R genau
dann symmetrisch, wenn R~ = R gilt.

o Asymmetrie und Symmetrie von R schliefen einander aus (auler wenn R = 0).

e Asymmetrie und Reflexivitdt von R schliefen einander aus (aufer wenn X = )). Antisymmetrie
kann man als schwéchere Form von Asymmetrie sehen, die Reflexivitdt noch erlaubt.

e Alle fiinf gerade definierten Eigenschaften iibertragen sich von R auf R~ (und wegen (R’l)fl =R
natiirlich auch von R=! auf R).

I1.4.1. Ordnungsrelationen. Wir kénnen nun eine wichtige Klasse von Relationen definieren und
diskutieren:

Definition 11.4.12.
(I) Eine Ordnungsrelation, partielle Ordnung oder Halbordnung auf einer Menge X ist eine reflexive,
antisymmetrische und transitive Relation auf X.
(IT) Eine strikte Ordnungsrelation, strikte partielle Ordnung oder strikte Halbordnung auf einer Menge
X ist eine asymmetrische und transitive Relation auf X.

Bemerkungen 11.4.13.
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e Vorsicht! Eine strikte Ordnungsrelation ist nicht etwa eine Ordnungsrelation mit Zusatzeigenschaft.

Vielmehr kann R € Rel(X) auf X # () nie zugleich Ordnungsrelation und strikte Ordnungsrelation
sein, weil Reflexivitit und Asymmetrie einander ausschliefsen.

Es besteht aber eine 1-zu-1-Korrespondenz zwischen Ordnungsrelationen und strikten Ordnungsre-
lationen durch folgende zueinander inverse Operationen: Zu jeder Ordnungsrelation < auf X' gehort
eine strikte Ordnungsrelation < auf X, indem wir setzen: x <y : <= (z dyAz #y) fir z,y € X.
Umgekehrt gehort zu jeder strikten Ordnungsrelation <1 auf X' eine Ordnungsrelation < auf X mit
x<Ly:< (r<yVa=y)firz,yec X.

Da sich alle relevanten Eigenschaften {ibertragen, ist die Umkehrrelation einer (strikten) Ordnungs-
relation wieder eine (strikte) Ordnungsrelation.

Beispiele 11.4.14. In den friitheren Beispielen gilt:

(a)

Die Relationen =, C, D, <, > sind Ordnungsrelationen, aber (aufer auf leerer Grundmenge) keine
strikten Ordnungsrelationen.

Die Relationen g, 2, <, > sind strikte Ordnungsrelationen, aber (aufer auf leerer Grundmenge)
keine Ordnungsrelationen.

Die Ungleichheitsrelation auf Mengen # ist symmetrisch, ist aber auf einer Grundmenge mit min-
destens zwei Elementen weder reflexiv noch asymmetrisch noch antisymmetrisch noch transitiv und
damit weder Ordnungsrelation noch strikte Ordnungsrelation.

Die Teilbarkeitsrelationen ,,|“ auf N und Ny sind Ordnungsrelationen, aber keine strikten Ordnungs-
relationen. Die Teilbarkeitsrelation ,,|* auf Z dagegen ist zwar reflexiv und transitiv, aber weder
asymmetrisch noch antisymmetrisch (wie man zum Beispiel an (—1)|1 und 1](—1) sieht) und damit
weder Ordnungsrelation noch strikte Ordnungsrelation.

Definition I1.4.15. Es sei X’ eine Menge.

@

(ID)

Eine Ordnungsrelation < auf X heifst eine Totalordnung, totale Ordnung oder lineare Ordnung auf
einer Teilmenge T" von X, wenn (z <y) V (y < z) fir alle z,y € T gilt. Wir nennen 7' dann eine
total oder linear geordnete Teilmenge von X oder eine Kette in X.

Wir verwenden dieselben Begriffe fiir eine strikte Ordnungsrelation <1 auf X', wenn sie fiir die ,nicht-
strikte” Ordnungsrelation < auf X mit x Iy : <= ((x <y) V (z = y)) fiir alle z,y € X erfiillt
sind. Speziell ist <1 genau dann eine strikte Totalordnung, wenn fiir alle 2,y € T eine (und dann
automatisch genau eine) der drei Aussagen z <y, y <z, x = y gilt.

Bemerkungen I1.4.16. Es Sei & eine Menge.

e Bei einer Totalordnung < auf & kénnen zwei Elemente z,y € & stets auf irgendeine Weise verglichen

werden: Es gilt stets © <y oder y < z. Bei einer allgemeinen Ordnungsrelation dagegen kann es
passieren (vergleiche die folgenden Beispiele), dass fiir zwei Elemente x,y € X weder = <y noch
y Jz gilt, also iiberhaupt kein Vergleich zwischen = und y gezogen werden kann. Diese Mdoglichkeit,
dass man in manchen Féllen eben gar nicht vergleichen kann, ist der Grund, warum man auch von
nur partiellen Ordnungen oder Halbordnungen spricht. Analog verhélt es sich natiirlich bei strikten
Ordnungsrelationen.

Die Umkehrrelation einer (strikten) Totalordnung ist eine (strikte) Totalordnung. Dies folgt nach
vorigen Bemerkungen direkt aus der Totalordnungseigenschaft.

In den Ubungen zeigen Sie fiir Komplemente: < € Rel(X) ist genau dann eine Totalordnung auf X,
wenn <¢ eine strikte Totalordnung auf X" ist. Umgekehrt damit auch: < € Rel(X) ist genau dann
eine strikte Totalordnung auf X', wenn <1¢ eine Totalordnung auf X ist.

Beispiele 11.4.17.

(a)
(b)

Die Relationen <, > sind Totalordnungen und <, > strikte Totalordnungen auf den reellen Zahlen
R, insbesondere auch auf N, Ny, Z, Q und jeder Teilmenge T' C R.

Zwischen Paaren, Tripeln oder Tupeln von Zahlen oder mit anderen Worten auf B"™ mit B €
{N,Np,Z,Q,R} und n € N\ {1} gibt es mehrere Moglichkeiten, Ordnungsrelationen zu definie-
ren:
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Fiir n = 2 kann man zum Beispiel Ordnungsrelationen <yomp und Syomp auf B2 komponenten-
weise durch

T <komp ¥ : = (21 < y1,22 < Y2) fiir z,y € B?,
T Sgomp ¥ 1 = (21 < y1,22 < y2) V (x1 = Y1, 22 = Y2) fiir 2,y € B?

erkldren, aber <gomp und Sgomp sind keine Totalordnungen auf B2. Trotzdem gibt es fiir diese
Relationen aber Ketten in B? wie {(3,2), (6,2), (7,4), (8,9)} (nur fiir <xomp) und {z € B? | 1 = x5}
(fiir <komp und Syomp), bei denen eine (strikte) Ordnung der Elemente beziiglich beider Eintrage
zugleich vorliegt oder vorgenommen werden kann.

Alternativ erhélt man durch die sogenannte lexikographische Ordnung (die sich an die iibliche
Sortierung von Worten zunéchst nach dem ersten Buchstaben, dann nach dem zweiten, dem dritten
und den folgenden anlehnt)

T <iex ¥ = ((x1 <y1) V(21 = y1, 20 < 1)) fiir z,y € B?

tatséchlich eine Totalordnung <jex auf B2.
Selbstversténdlich kann man bei diesen Bildungen auch die Umkehrrelationen, die zugehorigen
strikten Ordnungsrelationen und Verallgemeinerungen auf B” mit beliebigem n € N\ {1} betrachten.
(c) Die Relationen <, >, <, > auf Abb(X,T) mit T' C R, also zwischen Abbildungen, sind dagegen
keine (strikten) Totalordnungen, jedenfalls sofern X und T' mindestens zwei Elemente haben: Sind
némlich f,g € Abb(X,T) mit f(z) < g(x) fiir ein x € X und ¢(¥) < f(¥) fiir ein anderes T € X, so
gilt weder f < g noch g < f (bzw. weder f < g noch g < f noch f = g). Trotzdem gibt es fiir diese
Relationen aber Ketten in Abb(X,T), etwa die Teilmenge aller konstanten Abbildungen X — T.
(d) Die Relationen C, D, &, 2 sind keine (strikten) Totalordnungen auf P(X), sofern die Grundmenge
X zwei verschiedene Elemente x # T enthélt, denn fiur {z}, {zZ} € P(X) gilt dann weder {z} C {z}
noch {z} C {z} (bezichungsweise weder {z} G {Z} noch {Z} & {z} noch {z} = {Z}. Es gibt aber
fiir diese Relationen (viele) Ketten in P(X), z.B. ist fiir X = N das Mengensystem

{(2)7 {_3}7 {_37 5}7 {_37 57 0}7 {_37 57 07 87 _2}7 {_37 57 07 87 _27 4}7 {_37 57 07 87 _27 47 ]-7 21 3}}

ein Beispiel einer Kette in P(N). Es gibt in P(N) neben solchen endlichen auch unendliche Ketten
von analoger Natur.

Definition I1.4.18. Es sei < eine Ordnungsrelation auf einer Menge X und T sei eine Teilmenge von X.

(I) Wir nennen s € X eine obere Schranke (bzw. untere Schranke) fiir T in X', wenn x < s (bzw. s <x)
fiir alle x € T gilt. Ist eine obere Schranke (bzw. untere Schranke) fiir T' selbst Element von T, so
heifst sie ein gréfites Element (bzw. ein kleinstes Element) von T.

(IT) Wir nennen m € T ein mazimales Element (bzw. minimales Element) von T, wenn fiir jedes z € T
mit m <z (bzw. £ <m) schon z = m gilt.

(ITI) Ein s, € X heift kleinste obere (grofite untere) Schranke fiir T, wenn s, selbst obere (untere)
Schranke fir T ist und s, <Is (bzw. s <Js,) fir alle oberen (unteren) Schranken s € X fiir T erfiillt).

Lemma 11.4.19. FEs sei < eine Ordnungsrelation auf X und T C X.
Falls ein groftes (oder kleinstes) Element von T existiert, ist dieses immer eindeutig und ist auch das
eindeutige maximale (oder minimale) Element von T und die kleinste obere (oder grofSte untere Schranke)

fur T
BEWEIS. Es existiere ein groftes Element g € T' von T'. Wir begriinden, dass

o dieses grofite Element eindeutig ist: Ist auch g € T ein grofstes Element von 7', so gilt sowohl g <g
als auch g < ¢, und die Antisymmetrie von < gibt g = g.

e g die kleinste obere Schranke fiir 7" ist: Nach Definition ist g obere Schranke fiir 7" und g < s fiir
jede obere Schranke s € X fiir T'. Also ist g die kleinste obere Schranke fiir T'.

e ¢ das eindeutige maximale Element von 7' ist: Da jedes x € T mit g J = zusétzlich £ < ¢ und dann
per Antisymmetrie auch x = g erfiillt, ist g ein maximales Element von T'. Ist auch m € T ein
maximales Element, so gilt mit m < g sofort auch m = ¢g. Daher ist g tatsdchlich das eindeutige
maximale Element von T
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Existiert stattdessen ein kleinstes Element von 7', so kann man analog argumentieren oder durch Ubergang
zu <~ ! auf das Vorige reduzieren. O

Lemma I1.4.20. Fir total geordnetes T sind mazimale (minimale) Elemente von T dasselbe wie grofite
(kleinste) Elemente von T. Insbesondere greift Lemma |I1.4.19 dann auch fir ein mazimales (minimales)
Element.

BEWEIS. Geméf Lemma [[T.4.19] ist ein groftes Element von T stets auch ein maximales Element von
T. Wir zeigen, dass umgekehrt ein maximales Element m € T von T stets auch ein grofites Element von T
ist: Sei dazu x € T beliebig. Da T total geordnet ist, gilt entweder x < m oder m < x. Im zweiten Fall folgt
x = m per Maximalitdt von m und damit z < m geméf der Reflexivitdt von <. Also gilt tatséchlich x <m
fiir jedes x € T, und m ist ein groftes Element von T

Analog oder durch Ubergang zu <! behandelt man kleinste und minimale Elemente. |

Beispiele 11.4.21.

e Beziiglich der Totalordnung < auf R ist das grofite/kleinste Element einer Teilmenge im {iblichen
Sinn zu verstehen, zum Beispiel ist 5 das grofite Element von {x € R | <0} U {5} U {2}. Es
gibt Teilmengen ohne grofites Element, aber mit oberer Schranke, etwa {z € R | <0}, und auch
Teilmengen ohne obere Schranke, zum Beispiel N.

e Eine grofites/kleinstes Element beziiglich der Totalordnung > ist ein kleinstes/groftes Element
im herkémmlichen Sinn. Um Verwirrung zu vermeiden, wendet man die obigen Begriffe in diesem
Wortlaut daher nur auf < und &hnliche, ,nach oben gerichtete” Relationen an.

e Wir betrachten T := {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2)} C N? beziiglich der Ordnungsrelationen
<komp; Skomp, Slex (siche Beispiele. Dieses T hat beziiglich <yomp genau (1,4) und (2, 2) als
maximale Elemente und (2,4) als kleinste obere Schranke, hat beziiglich Syomp genau (1,2), (1,3),
(1,4) und (2, 2) als maximale Elemente und (3, 5) als kleinste obere Schranke und hat beziiglich der
Totalordnung <jcx das grofite Element (2, 2).

o Beziiglich der Ordnungsrelation C hat die Teilmenge T := {{1},{1,2},{1,2,3},{2,3},{2,4}} von
P({1,2,3,4,5}) genau {1,2,3} und {2,4} als maximale Elemente. Obere Schranken fiir 7' sind
genau {1,2,3,4} und {1,2,3,4,5}. Ein groftes Element von T gibt es nicht.

Es folgt ein allgemeines Resultat iiber Ordnungsrelationen, dessen Bedeutung sich nicht unbedingt auf
den ersten Blick erschliefft, das aber spéter wichtige Anwendungen hat:

Lemma I1.4.22 (Zornsches Lemma). Es sei < eine Ordnungsrelation auf einer Menge X. Wenn fir jede
Kette in X eine obere Schranke in X existiert, dann gibt es ein maximales Element von X.

Das Zornsche Lemma ist dquivalent zum Auswahlaxiom der Mengenlehre und sein Beweis kann entweder
mit Hilfe sogenannter Ordinalzahlen oder elementar gefiihrt werden. Beides geht iiber den Vorlesungsstoff
hinaus, weshalb wir die elementare Argumentation nur im Anhang als angeben (siche Abschnitt .

Als Néchstes kommen wir zu Ordnungseigenschaften der natiirlichen und ganzen Zahlen beziiglich der
Totalordnung < und der zugehorigen strikten Totalordnung <. Hier benutzen wir die iibliche Ordnungsre-
lation, dass n < S(n) fiir alle n € Ny ist und dass S~!(n) < n ist fiir alle n € Z. Verwenden wir ,kleinste
Zahl“ fiir ,kleinstes Element*, so gilt:

Lemma 11.4.23. In N ist 1 die kleinste Zahl und in Ny ist O die kleinste Zahle. Fine grofite Zahl gibt es
weder in N noch in Ng. In Z gibt es weder eine kleinste noch eine grofite Zahl.

Diese einleuchtenden Aussagen lassen sich auch auf Grundlage der bisherigen Definitionen verifizieren:
Zum Beispiel iibersetzt man die Aussage, dass 1 die kleinste Zahl in N ist, mit den Definitionen des kleinsten
Elements und der Relation < auf Z in die zu ihr dquivalenten Aussagen Vn€N: 1<n und VneN: n—1 € Nj.
Letztere erkennt man dann aufgrund des frither zu Nachfolgern und Vorgéngern ganzer Zahlen Gesagten als
richtig. Dass es keine grofite Zahl in N gibt, liegt natiirlich einfach an n+1 > n fiir alle n € N. Mit denselben
Argumenten bestétigt man die anderen obigen Aussagen sowie fiir jedes z € Z, dass

(%) z+1 die kleinste Zahl in {y € Z | z < y} und 2—1 die grofste Zahl in {y € Z | y < z}
ist.
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Definition I1.4.24. Eine Ordnungsrelation auf einer Menge X heilst eine Wohlordnung auf X, wenn sie
eine totale Ordnung auf ganz X ist und beziiglich ihr jede nicht-leere Teilmenge von X ein kleinstes Element
besitzt.

Proposition I1.4.25. In jeder nicht-leeren Teilmenge von Z, die eine obere Schranke in Z besitzt, existiert
eine grofite Zahl, und in jeder nicht-leeren Teilmenge von Z, die eine untere Schranke in Z besitzt, existiert
eine kleinste Zahl. Insbesondere haben N und Ny die Wohlordnungseigenschaft, geméfs der in jeder ihrer
nicht-leeren Teilmengen eine kleinste Zahl existiert.

BEWEIS. Wir zeigen erst die Existenz kleinster Zahlen in T fiir ) # T C Z mit unterer Schranke z
fir T in Z. Dazu argumentieren wir indirekt: Angenommen, es gibt keine kleinste Zahl in T. Dann zeigen
wir durch Induktion, dass jedes z € {z0,20+1, 2042, ...} untere Schranke fiir T' ist. Der Induktionsanfang
flir z = zg ist per Voraussetzung gegeben. Fiir den Induktionsschritt sei z € Z untere Schranke fiir T', also
T C {y € N| z < y}. Zudem ist aber z ¢ T (denn sonst wére z kleinste Zahl in T') und damit sogar
TCc{yeN|z<y}={yeN|z+1l <y}, wobei die Gleichheit aus resultiert. Dies bedeutet, dass
z+1 untere Schranke fiir 7" und der Induktionsschritt komplett ist. Insgesamt sind dann aber alle unteren
Schranken zg, z0+1, 20+2, ... ¢ T, da man sonst eine kleinste Zahl in T bekéme. Dies steht im Widerspruch
zu T # () und beweist insgesamt die Existenz der kleinsten Zahl in 7.

Die Existenz der grofiten Zahl in T fiir ) # T C Z mit oberer Schranke ergibt sich analog oder durch
Anwendung des Vorigen auf {—z | z € Z}.

Die Wohlordnungseigenschaft von N und Ny folgt, da dort geméf Lemma [[T.4.23] 1 bezichungsweise 0
kleinstes Element und damit untere Schranke fiir jede Teilmenge ist. ]

Geméaf der vorigen Proposition ist die Standard-Ordnung ,,<“ eine Wohlordnung auf N und Ny. Auf Z
ist ,,<* zwar keine Wohlordnung, man kann auf Z und jeder Menge, die in Bijektion zu N steht, aber ohne
Probleme eine Wohlordnung erzeugen. Auf Z sieht eine mogliche Wohlordnung < zum Beispiel so aus, dass

0419-1<2<4-2<93<9-3<4<-44...

gilt. Auf R und anderen ,grofsen Mengen dagegen kann man eine Wohlordnung nicht konstruktiv erhalten.
Thre pure Existenz ist dennoch sichergestellt durch:

Satz 11.4.26. Fir jede Menge X gibt es eine Wohlordnung auf X .
Den Beweis finden Sie in Abschnitt [V"4

I1.4.2. Aquivalenzrelationen. Die zweite wichtige Klasse spezieller Relationen ist folgende:

Definition I1.4.27. Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X ist eine reflexive, symmetrische und tran-
sitive Relation auf X.

Bemerkung I1.4.28. Fiir die Umkehrrelation und Selbst-Komposition einer Aquivalenzrelation ~ gelten
stets ~~1 = ~ (folgt aus Symmetrie) und ~~ = ~ (folgt aus Reflexivitiit und Transitivitit).

Wir werden in Kiirze konkrete Beispiele von Aquivalenzrelationen diskutieren, beschiftigen uns aber
zuvor mit der entscheidenden abstrakten Eigenschaft, dass sogenannte Aquivalenzklassen gebildet werden
kénnen und die niitzlichen Eigenschaften des néchsten Satzes aufweisen:

Definition 11.4.29. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X.
(I) Die Aquivalenzklasse von x € X beziiglich ~ ist
] ={ye X |y~a}CX.

Ist die betrachtete Aquivalenzrelation im Kontext klar, so notieren wir auch [z] fiir [z]~.
(IT) Die Quotientenmenge X/~ (lies: X modulo ~) von X beziiglich der Aquivalenzrelation ~ ist die
Menge aller Aquivalenzklassen von ~, also

X/~ = {[z] |z € X} C P(X).
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(III) Die kanonische Projektion oder Quotientenabbildung von X nach X/~ ist die stets surjektive Ab-
bildung

Tt X = X/~ x (2]~
Ergibt sich die Aquivalenzrelation aus dem Kontext, so schreiben wir auch 7 fiir 7.
Satz I1.4.30. Sei X eine Menge mit x,y € X. Fiir eine Aquivalenzrelation ~ auf X gilt
y~z = Y€l = o =[Fl. = BNzl #0
und fir die komplementdre Relation ¢ := ~¢ dementsprechend
yre = y¢@le = W # Bl = Nzl =0

BEWwEIS. Wir zeigen nur die obere Zeile von Aquivalenzen, weil sich die untere durch Negation daraus
ergibt. Da y ~ ¢ <= y € [z]. per Definition der Aquivalenzklasse [z]. gilt, werden wir tatséchlich nur als
Ringschluss die drei Implikationen in

y~r = o =le = YNl #0 = y~z

nachweisen:

e Erste Implikation: Es gelte y ~ x. Wir verifizieren [y]. C [z]~ und [y]~ D [z]~ separat. Fiir ,,C* sei
z € [y]~, also z ~ y. Zusammen mit y ~ z und Transitivitdt von ~ folgt z ~ z, also wie benotigt
z € [z]~. Fir ,0% bemerken wir, dass per Symmetrie von ~ auch z ~ y gilt, und greifen dann auf
,C*“ mit vertauschten Rollen von x und y zurick.

e Zweite Implikation: Hierfiir ist nur [z]. # () sicherzustellen. Dies ist aber gegeben, weil Reflexivitét
x ~ x und damit = € [z]. garantiert.

e Dritte Implikation: Es sei z € [y]. N [z]~, also z ~ x und z ~ y. Per Symmetrie gilt auch y ~ z.
Mit Transitivitat folgt aus y ~ z und z ~ x dann y ~ x. O

Bemerkungen I1.4.31. Insbesondere ergibt sich aus dem Satz:

e Jede Aquivalenzklasse [z]. kann auch als [y]. mit beliebigem y € [z]. geschrieben werden. Man
hat bei der Darstellung einer Aquivalenzklasse durch ein Element und die eckigen Klammern in der
Regel also eine Wahl, welches Element man nennt. Man sagt daher hiufig, dass ein y € [z]. (wie
auch z selbst) ein Reprisentant der Aquivalenzklasse [x]. ist.

e Verschiedene Aquivalenzklassen sind stets disjunkt, also ist die Quotientenmenge X'/~ ein System
disjunkter Mengen. Da jedes Element = € X in einer Aquivalenzklasse liegt (némlich in 2 € [z].),
bedeutet dies insgesamt

x = /) = | el | w e a1

Mit anderen Worten bringt eine Aquivalenzrelation stets eine Partition, also eine disjunkte Zerle-
gung der Grundmenge in Aquivalenzklassen mit sich.

Auch umgekehrt erhélt man aus einer Partition X = | [{M | M € S} einer Menge X’ mittels
eines Systems S disjunkter Mengen, durch die Festlegung

x~sy <= IMeS: (zreMAMAyeM)firz,ye X

eine Aquivalenzrelation ~s€ Rel(X).

Dabei ergeben sich als Aquivalenzklassen von ~g gerade die in S enthaltenen Mengen, und aus
einer Partition in Aquivalenzklassen erhilt man die Aquivalenzrelation zuriick, es gelten also stets
X/ ~s= S und ~y /. =~. Somit sind die beschriebenen Ubergénge von Aquivalenzrelation zu Parti-
tion und von Partition zu Aquivalenzrelation zueinander invers, und man kann Aquivalenzrelationen
auf X tatséchlich 1-zu-1 mit Partitionen von X identifizieren.

Beispiele 11.4.32.
(a) Die All-Relation auf X ist eine (triviale) Aquivalenzrelation. Bei dieser ist [z] = X fiir alle x € X,
ganz X ist also die einzige Aquivalenzklasse.
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(b)

()

(I1.4.5)

(11.4.6)

(d)

Die Gleichheitsrelation ,,=* ist eine Aquivalenzrelation auf M und kann als stark vereinfachter
Prototyp einer solchen Relation angesehen werden. Bei = haben alle Aquivalenzklassen [z]— = {z}

mit x € M genau ein Element. Die Quotientenabbildung M — M /= ist bijektiv und erlaubt die
kanonische Identifikation von M /= mit M.

Sehr zentrale Beispiele von Aquivalenzrelationen sind die modulo-n-Relationen ~,, auf Z, die fiir
jede feste Zahl n € Z durch

Yr~pxi<= n|(y—z) < Fz€Z:y—zx=nzfirz,yeZ

erklart werden (und deren Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitdt man leicht priift). Typischer-
weise betrachtet man nur n € N\ {1}, da ~_,=~,, gilt, ~o die Gleichheitsrelation und ~; die
All-Relation ist. Die Relation ~4 ist die Relation ~, des fritheren Beispiels (siehe Beispiele [IT.4.4])
(wohingegen die Relation ~,, von frither keine Aquivalenzrelation und hier irrelevant ist). Man
verwendet bei den modulo-Relationen die allgemeinen Schreibweisen

y=2z modn fir y ~, x
(gelesen ,,y ist gleich z modulo n“ oder .y ist kongruent zu « modulo n*) und
Z/nZ fir 7] ~, .

Konkret gelten beispielsweise 25 =7 mod 9 und 36385 + 4 = —11 mod 3.
Die Aquivalenzklassen modulo 2 sind
[O]Z/QZ = { LR 767 743 727 07 27 43 65 .- } = [2]Z/2Z = [72]Z/QZ )
[1]2/22 = { CER _57 _37 _]-7 ]-7 37 57 7a .- } = [B]Z/QZ = [_1]Z/QZ

( 000000000000 000000 )

und geben die in Abbildung|II.4.5 gezeigte Zerlegung Z = [0]z/27 U [1]7/27 von Z in die Mengen
der geraden und ungeraden Zahlen.
Die Aquivalenzklassen modulo 3 sind

[O]Z/SZ = { L) _97 _6a _37 07 3a 67 97 .. } = [3]2/32 = [_S]Z/SZ )
[1]2/32 = { L) _87 _5a _27 17 4a 7a 10, .. } = [4]2/32 = [_Q]Z/BZ )
[Q]Z/3Z = { B 777 743 -1, 27 57 83 113 . } - [5]Z/3Z = [71]2/32

und geben die in Abbildung |I1.4.6| gezeigte Zerlegung Z = [0]7,/37 U [1]z/32 U [2]z/37 in drei Aquiva-
lenzklassen mit je unendlich vielen Elementen, die bei Division durch 3 Rest 0, 1 bzw. 2 ergeben.

(0000000000000 00000 )

Analog ist Z in Aquivalenzklassen modulo 4,5,6,7,8,9, ... zerlegt. Ein Beispiel fiir eine Aqui-
valenzklasse modulo 9 ist

(Mz)9z = {. .., —38,-29,-20,—11,-2,7,16, 25, 34,43,52,61,70,79,...}.
Ein Beispiel einer Aquivalenzrelation ~¢ auf N erhilt man durch

m ~7 n: <= m und n besitzen gleich viele Teiler in N fiir m,n € N.
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Beispiele von Aquivalenzklassen beziiglich ~7 sind
{1} (genau 1 Teiler),
{2,3,5,7,11,13,17,19,...} ( genau 2 Teiler; Primzahlen p € P),
{4,9,25,49,121,169, ...} ( genau 3 Teiler; Zahlen p? mit p € P),
{6,8,10,14,15,21,22,...} ( genau 4 Teiler; Zahlen p® oder pg mit p # ¢ in P),
(16,81, 625, 2401, 14641, ...} (

(

{12,18,20,28,32,44, 45, .. .}

genau 5 Teiler; Zahlen p* mit p € P),
genau 6 Teiler; Zahlen p® oder p?q mit p # ¢ in P).

Insgesamt zerlegt die Aquivalenzrelation ~p die natiirlichen Zahlen in die Aquivalenzklasse
{1} mit einem Element und unendlich viele weitere Aquivalenzklassen mit jeweils unendlich vielen
Elementen.
(e) Fiir jede Menge X wird durch

fxg:<= FyeR\{0}: Vo € X: g(x) =~f(z) fir f,g € Abb(X,R)

eine Aquivalenzrelation oc auf Abb(X,R) definiert. Im Fall X = R enthilt die Aquivalenzklasse
von idg beziiglich o alle linearen Funktionen R — R, z — va mit Steigungsparameter v € R\{0},
und die Aquivalenzklasse von R — R, z — 22 beziiglich o enthilt alle quadratischen Funktionen
R — R, 2+ yx mit (Offnungs-)Parameter v € R\{0}.

(f) Beziiglich der Aquivalenzrelationen ~'?% auf P(N) mit

M ~B N e—= Mn{1,2,3} = Nn{1,2,3} fir M,N C N
enthilt die Aquivalenzklasse der Menge der ungeraden Zahlen
[{1,3,5,7,9,..}]={M eP(N) |1le M,2¢ M,3€ M}

sowohl endliche Mengen wie {1, 3}, {1, 3,8}, {1,3,7,19}, {1,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13} als auch
unendliche Mengen wie N\{2}, PA{1,2} und {1,3,5,7,9, ...} selbst. Insgesamt besteht P(N)/ ~123
aus 8 Aquivalenzklassen mit jeweils unendlich vielen Elementen.

(g) Beziiglich der Aquivalenzrelationen ~> auf P(N) mit

M ~* N : <= MAN hat nur endlich viele Elemente fir M, N C N

enthilt die Aquivalenzklasse der Menge P C N der Primzahlen nur unendliche Mengen wie zum Bei-
spiel {19,23,29,31,37,41...} (Primzahlen ab 19) und {1, 3,5,7,...,101,103,107,109,113,127,...}
(ungerade Zahlen bis 103, Primzahlen ab 107). Hier enthilt P(N)/ ~> unendlich viele Aquivalenz-
klassen mit je unendlich vielen Elementen.

(h) Jede Funktion f: X — Y zwischen Mengen X und ) induziert eine Aquivalenzrelation ~/ auf X
durch

(I1.4.7) x~ty = f(z) = f(y) fiir alle z,y € X.

(Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitit besagen hier f(x) = f(z), f(z) = f(y) = f(y) = f(z) und
(f(x)=fw) A (fly) = f(2)) = f(x) = f(2) fir alle z,y, 2z € X und gelten offensichtlich.)
Spezialfille dieser Bildung haben wir in den Beispielen (d) und (f) gesehen: Die Relation ~p
ergibt sich fiir die Funktion f: N — N, die n € N auf die Anzahl der Teiler von n abbildet. Die
Relation ~123 ergibt sich fiir f: P(N) — P({1,2,3}), M — M N{1,2,3}.
Etwas allgemeiner kann man iibrigens auch fiir f: X — Y und fir eine beliebige Aquivalenzre-
lation = auf dem Ziel ) anstelle der Gleichheitsrelation durch

zol = f(x)= f(y) fiir alle z,y € X
eine Aquivalenzrelation ~/ auf X’ erhalten.
Mit Aquivalenzrelationen bringt man in der Mathematik ganz allgemein und formal korrekt zum Aus-
druck, dass man die in Relation stehenden Elemente miteinander und mit ihrer Aquivalenzklasse im Hinblick
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auf gewisse, an der entsprechenden Stelle relevante Eigenschaften identifizieren kann. Ist speziell fiir Elemen-
te © € X nur der Funktionswert f(z) € ) unter einer fixierten Abbildung f: X — ) relevant, so wird genau
dies im néchsten Satz formalisiert:

Satz I1.4.33. Es seien X und ) Mengen, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und f: X — Y eine Abbildung
mit der Eigenschaft

y~x = f(y) = f(x) fir alle x,y € X.
Dann gibt es genau eine Abbildung fo: X/~ — Y mit

f«([z]) = f(x) fir alle z € X.

BEWEIS. Wir zeigen, dass fi.: X/~ — Y durch f.([z]) := f(x) fiir £ € X wohldefiniert wird, dass also
fir x,y € X aus [y] = [z] stets f(y) = f(x) folgt. Da [y] = [z] gem&f dem vorigen Satz y ~ x bedeutet, ist
genau dies aber durch die vorausgesetzte Eigenschaft gesichert. Mit der Wohldefiniertheit ist dann auch die
Existenz und Eindeutigkeit von f, klar. O

Beispiel 11.4.34. Wir betrachten die Abbildung r: Z — {0,1, 2}, die ganze Zahlen auf ihren Rest bei Divi-
sion durch 3 abbildet, also 7(2) =  mod 3 mit r(z) € {0, 1,2} (oder mit anderen Worten = = 3|x/3]+r(z)
fiir alle x € Z) erfiillt. Die zugehorige Relation ~" (im Sinne von aus ([1.4.7)) ist die modulo-3-Relation.
Da (y = 2 mod 6) = (y =  mod 3) = r(y) = r(x) gilt, greift der Satz sowohl fiir die Modulo-6- als
auch die Modulo-3-Relation und gibt eine eindeutige Abbildung r.: Z/6Z — {0, 1,2} mit r.([z]z/6z) = ()
beziehungsweise 7, : Z/37Z — {0,1,2} mit 7.([x]z/3z) = r(z) fiir alle x € Z. Konkret sieht man an

r(=2) =1, r(—=1) =2, r(0) =0, r(1) =1, r(2) =2, r(3) =0, r(4) =1,
re((Z2) =1 (=) =2 r(0) =0, r(A) =1, r(2) =2, r(B)=0, r(4)=1

(fiir Aquivalenzklassen entweder modulo 6 oder modulo 3), dass der Ubergang von 7 zu r, naheliegend und
eher eine Formalitét ist. Entscheidend ist aber, dass zum Beispiel mit 4 = —2 mod 6 auch [4] = [—2] ist und
dies r(4) = r(—2) erzwingt: Wire namlich r(4) # r(—2), so konnte man den Wert von r, auf [4] = [-2]
nicht wie bendtigt festlegen. Dass auf diese Weise tatséichlich keine Probleme entstehen (weil die Abbildung
nimlich auf allen Elementen einer Aquivalenzklasse denselben Wert hat), das wird in diesem Beispiel durch
die erwdhnten Implikationen (y = z mod 6) = (y = x mod 3) = r(y) = r(z) sichergestellt — und genauso
im allgemeinen Fall durch die Voraussetzung y ~ 2 = f(y) = f(x).

Tatséchlich kann die hier betrachtete Abbildung r nach allen modulo-n-Relationen mit durch 3 teilbarem
n faktorisieren, aber nicht nach irgendwelchen anderen modulo-Relationen: Die Faktorisierung modulo 2
scheitert zum Beispiel daran, dass dann tatséchlich [0] = [2], aber r(0) = 0 # r(2) = 2 ist und kein sinnvoller
Wert von 7, auf [0] = [2] festgelegt werden kann.

Bemerkungen 11.4.35.
e Die Voraussetzung y ~ x = f(y) = f(x) fiir alle z,y € X bedeutet, dass f auf Aquivalenzklassen
von ~ konstant ist. Mit ~7 aus kann diese Voraussetzung dquivalent als x ~ y = = ~/ y
fiir alle 2,y € X' geschrieben werden. Insbesondere ist ~7 die Relation mit den gréften Aquivalenz-
klassen, fiir die der Satz anwendbar ist.
e Im Satz ist
— Die Abbildung f, genau dann injektiv, wenn

y~a = fly) =f(z)
fiir alle z,y € X) gilt:
Ist f. injektiv, so erhalten wir f(y) = f(z) = y ~ « fiir alle z,y € X aus den Schliissen
f) =fx) = f(ly) = fullz]) = Bl=[2] = y~=

Da die Umkehr-Implikation im Satz vorausgesetzt wird, ist damit y ~ x <= f(y) = f(z) fur
alle x,y € X gezeigt.
Gilt y ~ z <= f(y) = f(z) fir alle z,y € X, so erhalten wir

felyl) = fe([z]) = [y] = [2]

50



fiir alle z,y € X durch die Schliisse

foly]) = f([2]) = fly)=fl2) = y~2 = [y] =[z].
Damit ist f. injektiv.

— Bild(f,) = Bild(f) und insbesondere f, genau dann surjektiv, wenn f surjektiv ist: Die Gleich-
heit Bild(f.) = Bild(f) liest man aus f.([z]) = f(z) fir alle z € X ab und erhélt dann auch
die Aussage zur Surjektivitét.

e Essei m: X — X/~ die Quotientenabbildung. Die Schlussfolgerung des Satzes kann abstrakter so
formuliert werden, dass genau eine Abbildung f.: X/~ — Y mit

Jrom=f
existiert. Damit wird die Abbildung f in die Faktoren f, und m zerlegt, was die Verwendung
des Begriffs , Faktorisierung® erklirt. Insbesondere konnen wir durch die Wahl ~ =~f und gemif
der vorigen Bemerkung jede Abbildung f als Hintereinanderausfithrung der Surjektion 7 und der
Injektion f, schreiben. Schrankt man f zusétzlich auf das Bild ein, betrachtet man also f: X —
f(X), so ist f, bijektiv.

Man kann sich die Situation des Satzes anhand des rechts gezeigten Diagramms verdeutlichen
und merken. Die Gleichheit f = f, o 7 bringt man dabei auch so zum Ausdruck, dass man von
einem kommutativen Diagramm spricht, also einem Diagramm, in dem der direkte Weg von X nach
Y mit f derselben Abbildung entspricht wie der Weg von X iiber X'/~ nach Y mit © und f,.

\(
J e

X/~
I1.5. Rationale Zahlen

In diesem Abschnitt diskutieren wir eine Mdoglichkeit zur formalen Einfiihrung der rationalen Zahlen,
also der Briiche mit ganzzahligem Zahler und Nenner, letzterer ungleich Null. Die Darstellung solcher Briiche
ist bekanntlich nicht eindeutig, zum Beispiel ist % = g = :—}g, es konnen also die drei Zahler-Nenner-Paare
(3,2), (6,4), (—18,—12) (und viele weitere) zur Darstellung desselben Bruchs herangezogen werden. Der
Zusammenhang, dass zwei Paare denselben Bruch darstellen, gibt tatséichlich eine Aquivalenzrelation auf
Zahler-Nenner-Paaren, und verschiedene Zahler-Nenner-Paare konnen als verschiedene Reprasentanten des-

selben Bruchs betrachtet werden. Deshalb liegt es nahe, mit einer geeigneten Aquivalenzrelation zu arbeiten:
Proposition II1.5.1. Durch die Festlegung

(z,n) ~q (y,m) := <= mz = ny fur alle (z,n), (y,m) € Zx(Z\{0})
ist eine Aquivalenzrelation auf Zx (Z\{0}) gegeben.

BEWEIS. Wir zeigen die definierenden Eigenschaften (wobei (z,n), (y,m), (z,£) € Zx(Z\{0})):
o Reflexivitét: (z,n) ~g (z,n) bedeutet nz = nz und das gilt fiir alle (z,n) € Zx(Z\{0}).
o Symmetrie: Es gilt sogar (z,n) ~q (y,m) <= (y,m) ~g (z,n), denn die ausgeschriebene linke Seite
mz = ny und die ausgeschriebene rechte Seite ny = mz besagen dasselbe.
o Transitivitdt: Wir zeigen ((z,n) ~qg (y,m) A (y,m) ~q (¢,z)) = (z,n) ~g (¢,z): Die Pramisse
bedeutet mz = ny und fy = mx, und daraus folgt méz = ¢mz = Iny = nly = nmx = mnzx. Wegen
m # 0 erhalten wir £z = nz, also wie erforderlich (z,n) ~gq (z, £). O

Definition I1.5.2. Wir definieren die Menge der rationalen Zahlen
Q := (Zx(z\{0}))/ ~a
als die Quotientenmenge der Aquivalenzrelation ~q aus der vorausgehenden Proposition und vereinbaren

die Schreibweisen
z:n:=z/n:=—:=|[(z,n)] mit z € Z,n € Z\{0}
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fiir die Aquivalenzklassen dieser Relation. Wir identifizieren auferdem jede ganze Zahl z € Z mit der Aqui-
valenzklasse ¥ € Q und fassen in dieser Weise Z als Teilmenge von Q auf.

Dass diese Definition sinnvoll ist, liegt vor allem daran, dass sich aus ihr sofort die grundlegende
Kiirzungs- beziehungsweise Erweiterungsregel
z

mz
— = — i Z Z\{0
e, ur z € Z,m,n € Z\{0}

ergibt, denn diese Regel bedeutet nach Definition der Aquivalenzrelation nichts anderes als die offensichtliche
Gleichheit mnz = nmez.

Das Rechnen mit rationalen Zahlen kann nun wie folgt eingefiihrt werden:

Definition I1.5.3. Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division rationaler Zahlen werden unter Ver-
wendung der Addition, Subtraktion und Multiplikation ganzer Zahlen durch
z " y  mztny

)

n- m nm
<Y Y
— - —:=— und
n m  nm
z |y zm
n/ m  ny

fir y, z € Z, m,n € Z\{0} (bei der Division auch y € Z\{0}) definiert.

Dass diese Festlegungen tatsichlich nur von den Aquivalenzklassen Z % und nicht den (Eintrégen der)

verwendeten Reprisentanten (z,n), (y, m) abhingen, ist zunéchst iberhaupt nicht klar. Daher ist hier — wie
es fiir das Arbeiten mit Aquivalenzklassen sehr typisch ist — die Wohldefiniertheit zu zeigen:

Satz I1.5.4. Die obige Definition der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division rationaler Zahlen

hdngt nicht von der Vertreterwahl ab.

BEwEIs. Fiir die Wohldefiniertheit der Addition und Subtraktion zeigen wir, dass sich aus = = fb—,,
und L = ¥ gtets meEny _ mle'Enly
- m m/’ nm n’m’
Aquivalenzrelation ~g aus zu n’z = nz’ und m'y = my’ und bekommen dann

ergibt. Dazu schreiben wir die Prémisse mit der Definition der

n'm’(mzdny) = m'mn’z £ n'nm’y = mnm’2" £ nmn'y' = mn(m'2 £0'y'),

was wie erforderlich 72E2% — M= En'y" boqautet. Fiir die Wohldefiniertheit der Multiplikation zeigen wir,

nm n’m’ o
zZy
n’m/’

folgt. Dazu nutzen wir wieder n’z = nz’ und m'y = my’, rech-

!’ !’
dass aus £ = £ und £ = % stets 2L =
n n m m nm

1,7
nen n'm’zy = n’zm'y = nz'my’ = nmz'y’ und bekommen wie gewiinscht 2% = ¥ Die Wohldefiniertheit

n'm

der Division priift man ganz &hnlich. O

Insbesondere gelten nach diesen Definitionen fiir y, z € Z, n € Z\{0} stets

Eiy:Zi%
171 1
2y _*Y
11 1’7
z n_z

1/ 1 n

Die ersten beiden Gleichungen besagen dabei, dass die Addition, Subtraktion und Multiplikation auf Q und Z
konsistent mit der (in der Definition vereinbarten) Auffassung von Z als Teilmenge von Q zusammenpassen.
Die dritte Gleichung besagt, dass die Division von z € Z durch n € Z\{0} in Q die Aquivalenzklasse
Z gibt, oder anders herum, dass die Q ausmachenden Aquivalenzklassen Z die Quotienten z/n der gerade
eingefiihrten Division sind. Dies macht die Unterscheidung zwischen Aquivalenzklassen und Quotienten fortan
unnotig und erklart und rechtfertigt, warum wir das Symbol ,,/“ in beiden Zusammenhingen verwendet
haben. (Ubrigens besteht auch mit der friiher am Rande und nur fiir den Fall z = ng erwiihnten Division in

Z natiirlich Konsistenz, da in diesem Fall § / T =1 gilt.)
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Aus den Definitionen lassen sich auch auf Q die Kommutativitdt und Assoziativitdt der Addition und Mul-
tiplikation, die Distributivgesetze und weitere bekannte Rechenregeln ableiten. Davon, solche Rechenregeln
im Detail nachzuweisen, sehen wir hier ab.

Schlieflich kénnen auch die Standard-Ordnungsrelationen ,,<*, ;> <*  >“ auf rationale Zahlen erwei-
tert werden: Wir erkliren dazu zuerst die strikten Totalordnungen < und > auf Q durch

z z
7>£:(:> £<f:<:) ny < mgz firy,z € Z, m,n € N.
n_ m m n

Beachten Sie, dass es geniigt, nur Nenner aus N zu betrachten, weil = mit 2z € Z, n € —N auch als == mit

—z € Z, —n € N geschrieben werden kann. Die zugehorigen (nicht-strikten) Totalordnungen < und > auf Q
ergeben sich durch
q>p:<= p<q:< (p<qVp=gq)

fiir p, ¢ € Q. Dass diese Festlegungen wohldefiniert sind und man in der Tat totale (strikte) Ordnungsrelatio-
nen erhéalt, priift man ausgehend von den entsprechenden Eigenschaften auf Z recht problemlos. Aufserdem
Y

besteht auch hier insofern Konsistenz, dass ¥ < § <=y < z fiir alle y,z € Z gilt. Genauer gehen wir auf

den Umgang und das Rechnen mit Ungleichungen im Kontext der reellen Zahlen ein.

Tatséchlich ist diese Konstruktion der rationalen Zahlen Q ein illustratives Beispiel fiir den Umgang
mit Aquivalenzrelationen, und wir werden auch im néchsten Abschnitt noch einmal darauf zuriickkommen.
Soweit es den praktischen Umgang mit rationalen Zahlen und das Rechnen mit Briichen angeht, unterfiittert
die beschriebene Konstruktion aber vor allem die bekannten und {iblichen Rechenregeln, wihrend man auf
die Konstruktion selbst im Weiteren nicht mehr zuriickgreifen muss.

I1.6. Michtigkeit von Mengen

Die Méchtigkeit oder Kardinalitdt einer Menge verallgemeinert die Anzahl der Elemente der Menge,
bleibt aber auch fiir Mengen mit unendliche vielen Elementen sinnvoll und erlaubt einen Vergleich verschie-
dener Grade von Unendlichkeit. Um dies prézise fassen zu konnen, erweist es sich als sinnvoll, zuerst den
Vergleich von Michtigkeiten einzufithren:

Definition I1.6.1. Es seien M und N Mengen.

(I) Man nennt M und N gleichmdchtig oder von gleicher Kardinalitit, notiert |M| = |N|, wenn es eine
Bijektion von M nach N gibt.
(IT) Man nennt N mindestens gleichmdchtig zu M, notiert |[N| > |M|, und M hdchstens gleichmdchtig
zu N, notiert |M| < |N|, wenn es eine Injektion von M nach N gibt.
(III) Man nennt N echt mdchtiger als M, notiert |N| > |M|, und M echt weniger mdchtig als N, notiert
|M| < |N|, wenn |M| < |N|, aber nicht |M| = |N| gilt.

Bemerkungen I1.6.2.

e Fiir endliche Mengen M und N bedeutet N gleichméchtig/mindestens gleichméchtig zu/echt méach-
tiger als M, dass N genau so viele/mindestens so viele/echt mehr Elemente als M hat. Dies unter-
streicht, dass man bei der Notation |M| die Anzahl der Elemente von M im Hinterkopf haben sollte
(auch wenn wir die Méchtigkeit | M| noch nicht definiert haben, sondern nur die Gleichméichtigkeit
[M] = [N)).

e Fiir die Gleichméchtigkeit beliebiger Mengen M, N und L zeigt man leicht

|M| = |M],
|M| = [N| <= [N| = |M],
(IL] = [M| A |M] = [N|) = |L| = |N].
Damit ist Gleichméchtigkeit eine Aquivalenzrelation auf der Potenzmenge P(X) jeder fixierten
Menge X'. Ohne eine Grundmenge X zu fixieren, kbnnen wir dagegen nicht formal sauber von einer

Aquivalenzrelation sprechen, da wir die Menge aller Mengen als Grundmenge briauchten und diese
nicht existiert; vergleiche mit Abschnitt
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e Fiir den Vergleich von Méchtigkeiten beliebiger Mengen M, N und L gelten generell die an (strikte)
Ordnungsrelationen erinnernden Regeln

— |M] < |M],
((|M] < INJ) A(IN] < [M])) = [M| = |N],
= ~((IM] < [N[) A(IN] < |M])),
((IL] < [M[) A (IM]| < IN])) = |L| < [N,
(1] < [M]) A (IM] < [N])) = || < N,
Wahrend die meisten dieser Regeln naheliegend sind, handelt es sich bei der zweiten Regel um
einen bekannten Satz von Cantor-Schréder-Bernstein, dessen Beweis bei Interesse im Anhang (siehe
Abschnitt nachgelesen werden kann und eine etwas trickreiche Konstruktion einer Bijektion
M — N aus einer Injektion M — N und einer Injektion N — M erfordert.

Alles in allem kénnen damit fiir jede fixierte Menge X die Mindestens-Gleichméchtigkeit und Hochstens-Gleichméchtigkeit

als Ordnungsrelationen auf P(X) modulo der Gleichméchtigkeit angesehen werden und die echt grofere und echt geringe
Machtigkeit als strikte Ordnungsrelationen auf P(X).

e Eine etwas fortgeschrittenere Argumentation mit dem Wohlordnungssatz zeigt auch die Totalord-
nungseigenschaft, dass stets eine der drei Moglichkeiten |X| < V|, |V| < |X|, |X| = |V] eintritt.

Alles in allem gelten damit fiir den Vergleich von Méchtigkeiten dieselben Regeln wie fiir den Vergleich
von Zahlen, so dass die eingefiihrte Notation mit den Symbolen =, <, >, <, > sich als sehr sinnvoll und
suggestiv erweist.

Aufbauend auf (dem Vergleich von) Michtigkeiten konnen wir einige weitere Begriffe spezifizieren:

Definition II1.6.3.
e Mit dem Konzept der Gleichméchtigkeit kénnen wir prézisieren, dass eine Menge M
— genau n € Ny Elemente hat, notiert |M| = n, wenn |M| = |{1,2,...,n}| gilt. Im Falln = 0
verstehen wir {1,2,...,n} = 0, so dass |M| = 0 genau M = () bedeutet.
— endlich ist, notiert |M| < oo, wenn ein n € Ng mit |M| = n existiert,
— wunendlich ist, wenn sie nicht endlich ist.
Geméf dem Auswahlaxiom (oder einer Folgerung daraus) kann man in jeder unendlichen Menge M
rekursiv 1 € M,z € M\ {x1}, 3 € M \ {z1,22}, x4 € M \ {z1, 22,23}, ... wihlen, daraus eine
Injektion N — M, n +— x,, erhalten und so |[N| < |M| einsehen. In diesem Sinne sind die natirlichen

Zahlen die kleinste unendliche Menge.

e Eine alternative, dquivalente Definition (un)endlicher Mengen geht auf Dedekind zuriick und kommt ohne expliziten Riickgriff
auf die (Struktur der) natiirlichen Zahlen aus. Dabei erklart man eine Menge M als unendlich, wenn eine echte Teilmenge
T C M mit |T| = |M]| existiert, und andernfalls als endlich. Inspiriert wird diese Definition durch die schon in Abschnitt
erwélhnte Eigenschaft, dass die Nachfolge-Abbildung eine Bijektion von N auf N\{1} ist und damit |N\{1}| = |N] fiir die
echte Teilmenge N\ {1} ; N gilt.

Vor allem bietet das Konzept der Gleichméchtigkeit aber eine Moglichkeit, auch unendliche Menge nach
Grofenvergleich mit N zu unterscheiden:

Definition 11.6.4. Eine Menge M heifst

e hichstens abzihlbar, wenn | M| < |N| gilt,
e abzdihlbar (unendlich), wenn |M| = |N| gilt,
e iberabzihlbar, wenn |M| > |N| gilt.

Bemerkungen 11.6.5.
o Abzihlbarkeit einer Menge M bedeutet, dass man die Elemente von M mit natirlichen Zahlen
nummerieren und in der Form M = {z1,%2,...,2n_1, 2} (endliche Liste im Fall |M| < |N| mit
n = |[M| € Ny) oder M = {1,229, 3,...} (unendliche Liste im Fall |M| = |N|) nacheinander
aufzahlen kann.
e Neben N und Ny selbst ist die Menge Z der ganzen Zahlen abzéhlbar unendlich.
Zum Beispiel ist die Abbildung

falls n gerade ist,

—2r2 falls n ungerade ist,



eine Bijektion.

e Das erste Cantorsche Diagonalverfahren zeigt, dass die kartesischen Produkte N2, Z2? und die Men-
ge Q der rationalen Zahlen abzahlbar unendlich sind. Dazu konstruiert man erst eine Bijektion
N — N2, hinter der die Grundidee steht, die Paare in N? geméf$ des in Abbildung gezeigten
Diagonalschemas zu nummerieren:

(11.6.1)

(1,1) —(2,1) (3,1) (4,1) (5,1) (6,1)

Ist damit |N?| = |N| gezeigt, so kann dies mit |Z| = |N| und folglich |Z?| = |N?| zu |Z?| = |N|
zusammengesetzt werden. Weiter folgt nun |Q| = |N|, denn zu einem gilt mit N C Q natiirlich
IN| < |Q|, zum anderen ergibt sich mit der Konstruktion Q = (Zx(Z\{0}))/ ~q des Abschnitts|IL.5
und dem Vorausgehenden, dass |Q| < |Z?| = |N| gilt.

e Beim zweiten Cantorschen Diagonalverfahren handelt es sich um ein Widerspruchsargument zum
Nachweis, dass die Menge R der reellen Zahlen und ihre Teilmenge I := {z ¢ R | 0 < z < 1}
tatséchlich dberabzihlbar sind. Man verwendet dazu (worauf wir spater noch genauer eingehen), dass

jedes x € I eine Darstellung 0, 212525 ... mit unendlich vielen Nachkomma-Ziffern zq, 29, 23, ... €
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} hat. Angenommen, man konnte in dieser Darstellung nun alle = € I in einer
Reihenfolge

z1 = 0,211212213214 - . .
To = 0, 201222223224 . . .
x3 = 0, 231232233234 . . -

T4 = 0,241242243%44 . . .

auflisten. Dann kénnte man fiir jeden Index i € N eine von der fett gedruckten Ziffer z;; auf der Dia-
gonale verschiedene Ziffer zf € {1,2,3,4,5,6,7,8}\{z;} wihlen und erhielte z* := 0, 27232525 ... €
I. Die Zahl x* unterscheidet sich wegen 2z # z;; an der i-ten Nachkommastelle von der i-ten Zahl
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auf der Liste, unterscheidet sich alsﬂ von jeder Zahl auf der Liste und kommt auf der Liste nicht
vor. Widerspruch! Also konnen die x € I und erst recht alle x € R nicht nummeriert werden, I und
R sind in der Tat iiberabz&hlbar.

e Tatséchlich sind R und I gleichméchtig zur Potenzmenge P(N) (siehe [4]).

e Einige weiterfiihrende Bemerkungen zu Méchtigkeiten von Mengen finden sich im Anhang im Ab-

schnitt [V.5

7An dieser Stelle ist etwas Vorsicht geboten, da bei der unendlichen Darstellung von Zahlen mit eigentlich nur endlich vie-
len Nachkomma-Stellen die Doppeldeutigkeit 0, z122 . ..25_12£0000... = 0,2122 ... 2k_1(2x—1)9999. .. besteht. Um trotzdem
sicher sein zu konnen, dass x* nicht auf der Liste vorkommt, wurden bei der Wahl der z} die Ziffern 0 und 9 ausgeschlossen.
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KAPITEL III

Algebraische Grundstrukturen

In diesem Kapitel werden wir das Konzept eines Zahlbereichs samt seiner Rechenarten darauf sehr weitge-
hend verallgemeinern. Dies ist niitzlich, um gemeinsame Eigenschaften der Zahlbereiche und der Rechenarten
sowie weiterer, dhnlich gearteter Operationen einordnen, beschreiben und abstrahieren zu kénnen.

ITI.1. Verkniipfungen, Halbgruppen und Gruppen
Wir beginnen mit der Einfiihrung von Verkniipfungen, die Rechenarten verallgemeinern:

Definition III.1.1.
(I) Unter einer Verkniipfung auf einer Menge G verstehen wir eine Abbildung *: G x G — G. Wir
verwenden die Notation g x h statt (g, h) fiir das Bild von (g, h) € GxG unter der Verkniipfung .
(IT) Wir nennen eine Verkniipfung * auf einer Menge G assoziativ, wenn fiir alle g, h, k € G gilt:

(gxh)xk=gx*(h*k).
(IIT) Wir nennen eine Verkniipfung * auf einer Menge G kommutativ, wenn fiir alle g, h € G gilt:
gxh="hxg.
Beispiele IT1.1.2.
(a) Verkniipfungen auf endlichen Mengen konnen durch Verkniipfungstafeln genannte Tabellen angege-
ben werden, indem man man g*h in das Feld in der zu g gehorigen Zeile und zu h gehorigen Spalte

eintrdgt. Zum Beispiel sind eine Verkniipfung 7 auf {2,3,5,7} und eine Verkniipfung x auf einer
beliebigen 3-elementigen Menge {e, o, 5} wie folgt gegeben:

23|57

Xlel|lalp
ol 5273 —TeTals
312357
51715 ]7]2 gggg
71317125

Dabei ist 7 nicht assoziativ, weil zum Beispiel
(272)T5 =T +#27(275) =3,

aber kommutativ. Das erkennt man bei gleicher Reihenfolge in Eingangsspalte und Kopfzeile an
Spiegelsymmetrie beziiglich der Diagonalen.

Dagegen ist x assoziativ, denn die Verkniipfung mehrerer Elemente gibt unabhingig von der
Klammerung das am weitesten links stehende Element # e, falls ein solches existiert, und e sonst.
Aber sie ist nicht kommutativ, weil zum Beispiel gilt

axf =a# Bxa=p.
Die Darstellung einer Verkniipfung durch solche Tafeln wird aber schon bei relativ wenigen
Elementen uniibersichtlich.
(b) Die Addition + und die Multiplikation - sind assoziative und kommutative Verkniipfungen auf jedem
der Zahlbereiche N, Ny, Z, Q, R.
(c) Die Subtraktion — ist keine Verkniipfung auf N oder Ny (zum Beispiel ist 1-2 ¢ Ny). Sie ist eine
Verkniipfung auf Z, Q und R, ist dort aber weder assoziativ (zum Beispiel (0—0)—1 # 0—(0—1))
noch kommutativ (0—1 # 1-0).
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(d)

(h)

Die Division : (die wir normalerweise mit dem Schrigstrich oder Bruchstrich notieren) ist keine
Verkniipfung auf irgendeinem Zahlbereich, der 0 enthélt, (Division durch 0 undefiniert) und auch
nicht auf N oder Z\{0} (1 ¢ Z). Sie ist eine Verkniipfung auf Q\{0} und R\{0}, ist dort aber weder

assoziativ (17/1 + ﬁ) noch kommutativ (3 # 2).

Das Potenzieren (m,n) — m™ ist eine Verkniipfung auf N und, sobald man irgendeine Konvention
fir 00 € Ny festlegt, auch auf Np, ist aber weder assoziativ (2(1°) # (21)2) noch kommutativ
(21 £12).

Fiir jede Menge X ist die Komposition o von Selbstabbildungen eine Verkniipfung auf Abb(X).
Diese Verkniipfung ist assoziativ, aber fiir [X| > 2 nicht kommutativ (siche Satz und Bemerkung
in Abschnitt . Die Komposition ist auch eine assoziative Verkniipfung auf gewissen Teilmengen
von Abb(X), zum Beispiel auf der Menge der Injektionen X — X, der Menge der Surjektionen
X — & und der Menge der Bijektionen X — X.

Fiir jede Menge X sind die Mengen-Operationen Vereinigung (U), Durchschnitt (N), Differenz (\)
und symmetrische Differenz (A) Verkniipfungen auf der Potenzmenge P(X). Dabei sind U, N und A
kommutativ und assoziativ (vergleiche mit Abschnitt 7 wihrend \ fiir |X| > 1 weder assoziativ
({2} \0)\ {z} # {} \ (0\ {2})) noch kommutativ ({z}\ 0 # 0\ {z}) ist.

Etwas ungewohnliche Beispiele fiir Verkniipfungen sind der gréfite gemeinsame Teiler und das kleins-
te gemeinsame Vielfache zweier natiirlicher Zahlen. Man kann mittels der Primfaktorzerlegung zei-
gen, dass es sich um assoziative und kommutative Verkniipfungen auf N handelt.

Oftmals niitzlich im Zusammenhang mit verschiedenen Verkniipfungen ist:

Notation III.1.3. Sei * eine Verkniipfung auf einer Menge G. Fiir ¢ € G und A, B C G verwenden wir
héufig die auf Mengen erweiterten Notationen

gxA:={g*xa|ac A},
Axg:={axg|aec A},
AxB:={axb| (a,b) € AxB}

fiir die Bilder der kartesischen Produkte {g}xA, Ax{g} und Ax B unter x*.

Bemerkungen II1.1.4.

Tatséchlich wird mit der Definition von A * B eine Verkniipfung auf P(G) erklart, die genau dann
assoziativ beziehungsweise kommutativ ist, wenn die Verkniipfung * auf G dies ist.

Speziell ist die sich aus der Addition + auf einem Zahlbereich B € {N,Ny,Z,Q,R} ergebende
Verkniipfung + auf P(B) mit A+B = {a+b](a,b) € AxB} als Minkowski-Addition von Mengen
bekannt.

Konkret ergibt sich beispielsweise aus A = {0,4,7} und B = {1,—5} durch Multiplikation und
Subtraktion 3A—B = {-1,5,11,17,20,26}.

Die eingefiihrte Notation ist sehr niitzlich und erlaubt es beispielsweise, die Mengen der geraden
beziehungsweise ungeraden Zahlen in N und Z pragnant als 2N und 27Z beziehungsweise 2N—1 und
2741 = 27Z—1 zu schreiben.

Dass bei Verwendung solcher Notationen etwas Vorsicht geboten ist, erkennt man aber daran, dass
schon fiir A C N meistens A+A # 24 und A—A # {0} gelten: Beispielsweise fiir A = {1,2} ergibt
sich A+A = {2,3,4}, aber 24 = {2,4}. Weiterhin gilt N-N = Z.

Notation III.1.5. Es sei * eine Verkniipfung auf einer Menge G.

Fiir jedes n € N definieren wir die komponentenweise Anwendung der Verkniipfung * auf Tupeln
durch
Txy = (T %Y1, T *xY2,...,Tn xYp) € G" fir z,y € G™.

Fiir jede Menge X definieren wir die punktweise Anwendung der Verkniipfung * auf Abbildungen
fi1, fe: X = G durch

(f1* fo)(x) := fi(z) * fo(x) € G fiir alle x € X
und legen damit eine Abbildung f; * fo: X — G fest.

58



Bemerkungen III.1.6.

e Mit dieser Definition von z xy und von f; * fo erhalten wir eine Verkniipfung auf dem kartesischen
Produkt G™ und eine Verkniipfung auf der Menge Abb(X, G) der Abbildungen X — G. Beide diese
Verkniipfungen sind (wenn X # () genau dann assoziativ beziehungsweise kommutativ, wenn * auf
G dies ist.

e Insbesondere sind hiermit die komponentenweise Summe/Differenz x4y, das komponentenweise
Produkt z-y, der komponentenweise Quotient % von Tupeln z,y € B"™ und die komponentenweise

Summe/Differenz f;+ fs, das komponentenweise Produkt fi-f2, der komponentenweise Quotient %

von Abbildungen fi, fo: X — B erklirt, jedenfalls soweit die Rechenoperationen Verkniipfungen
auf den Zahlbereichen B € {N,Ny,Z,Q, R, Z\{0}, Q\{0}, R\{0}} sind.

Definition III.1.7. Es sei * eine Verkniipfung auf einer Menge G.

(I) Wir nennen e € G ein neutrales Element beziiglich %, wenn ex g = g = g x e fur alle g € G gilt.

(IT) Falls ein neutrales Element e € G fir * existiert, so nennen wir » € G ein zu g € G beziiglich * inverses
FElement oder Inverses zu g € G, wenn h x g = e = g * h gilt. Existiert ein Inverses zu g € G, so heifit g (in
G) invertierbar.

Bemerkungen ITI.1.8. Es sei * eine Verkniipfung auf einer Menge G.

(a) Existiert ein neutrales Element e € G fiir x, so ist dieses stets eindeutig. Ist nimlich ¢’ € G ein
weiteres neutrales Element fiir x, so folgt aus der Definition ¢/ = ¢’ x ¢ = e. Daher ist es beim
Umgang mit inversen Elementen nicht nétig, das neutrale Element explizit zu benennen, solange es
existiert.

(b) Existiert ein inverses Element h € G zu g € G und ist * zumindest assoziativ, so ist das inverse
Element h zu g eindeutig. Ist ndmlich h’ € G ein weiteres inverses Element zu g, so folgt nach
Definition

W' =h"«xe=h*(gxh)=(h"+xg)xh=ex*xh=h.

Dasselbe Argument haben wir fiir die Komposition von Abbildungen schon in Abschnitt [[T.I]benutzt.

(c) Bei assoziativer Verkniipfung * wird die Notation g~! € G fiir das inverse Element zu g € G sinnvoll.
1 1

Wir halten fest, dass g~ ! nach Definition g ' +g = e = gx¢g~! erfiillt und folgende allgemeine Regeln
fiir Inverse gelten:
el=e fiir das neutrale Element e € G,
(gil)_1 =g fiir invertierbares g € G,
(g * h)_l =htxg! fiir invertierbare g, h € G'.

Fiir die letzte Regel rechnet man dabei mit den Definitionen und Assoziativitdt nach, dass h~' *
g lxgxh=h"lxexh=h""xh=e=gxg '=gxexg ' =gxhxh ! xg ! gilt. Diese Regel
ist auch als Socken-Schuhe-Regel bekannt: Wenn Sie sich anziehen, ziehen Sie erst die Socken an,
dann die Schuhe. Beim Auszichen ist das (hoffentlich) andersherum!

(d) Manchmal werden auch linksneutrale Elemente ¢ € G mit £ x g = g fiir alle ¢ € G und rechtsneutrale Elemente r € G
mit g = g * r fir alle g € G betrachtet. Solche Elemente sind im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Sobald aber ein
linksneutrales Element £ und ein rechtsneutrales Element r existieren, sind beide eindeutig, stimmen {iberein und sind damit
auch das eindeutige neutrale Element. Das ergibt sich aus £ = £ r = r.

(e) Ebenso werden (Existenz des neutralen Elements e vorausgesetzt) manchmal Linksinverse h € G zu g € G mit hx g = e
und Rechtsinverse h € G zu g € G mit g x h = e betrachtet. Linksinverse und Rechtsinverse zu g sind im Allgemeinen
nicht eindeutig bestimmt. Sobald aber ein Linksinverses h’ und ein Rechtsinverses h zu einem g existieren und * assoziativ
ist, sind beide eindeutig, stimmen iiberein und sind damit auch das eindeutige Inverse zu g. Das zeigt die Rechnung aus

Bemerkung .

Definition III.1.9.
(I) Eine Halbgruppe ist ein Paar (G, *) aus einer Menge G und einer assoziativen Verkniipfung * auf G. Gibt
es fiir * ein neutrales Element, so spricht man von einem Monoid (oder einer Halbgruppe mit neutralem
FElement).
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(I) Eine Gruppe (G, *) ist ein Monoid, in dem es zu jedem Element g € G ein inverses Element g~! € G
gibt.

(IIT) Eine Halbgruppe oder Gruppe (G, *) heifft kommutativ oder abelsch, wenn x eine kommutative Verkniip-
fung ist.

Bemerkung IT1.1.10. Spéter verzichtet man sehr hiufig auf die explizite Angabe der Verkniipfung x, die
sich oft aus dem Kontext ergibt, und spricht nur davon, dass die zugrundeliegende Menge G eine (Halb-
)Gruppe ist. Ist speziell die Verkniipfung eine Addition oder Multiplikation (gewisser Objekte), so spricht
man von einer additiven (Halb-)Gruppe G oder multiplikativen (Halb-)Gruppe G.

Beispiele I11.1.11.
e Mit den Verkniipfungstafeln (die erste gegeniiber der fiir 7 im fritheren Beispiel nur bei der
Verkniipfung von 5 mit sich modifiziert, die zweite unveréndert)

@|2]3|5]7

X|elal|lpB
ol5(217]3 3
3123157 und A [
50171532 gggg
71371215

wird ({2,3,5,7},®) zu einer abelschen Gruppe mit neutralem Element 3 und den Inversen
271=7 771=2 571=5 sowie ({e,, 3}, x) zu einem nicht-kommutativen Monoid (mit neutralem
Element e) und nicht-invertierbaren Elementen «, 3.

Die Eigenschaft des neutralen Elements erkennt man in der Verkniipfungstafel daran, dass die
zugehorige Spalte und Zeile Kopien der Eingangsspalte und Kopfzeile sind. Fiir die Verkniipfungs-
tafel einer Gruppe ist neben der Existenz des neutralen Elements erforderlich (aber noch nicht
ausreichencﬂ)7 dass jedes Element in jeder Zeile und jeder Spalte genau einmal auftritt.

e Fiir die iiblichen Zahlbereiche B mit der Addition + und der Multiplikation - sind (B, +) und (B, -),
wie in folgender Tabelle angegeben, kommutative Halbgruppen (kHG), kommutative Monoide (kM)
oder sogar kommutative Gruppen (kG), wobei jeweils die stirkste Eigenschaft angegeben wird:

N | No [Z]| Q][R |Z\{0} | Q\{0} | R\{0}
+[KHG [KM| kG -
. KM [ kG

Das neutrale Element der Addition ist immer 0, das neutrale Element der Multiplikation ist
immer 1. Das additive Inverse zu x € B ist —x, das multiplikative Inverse zu x € B\{0} ist L.
All dies ergibt sich sofort aus den iiblichen Rechenregeln in den Zahlbereichen.

o Produkt-(Halb-)Gruppen: Fir jedes n € N und jede (Halb-)Gruppe (G, %) ist auch (G™, %) mit der
komponentenweisen Verkniipfung * eine (Halb-)Gruppe, auf die sich auch Kommutativitit und /oder
Existenz des neutralen Elements iibertragt.

Allgemeiner ergibt sich auch als Produkt von n € N (Halb-)Gruppen (G1,*), (Ga2,%), ..., (Gp, %)
eine (Halb-)Gruppe (G1xXGaX ... xGy,*), deren Verkniipfung durch

(91,92, ,9n) * (91, G5, - -+ ) = (91%9], 92%Gh, - - -, Gn*Gy,)

fir (g1,92,---,9n), (91,95, -+, gh) € G1xXGaX ... xG, komponentenweise erklart ist.
o Abbildungs-(Halb-)Gruppen: Fiir jede Menge X und jede (Halb-)Gruppe (G, ) ist auch (Abb(X, G), )
mit der punktweisen Verkniipfung x eine (Halb-)Gruppe, auf die sich auch Kommutativitit und/oder

1n der Tat definiert nebenstehende Verkniipfungstafel eine kom- *|lelalB|y|d]|e
mutative Verkniipfung x auf {e,«,3,7,d,e} mit neutralem Ele- ellelalB |~ ]0]e
ment e, wobei jedes Element in jeder Zeile und Spalte genau ein- allale|o|B]eln
mal auftritt, wegen (d%y)*8 = & # dx(y*B) = B aber dennoch BIB3 elel~|e
keine Assoziativitdt und keine Gruppe vorliegt: YA Blelelald

dlld]le|~v|lalel|p

elle|ly|al|d|B]|e
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Existenz des neutralen Elements iibertriagt. Speziell sind (Abb(X,B), +) und (Abb(X,B), -) insoweit
(Halb-)Gruppen wie (B, +) und (B, -).

(Halb- ) Gruppen von Selbstabbildungen: Fiir jede Menge X ist (Abb(X), o), die Menge der Selbst-
abbildungen von X mit der Komposition o, ein (fiir [X| > 2 nicht kommutatives) Monoid. Das
neutrale Element ist idy. Die Menge der Bijektionen X — X ist mit o sogar eine (fiir |X'| > 3 nicht

kommutative) Gruppe, in der das Inverse einer Bijektion deren Umkehrabbildung ist.

Die Menge der Injektionen X — X und die Menge der Surjektionen X — X stimmen iibrigens fiir endliches X mit
der Menge der Bijektionen X — X iiberein, werden fiir unendliches X aber durch o zu nicht-kommutativen Halbgruppen
mit neutralem Element, in denen fiir jedes Element ein Linksinverses beziehungsweise Rechtsinverses existiert, dieses fiir
nicht-invertierbare Elemente aber nicht eindeutig ist.

o (Halb-)Gruppen von Mengen: Fir jede Menge X sind (P(X),U) und (P(X),N) kommutative Halb-
gruppen mit neutralem Element () beziehungsweise X. Weiterhin ist (P(X),A) sogar eine kom-
mutative Gruppe mit neutralem Element () und der (bei dieser Betrachtungsweise ungewohnten
Eigenschaft), dass mit MAM = () fiir alle M C X jedes Element zu sich selbst invers ist.

e Mit dem grofiten gemeinsamen Teiler zweier natiirlicher Zahlen wird N zu einer kommutativen
Halbgruppe, mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen zweier natiirlicher Zahlen sogar zu einer
kommutativen Halbgruppe mit neutralem Element 1.

Definition II1.1.12. Wir bezeichnen die Menge der Modulo-n-Aquivalenzklassen kiinftig auch als den
Modulo-n- Restklassenring
Z/nZ =17 ~, .

Nach Definition von Modulo-Relationen und Aquivalenzklassen gilt
[@lz/mz ={y €Z |y ~n 2} ={y € Z | y—x = nz fiir ein 2z € Z} = {w+nz | z € Z} = 2+n’Z.
Daher werden wir zukiinftig auch die Schreibweise [z] /nz = T + nZ benutzen.
Satz IT1.1.13. Es sein € N\ {1}.

(1) Die Addition und die Multiplikation geben durch

[]z/nz + Wz nz = [2+Ylz/mz wnd [2]z/nz - [Y]z/mz = [2Y]z 0z fir z,y € Z
wohldefinierte Verkniipfungen auf Z/nZ. Im Fall der Addition kann [x]z/nz+[y]z/mz dquivalent als
Minkowski- Addition von Teilmengen von Z interpretiert werden.

(2) Mit diesen Verkniipfungen ist (Z/nZ,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element [0]z /7 und
Inversem [—x]z/mz 2u [x]z/mz sowie (Z/nZ,-) ein kommutatives Monoid mit neutralem Element
Uz /nz. Kiirzen wir Z/pZ* := Z[pZ\{[0]z/pz} ab, so ist dariber hinaus (Z/pZ*,-) genau fiir die
Primzahlen p € N eine abelsche Gruppe.

BEWEIS VON TEIL (1) DES SATZES. Fiir die Wohldefiniertheit der Addition ist [z'] = [z] A [y] = [y]
= [2'4+4'] = [z+y] fiir die Aquivalenzklassen beziiglich der Modulo-n-Relation zu zeigen. Sind 2’ —2 und
y'—y durch n teilbar, so sind, stets auch (z'+y') — (x+y) = (¢'—z) + (v —y) durch n teilbar. Bei Interpre-
tation als Minkowski-Addition ergibt sich die identische Vorschrift [z]z/nz+[y]z/mz = (z4nZ) + (y+nZ) =
r+y+nZ+nl = x+y+nZ = [+ylz/mz-

Fiir die Wohldefiniertheit der Multiplikation ist analog [2'] = [z] A [y'] = [y] = [¢'y] = [zy] zu zeigen.
Dies ist aber ebenfalls gegeben, weil Teilbarkeit von 2’—z und y’—y durch n die Teilbarkeit von z'y’ — zy =
(z'—x)y" 4+ x(y’'—y) durch n nach sich zieht. O

Den Beweis von Teil ([11.1.13)) des Satzes gehen wir erst nach einigen Beispielen hierzu an:

Beispiele I11.1.14.

e Fiir Restklassen in Z/27Z und Z/7Z gelten

(3] + [-5] = [-2] in Z/2Z,
1]+ [1] = [0] in Z/2Z,
[3]-[5] = [1] in Z/TZ.
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Dies bedeutet letztlich dasselbe wie
3—5=—-2 mod2,141=0 mod2,3-5=1 mod?7,

was wir auch in Abschnitt schon hinschreiben konnten. Jetzt verstehen wir aber genauer, wie
weit diese Art des Rechnens trégt.

e Da Z/nZ aus den n Restklassen [0] = nZ, [1] = 14nZ, [2] = 24nZ, ..., [n—2] = (n—2)+nZ,
[n—1] = (n—1)+nZ besteht (was man formal durch Division mit Rest einsieht), lassen sich die
Addition und die Multiplikation auf Z/nZ fiir festes n € N durch Verkniipfungstafeln vollstindig
angegeben. Wir zeigen hier die Verkniipfungstafeln

Lo 0[]
~ fiir Z/22: UNICEED DNICEID
DEIDEIE DEICEED
o)1) 0] | [1] | 2
e 292 UNICHIDNID UNICEICEED
fir Z/32 DNEOREZEI DNCREDNEE)
PRICRICEED PRICREEEED
L0 B o) 2]
UNICHIORICEEE DNICEICEECEED
~ fiir Z/42: DNIDRICRIENNT DICEIDNICEEE
PNICRIERICNED PNICRICRICEEE
ENICHICEIDEEE ENICRIERECEED

Man erkennt insbesondere, dass die Multiplikation zwar auf Z/2Z* und Z/3Z* eine Verkniip-
fung ist, aber wegen [2]-[2] = [0] nicht auf Z/4Z \ {[0]}.

BEWEIS VON TEIL (2) DES SATZES. Da die Wohldefiniertheit der Verkniipfungen schon gesichert ist,
ergeben sich die fiir alle n € N giiltigen (Halb-)Gruppeneigenschaften von (Z/nZ,+) und (Z/nZ,-) sofort
aus denen von (Z,+) und (Z, -).

Ist p € N keine Primzahl, so ist zundchst Z/1Z \ {[0]} = 0 im Fall p = 1 wegen Nicht-Existenz des
neutralen Elements keine Gruppe. In den anderen Nicht-Primzahl-Féllen kénnen wir n = zy mit x,y €
{2,3,...,n—1} schreiben. Da fiir [z],[y] € Z/nZ \ {[0]} dann [z]-[y] = [n] = [0] ¢ Z/nZ \ {[0]} eintritt, ist -
nur auf Z/nZ, aber nicht auf Z/nZ\ {[0]} wohldefinierte Verkniipfung, und (Z/nZ\ {[0]}, -) ist keine Gruppe.

Es bleibt also die Gruppeneigenschaft von (Z/pZ*,-) im Fall einer Primzahl p € P zu verifizieren. Dazu
zeigen wir fiir jede Restklasse [y] € Z/pZ* mit y € Z zuerst die Existenz eines multiplikativ Inversen
in Z/pZ. Wir schreiben dazu [y] = [z] mit Hilfe eines Reprasentanten x € {1,2,...,p—1}, der sich als
Rest bei der Division von y durch p ergibt (wobei der Rest 0 ausgeschlossen ist, weil andernfalls [y] = [0]
wire). Wir zeigen nun indirekt, dass [0], [z], [2z], ..., [(p—1)z], also mit anderen Worten die Restklassen
[nz] mit n € {0,1,2,...,p—1}, in Z/pZ alle verschieden sind. Andernfalls miisste ndmlich [kx] = [lx] fir
k0 € {0,1,2,...,p—2,p—1} mit k < ¢ gelten, und fiir m := ¢k € {1,2,3,...,p—2,p—1} bekdmen wir
[maz] = [0], mit anderen Worten also p|(mx). Mit der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung (deren Beweis
bisher noch nicht vorgestellt wurde, aber vielleicht spiter noch nachgetragen wird) ergibt sich, dass die
Primzahl p ein Primfaktor von m oder einer von x sein miisste, also p|m oder p|z gilte. Beides ist aber
ausgeschlossen, weil m und z in {0,1,2,...,p—1} sind. Damit sind [nz] mit n € {0,1,2,...,p—1} in der
Tat p verschiedene Elemente von Z/pZ. Da Z/pZ genau die p Elemente [0], [1], [2], ..., [p—1] enth&lt, muss
somit [nz] = [1] fiir ein n € {1,2,...,p—1} gelten (wobei n = 0 wegen [0x] = [0] # [1] ausgeschlossen ist).
Nach Definition der Multiplikation gilt somit auch [n] - [z] = [1] = [z] - [n] fir [n] € Z/pZ*, also ist [n]
das gesuchte Inverse zu [y] = [z]. An dieser Stelle kénnen wir nun mit einem kurzen allgemeinen Argument
folgern, dass fiir beliebige [y], [2] € Z/pZ* auch [y]-[z] # [0] ist, weshalb die Multiplikation iiberhaupt eine
Verkniipfung auf Z/pZ* ist: Ware [y]-[z] = [0], so ergébe sich mit dem Inversen [n] zu [y] der Widerspruch
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[2] = [n]-[y]-[z] = [n]-[0] = [0]. Mit der gerade begriindeten Verkniipfungseigenschaft und der Existenz der
Inversen ist dann klar, dass (Z/pZ*, - ) eine abelsche Gruppe ist (denn die restlichen bendtigten Eigenschaften
vererben sich von (Z/pZ,-)). O

Anhand dieser Beispiele diskutieren wir kurz einige allgemeine Begriffe bei Gruppen:

Definition II1.1.15. Es sei (G, *) ein Monoid mit neutralem Element e und g € G.
(I) Wir erkliren Potenzen g™ von g mit Exponent n € N rekursiv durch ¢° := e und g"*!
(I) Gilt g% = g, so heift g idempotent.

= gx*g" fir n € Np.

Man beachte, dass diese Definition prinzipiell auch auf additive Gruppen wie (Z, +), (Q,+), (R, +) und
(Z/nZ,+) angewandt werden kann. Dort entsprechen die Potenzen allerdings Vielfachen, die man in der
iiblichen Schreibweise als na beziehungsweise [nz] notiert.

Bemerkungen II1.1.16.

e Ist g idempotent, so folgt mit vollstdndiger Induktion ¢ = g fiir alle n € N.

e Ein neutrales Element ist immer idempotent und weitere Idempotente, falls existent, sind nicht
invertierbar (denn fiir jedes invertierbare Idempotente g € G gilt g = g ' xg? = g lxg=-¢). In
einer Gruppe ist daher das neutrale Element immer das einzige idempotente Element.

e In den Monoiden (Z,-), (Q,-), (R,-) ist neben dem neutralen Element 1 einzig 0 idempotent.

o In (Z/nZ,-) sind [1] und [0] immer idempotent, fiir n = 6 ist [3] mit [3]-[3] = [9] = [3] in (Z/6Z, ")
ein weiteres Beispiel eines Idempotenten. Finden Sie weitere nicht-triviale Idempotente fiir andere
Werte von n?

Wir fiithren eine grundlegende Klasse von Gruppen mit besonders gutartiger und einfacher Struktur ein:

Definition IT1.1.17. Eine Gruppe (G, *) mit neutralem Element e heift zyklisch der Ordnung n € N, wenn
G ={e,g,...,g" !} fiir ein g € G mit g" = e # g* fiir alle k € {1,2,...,n—1} gilt. Ein solches Element g
heiftt ein Erzeuger der Gruppe (G, *).

Bemerkungen IT1.1.18.
e Fiir einen Erzeuger g in einer zyklischen Gruppe (G, *) der Ordnung n sind e, g, g%, ¢%, ..., g
alle verschieden (weil aus ¢ = ¢* fiir 0 < k < £ < n schon ¢g'~* = e folgt). Insbesondere ist daher
|G| = n.
e Es kann in einer zyklischen Gruppe mehrere Erzeuger geben. Ein konkretes Beispiel folgt unten.
e Zyklische Gruppen sind stets abelsch, denn in der Darstellung mit einem Erzeuger g erhélt man die
Kommutativitiit g¥g¢ = g**t¢ = gfg” fiir alle k,£ € {0,1,2,...,n—1}.

n—1

Beispiele I11.1.19.

o Die Gruppe (Z/7Z*,-) ist zyklisch der Ordnung 6 mit genau [3] und [5} = [3]7! als Erzeugern, denn
[3]1 = [3], [3” = [2], [3)° = [6], [3]* = [4], [3]° = [5], [3]° = [1] und [5]' = [5], [5)* = [4], [5)° = [6],
[5]* = [2], [5)° = [5]° = [1] geben jeweils alle Elemente von Z/7Z*, withrend fiir die anderen vier

[

3
Elemente [1]* = [2 3 = [6]? = [1] eintritt.

e Die Gruppe (Z/47Z,+) ist zyklisch der Ordnung 4 mit genau [1] und [3] als Erzeugern, denn [1],
1)+ [1) = (2], [1]+ 2] = (3], (3] + [1] = [0] und [3], [3] + 3] = [2], [3) + [2] = [1], [3) + [1] = [0] sind
jeweils alle Elemente von Z/4Z, wihrend [0] die triviale Gruppe erzeugt und [2] 4 [2] = [0] gilt.

e Allgemein gilt:

— Fiir jedes n € N ist die additive Gruppe (Z/nZ,+) des Restklassenrings Z/nZ zyklisch der
Ordnung n mit Erzeuger [1].

(Begriindung: Mit [1-1] = [1], [2-1] = [2], ..., [(n—1)-1] = [n—1], [n-1] = [0] erhalten wir alle Elemente
von Z/nZ.)

— In (Z/pZ,+) mit einer Primzahl p € P sind sogar alle Elemente aufer [0] Erzeuger. (Begriindung:
Dies ergibt sich aus dem Beweis des letzten Satzes, in dem wir gesehen hatten, dass fiir jedes x €
Z/pZ* = Z/pZ\{[0]} die p Restklassen [z], [2z], [3z]..., [(p—1)z], [pz] = [0] alle verschieden sind und
daher die p Elemente von Z/pZ sein miissen.)
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— Fiir jede Primzahl p € P ist die multiplikative Gruppe (Z/pZ*,-) des Restklassenrings Z/pZ
zyklisch der Ordnung p—1. Das ergibt sich aus dem Kleinen Satz von Fermat, den wir spéter
zeigen werden.

Als néchstes Thema behandeln wir Permutationen. Mit solchen formalisiert man in der Mathematik
oft Veranderungen einer Reihenfolge. Wir erwdhnen Permutationen an dieser Stelle aber vor allem wegen
Permutationsgruppen wie den symmetrischen Gruppen %, und den alternierenden Gruppen A,,.

Definition ITI1.1.20.
(I) Eine Permutation einer endlichen Menge X ist eine bijektive Selbstabbildung von X.
(IT) Fiir n € N schreiben wir %, fiir die Menge der Permutationen von {1,2,...,n} und nennen (%,,0)
die symmetrische Gruppe auf n Elementen n.
(IIT) Permutationen 7 € 3,, mit n € N notieren wir manchmal durch ihre Wertetabelle

1 2 3 ... n-l1 n
(I11.1.1) (77(1) m(2) ©(3) ... w(n—1) w(n))

Bemerkungen I11.1.21.
e Beachten Sie, dass die Permutation in ([II.1.1) mit der Permutation iibereinstimmt, die durch

< o(1) o(2) c3) ... o(n-1) o(n) >
m(o(1)) w(@(2) w(@3)) ... m(o(n=1)) n(a(n))

beschrieben wird mit einer beliebigen Permutation o € 3.

e Man kann die Betrachtung von Permutationen immer auf den Modellfall von ¥,, iiber der Grund-
menge {1,2,...,n} reduzieren, da jede endliche Menge X durch eine Bijektion mit {1,2,...,n} fiir
n := |X| identifiziert werden kann.

e Dass (3,,0) (und allgemein die Menge der Bijektionen X — X mit der Komposition o) tatséchlich
eine Gruppe ist, haben wir frither schon beobachtet. Diese Gruppe ist nur fir n € {1,2} (bezie-
hungsweise |X| € {1,2}) abelsch.

e Mit vollsténdiger Induktion kann man zeigen, dass es genau n! Permutationen einer n-elementigen
Menge gibt. Es gilt also |X,,| = nl.

Beispiel I11.1.22. Die Permutation
(128 45\ _ (425 1 3)
™\24315) 7145 23 5

ist die Bijektion 7: {1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5} mit 1 = 2,2—4,3+—3,4— 1,5+ 5.

Definition II1.1.23. Es sei 7 eine Permutation einer endlichen Menge X.

(I) Wir nennen 7 die Transposition von a,b € X mit a # bin X, wenn 7(a) = b, 7(b) = a und 7(z) = x
fir alle x € X'\ {a, b} gilt.

(IT) Wir nennen 7 einen Zykel der Linge ¢ € N oder einen ¢-Zykel, wenn es ein a € X mit 7¢(a) = a #
7 (a) fiir alle k € {1,2,...,/—1} und 7(z) = z fiir alle z € X \ {a,7(a),7%(a),..., 7" 1(a)} gibt.
Fiir solche Zykel wird die Zykelschreibweise 7 = (a, 7 (a),7%(a),..., " 1(a)) benutzt. Manchmal
lafst man die Kommata weg.

Bemerkungen IT1.1.24.
e Ein Zykel der Lange 1 ist die Identitét, ein Zykel der Lange 2 ist eine Transposition.
e Eine Transposition 7 ist selbstinvers. Fiir einen Zykel 7 der Linge ¢ in X gilt 7¢ = idy.

Beispiel II1.1.25. Was ist die Zykelschreibweise der Permutation aus Beispiel

Beispiele II1.1.26. Wir betrachten die gut iiberschaubaren Beispiele Y5 und X3. Beachten Sie, dass X7 =
{id} gilt und dass X4 schon die Méchtigkeit |34| = 4! = 24 hat.
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e Die 2! = 2 Elemente der symmetrischen Gruppe (X9, o) sind die Identitit id und eine Transposition

7 mit den Darstellungen
. 1 2 1 2
1d—(1 2) undT—(2 1).

Offensichtlich ist 7 selbstinvers und (X5, 0) ist zyklisch der Ordnung 2. In Zykelschreibweise kann
man 7 = (1,2) = (2, 1) ausdriicken.
e Die 3! = 6 Elemente der symmetrischen Gruppe (X3, o) sind die Identitét id, drei Transpositionen
Ty, To, T3 und zwei 3-Zykel o1, 0o mit den Darstellungen
3
).

g (123 (1 2 3 (1
=11 2 3/)° =12 1 3)° 27 \3
(1 2 3 (1 2 3 /1 3
B=\1 3 2)° 1=\2 3 1) 92= \3 2/

Beziiglich der Komposition, der Verkniipfung der Gruppe, héngen die Elemente zum Beispiel durch
1

NN N

01:72071273072271073:05205

zusammen. In Zykelschreibweise kann man 7, = (1,2) = (2,1), = = (1,3) = (3,1) und o1 =
(1,2,3) = (2,3,1) = (3, 1,2) ausdriicken. Wie sehen die restlichen Zykelbeschreibungen aus?

Zur Einfiihrung einer weiteren Gruppe von Permutationen und fiir wichtige Anwendungen spéter in der
linearen Algebra brauchen wir:

Satz II1.1.27. Sei 7 eine Permutation einer endlichen Menge X .

(a) Dann kann 7 als Komposition T = T4 0 T2 0 ... 0 Typ_1 © Ty, €iner endlichen Zahl m € Ny wvon
Transpositionen T, Ta, . .., Tm—1, Tm 0 X geschrieben werden.

(b) Die Paritit (gerade oder ungerade) der Zahl m in (a) oder mit anderen Worten die Restklasse
[m] € Z/2Z ist durch © eindeutig bestimmi.

Definition I11.1.28.
(I) Wir nennen eine Permutation 7 einer endlichen Menge X eine gerade beziehungsweise ungerade
Permutation, wenn die Paritdt von m in Teil (b) des Satzes gerade beziehungsweise ungerade ist.
Das Vorzeichen sign(w) € {1, —1} einer Permutation 7 erkliren wir fiir gerade Permutationen 7 zu
1, fiir ungerade Permutationen 7 zu —1.
(II) Fiir n € N setzen wir

Ay ={r €%, | wist gerade} = {7 € &, | sign(w) = 1},
und nennen (A, o) die alternierende Gruppe auf n Elementen.

Bemerkungen I11.1.29.
(a) Fiir Permutationen 7 und o von X gilt sign(n~!) = sign(r) und sign(co o 7) = sign(o)sign(r).
(Begriindung fiir letzteres: Sind o bzw. m Kompositionen von ¢ bzw. m Transpositionen, so ist o o7
Komposition von ¢+m Transpositionen. Im Fall sign(c) = sign(w) haben ¢, m gleiche Paritit, {+m ist
gerade, und es gilt sign(c o m) = 1 = sign(o)sign(x). Im Fall sign(c) = —sign(w) dagegen haben ¢, m
verschiedene Paritét, {4+m ist ungerade, und es gilt sign(o o ) = —1 = sign(o)sign(r).)

(b) Insbesondere folgt aus Bemerkung (a), dass fiir 7,0 € A,, auch 7=! € A, und o o7 € A, gelten.
Erst dies (zusammen mit fritheren Beobachtungen) stellt sicher, dass (A,, o) in der Tat eine Gruppe
ist. Die Gruppe (A, o) ist nur fir n € {1,2,3} abelsch.

(¢) Fiir n € N\{1} enthélt die Teilmenge A,, von ¥, die Hélfte der Permutationen aus X,,, es gilt also

(Begriindung: Sei 7 € X, eine beliebige Transposition, die als solche insbesondere selbstinvers mit
sign(7) = —1 ist. Mit der vorausgehenden Bemerkung und den Gruppeneigenschaften von (3,,0) folgt,
dass

An =5 X \Ap, m—>ToOT
eine wohldefinierte Bijektion von A,, nach ¥,\ A4, ist. Damit gilt |A,| = |Z,\An| = |Zn|—]An|, und durch
Auflésen ergibt sich [A,| = 1|Z,].)
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Beispiele II1.1.30. Wir betrachten die Beispiele As, A3 und A4. Beachten Sie, dass Ay = {id} und Ay =
{id} und dass A5 schon Michtigkeit |A5| = % = 60 hat.

e Die 35' = 3 Elemente der alternierenden Gruppe (As,o) sind die Identitit id und die beiden als
Elemente von (X3,0) schon betrachteten 3-Zykel o1 und o3. Es gelten 0’% = 09, a% = o7 und
01009 =id = 09 0 g1. Insbesondere ist (As, o) zyklisch der Ordnung 3.

e Die 45! = 12 Elemente der alternierenden Gruppe (Ag4,0) sind die Identitét id, acht 3-Zykel 7y,

N2, M3, N4, N5, N6, N7, N und drei Kompositionen ¥, ¥2, ¥3 von je zwei Transpositionen mit den

Darstellungen

g (123 (1 2 3 4 (1 2 3 4 (1 2 3 4
=11 2 3 4)0 MT{2 31 4) ™T\3 1 2 4) ™M= \2 4 3 1)
(1 2 3 4 (1 2 3 4 (1 2 3 4 (1 2 3 4
M=\4 13 2)0 ™m=\3 24 1) MT\4 21 3) "T=\1 3 4 2)
(1 2 3 4 g _ (1 234 p 1 2 3 4 g (1 234
m=\1 4 2 ’ 1=\2 1 4 3)° 27\3 4 1 2) 37 \4 3 2 1)

Dass (Ag4,0) nicht abelsch ist, sieht man beispielsweise an 71 o ¥ = 15 und 91 oy = ns.

Es verbleibt, den Beweis des letzten Satzes durchzufiihren:

BEWEIS VON SaTz [[I[.1.27] Fiir den ersten Teil argumentieren wir per vollstdndiger Induktion nach
|X| € Ng:

Den Induktionsanfang fiir |[X| = 0 erledigt die Beobachtung, dass dann X = 0 ist, dass die (formal)
bijektive leere Abbildung die einzige Abbildung () — @ und die einzige Permutation von (} ist, und, dass die
leere Abbildung (formal) die Komposition von 0 Transpositionen ist.

Fiir den Induktionsschluss von |X|—1 zu |X| sei |X| € N und 7 Permutation von X. Wir wéhlen z; € X.
Im Fall 7(z1) = x1 sei 7 := idy, im Fall w(x1) # 21 sei 71 := (z1,7(x1)) die Transposition von X mit
71(21) = m(x1) und 7 (7(21)) = 1. In beiden Féllen folgt (7 o) (z1) = x1, und wegen Bijektivitit erhalten
wir (rp om)(z) € X\ {x1} fur alle x € X \ {x1}. Wir kénnen daher die Permutation 7 von X \ {1} mit
7(x) = (mom)(z) fur alle z € X\ {x1} bilden und 7 nach Induktionsannahme fiir ein m € N als Komposition
von m—1 Transpositionen schreiben. Wir erweitern diese zu m—1 Transpositionen 7o, 73, ..., 7y, auf X mit
To(x1) = 13(21) = ... Tm(21) = x1 und bekommen 71 0T = T3 0730 ... 0 Ty—1 © Tp,. Da 7y selbstinvers ist
(Eigenschaft von idx und jeder Transposition), erhalten wir

T=17; 1 07T0730...0T 10Ty =T10T207T30...0Tm_10Tp.
Damit ist 7 die Komposition der Transpositionen 7y, 7a, ..., Tm—1,7m (im Fall 7(z1) = x; nach Weglassen
von 71 = idy), und die Induktionsbehauptung ist gezeigt.

Fiir den zweiten Teil nehmen wir der Einfachheit halber X = {1,2,...,n} an. (Wir konnten fiir allge-
meines X eine beliebige Totalordnung auf X’ einfiihren und damit analog argumentieren). Wir betrachten
die Menge

FS(r) := {(i,j) € {1,2,...,n}? |i < j,m(i) > 7 (j)}

der sogenannten Fehlstéinde einer Permutation 7 € ¥, und argumentieren mit der Zahl der Fehlstdnde
|[FS(7)| € Np. Fiir diesen Beweis entscheidend ist nun:

Behauptung: Fiir eine beliebige Permutation 7 € 3J,, und eine Transposition 7 € ¥,, haben

die Zahlen der Fehlsténde |FS(rom)| und [FS(7)| unterschiedliche Paritét.
Zum Nachweis dieser Behauptung benutzen wir zunéchst, dass die Transposition 7 nach Definition die Form
7= (k,0) mit k,0 € {1,2,...,n}, k # ¢, hat. Da (k,¢) = (£, k) ist, behandeln wir ohne Einschrinkung den
Fall k < ¢. Fiir ein Paar (i,5) € {1,2,...,n}? mit i < j und {7 (i), 7(j)} =: {x,y} mit x < y unterscheiden
wir folgende Fille:

(1) Fall x,y ¢ {k,¢}: Dann ist 7(z) = z, 7(y) =y, also 7(n(i)) = 7(¢), 7(7w(5)) = 7(j), und es folgt

(i,j) € FS(tom) < (i,7) € FS(m).
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(2) Fall z < k, y € {k, £} sowie Fall z € {k,(}, { < y: Neben z < y gilt dann 7(z) < 7(y). Es folgt
T(n(2)) > 7(7(j)) <= 7(i) >7(j)

und
(i,j) € FS(rom) <= (4,7) € FS(m).

(3) Fall z = k < y < ¢ sowie Fall k < x < ¢ = y: Neben = < y gilt dann 7(x) > 7(y) und es folgt
T(n(i)) > 7(7(j)) <= 7(i) <m(j)

und
(i,7) € FS(rom) <> (4,4) ¢ FS(m).

(4) Fall x = k, y = £: Dann ist 7(z) = y, 7(y) = z, also 7(7(2)) = 7(j), 7(7(3)) = 7(i), und es folgt
(i,4) € FS(7 o m) = (i, 7) ¢ FS(m).

In den Féllen (1) und (2) entnehmen wir, dass Fehlstande (4, j) von 7 bei 7 o7 weiterbestehen. In den Fallen
(3) und (4) treten bei 7 o m gegeniiber 7 Fehlstdnde hinzu oder fallen weg. Die Situation (3) tritt dabei (da
es {—k—1 natiirliche Zahlen zwischen k und ¢ gibt) fiir genau 2({—k—1) Paare (x,y) € {1,2,...,n}? mit
r < y und dementsprechend auch fiir 2(/—k—1) Paare (i,7) € {1,2,...,n}? mit i < j ein. Die Situation
(4) liegt fiir genau ein Paar (¢,7) mit ¢ < j vor (ndmlich das mit {7 (%), 7(j)} = {k, ¢}). Insgesamt ist damit
|[FS(7 o m) AFS(7)| = 2(/—k—1) + 1 ungerade, wegen |A|+|B| = |[AAB|+2|ANDB| ist auch |FS(r o 7)| +
|FS(7)| ungerade, also muss von |FS(7 o 7)| und |FS(7)| eins gerade, eins ungerade sein. Dies zeigt die obige
Behauptung.

Da |FS(id)| = 0 fiir die Identitét id € 3,, gerade ist und fiir Transpositionen |FS(7)| ungerade ist, kann
man mit vollstandiger Induktion zeigen, dass die Komposition einer geraden beziehungsweise ungeraden
Anzahl von Transpositionen stets gerades beziehungsweise ungerades Vorzeichen hat. Ist fir 7 € %,, also
|[FS(m)| gerade, so kann m = 71 0 T3 0 ... 0Tp—1 0Ty, nur fiir gerades m € Ny gelten. Ist |FS(7)| ungerade,
so kann selbiges nur fiir ungerades m € Ny gelten. Dies zeigt die behauptete Eindeutigkeit der Paritdt von
m. ]

IT1.2. Ringe und Korper

Nachdem wir Gruppen als algebraische Strukturen mit einer Verkniipfung kennengelernt haben, kommen
wir nun zu algebraischen Strukturen mit zwei Verkniipfungen, die in vielen Beispielen durch Addition und
Multiplikation gegeben sind. Sie kennen zum Beispiel den Ring der ganzen Zahlen (Z,+,.), bei dem die
Addition und die Multiplikation vertréglich sind in dem Sinne, dass Distributivgesetze gelten:

Definition III.2.1.
(a) Ein Ring ist ein Tripel (R, +,-) bestehend aus einer Menge R und Verkniipfungen + und - auf R,
so dass
e (R,+) eine abelsche Gruppe ist,
e (R,-) ein Monoid ist
e und folgende Distributivgesetze gelten:

w-(y+z) = (zy) + (2-2),
(x+y)-z = (z-2) + (y-2), firallez,y,z € R.

(b) Beziiglich der Addition + beziehungsweise in der additiven Gruppe (R,+) eines Rings (R, +,-)
bezeichnet man das neutrale Element als die Null 0 oder das Nullelement Og von (R, +,-) und das
Inverse zu « € R als das additiv Inverse —x € R zu x.

(¢) Beziiglich der Multiplikation - eines Rings (R, +,-) bezeichnet man das neutrale Element als die
FEins 1 oder das FEinselement 1p von (R,+,-), ein invertierbares Element 2 € R als eine Finheit
von R und sein Inverses als das multiplikativ Inverse = € R zu x.

(d) Ein Ring heiflt kommutativ, wenn neben seiner additiven Gruppe (R, +) auch seine multiplikative
Halbgruppe (R, -) kommutativ ist.
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Bemerkungen II1.2.2. Es sei (R, +,-) ein Ring.

e Wir verwenden beim Rechnen mit Elementen von R dieselben Konventionen zur Notationsverein-

fachung wie bei Zahlen. Konkret gehoren dazu das Weglassen des Multiplikationspunkts (zy := z-y

fir z,y € R), die Einfithrung der Subtraktion (z—y := x+(—y) fir x,y € R), die Konvention Punkt-

vor Strich-Rechnung, derzufolge etwa die Klammern auf den rechten Seiten der Distributivgesetze

entfallen konnen, und die iiblichen Konventionen zur Einsparung von aufgrund Assoziativitdt un-

notigen Klammern. Zudem verwendet man fiir x € R, n € Ny die Notation =, flir invertierbares x
n

auch 27" := (z71)", fiir Potenzen der multiplikativen Halbgruppe.
Ist (R,+,-) ein Ring, so gelten fiir alle z,y € R die Regeln

0+x =z = 240,
lr =a =121,
0z = 0 = 20,
(—2)y = —(2y) = z(~y).
Wir kénnen also in Zukunft ohne Mehrdeutigkeit —zy notieren.
(Begriindungen: Die ersten beiden Regeln gelten per Definition des Null- und des Einselements. Die
dritte Regel ergibt sich durch 0z = Oz+z—z = (0+1)z—z = le—z = x—z = 0 und eine analoge Rech-

nung. Zum Nachweis der vierten Regel reichen wegen der Kommutativitidt der Addition die Rechnungen
ay+(—a)y = (—2)y = Oy = 0 und wy-+a(—y) = o(y—y) = 20 = 0.)

Beispiele II1.2.3. Aus den in Abschnitt [[IL.] betrachteten Beispielen von additiven und multiplikativen
(Halb-)Gruppen ergeben sich nach Verifikation der Distributivgesetze Beispiele von Ringen:

(a)

(b)
(c)

(e)
(f)

Der Nuliring ist der (bis auf Umbenennung des Elements eindeutige) Ring ({0}, +, -) mit nur einem
Element 1=0. Dies ist der einzige Ring mit 1 = 0: Aus 1 = 0 und der vorausgehenden Folgerung
ergibt sich x = 1o = Oz = 0 fiir jedes Ringelement x.

Die ganzen Zahlen (Z,+,-), die rationalen Zahlen (Q,+,-), die reellen Zahlen (R,4+,-) und die
Restklassenringe (Z/nZ,+,-) mit n € N sind kommutative Ringe.

Produkt-Ringe: Fiir jedes n € N und jeden (kommutativen) Ring (R, +,-) ist auch (R",+,-) mit
den komponentenweisen Verkniipfungen + und - ein (kommutativer) Ring mit Nullelement Ogn =
(Og,0g,...,0r) und Einselement 1g» = (1g, 1g,...,1R).

Allgemeiner ist fiir jedes n € N und (kommutative) Ringe (Ry,+,), (Ra,+,"), .-, (Rn,+,)
auch (R1XRaX ... xRy, +,-) mit den komponentenweisen Verkniipfungen ein (kommutativer) Ring.
Abbildungs-Ringe: Fiir jede Menge X und jeden (kommutativen) Ring (R, +, -) ist (Abb(X, R),+,-)
mit den punktweisen Verkniipfungen + und - ein (kommutativer) Ring.

Dagegen ergibt (Abb(R),+,0) mit der Komposition o fiir R # {Og} keinen Ring: Zwar ist
(Abb(R), +) abelsche Gruppe, (Abb(R), o) ist Halbgruppe mit neutralem Element, und das ,rechte®
Distributivgesetz (f+g)oh = foh+goh gilt fiir alle f, g, h € Abb(R). Das ,linke* Distributivgesetz
fo(g+h) = fog+ foh gilt aber zum Beispiel fiir f = 1g, nicht, da dann fo(g+h) = 1i verschieden
von fog+ foh=1r+ 1g ist (denn R # {Og} bedeutet 1z # 1z + 1g).

Mengen-Ringe: Fiir jede Menge X ist (P(X),A,N) ein kommutativer Ring (mit Nullelement 0,
Einselement X und MAM = () fiir alle M € P(X)).

Als weitere wichtige Beispiele von Ringen lernen wir spéter in diesem Abschnitt Polynom-Ringe
kennen.

Bemerkungen III1.2.4.

In einem Ring (R, +, -) kann fiir eine endliche Indexmenge I und a; € R das Summenzeichen ), ; a;
und im kommutativen Fall auch das Produktzeichen [];.; a; wie in Abschnitt sinnvoll erklart
werden.
In einem Ring (R,+,-) konnen wir Vielfache von 1 definieren, und zwar als 2 := 1g+1r € R,
3r :=2gr+1g € R und allgemein als ng := > ., 1g € R, (—n)r := —(ng) € R fiir n € Ny.

Sind die Elemente zg mit z € Z alle voneinander verschieden, so kann man z € Z mit zg € R
identifizieren und so Z als Teilmenge von R auffassen. Man spricht in diesem Fall von einem Ring
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der Charakteristik 0. Zum Beispiel haben (B, +,-), (B",+,-), (Abb(X,B),+, ) mit B € {Z,Q,R}
Charakteristik 0.

Sind andernfalls die zg mit z € Z nicht alle verschieden, so gibt es ein kleinstes n € N mit ng =
Or, man kann [z] € Z/nZ mit zr € R identifizieren und so Z/nZ als Teilmenge von R auffassen. In
diesem Fall spricht man von einem Ring der (endlichen) Charakteristik n € N. Zum Beispiel haben
(Z/nZ,+,-), (Z/nZ)*,+,-), (Abb(X,Z/nZ),+,-) Charakteristik n und (P(X),A,N) mit X # ()
Charakteristik 2. (Charakteristik 1 hat {ibrigens nur der Nullring.)

e Manche Autoren fordern bei Definition eines Rings nicht allgemein, dass ein neutrales Element 1
der multiplikativen Halbgruppe existieren muss, und bezeichnen einen Ring, bei dem dies doch der
Fall ist, explizit als Ring mit Eins oder unitdren Ring. Wir bleiben aber bei der obigen Konvention,
geméf der jeder Ring ein Ring mit Eins ist.

Definition II1.2.5. Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring.

(a) Wir nennen y € R einen Teiler von z € R (in R) und notieren y | z (in R), wenn ein z € R mit
ry = z existiert.

(b) Wir nennen y € R\ {0} einen Nullteiler (in R), wenn ein x € R\ {0} mit zy = 0 existiert. Gibt es
in R\ {0} keinen Nullteiler, so nennen wir (R, +,-) nullteilerfrei.

(c) Ist (R,+,-) nullteilerfrei mit R # {0}, so sprechen wir von einem Integrititsbereich.

Bemerkung III.2.6. In einem kommutativen Ring (R, +,-) ist wegen Oy = 0 jedes Element y € R ein
Teiler von 0. Dies macht ein ¥y € R mit y # 0 aber noch nicht unbedingt zum Nullteiler, denn dafiir ist
xy = 0 eben auch mit x # 0 erforderlich.

Beispiele II1.2.7.

e Die ganzen Zahlen (Z,+,-), die rationalen Zahlen (Q,+,-) und die reellen Zahlen (R,+,-) sind

Integritatsbereiche.
Dagegen ist (B2,+,-) mit B € {Z,Q,R} und den komponentenweisen Verkniipfungen kein

Integritétsbereich, denn dort gilt (1,0)-(0,1) = (0,0) = Ogz. Aus dem gleichen Grund sind auch
(B™, 4, ) mit n > 2 und (Abb(X,B),+,-) mit |X| > 2 keine Integritdtsbereiche.

e Der Restklassenring (Z/nZ, +, ) mit n € N ist genau dann ein Integrititsbereich, wenn n eine Prim-
zahl ist. Die folgt aus den Resultaten des Abschnitts zur multiplikativen Gruppe (Z/pZ*,-).
Ist n € N\ {1} keine Primzahl, also n = ab mit a,b € {2,3,...,n—1}, so sieht man dies auch sofort
an [a][b] = [n] = [0], womit [a] und [b] Nullteiler in Z/nZ sind.

Bemerkungen III1.2.8.
(a) Dass ein kommutativer Ring (R, +, -) nullteilerfrei ist, bedeutet, dass die Implikation
zy=0 = 2=0VvVy=0
beziehungsweise, dquivalent dazu
r#0NYy#0 = zy#0

fiir alle z,y € R gilt.
(b) Als vielleicht wichtigste Konsequenz gilt in nullteilerfreien Ringen und Integritétsbereichen (R, -+, -)
die Kiirzungsregel

xz=yz = z=yfirallex,y € R,z € R\ {0}

(auch dann, wenn z nicht invertierbar ist). Um die Kiirzungsregel einzusehen, schreibt man zz = yz
aquivalent als (z—y)z = 0 und benutzt dann die vorige Bemerkung (a).

(c¢) Da man fiir einen Integrititsbereich (R, +, -) (wie fiir jeden Ring) immer Z oder Z/nZ als Teilmenge
von R auffassen kann und (Z/nZ,+,-) aber nur fiir Primzahlen n Integritétsbereich ist, stellt sich
heraus, dass die Charakteristik eines Integritdtsbereichs stets null oder eine Primzahl ist.

Definition ITI.2.9.
(a) Ein Schiefkorper oder Divisionsring ist ein Ring (K, +,-) mit K # {0}, in dem jedes Element in
K \ {0} multiplikativ invertierbar ist, also ein Ring (K, +,-), fiir den (K \ {0}, ) eine Gruppe ist.
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(b) Ein Kdrper ist ein kommutativer Schiefkérper, also ein Ring (K, +,-), fir den (K \ {0},-) eine
abelsche Gruppe ist.

Beispiele II1.2.10.

e Die rationalen Zahlen (Q,+,-) und die reellen Zahlen (R, +, ) sind Korper.

e Aus dem gleichen Grund wie bei Integritiatsbereichen sind aber (Q™, 4+, ), (R™,+,) mit n > 2 und
(Abb(X,Q),+,-), (Abb(X,R), 4+, ) mit |X| > 2 keine Korper.

e Der kommutative Restklassenring (Z/nZ,+,-) mit n € N ist genau dann ein Korper, wenn n eine
Primzahl ist. Den Beweis hierfiir haben wir schon in Abschnitt gesehen, als dort gezeigt wurde,
dass (Z/nZ\ {0},-) genau fiir Primzahlen n € N eine abelsche Gruppe ist. Man erhélt also fiir jede
Primzahl p einen endlichen Korper (Z/pZ,+,-) mit genau p Elementen und Charakteristik p und
schreibt in Anlehnung an den englischsprachigen Fachbegriff ,field* fiir Kérper auch F,, fir Z/pZ.

e Der vielleicht bekannteste Schiefkorper, der kein Korper ist, ist der R (und C) erweiternde Zahlbe-
reich der sogenannten Quaternionen, auf den wir an dieser Stelle aber nicht néher eingehen. Eine
gute Einfithrung findet sich in [16].

Bemerkungen III.2.11.
(a) Ein Korper (K, +,-) ist die algebraische Struktur mit den besten Eigenschaften der beiden Ver-
kniipfungen. Wenn wir rekapitulieren, bedeutet dies insgesamt, dass
e (K,+) eine abelsche Gruppe ist,
o (K \ {0},-) eine abelsche Gruppe ist, und dass
e die Distributivgesetze fiir alle Element von K gelten.
(b) Man kann daher in einem Korper (K, +,-) sehr weitgehend wie in den Bereichen @ und R der

rationalen und reellen Zahlen rechnen. Speziell ldsst sich tiber das zu Ringen Gesagte hinaus die

Division 5= x/y = xy ! fiir alle z,y € K mit y # 0 erkliiren.

(c) Jeder Korper ist insbesondere ein Integritétsbereich (denn fir y € K\{0} mit zy = 0 fiir z € K
folgt * = xyy~! = 0y~! = 0, so dass y kein Nullteiler sein kann).

(d) Die Charakteristik eines Korpers oder auch eines Schiefkorpes ist stets null oder eine Primzahl.

Ein weiteres zentrales Beispiel fiir eine Ringstruktur ergibt das Rechnen mit Polynomen:

Bemerkung I11.2.12. Wir méchten Polynome (in einer Unbestimmten X) wie beispielsweise
p=2X2-3X+4 =0X> +2X? +(-3)X +1,
¢:=3X>+6X24+X =3X3 +6X? +1X +
als symbolische Ausdriicke addieren wie in
p+q=(0+3)X%+ (246) X% + (- 3+1)X + (44+0) = 3X3 + 8X? —2X +4
und multiplizieren wie in
pq = (0-3)X°% + (2:3+0-6) X° + (- 3:3+2:6+0-1) X* + (4-3-3-6+2-1+0-0) X*
+ (16-3-142:0) X2 + (4-1-3-0)X + (4:0)
=6X° +3X* —4X3 +21X? +4X.

Um diese Rechenoperationen allgemein und formal einfiihren zu koénnen, identifizieren wir p und ¢ mit
ihren jeweiligen Koeffizientenfolgen a: Ng — Z, i + a; und b: Ny — Z, i — b;, die wir uns als unend-
liche Tupel (aq, a1, a0,a3,a4,as,ag,...) = (4, 3,2,0,0,0,0,...) € Z&) und (hy, b1, ba, bs, by, bs, b, ...) =
(0,1,6,3,0,0,0,...) € ZMNo) mit nur endlich vielen Nicht-Null-Eintriigen vorstellen. (Zur Notation Z®M0)
siehe dabei die folgende Definition.)

Formal lassen sich diese Uberlegungen zum symbolischen Rechnen mit Polynomen in folgende algebrai-
sche Konstruktion umsetzen:

Definition I11.2.13. Sei (R, +,-) ein Ring.
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(a) Wir setzen
R[X] := {a € Abb(Ny, R) | a; # 0 nur fiir endliche viele ¢ € Ny},

wobei wir a; € R fiir den Funktionswert von ¢ € Ny unter a schreiben und a € R[X] auch durch
Aufzdhlung der Funktionswerte in der Form a = (ag, a1, a9, as, ...) angeben.

(b) Wir nennen a = (ag,a1,az,as,...) € R[X] ein Polynom iiber dem Grundring (R,+,-) in der
Unbestimmten X, den Eintrag a; € R den Koeffizient i-ter Ordnung von a und (ag, a1, as, as,...) €
RMo) die Koeffizientenfolge von a.

(¢) Wir erkléren die Summe a+b € R[X] und das Produkt ab € R[X] von Polynomen a,b € R[X| durch

(a+b)k = ap+by,
k
(ab)k == a;be_; fiir k € N.
i=0
Dies ist wohldefiniert, da (a+b) # 0 und (ab); # 0 nur fiir endliche viele k € Ny gelten kann.
(d) Wir nennen (R[X],+,-) mit den gerade definierten Verkniipfungen den Polynomring iiber dem
Grundring (R, +,-) in der Unbestimmten X.

Proposition IT1.2.14. Fiir jeden kommutativen Ring (R, +, -) ist der Polynomring (R[X], +, -) iber (R, +, -)
ein kommutativer Ring mit Og[x} = (Or,0r,0r,0r,...), 1gx] = (1r,0r,0r,0r,...) und additiv Inversen
7(0405 ay,az,as, .. ) = (70407 —ai, —az, —asg, .. ) zu (a07a17a27 . ) € R[X]

BEWEIS. Dass (R[X],+) (mit Ogx) und Inversen wie angegeben) eine abelsche Gruppe ist, folgt pro-
blemlos daraus, dass (Abb(Np, R), +) diese Eigenschaft hat, die Null in R[X] liegt und Inverse zu Elementen
von R[X] in R[X] bleiben. Es gilt daher nur, die multiplikativen Eigenschaften und Distributivgesetze des
Polynomrings zu verifizieren: Die benétigte Eigenschaft von 1z(x) entnehmen wir aus der Definition der Mul-
tiplikation (wo bei Multiplikation mit 1p[x] von links oder rechts einzig der Summand fiir i = 0 bzw. i = k
ungleich Null ist und bleibt). Fiir multiplikative Assoziativitdt machen wir die Rechnung (fiir a,b,c € R[X],
ke No)

J Jj ok
E aibj_ick_jz E aibj_ick._jz E E aibj_ick_j

0<i<j<k i=0 j=i

||
M»

<.
I
o
@As
L

a-bjckﬂ;j = (a(be))k

|
-M“

s
I
<
<.
I
<

mit Umsortierung der Summationsindizes und Indexverschiebung, wobei Zogig < fur Z(i, jer, mit der
Indexmenge

I :={(i,5) €Nj | i < j <k}
steht. Die Distributivgesetze des Polynomrings ergeben sich auf naheliegende Weise durch Ausmultiplizieren
von Summen in (R, +,-). Ist schlieflich (R, +, ) kommutativ, so bekommen wir multiplikative Kommutati-
vitét im Polynomring durch die Rechnung (fiir a,b € R[X], k € Ny)

k k k
(ab)y, = Zaibk—i = Zbk—iai = Zbiak—i = (ba)k
i=0 i=0 i=0

mit Indexlaufumkehr. Damit sind alle benétigten Eigenschaften gezeigt. (|

Bemerkungen II1.2.15. Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring.

(a) Durch Identifikation der Elemente r € R des Grundrings mit (r,0,0,0,...) € R[X] verstehen wir
R C R[X].

Wir bezeichnen die Elemente von R in diesem Zusammenhang als Konstanten oder konstante Po-
lynome und bekommen r(ag,ay,as,as,...) = (rag,ra,ras,ras,...) sowie (ag,ai,as,as,...)r =
(agr,ayr,asryagr,...) fur r € R und (ag, a1, az,as,...) € R[X].
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(b) Wir verstehen die Unbestimmte X selbst als Polynom
X :=(0,1,0,0,0,...) € R[X]

mit pX = Xp fiir alle p € R[X] und erhalten induktiv, dass das Monom rX* der Ordnung k € Ny
mit Koeffizient r € R die Koeffizientenfolge (0,0,...,0,0,7,0,0,0,...) € R[X] mit genau k Nullen
vor einem r als dem einzigen nicht-trivialen Koeflizienten besitzt.

(c) Die Potenzen von X? sind wie in einem allgemeinen Ring zu verstehen. Insbesondere ist X0 = 1 €
R C R[X].

(d) Damit kénnen wir jedes Polynom p = (ag, a1, as,as,...) € R[X]\ {0} in Standard-Form

‘

p= ang + ag_lXE_l 4ot aX?ta X 4ap= ZaiXi
i=0
schreiben, wobei ¢ die grofite Zahl in Ny mit ap # 0 sei. Diese existiert, weil mindestens ein Koeffi-
zient, aber insgesamt nur endliche viele Koeffizienten ungleich Null sind. Wir nennen hierbei a; den
Hdchstkoeffizienten und Grad(p) := £ € Ng den Grad des Polynoms p. Fiir das Nullpolynom 0p/x;
treffen wir die Konvention, dass sein Grad —oo sei. Ein Polynom mit Héchstkoeflizient 1 heifst auch
normiertes Polynom.

(e) Direkt aus der Definition als Koeffizientenfolgen ergibt sich fiir Polynome die Mdglichkeit des Ko-
effizientenvergleichs: Aus der Gleichheit 3¢ a; X* = Y7 6;X* von Polynomen in R[X] mit
Hochstkoeffizienten ay # 0 # by, folgen die Ubereinstimmungen ¢ = m der Grade und a; = b;
der Koeffizienten fiir alle ¢ € {1,2,...,¢}.

(f) An dieser Stelle erhalten wir fiir

0 m
p= ZaiXi € R[X] und ¢ = ZbiXi € R[X]
i=0 i=0
ganz allgemein die Rechenregeln fiir Summe und Produkt von Polynomen

max{¢,m} L+m k L+m min{k,(}
p+q= Z (ar+br) X" und pg = Z <Zaibk—i> X = Z ( Z aibk—i> X",
k=0 k=0 =0 k=0 \i=max{0,k—m}

wobei max{z,y} bzw. min{z, y} die grofere bzw. kleinere von zwei Zahlen x,y € R bezeichnet und
wir natiirlich apy1 = ag42 = agy3 = ... = 0 sowie by,+1 = biyy2 = b3 = ... = 0 verstehen.

Wir halten noch fest:

Bemerkungen I11.2.16.

e Fiir einen Integritdtsbereich (R, +,-) ist auch der Polynomring (R[X],+, ) ein Integritdtsbereich.
(Begriindung: Fiir Polynome p = 3¢ a; X" € R[X]\ {0} und ¢ = 7", b:X* € R[X]\ {0} mit Hochst-
koeffizienten a; # 0 # b ergibt sich als Hochstkoeffizient (¢+m)-ter Ordnung von p+q geméaf Obigem
Z;‘:Sj}:}ﬁf}} aibetm—i = agbm # 0. Damit ist pg # 0 in R[X].)

e Selbst fiir einen Korper K ist der Polynomring K[X] nie ein Korper, denn das Polynom X ist (wie
auch jedes andere Polynom vom Grad > 1) nicht invertierbar.

In der Schulmathematik werden Polynome eher als Funktionen oder Funktionsterme betrachtet. Auch
in unserer Betrachtungsweise sind Polynome mit einer zugehorigen Polynomfunktion verbunden.

Definition IT1.2.17. Sei (R, +,-) ein kommutativer Ring. Die zu einem Polynom p = Zf:o a; X" € R[X]
gehorige Polynomfunktion p: R — R ist durch
¢
p(r) == Zairi € Rfiiraller e R
=0
gegeben. Wir nennen r € R eine Nullstelle von p € R[X] und auch von p € Abb(R), wenn p(r) = Og gilt.

Es gibt trotzdem gute Griinde, die Konzepte der Polynome und der Polynomfunktionen sauber ausein-
anderzuhalten:
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Beispiel II1.2.18. Wir betrachten die Primzahl 2 und R = Z/2Z. Das Polynom p = X2 + X ist natiirlich
nicht das Nullpolynom in Z/2Z[X], aber die zugehérige Polynomfunktion p ist die Nullabbildung, weil beide
Funktionswerte
[0 + [0] = [0] und [1]* + [1] = [1] + [1] = [2] = [0]
trivial sind.
Finden Sie weitere Beispiele fiir andere Primzahlen? Kénnen Sie fiir jede beliebige Primzahl ein Beispiel
angeben fiir ein nicht-triviales Polynom, welches als Polynomfunktion konstant null ist?

Bemerkungen II1.2.19. Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring.

e Das Polynom p = Zf:o a; X* € R[X] ist formal als Koeffizientenfolge definiert und als Objekt
symbolischen Rechnens mit einer Unbestimmten X zu verstehen. Die Polynomfunktion p € Abb(R)
ist als Abbildung R — R definiert (die iibrigens ganz anders abbildet als die Koeffizientenfolge
Ny — R von p und mit dieser nicht unmittelbar zusammenhéngt).

Noch etwas anderes ist der Funktionswert p(r) = Zf:o a;r" der Polynomfunktion p, der fiir
jedes einzelne r € R selbst Element von R ist. Zwar besteht die Funktion p im Wesentlichen in
der Zuordnungsregel r — Zf:o a;r* oder mit anderen Worten p(r) = Zf:o a;r fiir alle r € R, die
Gleichsetzung p = Zf:o a;r* ohne ,,(7)“ links ist aber formal nicht korrekt.

e Die Addition und Multiplikation im Polynomring R[X] entsprechen der punktweisen Addition und
Multiplikation von Polynomfunktionen in dem Sinn, dass

p+q=7p+qund pg=pg in Abb(R)
fiir alle p,q € R[X] gelten. Diese Ubereinstimmung bedeutet letztlich, dass man auch mit (formal
eingefiihrten) Polynomen mit denselben Rechenregeln wie im Ring (R, +,-) rechnen kann — und
speziell bei Polynomen tiber Zahlbereichen einfach mit den {iblichen Rechenregeln.
(Begriindung: Die Gleichheit p+¢q = p+q ist klar, da auch p+¢ komponentenweise definiert wurde.
Die Gleichheit pg = pq zeigen wir, indem wir p = Zf:o a; Xt g = Z;.”:O b; X7 schreiben und mit der
Kommutativitdt von (R, +,-) nachrechnen, dass

P alr) = (Z) (ib) LY

i=0 j=0
£ i+m L4+m min{k,l}
= Z Z aibp_ir® = Z aibp_ir® = Z Z aibr_i" = py(r)
=0 k=1 0<i<k<i+m<~l+m k=0 i=max{0,k—m}

fiir alle r € R gilt.)
e Als Konsequenz der vorigen Bemerkung bildet die Menge der Polynomfunktionen R — R mit der
punktweisen Addition und Multiplikation ebenfalls einen kommutativen Ring.

Wie bei ganzen Zahlen besteht auch bei Polynomen die Méglichkeit zur Division mit Rest und bringt
einige niitzliche Konsequenzen:

Satz I11.2.20. Es sei (K,+,-) ein Korper.

(a) Polynomdivision: Fir Polynome p,q € K[X]| mit ¢ # 0 gibt es eindeutig bestimmte Polynome
r,s € K[X] miﬂ Grad(r) < Grad(q), so dass p=s-q+r gilt.

(b) Abspalten von Linearfaktoren: Ist xg € K eine Nullstelle von p € K[X], so kannp alsp = s-(X —x0)
mit s € K[X] geschrieben werden.

(¢c) Ein Polynom p dber K vom Grad n € Ng hat hochstens n verschiedene Nullstellen in K.

(d) Hat K unendlich viele Elemente, so ist ein Polynom iber K durch die zugehiorige Polynomfunktion
eindeutig bestimmd.

BEWEIS. Beweis von Teil (a) des Satzes: Wir zeigen zuerst Existenz von r und s: Im Fall Grad(q) >
Grad(p) konnen wir 7 := p und s := 0 wéhlen und erhalten trivial p = s - ¢ + r mit Grad(r) = Grad(p) <
Grad(q). Fir Grad(q) < Grad(p) zeigen wir die Existenz durch Induktion nach Grad(p) € Ny. Beim Induk-
tionsanfang fiir Grad(p) = 0 ist auch Grad(¢q) = 0 und damit ¢ € K \ {0}, so dass wir p = s ¢ + r fiir

2Wir erlauben 7 = 0 mit Grad(r) = —oo < Grad(q) € No.
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r:=0und s := pg~! erhalten. Fiir den Induktionsschritt habe p € K[X] Grad ¢ € N und Hochstkoeffizient
ag sowie ¢ € K[X] Grad m € Ny und Hochstkoeffizient b,,, insbesondere b, # 0, und es sei m < ¢. Dann
verschwindet bei p := p — apb,,! X*~™q € K|[X] der Koeffizient ¢-ter Ordnung, es gilt also Grad(p) < ¢. Per
Induktionsannahme gibt es daher r,5 € K[X] mit Grad(r) < Grad(g), so dass p = §- ¢ + r gilt. Durch
Umformen erhalten wir daraus p = (54a¢b,;' X*=™) - ¢ + r, also die Induktionsbehauptung fiir das bereits
eingefiihrte r und s := s+ab,,' X~ € K[X].

Um die Eindeutigkeit von r und s nachzuweisen, ist fir r,7,s,5 € K[X] mit Grad(r) < Grad(q),
Grad(r) < Grad(q) und $-q+7 = s-q+ r zu zeigen, dass 7 = r, § = s sein muss. Dazu schreiben wir
die Gleichung als ($—s) - ¢ = r—7 und bemerken im Fall § # s, dass Grad((s—s) - ¢) > Grad(q) gilt, weil
der Grad des Produkts die Summe der Grade ist. Dies benutzt die Nullteilerfreiheit. Andererseits gilt aber
Grad(r —7) < Grad(g), und wir erreichen einen Widerspruch. Also muss s = s sein, und dann folgt sofort
auch 7 = r.

Beweis von Teil (b) des Satzes: Aus Teil (a) mit ¢ := X—z¢ € K[X] lesen wir p = s - (X—x¢)+r fir
r,s € K[X] mit Grad(r) < Grad(g) = 1, also » € K ab. Durch Einsetzen von z( erhalten wir 0 = p(zg) =
S (xo) -0+ r =r, also gilt wie behauptet p = s - (X —x0).

Beweis von Teil (c) des Satzes:
Wir argumentieren indirekt: Sei p € K[X] ein Polynom mit Grad(p) = n € Ny und (n+1) verschiedenen

Nullstellen z1,za,...,2n,Tp+1 € K. Dann erreichen wir durch (n+41)-malige Anwendung von Teil (b) des
Satzes die Form p = s[[/7] (X —a;) mit s € K[X]. Im Fall s # 0 folgt Grad(p) > n+1, im Fall s = 0

folgt Grad(p) = —oo. Wir erhalten also in jedem Fall einen Widerspruch zu Grad(p) = n € Ny, und die
Behauptung ist bewiesen.

Beweis von Teil (d) des Satzes: Wéren p,q € K[X]| verschiedene Polynome mit p(z) = ¢(z) fiir alle
x € K, so hitte p—q € K[X]\ {0} mit Grad(p—q) € Ny unendlich viele Nullstellen in X und dies stiinde im
Widerspruch zu Teil (c¢) des Satzes. O

Bemerkung II1.2.21. Die Teile (c) und (d) Satzes gelten nicht nur iiber Kérpern, sondern allgemeiner fiir
normierte Polynome {iber Integritdtsbereichen. Der Beweis von Teil (¢) muss dort modifiziert werden.

II1.2.1. Polynomdivision. Mit Teil (a) des Satzes geht das Rechenverfahren der Polynomdivision
einher, mit dem man fiir gegebene Polynome p,q € K[X], ¢ # 0, iiber einem Korper K den Multiplikator
s und den Rest 7 mit p = s- ¢+ r und Grad(r) < Grad(g) bestimmt. Man baut dabei exakt auf der
Idee des vorgestellten Induktionsbeweises auf und bestimmt durch Division des Leitmonoms a,X¢ von p
durch das Leitmonom b, X™ von ¢ zunéchst das Leitmonom agb;le £=m yon s. Nun betrachtet man den
Korrekturterm p := p—ab;;,! X*~™ . q und dividiert im niichsten Schritt das Leitmonom von p durch b,, X™,
um den néchsten Term von s zu erhalten. Danach folgt die néchste Korrektur, und so weiter.

Als konkretes Beispiel fiihren wir dieses Verfahren hier fiir p := X4 —-4X34+4X%2-2 und ¢q := 2X?-4X -6
in Q[X] wie folgt durch:

(X44X3  14X-2) : (2X7—4X_6) = 1X2 "
—(X4—2X3—3X2) 2X2—-4X—6
+3X2
X
—IX—5

Dabei wird im jedem Schritt ein farbiges Leitmonom der linken Seite durch das Leitmonom 2X? von ¢
(das in jedem Schritt gleich bleibt) dividiert, um das farblich entsprechende Monom auf der rechten Seite
zu erhalten. Dieses Monom wird dann mit ganz ¢ = 2X2?—4X —6 multipliziert, um das immer noch farblich
entsprechende Korrekturpolynom links zu erhalten. Nach Subtraktion der Korrektur beginnt der néchste
Schritt. Da sich der Grad des Polynoms links in jedem Schritt verringert, ist dieser Grad nach endlich vielen
Schritten < Grad(q), womit das Verfahren endet und das verbleibende, hier violett gefdrbte Polynom den
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Rest r bildet. Insgesamt haben wir im Beispielfall s = 1 X2—X—

5 und r = —4X—-5 gefunden und mit
anderen Worten

N|—=

1 1
X'—4X3+4X%-2 = (§X2—X—§) - (2X?—4X—6) + (—4X-5)

eingesehen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts halten wir fest, dass die Konstruktion des Polynomrings iiber einem
Grundring iteriert werden kann (was aber tatsichlich nur deshalb funktioniert, weil wir die Bildung allgemein
iiber Ringen und nicht nur iiber Kérpern vorgenommen haben):

Bemerkung II11.2.22. Ein Polynom iiber einem Ring (R, +,-) in zwei Unbestimmten X und Y hat die

Form
m J4
Z ainin = Z ( Clini> Y € (R[X])[Y}

i€{0,1,2,...,0} =0 \ i=
j€{0,1,2,....m}

mit Koeffizienten a;; € R. Man schreibt daher
RIX.Y]:= (RIX])[Y]

und nennt R[X, Y] den Polynomring iiber R in zwei Unbestimmten X und Y (fiir die iibrigens auch bei nicht-
kommutativem Grundring stets XY = Y X und allgemeiner pX = Xp, pY = Yp fiir alle p € R[X, Y] gelten).
Iteration dieser Vorgehensweise ergibt den Polynomring R[X1, Xa,..., Xy = (... ((R[X1])[X2]) ...)[Xn]
iber R in n € N Unbestimmten X;, Xs, ..., X,. Genauer gehen wir auf das Rechnen mit Polynomen
mehrerer Variablen an dieser Stelle aber nicht ein.

I11.3. Homomorphismen, Unter- und Faktorstrukturen

Definition III.3.1.

(a) Ein (Gruppen-))Homomorphismus von einer Gruppe (G, ) in eine Gruppe (H, ®) ist eine Abbildung
[+ G = Hmit f(gixg2) = f(g1)®f(g2) fiir alle g1, 92 € G.

(b) Ein (Ring-)Homomorphismus von einem Ring (R, +,-) in einen Ring (S, ®, ®) ist eine Abbildung
f: R — Smit f(x+y) = f(z)®f(y) und f(zy) = f(z)Of(y) fur alle z,y € R, sowie f(1g) = 1g.
Sind (R, 4+, ) und (S, ®, ®) sogar Korper, so spricht man von einem Kdérperhomomorphismus.

(c) Wir vereinbaren fiir Gruppen, Ringe, Korper gleichermafen: Ein Monomorphismus, Epimorphismus
bzw. Isomorphismus ist ein injektiver, surjektiver bzw. bijektiver Homomorphismus. Gibt es zwi-
schen zwei Gruppen/Ringen/Korpern einen Isomorphismus, so heiffen diese zueinander isomorph.
Ein Endomorphismus ist ein Homomorphismus mit gleichem Definitionsbereich und Ziel beziiglich
der gleichen Verkniipfungen darauf. Ein Automorphismus ist ein bijektiver Endomorphismus. Die
Mengen aller Homo- und aller Isomorphismen X — ) notieren wir als Hom(X,)) und Iso(X,)),
fiir Endo- und Automorphismen vereinbaren wir End(X’) := Hom(X, X') und Aut(X) := Iso(X, X).

Bemerkungen I11.3.2.

(a) Homomorphismen sind strukturerhaltende Abbildungen. Im Fall eines Isomorphismus kann man
die Elemente in Definitionsbereich und Ziel 1-zu-1 identifizieren. Daher erhalten Isomorphismen
alle algebraischen Eigenschaften, und zueinander isomorphe Gruppen/Ringe/Korper verhalten sich
in algebraischer Hinsicht vollig gleich.

(b) Ein Gruppenhomomorphismus f: G — H erfiillt automatisch f(eg) = ey fiir die neutralen Ele-
mente eq € G und ey € H sowie f(g)~! = f(g~1!) fiir alle g € G.

(Nachweis: Mit f(ec) = f(ec)®fleq)®f(ec)™ = flearea)®f(ec) ™ = fleg)®f(ec)™ = em er-
halten wie die Behauptung iiber die neutralen Elemente. Fiir die Regel zu den Inversen rechnen wir dann
F@)®f(g7") = flgxg™") = flec) = en und f(g~")®f(9) = f(9~'*g) = fec) = en.)

(¢) Ein Ring- beziehungsweise Korperhomomorphismus f: R — S ist insbesondere ein Gruppenho-
momorphismus von (R,+) in (S,®) und erfillt neben f(1g) = lg automatisch f(0r) = Og,
—f(z) = f(—=2) fir x € R sowie f(x)~! = f(z7!) fiir invertierbare z € R. Im Korperfall ist
f auch Gruppenhomomorphismus von (R \ {0},-) in (S \ {0},®) mit f(z)~! = f(a™!) fiir alle
x € R\ {0}. Dies folgt aus der vorigen Bemerkung beziehungsweise analog zu dieser.
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(Die Forderung f(1r) = 1s in der Definition kann man aber nicht weglassen. Dass diese nicht aus den
anderen Bedingungen folgt, erkennt man am Beispiel der Nullabbildung f: R — S, z — 0s.)

Beispiele II1.3.3.

Die identische Abbildung ist fiir jede Gruppe/jeden Ring/jeden Korper ein Automorphismus.

Fir B € {Z,Q,R} ist die Abbildung B — B, x — —3z ein Gruppenendomorphismus von (B, +),
denn es gilt —3(z+y) = —3z+(—3y) fir z,y € B. Fir B € {Q,R} handelt es sich sogar um einen
Gruppenautomorphismus

Fir B € {Q,R} ist die Abbildung B\{0} — B\{0},  ~ 2? ein Gruppenendomorphismus von
(B\{0}, ), denn es gilt (zy)? = 2%y? fiir z,y € B\{0}.

Die Abbildung Z — Q\ {0}, = — 27 ist ein Gruppenmonomorphismus von der additiven Gruppe
(Z,+) in die multiplikative Gruppe (Q \ {0}, -), denn es gilt 2°T¥ = 272V fiir z,y € Z.

Fiir jedes 1 # n € Nist die Quotientenabbildung Z — Z/nZ, x +— []z/,z des Restklassenrings Z /nZ
ein Ringepimorphismus, denn es gelten [z-+4lzmz = [2]z/nz-+lz/mz W0 [e¥le/mz = [2]z/mzlbleme
fiir alle x,y € Z sowie [1]z/nz = 1z/nz-

e Die Einbettung Q — R, x — x von Q in R ist ein Kérpermonomorphismus.
e Fiir jeden Ring (R, +,) ist die Vertauschung der Eintriige f: R?> — R?, (z1,22) — (72,21) ein

Ringautomorphismus. Allgemeiner ist fiir n € N und 7 € ¥,, die Koordinatenpermutation fr: R™ —
R", (21,22, ..., Zn) = (Tx(1), Tr(2), - - - » Tn(n)) €in Ringautomorphismus.
Fiir jeden kommutativen Ring (R, +,-) ist die Abbildung R[X] — Abb(R, R), p — P ein Ringho-
momorphismus und ebenso fiir jedes feste r € R die Abbildung R[X] — R, p — p(r). Bei beiden
Bildungen spricht man auch vom Einsetzungshomomorphismus.

(Fiir einen Integrititsbereich R mit unendlich vielen Elementen ist die erste Variante sogar Ringmo-
nomorphismus. Das folgt aus dem letzten Satz in Abschnitt und der darauf folgenden Bemerkung.)

Bemerkungen 111.3.4.
(a) Fiir jede Gruppe (G, *) wird Aut(G) mit der Komposition von Abbildungen zu einer Gruppe, der

N

Automorphismengruppe von (G, *):
Fiir ¢,¢ € Aut(G) rechnen wir nach, dass 1o¢p € Aut(G) wiederum ein Homomorphismus ist:
Es gilt
P(P(91%92)) = ¥(D(91)*d(g2)) = P(d(g1))xb(¢(g2))
fiir alle g1,¢92 € G.
Zudem ergibt sich ¢! € Aut(G) fiir die Umkehrfunktion ¢!

¢ Hg1%92) = ¢~ (P (91)*x0 (07 (1)) = 67 (B¢ (91)x0 7 (92))) = ¢ (91)xd " (g2)
fiir alle g1, g2 € G, so dass diese wiederum strukturerhaltend ist.
Fiir eine Gruppe (G, x) und eine abelsche Gruppe (H,®) werden Hom(G, H) und End(H) mit
punktweiser Verknipfung ® auch abelsche Gruppen. Man spricht von Homo- bzw. Endomorphis-
MenGruppen.
(Nachweis: Fiir ¢, ¢ € Hom(G, H) zeigen wir ¢®¢ € Hom(G, H) durch die auf Kommutativitdt von ®
gegriindete Rechnung
(0®Y)(g1%92) = P(g1%92) @Y (g1%g2)

= ¢(91)®P(g2) @9 (91)®Y(g2)

= ¢(91)®Y(91)®9(92)®Y(g2)

= (0®9)(g91)@(6®)(g2)

fiir g1, g2 € G. Dass die konstante Abbildung G — H auf das neutrale Element in H das neutrale Element
in Hom(G, H) ist, ist klar. Schlieflich kénnen wir Inverse zu ¢ € Hom(G, H) als punktweise Inverse ¢!
erhalten, denn die Rechnung

¢~ (g1%92) = D(g1%g2) ™"

= (¢(g1)@(g2)) "
(92) '@(g1) "
(1) ' @p(g2) "

¢
¢
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unter erneuter Verwendung der Kommutativitit von ® ergibt ¢~' € Hom(G, H).)

(c) Fiir eine (meist additiv notierte) abelsche Gruppe (G,+) wird (End(G),+,0) mit punktweiser
Addition und Komposition sogar ein Ring, der Endomorphismenring von (G,+). Anders als bei
(Abb(G), +, o) (was geméf Abschnitt kein Ring ist) ergibt sich fiir Endomorphismen ¢, ¢, x €
End(G) namlich das ,linke* Distributivgesetz ¢o(i)+x) = ¢pop+gpoy durch die Rechnung

(¢o(1+x))(9) = ¢((9)+x(9)) = ¢(¥(9))+¢(x(9)) = (¢ov+¢ox)(g)

fiir alle ¢ € G mit der Homomorphismus-Eigenschaft von ¢. Die anderen benétigten Eigenschaften
folgen aus Bemerkung (b) oder sind leicht zu priifen.

Definition IIIL.3.5.
(a) Der Kern eines Gruppenhomomorphismus f: G — H zwischen Gruppen (G, *) und (H,®) ist

Kern(f) := [T ({en}) = {9 € G| fl9) =en} C G
mit dem neutralen Element ey von (H,®).
(b) Der Kern eines Ringhomomorphismus f: R — S zwischen Ringen (R, +,-) und (S, ®,®) ist

Kern(f) := f~'({0s}) = {z € R| f(z) = 0s} C R.

Bemerkungen II1.3.6. Wegen f(eq) = ey fiir das neutrale Element e¢ von (G, ) gilt in (a) stets eq €
Kern(f) und wegen f(Or) = 0g in (b) stets O € Kern(f).

Am Kern ldsst sich erkennen, ob ein Homomorphismus ein Monomorphismus ist (und so wird diese
Eigenschaft in Zukunft dann auch oft gezeigt):

Satz II1.3.7.
(a) Fir einen Homomorphismus f: G — H von Gruppen (G, *) und (H,®) gilt:

f ist injektiv <= Kern f = {eg}.
(b) Fir einen Homomorphismus f: R — S von Ringen (R, +,-) und (S,®,®) gilt:
f ist injektiv <= Kern f = {Or}.
(¢) Ein Kérperhomomorphismus f: K — L von Kéorpern (K, +,-) und (L, ®,®) ist immer injektiv.

BeEwEIS. Teil (a) wird in den Ubungen gezeigt. Teil (b) folgt durch Anwendung von Teil (a) auf die
additiven Gruppen. Fiir Teil (c) reicht es, Kern(f) C {0k} fiir jeden Koérperhomomorphismus f: K — L
zu zeigen (denn nach der Bemerkung ist dies gleichbedeutend mit Kern(f) = {0k} und gibt geméf Teil
(b) Injektivitét). Dazu sei € Kern(f), also z € K mit f(xz) = 0r. Wére « # Ok, so bekdmen wir mit
1r = f(lg) = flzz™t) = f(2)Of(z71) = 0LOf(x71) = 0 einen Widerspruch. Also ist * = Ox, und
Kern(f) C {0k} ist gezeigt. O

Als néchsten erkldren wir Unterstrukturen von Gruppen, Ringen und Koérpern, mit denen wir ohne eine
solche explizite Benennung tatséchlich schon oft umgegangen sind:

Definition III.3.8.
(a) Eine Untergruppe U einer Gruppe (G, ) ist eine Teilmenge U von G mit eg € U (fiir das neutrale
Element e von (G, *)) sowie g *x h € U und g~! € U fiir alle g,h € U.
(b) Ein Unterring U eines Rings (R, +, -) ist eine Untergruppe U von (R, +) mit 1 € U und zy € U fiir
allex,y € U.
(¢) Ein Teilkirper U eines Kérpers (K, +,-) ist ein Unterring U von (K, +,-) mit 2! € U fiir alle
x € U\{0}.
Beispiele 111.3.9.
e Fiir jedes n € N ist nZ Untergruppe von (Z,+), aber fir n € N\{1} wegen 1 ¢ nZ kein Unterring
von (Z,+,-).
e Z ist Unterring von (Q, +,-), und Q ist Teilkérper von (R, +, -).
e Fiir jedes n € N ist A,, Untergruppe von (X, 0).
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e Fiir eine Gruppe (G,*) und eine abelsche Gruppe (H,®) sind Aut(G) Untergruppe von ({f €
Abb(Q) | f bijektiv}, o) und (Hom(G, H), *) Untergruppe von (Abb(G, H), *).
e Fiir hier stets additiv betrachtete Restklassengruppen kann Z/2Z wegen Z /27 ¢ Z/3Z, Z/2Z ¢
ZJAZ, 7.)27 ¢ (Z)27)? schon formal keine Untergruppe von Z/3Z, Z/AZ oder (Z/27)? sein.
Interessanter ist aber, ob die algebraische Struktur von Z/2Z in Z/37Z, Z/4Z oder (Z/2Z)?
enthalten ist, ob Z/27Z also zumindest isomorph zu einer Untergruppe ist.
Die Antwort lautet, dass Z/27Z nicht isomorph zu irgendeiner Untergruppe von Z/3Z ist, aber
isomorph zur Untergruppe {[0]z /47, [2]z/4z} von Z/4Z und auch zu jeder der drei Untergruppen
{([0z/22, [0]z/22), ([0]z /22 [1]2/22) },
{([01z/22, [0]z/22), (1222 [0lz/22) },
{([0]z/22: [01z/22), ([(L)z/22: [V]z/22)} von (Z/2Z)? ist.

Bemerkungen 111.3.10.

e In jeder Gruppe (G, ) ist die triviale Untergruppe {eq} die kleinste und ganz G die grofite Unter-
gruppe.

In jedem Ring (R,+,-) ist der Grundring Ry := {zr | z € Z} der kleinste und ganz R der
grofite Unterring. Dabei ist Ry stets isomorph zu Z, wenn (R, +,-) Charakteristik 0 hat, oder zu
Z/nZ, wenn (R, +,-) Charakteristik n € N hat.

In jedem Korper (K,+,-) ist der Primkorper Ko = {zK~nI_(1 | n,z € Z,ng # 0in K} der
kleinste und ganz K der grofte Teilkorper. Dabei ist Ky stets isomorph zu Q, wenn (K, +,:)
Charakteristik 0 hat, oder zu F,, wenn (K, +,-) Charakteristik p € P hat.

e Dass U C G Untergruppe einer Gruppe (G, *) ist, ist auch durch U # () und g~ x h € U fiir alle
g, h € U charakterisiert.

Dass U C K Teilkorper eines Korpers (K, +,-) ist, ist charakterisiert durch U\{0} # () und
x—y € U fiir alle 2,y € U sowie 2~ 'y € U fiir alle z,y € U\{0}.

e Die Terminologie ist sinnvoll, weil mit ihr fiir eine Untergruppe U von (G, %) auch (U, ) eine Gruppe,
fiir einen Unterring U von (R, +,-) auch (U, +, -) ein Ring und fiir einen Teilkorper U von (K, +, )
auch (U, +,-) ein Korper ist.

e Man schreibt kurz, dass U C G Untergruppe, U C R Unterring, U C K Teilkorper ist.

e Die definierenden Eigenschaften einer Untergruppe U von (G, *) werden auch so ausgedriickt, dass
() # U unter der Verkniipfung * und unter Inversenbildung abgeschlossen ist. Analog ist ein Un-
terring unter Addition, additiver Inversenbildung und Multiplikation abgeschlossen, ein Teilkérper
zuséitzlich unter multiplikativer Inversenbildung.

Satz II11.3.11. Fir jede Teilmenge A C G in einer Gruppe (G,x*) gibt es eine beziiglich Mengen-Inklusion
kleinste Untergruppe U C G mit A C U. Dieses U heifit die von A erzeugte Untergruppe und wird mit (A)
bezeichnet. Firn € N und g1,g2,...,9n € G wird (91,92, -.,9n) = {({91,92,-..,9n}) vereinbart. Analog
versteht man erzeugte Unterringe und Teilkorper.

BEWEIS. Es ist Existenz von U = (A) zu beweisen. Da es mit G selbst zumindest eine Untergruppe V/
von (G, *) mit A C V gibt, ist Sy := {V C G | V Untergruppe von (G, *), A C V} nicht leer, und wir kénnen
U:=(\Sa C G setzen. Da AU{ec} C U gilt und die Abgeschlossenheitseigenschaften von Untergruppen bei
beliebigem Durchschnitt erhalten bleiben, ist U € S das gesuchte kleinste Element von S4. Fiir Unterringe
und Teilkorper argumentiert man analog. O

Bemerkungen I11.3.12.

e Die Konstruktion im Beweis benutzt man héufig, um die Existenz einer kleinsten (oft von einer
Teilmenge erzeugten) Menge mit gewissen Durchschnitts-stabilen Eigenschaften zu begriinden. Ver-
sionen dieses Arguments werden Sie im Lauf des Studiums an vielen Stellen wiedersehen.

e Ist die von einem einzelnen g € G erzeugte Untergruppe (g) in einer Gruppe (G, x) endlich, so ist
({(g), *) zyklisch von Ordnung |(g)| und hat g (im fiir zyklische Gruppen erklérten Sinn) als Erzeuger.
Tatséchlich kann eine zyklische Gruppe #quivalent als eine Gruppe (G, %) definiert werden, fir die
|G| < oo gilt und fiir die ein einzelnes g € G mit (g) = G existiert.

Beispiel IT1.3.13. In der additiven Gruppe (Z,+) ist (z) = 2Z fiir jedes x € Z.
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Ein zu Unterstrukturen duales Konzept sind sogenannte Faktorstrukturen, an deren Definition wir uns
nun unter Riickgriff auf Quotienten einer Aquivalenzrelation annéhern:

Satz I11.3.14. Fir jede Untergruppe U einer Gruppe (G, *) wird durch
T~y Y= v txyeU firz,ycG

eine Aquivalenzrelation ~y auf G definiert, bei der [Wl~o | = |[2]~y | fiir alle z,y € G gilt, also alle Aquiva-
lenzklassen

[@]~y =2+ U
mit x € G gleiche Kardinalitit haben.

Wir nennen die Aquivalenzklassen beziiglich ~ auch Linksnebenklassen und vereinbaren die Bezeich-
nung
G/U =G/ ~y={[z]~, | x € G}
fiir die Quotientenmenge. Insbesondere greift dies bei einem Ring oder Kérper (R, +, - ) fiir jede Untergruppe
U von (R, +) mit der durch z ~y y <= 22—y € U gegebenen Aquivalenzrelation.

BEWEIS. Wir verifizieren zuniichst die definierenden Eigenschaften der Aquivalenzrelation ~: Reflexi-
vitit liegt vor, weil 271 xx = eg € U fiir alle x € G gilt. Symmetrie ist erfiillt, weil fiir 7,y € G aus 2~ txy € U
schon y~ ! xx = (27! xy)~! € U folgt. Transitivitit ergibt sich, weil fiir z,y,2 € G aus 27! xy € U und
y txzeUauchrlsxz=(x"1*xy)*(y ! *2) €U folgt.

Die Gleichheit [z]., = 2 x U ergibt sich aus x ~p y <= 2 l+xyelU < ycax*U firy € G.

Weiter erhalten wir fiir feste z,y € G durch \(z) := y*z 12 fiir 2 € G eine Abbildung \: [7]~, — [y]~,
denn z € [z]~, = z * U impliziert

y*xfl*zey*:rfl*x*U:y*U:[y]wu-

Analog gibt 1u(2) := 2 x y~! % 2 eine Abbildung u: [y]~, — [*]~,, die die Umkehrabbildung zu X ist. Somit

ist A eine Bijektion und es gilt |[y]~, | = |[z] O

~ul-

Bemerkung IT1.3.15. Essei U eine Untergruppe einer Gruppe (G, ). Eine sehr dhnliche Aquivalenzrelation
auf G erhilt man durch die Festlegung zy~ vy : <= y*a ' € U fiir 2,y € G. Die Aquivalenzklassen
[],~ = U * x heifen Rechtsnebenklassen. Sie verhalten sich weitgehend analog zu den Linksnebenklassen,
sind aber im nicht-abelschen Fall im Allgemeinen verschieden von diesen.

Als ein naheliegendes Beispiel fiir den Nutzen von Nebenklassen beweisen wir den Satz von Lagrange
iiber grundlegende Kennzahlen (die wir vorher noch kurz definieren) von Gruppen, Untergruppen und ihren
Elementen:

Definition II1.3.16.
(a) Eine Gruppe (G, #) heifit endlich, wenn |G| < oo ist, und |G| € N heifst dann die Ordnung der
Gruppe (G, ).
(b) Die Ordnung eines Elements g € G in einer Gruppe (G, *) ist — wenn existent — eine Zahl m € N
mit g™ = eg und g* # eg fiir alle k € {1,2,...,m—1}, wobei eg das neutrale Element von (G, *)
bezeichnet. Existiert kein solches m, so heifft g von unendlicher Ordnung.

Satz II1.3.17 (Satz von Lagrange). Fiir eine endliche Gruppe (G, *) sind die Ordnungen der Untergruppen
von G und die Ordnungen der Elemente von G alle Teiler der Ordnung |G| der Gruppe.

BEWEIS. Sei U eine Untergruppe von (G, ). Nach dem vorigen Satz enthélt jede Nebenklasse [z]., €
G/U genau so viele Elemente wie U = [eg]~,, € G/U, es gilt also |[N| = |U] fiir alle Nebenklassen N € G/U.
Da G die disjunkte Vereinigung der |G/U| Nebenklassen in |G /U] ist, ergibt sich mit |G| = |G/U| - |U|, dass
|U| ein Teiler von |G| ist. Dies zeigt die Behauptung iiber die Ordnungen der Untergruppen.

Ein Element g € G hat wegen |G| < oo zunichst eine Ordnung m € N. Andernfalls wiire g¥ # eg fiir
alle £ € N und damit wiren g, g%, g%, ¢%, ¢°, ... unendliche viele verschiedene Elemente von G. Nun muss
die von g erzeugte Untergruppe (g) gleich {eg,g,9% ¢°,...,9™ '} sein und |(g)| = m erfiillen. Nach dem
schon Gezeigten ist daher m ein Teiler von |G| und auch die Behauptung iiber die Ordnungen der Elemente
verifiziert. (|
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Beispiele II1.3.18. Wir klassifizieren alle Elemente und Untergruppen nach ihrer Ordnung:
e In der additiven Restklassengruppe (Z/127Z,+) mit |Z/12Z| = 12 gilt
Ordnung 1 2 3 4 12
Elemente (0] (6] [4], (8] 3], [9] 2], [r0] | (1], [5], [7], [11]
0]} | {[o], (61} | {10], [4], [8]} | (3) = (9) | (2) = (10) | (1) =Z/12Z
Tatséchlich sind in diesem Beispiel und allgemein in (Z/nZ, +) mit n € N alle Untergruppen zyklisch

und jede aufgrund des Satzes von Lagrange zuldssige Ordnung wird in (Z/nZ, +) durch genau eine

Untergruppe realisiert.
e In der symmetrischen Gruppe (X3, 0) mit |X3] = 6 (Bezeichnungen aus Abschnitt |III.1]) erhalten

(=)

Untergruppen || {]

wir:
Ordnung 1 2 3 6
Elemente id |nn=(1,2),2=(1,3),13=(2,3) | 01 =(1,2,3), 00 =(1,3,2) | —
Untergruppen || {id} (m) ={id, 1 }, (12), (13) (o1) = (o2) ={id, 01,02} | X3

In diesem Beispiel sind alle echten Untergruppen (also alle aufer X3 selbst) zyklisch.
e In der alternierenden Gruppe (A4, o) mit |A4| = 12 (Bezeichnungen aus Abschnitt [III.1):

Ordnung 1 2 3 4 6| 12
Elemente id V1,792,973 71,72,73,M4,M5506:N7,M8 | ———————— | - | —
Untergruppen || {id} | (91),(2),(93) | {n1)=(n2),(n3),(n5),(n7) | {id, V1,2, 93} | - | A4

In diesem Beispiel gibt es keine Untergruppe der aufgrund des Satzes von Lagrange zuléssigen
Ordnung 6, und neben A, ist auch die echte Untergruppe {id,d;, 92,93} nicht zyklisch. Diese
Untergruppe ist die beriihmte Kleinsche Vierergruppe.

Als interessante Folgerung ergibt sich ein berithmter Grundsatz der Zahlentheorie:

Korollar II1.3.19 (Kleiner Satz von Fermat). Es seip € P eine Primzahl. Dann gelten
2P =x mod p fir alle x € Z

und
=1 =1 mod p fir alle x € 7.\ pZ.

Bemerkung II11.3.20. Die Behauptung des Satzes kann ganz elementar formuliert werden: Ist p € P eine
Primzahl, so ist fiir jedes x € Z entweder = oder 2P~'—1 durch p teilbar.

Der Beweis lasst sich mit den inzwischen erarbeiteten Techniken kurz und elegant fiihren:

BEWEIS DES KLEINEN SATZES VON FERMAT. Fiir 2 € Z \ pZ ist [z]z/pz # [0]z/pz in Z/pZ, womit
[z]z/pz ein Element der multiplikativen Gruppe (Z/pZ*,-) der Ordnung |Z/pZ*| = p—1 ist. Dass dies
tatsichlich eine Gruppe ist, wurde in Abschnitt gezeigt und war nicht ganz einfach. Davon profitieren
wir nun. Nach dem Satz von Lagrange ist die Ordnung m € N von [z]z/,7 in (Z/pZ*,-) ein Teiler von p—1,
also p—1 = ¢m fiir ein ¢ € N. Es folgt

1 . -1 m 14

[2” ]Z/pZ = [‘T]Z/pz = ([x]Z/pZ)
was P~ = 1 mod p bedeutet. Dies zeigt die zweite Behauptung. Die erste Behauptung folgt fiir € Z \ pZ
durch Multiplikation mit x. Sie gilt fiir x € pZ mit 2P = 0 =  mod p aber ebenfalls. O

= [1]%/;;2 = [lz/pz;

Schliefslich méchten wir die Quotientenmenge G /U beziehungsweise R/U (die wir fiir jede (additive) Un-
tergruppe U bilden kénnen) wieder mit Verkniipfungen versehen und selbst zu einer Gruppe beziehungsweise
einem Ring machen. Dafiir benétigen wir fiir U tatsdchlich noch eine etwas andere Struktur:

Definition IT1.3.21.
(a) Ein Normalteiler N einer Gruppe (G, *) ist eine Untergruppe N von (G, *) mit g * N = N * g fiir
alle g € G.
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(b)

Ein (beidseitiges) Ideal I eines Rings (R, +,-) ist eine Untergruppe I von (R,+) mit I C I und
Ir C I fiir alle r € R.

Bemerkungen 111.3.22.

(a)

(b)

Ein Normalteiler ist also eine Untergruppe, fiir die die Links- und Rechtsnebenklassen iibereinstim-
men, und kann alternativ als Untergruppe N mit gxNxg~' C N fiir alle ¢ € G charakterisiert
werden. In einer abelschen Gruppe ist dies immer der Fall, so dass dort die Normalteiler nichts
anderes als Untergruppen sind.

Ein Ideal muss 1 nicht enthalten und daher kein Unterring sein, beispielsweise ist z7Z fiir jedes x € Z
ein Ideal im Ring (Z,+,-), aber nur in den trivialen Fallen # € {—1,1} mit Z = Z ein Unterring
in (Z,+,-). Andererseits muss ein Unterring kein Ideal sein, beispielsweise ist Z ein Unterring von
(Q,+, ), aber kein Ideal in (Q,+, ) (denn beispielsweise ist %Z ¢ 7).

Analog zu erzeugten Untergruppen, Unterringen oder Teilkorpern lassen sich der von einer Teil-
menge A erzeugte Normalteiler in einer Gruppe und das von einer Teilmenge A erzeugte Ideal in
einem Ring definieren. Auch fiir diese schreibt man manchmal (A).

Der Kern eines Gruppenhomomorphismus f: G — H zwischen Gruppen (G,x) und (H,®) ist
stets ein Normalteiler in (G, *). Der Kern eines Ringhomomorphismus 1: R — S zwischen Ringen
(R,+,) und (S, ®,®) ist immer ein Ideal in (R, +,-):

Dass die Kerne (additive) Untergruppen sind, sieht man problemlos. Fiir g € G, n € Kern(f)
ist zudem f(gxnxg~1) = f(9)®er®f(9)~' = eg und damit g* Kern(f)+g~! C Kern(f). Somit ist
also Kern(f) ein Normalteiler. Fiir r € R und n € Kern(¢) ist ¢(rn) = ¢ (r)0 = 0 und analog
t(nr) = 0. Dies bedeutet r Kern(¢)) C Kern(¢)) und Kern(¢))r C Kern(¢)), so dass Kern(z)) ein
Ideal ist.

Satz I11.3.23.

(a)

(b)

Ist N ein Normalteiler in einer Gruppe (G, %), so erhalten wir durch
[gl~n * [M]~n := [gxh]~y fiir g,h € G
beziehungsweise dquivalent durch
(gxN) * (hxN) := (gxh)*N fir g,h € G
eine wohldefinierte Verknipfung auf G/N, mit der G/N zu einer Gruppe wird. Diese ist abelsch,
falls (G, *) abelsch ist. Wir nennen dann (G/N,*) die Faktorgruppe oder Quotientengruppe wvon

G nach N.
Ist I ein Ideal in einem Ring (R,+,-), so erhalten wir durch

[P~y + [sley = [rts]or und [r]~, - [s]o, == [rs]or firr,s € R
beziehungsweise dquivalent durch
(r+1I) + (s+1I) := (r+s)+1 und (r+1I) - (s+ 1) := (rs)+I firr,s € R

wohldefinierte Verknipfungen auf R/I, mit denen R/I ein Ring wird. Dieser ist kommutativ, falls
(R,+,-) kommutativ ist. Wir nennen dann (R/I,+,-) den Restklassenring von R nach I.

Beispiel I11.3.24. Ein wichtigstes Beispiel von Faktorgruppen und Restklassenringen sind die Restklas-
senringe Z/nZ, die wir bereits ausfiihrlich kennengelernt haben. An dieser Stelle kénnen wir sie aber als
Spezialfille einer iibergeordneten Theorie verstehen.

Bemerkung IT1.3.25. Fiir einen Korper (K, +,-) sind {0} und ganz K die einzigen Ideale von (K, +,-).
Fiir das eine ist K/{0} nur eine neue Version von K, fiir das andere hat K/K nur ein Element und wird
zum Nullring, aber nicht zu einem Korper.

ZuM BEWEIS DEsS SATZES. Entscheidend ist der Beweis der Wohldefiniertheit der Verkniipfungen:
Beziiglich Teil (a) verifizieren wir fiir alternative Reprisentanten ¢’ € g« N, b’ € hx N der Nebenklassen
dazu ¢’ * b’ € (g * h) * N durch die Rechnung

gxh egx Nxhx N=gxhx Nx N=gxhx*N,

bei der entscheidend eingeht, dass N Normalteiler ist.
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Beziiglich Teil (b) bemerken wir zunéchst, dass die Addition durch Teil (a) abgedeckt ist, weil I als
Untergruppe in der abelschen Gruppe (R, +) automatisch Normalteiler ist. Fiir die Multiplikation betrachten
wir v’ € r+ I, s’ € s + I und bekommen durch die Rechnung

r's' e (r+I)-(s+I)Crs+rl+Is+I-1Crs+1

unter Verwendung der Ideal-Eigenschaft, dass 7's’ € [rs]., =rs+ I gilt.
Alles Weitere (Assoziativitit, Kommutativitit, neutrale und inverse Elemente) erhilt man aus den ent-
sprechenden Eigenschaften von G beziehungsweise R. |

Zum Abschluss des Kapitels erwidhnen wir die Faktorisierungssétze fiir Gruppen und fiir Ringe, bei denen
es sich um weitgehende Analoga des Faktorisierungssatzes fiir Aquivalenzrelationen handelt:

Satz I11.3.26.
(a) Es seien (G,x) und (H,®) Gruppen, N ein Normalteiler von (G,*) mit der Quotientenabbildung
m: G — G/N und f: G — H ein Gruppenhomomorphismus mit N C Kern(f). Dann gibt es genau
einen Gruppenhomomorphismus f,: G/N — H, der f.om = f erfillt, also das folgende Diagramm

kommutativ macht.

G%

E
T )

G/N

(b) Es seien (R, +,-) und (S, ®,®) Ringe, I ein Ideal von (R, +,-) mit der Quotientenabbildung m: R —
R/I und f: R — S ein Ringhomomorphismus mit I C Kern(f). Dann gibt es genau einen Ring-
homomorphismus f.: R/I — S, der f. om = [ erfillt, also das folgende Diagramm kommutativ

macht.

R#

\‘
i - .
J R

R/I

Bemerkung I11.3.27. Geméf der Bemerkung zu Normalteilern und Idealen ist der Satz stets mit N =
Kern(f) beziehungsweise I = Kern(f) anwendbar, und genau in diesem Fall ist f, injektiv. Auferdem gilt
stets Bild(f.) = Bild(f), und insbesondere ist f. genau dann surjektiv, wenn f surjektiv ist.

BEWEIS DER FAKTORISIERUNGSSATZE. Die Existenz und Eindeutigkeit einer Abbildung f, mit f.om =
f ergibt sich aus dem Satz des Abschnitts[[I.4.2|iber die Faktorisierung nach einer Aquivalenzrelation, wenn
man bedenkt, dass im Gruppenfall

1

r~yy &= y txr e N = y 'xzc Kern(f)

und dies ist genau dann der Fall, wenn
fly txa)=eq = fla)=f(y)
fir z,y € N gilt. Im Ringfall
x~py <= -y €l = z—y € Kern(f)

und dies ist genau dann der Fall, wenn f(z—y) = 0 gilt, also f(z) = f(y) fir z,y € R gilt. Gemif dem
vorigen Satz kann zudem (G/N,x) als Gruppe beziehungsweise (R/I,+,-) als Ring aufgefasst werden, und
es bleibt nur die Homomorphismus-Eigenschaft von f, nachzurechnen. Im Gruppenfall gelingt dies mit der
Rechnung

Fellgrlen * g2]on) = fillgr x g2]vn) = flg1 % 92) = F(91) ® f(g2) = fu([g1]~n) ® Fillg2]n)
fir [g1)~n, [92]~y € G/N. Im Ringfall kann man analog vorgehen. O
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KAPITEL IV

Reelle und komplexe Zahlen

In diesem Kapitel schlieffen wir die Diskussion der Zahlbereiche ab, indem wir nach N, Z und Q in
Kapitel [[T] auch die fiir die Analysis grundlegenden Bereiche der reellen Zahlen R und der komplexen Zahlen
C prézise einfiihren.

IV.1. Reelle Zahlen

Die Menge R der reellen Zahlen kann man sich als die Menge aller Dezimalzahlen (mit endlich oder
unendlich vielen Nachkommastellen) oder als die Menge aller Punkte der Zahlengerade vorstellen. Neben den
rationalen Zahlen aus Q gehoren zu R auch sogenannte irrationale Zahlen aus R\ Q wie zum Beispiel Wurzeln
aus ganzen Zahlen, die keine Quadratzahlen sind, Dezimalzahlen mit unendlich vielen nicht-periodischen
Nachkommastellen, die Eulersche Zahl e, die Kreiszahl 7, viele aus solchen gebildete algebraische Ausdriicke
und iiberabzahlbar viele weitere Zahlen.

Zur prazisen Einfiihrung der reellen Zahlen gibt es verschiedene Moglichkeiten. Hier geben wir zunéchst
ein Axiomensystem an:

Axiom IV.1.1 (Axiome der reellen Zahlen). Es gibt eine Menge R, zwei Verkniipfungen + und - auf R
sowie eine Relation < auf R mit folgenden Eigenschaften:

e Korperaziome: Mit den beiden Verkniipfungen wird (R, +, ) ein Korper.
e Anordnungsaxiome: Die Relation < ist eine strikte Totalordnung auf R und ist kompatibel mit der
Addition + und der Multiplikation - in dem Sinne, dass fiir alle r, z,y € R gilt:

r<y = r+r<r+tyund 0<rz <y = rax<ry.

o Metrische Vollstindigkeit: Jede Intervallschachtelung in R besitzt einen Kern in R.
o Archimedisches Axiom: Fiir jedes x € R gibt es ein n € N mit z < n.

Zu den Axiomen sind noch einige Erlduterungen zu geben und insbesondere die Begriffe der Intervall-
schachtelung und des Kerns einer solchen iiberhaupt einmal zu definieren. Wir gehen dies teils direkt, teils
aber auch spéter in diesem Abschnitt an.

Bemerkungen IV.1.2.
e Wie iiblich bezeichnen 0 und 1 das Null- und das Einselement des Koérpers R, und wir setzen wie
vorher n = Z?zl 1 € R fiir n € N. Auferdem finden in R alle allgemein fiir Kérper besprochenen
Regeln, Definitionen und Konventionen Anwendung.
e In der Kurzzusammenfassung besagen die Axiome:

R ist ein vollstindiger, Archimedisch angeordneter Korper.

e Fiir die rationalen Zahlen Q sind alle Axiome aufier der Vollstdndigkeit erfiillt. In der Vollstéandigkeit
besteht also der entscheidende Unterschied zwischen Q und R.
Die komplexen Zahlen C, die wir spéter einfithren, bilden einen (in geeignetem Sinn) vollstén-
digen Korper, erlauben aber keine mit Addition und Multiplikation kompatible Anordnung.

Definition IV.1.3.
e Wir nennen eine Zahl x € R positiv, wenn 0 < x gilt, und andernfalls nichtpositiv. Analog nennen
wir € R negativ, wenn = < 0 gilt, und andernfalls nichtnegativ.
e Ausgehend von < kbénnen wir wie iiblich die nicht-strikte Totalordnung < durch

r<y:<= (r<yVze=y)firz,yeR
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einfiihren sowie > und > als die Umkehrrelationen zu < und < erkléiren.

Bemerkungen 1V.1.4.
e Aus den Anordnungsaxiomen folgen die Regeln fiir n € N, r, s, x,y, z;,y; € R:

n >0,
T ist positiv <= —x ist negativ,

22 > 0 mit ,=“ nur falls z = 0,

n
Z z? > 0 mit ,,=* nur falls alle z; = 0,
=1
n n
x; <y furie{1,2,...,n} = in < Z% mit ,=" nur falls alle x; = y;,
i=1 i=1

n n
0<uz; <y firie{l,2,...,n} = le < Hyi mit ,=" nur falls alle x; = y;,
=1 =1

Ist x < y,dann gilt: r < 0 <= r-xz > r-y,

1 1
0<r<s = —>->0.
T S

Insbesondere ist n #£ 0 fiir alle n € N, weshalb der Korper (R, +, - ) der reellen Zahlen Charakteristik
0 hat und sein Primkorper mit dem Korper (Q, +, -) der rationalen Zahlen identifiziert werden kann.
Wir verstehen daher immer

QcCR.

Weiterhin muss man sich unbedingt merken, dass die Multiplikation mit einem negativen Faktor
und die Reziprokenbildung (—1) bei positiven Zahlen das Ungleichheitszeichen umkehren. Konkrete
Beispiel sind:

1 1
4 < 7. aber =4 > —T7und - > —.
< aber > un 1 > 7

Wir beweisen nicht alle hier genannten Regeln, zeigen aber zwei ganz grundlegende Argumente:

Zur Begriindung fiir n > 0: Ware 1 < 0, so folgt durch Addition von —1 auch 0 < —1, durch Multipli-
kation mit —1 dagegen —1 < 0. Widerspruch! Da somit weder 1 < 0 noch 1 = 0 gilt, ist zwingend 1 > 0.
Durch Addition von n—1 folgt n > n—1 fiir n € N und mit Transitivitdt n > 0 fir n € N.

Zur Begriindung fiir 2% > 0: Fiir £ > 0 gilt 22 = -z > 0-z = 0 und daher insgesamt 2? > 0. Fiir z < 0
gilt % = (—z)-(—z) > 0-(—z) = 0 und damit wieder z? > 0. Fiir = 0 ist natiirlich z? = 0% = 0.

Bevor wir nun die restlichen Axiome von R genauer besprechen, geben wir erst einige grundlegende
Definitionen:

Definition IV.1.5. Die erweiterten reellen Zahlen sind
R:=RU{—00,00}
mit zusétzlichen Symbolen oo (Unendlich) und —oo (minus Unendlich). Wir setzen die Relation < durch die

Festlegung —o0o < 2 < oo fiir alle # € R zu einer strikten Totalordnung auf R fort.

Bemerkung IV.1.6. Wie wir in Mathematik 2 sehen, kann man mit co und —oo zu einem gewissen Grad
rechnen, aber zum Beispiel co+(—o00) nicht sinnvoll erkliaren. Daher wird R nicht zu einem Koérper oder
iiberhaupt einer algebraischen Struktur im Sinn des Kapitels [[T]]

Definition IV.1.7.
(a) Eine Zahl x € R liegt zwischen » € R und s € R, wenn r < z < s oder s < x < r gilt, und sie liegt
echt zwischen r und s, wenn r < © < s oder s < x < r gilt.
(b) Eine Teilmenge I C R heifit ein Intervall, wenn I mit zwei Zahlen stets auch alle zwischen diesen
liegenden enthalt.
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(c) Spezielle Intervalle sind

(a,b) :=]a,b] .= {z € R | a <z < b} offen,

(a,b] :=]a,b] .= {z € R | a < z < b} links halboffen,

[a,b) = [a,b] .= {z € R | a < x < b} rechts halboffen,
[a,b] ;= {z € R | a <z < b} abgeschlossen

mit Randpunkten a,b € R, wobei oft nur a < b bzw. a < b betrachtet wird, weil man andernfalls ()
erhéilt. Intervalle des Typs [a,b] mit a,b € R nennt man kompakt.

(d) Wir vereinbaren als naheliegenden Abkiirzungen R, = (a,00), Rep := (—00,b), R>4 := [a,00),
R<; := (—o0,b] und bemerken, dass R = (—o00, ), R = [~00, 00].

Bemerkung IV.1.8. Dass die speziellen Intervalle aus Teil (d) der Definition tatséchlich Intervalle sind,

verifiziert man problemlos. Demniichst begriinden wir auferdem, dass tatsichlich alle Intervalle in R von
dieser Form sind.

Definition IV.1.9.
(a) Die reelle Vorzeichenfunktion oder reelle Signumfunktion ist fir z € R definiert als:

1, falls z > 0,
sign: R - R, sign(z) := <0, falls z = 0,
—1, fallsx <0

)

mit Bild(sign) = {—1,0,1}. 1

(b) Die reelle Betragsfunktion ist fiir x € R definiert als:

x, falls x > 0,

' R=>R, |z|:=
—z, fallsz <0

mit Bild(| - |) = Rso.

Graph von z — |z|

Bemerkungen IV.1.10. Es seien z,y € R.

e Man kann den Betrag |x| von x als den Abstand von z zu 0 auf der Zahlengerade und |y—z| als
den Abstand von y zu = auf den Zahlengerade interpretieren.
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e Aus den Definitionen ergeben sich die Rechenregeln
z = sign(z)|z,
sign(zy) = sign(z)sign(y),
2? = [af?,

lz| =ly| <= (=yVvz=—y),

7| <y <= x€[-y,y]

Ist y # 0, so gilt auch

sign(xy) = sign(x)sign(y) = sign(%).

Beispiel IV.1.11. Das Auflésen von (Un-)Gleichungen mit Betrigen gelingt oft mit Fallunterscheidungen.

Ein konkretes Beispiel ist die Ungleichung
1 1
— > —fi R 1
2l 2 Toa ir z € R\ {0,1},

bei der die Unterscheidung folgender 3 Félle sinnvoll ist:

e Fall x < 0: Wir multiplizieren mit —z = |z| > 0 und 1—2 > 0 und erhalten als dquivalente
Ungleichung erst 1—z > —x, dann 1 > 0, was generell erfiillt ist.
e Fall 0 < z < 1: Wir multiplizieren mit = |z| > 0 und 1—2 > 0 und erhalten als dquivalente

Ungleichung erst 1—x > x, dann z < %
e Fall 2 > 1: Wir multiplizieren mit = || > 0 und 1—2 < 0 und erhalten als dquivalente Ungleichung
erst 1—x < z, dann = > %
Zusammenfassend ist damit (—oo, 0) U (0, 4] U (1, 00) die Losungsmenge der obigen Ungleichung.
Nun kommen wir zuriick zu den noch nicht genauer diskutierten Axiomen von R, dem Archimedischen

Axiom und dem Vollsténdigkeitsaxiom:

Bemerkungen IV.1.12.

(a) Das Archimedische Axiom sichert unter anderem die Moglichkeit der Division mit Rest: Fir x € R,
q € R existiert stets eine eindeutige Darstellung @ = sg+r mit s € Z, r € [0,q). Speziell fiir
qg=11ist s € Z mit = € [s,5+1) der in Abschnitt erwahnte ganzzahlige Anteil, der mit der
Gauk-Klammer als |z] € Z notiert wird.

(Begriindung fiir Existenz von 7, s: Gemif des Archimedischen Axioms ist Ty,q := {z € Z | 2 > ¢" 'z}
nicht leer und hat eine untere Schranke in Z. Nach Abschnitt enthélt dann T, 4 C Z eine kleinste Zahl
t und fiir s :=t—1 € Z gilt sq < x < (s+1)g, und fiir r := x—sq € [0, ¢) erhalten wir x = sq+r.

Begriindung fiir Eindeutigkeit von r, s: Es sei s¢+7 = sq+r mit s,5 € Z, r,7 € [0,¢). Im Fall § > s ist
S > s+1, und es ergibt sich mit ¢ < (§—s)g = r—7 < r < ¢ ein Widerspruch. Im Fall 5§ < s folgt dieser
analog. Also muss § = s und dann auch 7 = r sein.)

(b) Aus dem Archimedischen Axiom folgt, dass zu jedem e € R+ — egal, wie klein £ auch immer sein
mag, solange es nur positiv ist — ein n € N mit % < € existiert.

(Begriindung: Nach dem Axiom gibt es n € N mit n > é > 0. Durch Reziprokenbildung folgt % <e.)

(c) Als weitere Folgerung ergibt sich, dass R dicht geordnet ist, das heift, echt zwischen zwei verschiede-
nen reellen Zahlen liegen unendlich viele weitere reelle Zahlen. Tatséchlich finden im Zwischenbereich
immer sowohl unendlich viele rationale Zahlen aus Q als auch unendlich viele irrationale Zahlen
aus R\ Q, weshalb auch Q und R\ Q dicht geordnet sind. Mit etwas anderen Worten enthalten fiir
a,b € R mit a < b sowohl (a,b) NQ als auch (a,b) \ Q stets unendlich viele Elemente.

(Begriindung: Fiir beliebiges k € N gibt es nach Bemerkung (b) stets ein n € N mit % < b—a. Nach

Bemerkung (a) kénnen wir ¢ = 2+rmit s € Zund r € [0, %) schreiben. Damit liegen die k rationalen Zahlen
%, 31‘2, el % alle in (a,b) NQ (denn % = %—&—% > Z+4r =aund % = %—i—% < 24r+b—a=10). Da

k beliebig war, enthélt (a,b) N Q also unendlich viele Zahlen.
Um dasselbe fiir (a,b) \ Q zu zeigen, setzen wir voraus, dass es iiberhaupt eine irrationale Zahl ¢ € R
gibt (Beispiele folgen in Mathematik 2), und wir kénnen dann auch ¢ > 0 annehmen. Wir argumentieren
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nun wie zuvor, wahlen zu k € N ein n € N mit %t < b—a, schreiben a = Zt+r mit s € Z, r € [0, %t) und
erhalten die k irrationalen Zahlen %t, A2y %t in (a,b)\ Q.)

n

Definition IV.1.13. Eine Intervallschachtelung in R ist eine unendliche Folge nicht-leerer kompakter In-
tervalle
[al,bl] D) [ag,bg] D) [a3,b3} D) [a4,b4} D...

mit Randpunkten —oco < a1 < ag <az <aqg < ... < by <b3g < by < b < o0, so dass zu jedem € € Ry
ein n € N mit b,—a, < ¢ existiert Die letzte Bedingung kann man in Worten so ausdriicken, dass die
Intervall-Léngen b, —a,, mit wachsendem n € N beliebig klein werden.

Als Kern einer solchen Intervallschachtelung bezeichnet man eine Zahl ¢ € R mit ¢ € [ay,, b,] fir alle
n €N, also ¢ € (), cx[an, bn]-

Lemma IV.1.14. Der Kern einer Intervallschachtelung ist eindeutig.

BEWEIS. Sind ¢, ¢ € R zwei Kerne, so gilt mit ¢, ¢ € [an, b, auch [¢—c| < b,—a,, fiir alle n € N. Wire
|c—c| > 0, so gébe es ein n € N mit b, —a,, < |¢—c|, und wir erhielten einen Widerspruch. Also muss |[¢—c| =0
gelten, was ¢ = ¢ bedeutet. |

Bemerkungen IV.1.15.
e Erst mit der gerade gegebenen Definition wird das Axiom der metrischen Vollstandigkeit
Jede Intervallschachtelung in R besitzt einen Kern in R.“
sinnvoll. Die anschauliche Interpretation des Axioms ist, dass die reellen Zahlen R, anders als die

rationalen Zahlen Q, die gesamte Zahlengerade fiillen und keine ,Liicken” mehr lassen.
Konkret ist zum Beispiel v/2 = 1,4142135623. .. in R der Kern der Intervallschachtelung

[E E] 5 [g g] 5 [1414 1415] 5 [14142 14143] 5
10710 1007 100 10007 1000 10000 10000 Y
wobei die Randpunkte allgemein als

an :=10""110"v2] € Q und b, := a,+10"" € Q
geschrieben werden kénnen. Da aber v/2 ¢ Q irrational ist (dazu in Mathematik 2 nochmal genauer),
kommt v/2 als Kern in Q nicht in Frage, und in Q besitzt diese Intervallschachtelung eben keinen
Kern.

e Mit einem erst spéter eingefithrten Konzept ldsst sich metrische Vollstdndigkeit von R so charakte-
risieren: Jede Cauchy-Folge in R konvergiert in R. Fiir C geht dies auch.

Weitere Begriffe, die mit der Anordnung von R zusammenhé&ngen, sind:

Definition IV.1.16. Es sei A eine Teilmenge von R.

(a) Wir nennen A von oben beschrinkt beziehungsweise von unten beschrdnkt, wenn A eine obere Schran-
ke beziehungsweise untere Schranke in R besitzt. Ist A von oben und unten beschrankt, so heift A
beschrinkt.

(b) Ein groftes Element bzw. kleinstes Elememﬂ von A nennt man auch Mazimum bzw. Minimum von
A und schreibt fiir dieses max A = max,c4 ¢ bzw. min A = mingc4 .

(c) Eine kleinste obere Schranke bzw. grifite untere Schranke fiir A in R bezeichnet man als Supremum
bzw. Infimum von A und notiert diese als sup A = sup,c 4 « bzw. als inf A = inf,c 4 z.

Damit kénnen wir eine etwas andere Vollstiandigkeitseigenschaft von R formulieren:
Satz IV.1.17. Jede nicht-leere, von oben beschrinkte Teilmenge von R besitzt ein Supremum in R.

Bemerkungen IV.1.18. - B
(a) Als Folgerung besitzt sogar jede Teilmenge A C R ein Supremum in R, wobei sup A = oo genau fiir
von oben unbeschrianktes A und sup A = —oo genau fiir A = ) und fiir A = {—oco} eintritt.

IDa R total geordnet ist, fallen grofte bzw. kleinste Elemente hier mit maximalen bzw. minimalen Elementen zusammen;

vergleiche mit Abschnitt [[1.4.2)
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(b) Fiir A C R und M € R ergibt sich folgende Charakterisierung des Supremums:

M:supA<:>( VreA:x <M und VL € (—oo,M): Jye A:y>1L )
—_————— —_———
M obere Schranke fiir A L keine obere Schranke fiir A

Diese Charakterisierung wird in Anwendungen des Ofteren benutzt.

(c) Fiir A C R existiert max A genau dann, wenn sup A € A gilt, und in diesem Fall ist sup A =
max A € A. Auch sup A ¢ A kommt aber natiirlich vor.

(d) Analoges gilt fiir das Infimum (und das Minimum).

(e) Aus dem Axiom folgt die Behauptung, dass die speziellen Intervalle aus Teil (d) der Intervalldefi-
nition alle Intervalle I in R sind.

Um dies einzusehen, nimmt man I # () an, erklirt a := inf I € [—00,00), b:=sup I € (—o0, ]

und tiberlegt sich dann, dass I € {(a,b), (a,b], [a,b), [a, b]} gilt.

(f) Mit erst spéter eingefiihrten Konzepten lasst sich Ordnungs-Vollstandigkeit von R so charakterisie-
ren: Jede beschrankte, monotone Folge in R konvergiert in R.

BEWEIS DES SATZES. Sei A nicht-leere, von oben beschrinkte Teilmenge von R. Fiir fixiertes n € N
betrachten wir obere Schranken fiir A der Forrrﬂ 5w mit 2 € Z. Wegen der Beschrinktheitsvoraussetzung
besitzt A eine obere Schranke, geméf des Archimedischen Axioms dann auch eine obere Schranke der ge-
gebenen Form und wegen der Wohlordnungseigenschaften von Z schliefilich eine kleinste Schranke b, der
gegebenen Form. Setzen wir a, := bnf%n, so ist insgesamt durch die Intervalle [a,,b,] mit n € N eine
Intervallschachtelung gegeben, wobei b,—a, = 2% < % auch wieder wegen des Archimedischen Axioms fiir
ein n € N kleiner als jedes gegebene € € Ry wird. Nach dem Axiom der metrischen Vollstindigkeit besitzt
die Intervallschachtelung einen Kern M € R. Jedes x € A erfiillt nun x < b, < M +% fir alle n € N, also
gilt auch x < M, und M ist eine obere Schranke fiir A. Aufierdem gibt es zu jedem n € N ein y € A mit
y > a, und folglich y > M —%, so dass M das Supremum von A sein muss. O

Bemerkung IV.1.19. Tatsdchlich ist Ordnungs-Vollstdandigkeit von R unter Voraussetzung der Korper-
und Anordnungsaxiome sogar dquivalent zur metrischen Vollstandigkeit von R zusammen mit dem Ar-
chimedischen Axiom. Daher besteht ein dquivalentes Axiomensystem fiir R aus den Korperaxiomen, den
Anordnungsaxiomen und der Ordnungs-Vollstédndigkeit.

Dass metrische Vollstandigkeit und das Archimedische Axiome Ordnungs-Vollstdndigkeit implizieren,
zeigt der vorausgehende Beweis.

Fiir den Umkehrschluss sei Ordnungs-Vollstandigkeit von R vorausgesetzt. Ist ([ay,, by))nen eine Inter-
vallschachtelung in R, so existiert ¢ := sup{a, | n € N} € R, und fiir alle n € N gilt a,, < ¢ und ¢ < by,
weil b, eine obere Schranke und ¢ die kleinste obere Schranke fiir {a,, | n € N} ist. Damit ist ¢ der Kern der
Intervallschachtelung, und die metrische Vollsténdigkeit von R ist nachgewiesen. Das Archimedische Axio-
me erhdlt man durch ein Widerspruchsargument. Ware das Axiom nicht erfiillt, so gébe es ein z € R mit
n < zx flir alle n € N. Damit ware N von oben beschrankt und wir setzen M := supN € R. Dies wire die
kleinste obere Schranke und M —1 wére keine obere Schranke fiir N. Es gébe ein ng € N mit ng > M —1, und
N 3 ng+1 > M stiinde im Widerspruch zur Wahl von M als obere Schranke fiir N. Es folgt die Giiltigkeit
des Archimedischen Axioms.

Um die Mathematik — wie in Abschnitt [.5] angekiindigt — einzig auf das Zermelo-Fraenkel-Axiomen-
system der Mengenlehre zu griinden, bleibt aber dennoch eine Konstruktion des Zahlbereichs R auf Grundlage
bereits eingefiihrter Bildungen anzugeben. Hierzu gibt es mehrere Moglichkeiten. Eine recht elementare
Vorgehensweise geht vom bereits eingefiithrten Zahlbereich Q aus und basiert auf der Verwendung sogenannter
Dedekindscher Schnitte. Die Grundidee ist dabei, eine reelle Zahl z € R mit der Teilmenge Q«,, := {a € Q|
a < x} von Q zu identifizieren. Mit der Teilmenge verbindet man gedanklich die Zerlegung Q = Q«; UQ>,,
an der man insbesondere die ,Schnittstelle x ablesen kann. Als formale Konstruktion fiihrt man R daher als
Menge von Teilmengen von Q ein, die die charakteristischen Eigenschaften der gerade besprochenen Mengen

2Mit Schranken der einfacheren Form Z kdnnen wir hier nicht (ohne Weiteres) arbeiten, da sich nicht immer eine Inter-
vallschachtelung ergibe. Zum Beispiel fiir A = {%} bekéimen wir némlich [a2, b2] = [0, %] 2 [as, bs] = [%, %]
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Q«, aufweisen: Tatséchlich setzt man

0#A#Q
R:=<¢AeP(Q) Vae A:VbeQ\A:a<b
Es gibt keine grofite Zahl in A.

und versteht dann Q C R, indem man ¢ € Q mit Q., € R identifiziert. Auf dem so definierten Bereich der
reellen Zahlen erhélt man nun die Kleiner-Relation < als die strikte Mengeninklusion ; und die Addition
+ als die Minkowski-Addition +. Die Multiplikation - von A, B € R kann man im Fall A, B > 0 durch
A-B := (As¢-B>0)UQ<g erkldren, wobei - auf der rechten Seite fiir die auf Mengen erweiterte Multiplikation
(vgl. Abschnitt steht und wir Aso := {a € A | a > 0} abgekiirzt haben. Die Multiplikation mit
negativen reellen Zahlen lasst sich (im Fortgang der Argumentation mit Hilfe des additiv Inversen) darauf
zuriickfithren. Ausgehend von diesen Definitionen gilt es nun, die zuvor angegebenen Axiome von R zu
verifizieren, was etwas Aufwand erfordert und hier nicht weiter besprochen wird. Neben der Zuriickfithrung
auf die Mengenlehre erreicht man mit dieser Konstruktion {ibrigens auch den Nachweis, dass das fiir R
angegebene Axiomensystem widerspruchsfrei ist — jedenfalls, sofern das Zermelo-Fraenkel-Axiomensystem
dies ist.

Als weiterfithrende Zusatz-Information sei noch erwéhnt, dass sich in Anlehnung an die Konstruktion
mittels Dedekindscher Schnitte auch folgende Eindeutigkeitseigenschaft der reellen Zahlen nachweisen lasst:

Satz IV.1.20. Erfillen zwei Mengen R (mit +, -, <) und R (mit +,~, <) alle Aziome der reellen Zahlen,
so gibt es einen Korperisomorphismus v¥: R — R, der zudem im Sinn von

z <y = P(2)<(y)
fiir alle x,y € R ordnungerhaltend ist.

BEWEISSKIZZE. Man betrachtet zundchst die Primkérper Q und @ von R und I?KE, die beide den rationalen
Zahlen entsprechen und somit durch einen Kérperisomorphismus f: Q — @ identifiziert werden kénnen. Mit
den Anordnungsaxiomen kann gezeigt werden, dass f (wie auch f~!) ordnungerhaltend ist. Insbesondere ist
daher fiir jedes z € R das Bild f(Q«,) C R der nicht-leeren, von oben beschriankten Menge Q., C R ebenfalls
nicht-leer und von oben beschrinkt. Geméaft der Ordnungs-Vollstéandigkeit von R (deren Aquivalenz zur
metrischen Vollstdndigkeit und dem Archimedischen Axiom ja schon diskutiert wurde) existiert dann fiir alle
2 € R das Supremum supf(Q«,) in R, und es lisst sich eine Abbildung ¢: R — R durch P(z) = supf(Qcy)
fiir x € R definieren.

Die benétigten Eigenschaften von v verifiziert man in mehreren Schritten.

Um zunéchst einzusehen, dass 9 ein Kérperhomomorphismus ist, kann man fiir z,y € R von Qcgyy =
Q<z+Q«y ausgehen und erhélt

Y(a+y) = Supf(Qes+Qqy) = 5Up[f(Qe) +£(Qey)] = SUPf(Qez) +5uDf (Quy) = P (@) F9h(y).

Fiir die Multiplikation lasst sich dhnlich (aber mit Fallunterscheidung nach den Vorzeichen von z und y)
argumentieren.

Dass ¢ ordnungerhaltend und damit insbesondere injektiv ist, erhélt man wie folgt: Fiir z,y € R mit
x < y gibt es wegen der dichten Anordnung von Q in R rationale Zwischenstellen p,q € Q mit x < p < ¢ < y.
Aus der Definition des Supremums und der Ordnungerhaltung unter f ergibt sich dann

also wie bendtigt ¥ (y)<v(y).

Um den Beweis der Surjektivitét von 1 vorzubereiten, weist man zunéchst ¢ (q) = f(q) fiir ¢ € Q nach,
mit anderen Worten also f(q) = supf(Q«,). Dass es sich bei f(g) um eine obere Schranke fiir f(Q«,) handelt,
folgt, weil f ordnungerhaltend ist. Gébe es noch eine kleinere obere Schranke fiir f(Q«,), so kénnte diese
wegen der dichten Anordnung als 7 € @ mit n<f(q) gewihlt werden. Es ergiéibe sich der Widerspruch, dass
einerseits f~1(n) < ¢, aber andererseits f~!(n) obere Schranke fiir Q«, wire. Also ist f(q) = supf(Q<y)-

Als weitere Vorbereitung zeigt man mit dhnlicher Argumentation ) (sup A) = supf(A) fiir nicht-leere,
von oben beschrankte A C Q. Direkt sieht man wieder, dass ¢ (sup A) obere Schranke fiir f(A) = 1(A) ist.

Gébe es eine kleinere obere Schranke, so kénnte diese als n € @ mit n<t(sup A) gewihlt werden. Nun wiire
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71 (n) < sup A (demn mit f~1() > sup A miisste auch 7 = £(f~'(n)) = ¥(f~'(n) > w(sup A) gelten)
und f~!(n) wire eine kleinere obere Schranke fiir A als sup A. In Anbetracht dieses Widerspruchs gilt wie
behauptet 1 (sup A) = supf(A).

Schlieklich ldsst sich die Surjektivitit von ¢ beweisen. Sei dazu a € R beliebig. Die schon bei der Defini-
tion von 1 angestellten Uberlegungen liefern dann die Existenz von z := sup f _1(@<a) € R, und mit den zu-

letzt~nachgewiesenen Eigenschaften folgt ¢ (z) = ¢ (sup f_l(@<a)) = sup w(f_l(@<a)) = sup f(f_l(@<a)) =

supQca = o .
Insgesamt ist ©: R — R ordnungerhaltender Koérperisomorphismus. |

IV.2. Der Ko6rper der komplexen Zahlen

Elemente in R2 = R x R schreiben wir oft als Vektoren, also

T
R? = {(it;) ,T1,T2 € R}
Definition IV.2.1.

(a) Die Summe von x = (il) und y = (y1> ist
2

z+y

(b) Die Streckung von x = <x1) um den Wert t € R ist to := (tac1>.
T2 tro

tr

Y

(c) Die Linge von x oder auch die euklidische Norm von x ist

le]| == /a2 + 3.
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Bemerkung IV.2.2. Fiir alle z,y, z € R? und alle s,t € R gilt:
(a) (x+y)+z=2+(y+2)
(b) Mit 0:= <8> ist 0+z=x=z+0.
(c) Fiir alle x € R? gibt es ein —z € R? mit  + (—z) = 0 = (—z) + x, ndmlich

== ()

(g) tlx+y) =te+ty.

(h) (s+t)x = sx + tx.
Fiir den R? sind diese Rechenregeln einfach nachzurechnen. Tun Sie das bitte. Analoge Aussagen gelten fiir
den R™ fiir alle n > 1. Wir werden spéter genau diese Rechenregeln benutzen, um allgemein zu sagen, was
ein Vektorraum sein soll. Insbesondere ist der R? mit der Addition eine abelsche Gruppe.

Wir versehen die reelle Ebene mit einer Korperstruktur.
Wir definieren eine Multiplikation auf R?: Fiir = <i1> und y = (?) definieren wir
2 2
L1Y1 — T2Y2
V.21 Sy = .
( ) vy <$1y2 + x2y1>
Damit ist (R?\ {0}, -) eine abelsche Gruppe:

(a) Der Nachweis der Assoziativitit ist eine miihselige Rechnung, die Sie selbst durchfithren. Kommu-
tativitat ist einfach zu sehen.

b) Das Element 1 ist das neutrale Element:
0
L\ (o _ (L =0-32\ _ (0
0 Y2 1-y2+0-91 Y2
) Ist (1 0 , SO ist
x 0
2
x - _ 1 z o 1 T
T2 2?3 \~w2)  |z]2 \ 22

das multiplikative Inverse:

1 T\ (z1) _ 1 3 — ((—m2)x2)\ (1
22 4+ 23 \—22 r2) it ai \ mre—xize ) \O

(d) Dass die Distributivgesetze gelten, folgt mit einer Rechnung, die wir hier unterschlagen.
Wir schreiben C fiir R? mit dieser Korperstruktur; C heift auch komplexe Zahlenebene.

Definition IV.2.3.

(a) Das Element <O> € C heifit imagindre Finheit und wird mit ¢ bezeichnet.

1
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2
ab mit Re(z) = 1 und Im(z) = z5.

Bemerkung 1V.2.4.

o Es gilt i2 — (2) : (2) — (01) —_ <(1)) . also erfillt i die Gleichung

i =—1.

(b) Ist = (?) € C, so heilst z1 der Realteil von x und x4 der Imagindrteil von x. Wir kiirzen dies

Wir kénnen also i als eine Quadratwurzel aus —1 auffassen, aber Vorsicht: Was ist falsch an der

Gleichungskette
1= =V-1V-1=/(-1)(-1)=V1=1?
Il) € C schreiben als

z 1 0 ;
B
e Mit dieser Umformulierung sieht die Multiplikation in C schon freundlicher aus: Fiir z = <i1> und
2

yr\ .
= ist
Y <y2>

2y = (21 + 220) (Y1 + Y2i) = T1Y1 + T1Yoi + oY1 + Toy2i® = (T1y1 — T2y2) + (T1Y2 + 2211 )i

Wir brauchen also nur die Rechenregeln in R, i> = —1 und die Distributivgesetze.

Definition IV.2.5.
wese (2)--(2)
To T —ZT2

(a) Die Abbildung
heifst komplexe Konjugation. Wir schreiben auch z1 4+ x2t = 11 — 221.

(b) Fiir 2 = (il) € C heift
2
x| = /ot + 23

der Absolutbetrag von x. Dies ist nichts anderes als die euklidische Norm des Vektors x = (?) €
2
R2.

Bemerkung IV.2.6.
(a) Geometrisch ist die komplexe Konjugation die Spiegelung an der x1-Achse

(%)

e Wir konnen jedes (
€2

oder kurz z1 + xoi.

(b) Traditionell werden Elemente in C oft mit z = x + iy notiert. Wir werden diese Schreibweise ab
jetzt benutzen.

Satz IV.2.7. Fiir alle z,w € C gilt:
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zZ =z,
Z4+w=7z+w,
w=7Z- w,

-1
IR

BEWEIS. Die Beweise der obigen Behauptungen bestehen aus elementaren Rechnungen. Wir fithren
exemplarisch (b) und (g) aus. Eine anschauliche Begriindung fiir (e) ist, dass |z +w| der Lénge der Diagonale
des Parallelograms entspricht, welches von z und w aufgespannt wird. Diese Léinge ist kleiner gleich der
Summe der Langen der aufspannenden Seiten.

Zu (b): Wir schreiben z = z + iy und w = u + 4v und erhalten

z+w=x+1y+u+iv
=(z+u) +i(y+v)
=(z+u) —i(y+v)

=xr — 1y +u—1iv

=z +w.
Zu (g): Auch hier rechnen wir explizit nach:
2-Z=(x+1iy) - (v —iy) = 2% +iyr —izy — i’y? = 2% +9* = |2|%.
O

Wir benutzen komplexe Zahlen, um eine allgemeiner Losung quadratischer Gleichungen mit reellen
Koeffizienten anzugeben. Gesucht sind die Nullstellen von

(Iv.2.2) az® + bz +c
also Elemente x¢ mit
ax(2)+bx0+c:().

Hierbei seien a, b, ¢ € R. Ist a = 0, so suchen wir x¢ mit bxg + ¢ = 0. Ist b auch null und verschwindet ¢
nicht, so gibt es keine Losung. Fiir b # 0 erhalten wir eine Lésung und zwar

—C
o = T

Fiir a # 0 sind die Nullstellen von (IV.2.2) gleich denen der Gleichung

b
24—z 4= =0,
a a

so dass wir im Folgenden ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass der Hochstkoeffizient 1 ist.
Gesucht sind also Nullstellen von

22 +ar+ 6
mit «, 8 € R. Wir formen um:
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2 +ar+pB=0
sl +ar=-p

5 o o o
2.2 [
N 29c+4 1 B
a2 o?
slz-7) =—-
(x 2) ;7

Ist %2 — 8 >0, so kénnen wir die Quadratwurzel ziehen und erhalten die beiden reellen Losungen

@ a2
xl/g = —5 + Z — ﬁ
Ist 0‘72 — =0, so ist —4 eine doppelte Nullstelle.
Fir 0‘72 — 8 < 0 schreiben wir dies um zu %2 — B = —d mit d > 0 und erhalten zwei komplexe Lisungen

Beachten Sie, dass die Losungen zueinander komplex konjugiert sind: z7 = z5.
Zum Beispiel erhalten wir fiir 22 — 4x + 5 die beiden Losungen

2 =2+ VE-5=2+i
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KAPITEL V

Anhang

Die Themen im Anhang sind nicht priifungsrelevant, aber vielleicht finden Sie diese ja trotzdem interessant.

V.1. Zermelo-Fraenkel Axiome

Die Zermelo-Fraenkel-Axiome der Mengenlehre fundieren eine Mathematik, in der alle mathematischen
Objekte Mengen sind und insbesondere auch als Elemente von Mengen nur Mengen in Frage kommen. Die
Axiome basieren auf einer Priadikatenlogik erster Stufe mit Gleichheitsrelation =, wobei alle Quantoren iiber
das sogenannte Diskursuniversum aus allen Mengen laufen. Daneben wird nur auf die undefinierte Element-
relation € aufgebaut, auf deren Grundlage ¢ und C wie friither in diesem Abschnitt definiert werden. Die
genauen Axiome lauten dann wie folgt, wobei die zweiten eingeklammerten Absétze nicht zum Axiomensys-
tem gehoren, sondern Zusatzerlduterungen geben:

e Faxtensionalititsaxiom: Zwei Mengen M und N sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente
enthalten. Mit anderen Worten ist die Gleichheit M = N gleichbedeutend mit Va: (x € M <=
z € N).

(Wir hatten dies zuvor als Definition der Mengen-Gleichheit betrachtet. Da die Gleichheit aber
schon in der zugrunde gelegten Prédikatenlogik definiert ist, kann man sich diese Charakterisierung
der Gleichheit genau genommen nur als Axiom und nicht als Definition wiinschen.)

o Leermengenaziom: Es existiert eine Menge () ohne Elemente, die also Va: x ¢ () erfiillt.

(Wegen des Extensionalitdtsaxioms ist ) dabei eindeutig bestimmt. Das Leermengenaxiom ist
das einzige Axiom, das die Existenz einer konkreten Menge fordert. Alle anderen Mengen kdnnen
— was zunéchst erstaunlich scheinen mag — mit Hilfe der anderen Axiome aus der leeren Menge
gebildet werden.)

e Paarmengenaziom: Fiir alle Mengen a und b existiert eine Menge {a,b}, die genau a und b als
Elemente enthilt, fiir die also Vz: (z € {a,b} <= (z =a)V (z =1)) gilt.

(Man kann die Menge {a, b} als ein ungeordnetes Paar von a und b auffassen, denn die Gleich-
heit {a,b} = {@,b} solcher Mengen bedeutet (a = a) A (b =) (a = b) A (b= ). Hierauf aufbauend
kann man das geordnete Paar (a,b) und das kartesische Produkt mengentheoretisch wie oben durch
(a,b) .= {{a}, {a,b}} definieren und weist anhand dieser Definition nach, dass die Gleichheit geord-
neter Paare (a,b) = (d,b) tatsichlich wie gewiinscht (a = a) A (b = b) bedeutet.)

o Vereinigungsaziom: Fir jede Menge S (von Mengen) existiert eine mit (JS bezeichnete Menge,
deren Elemente genau die Elemente der Elemente von S sind, fiir die mit anderen Worten also
Ve: (x e S <= IM € S: z € M) gilt.

o Unendlichkeitsaziom: Es existiert eine sogenannte induktive Menge, die zum einen die leere Menge
() als Element enthélt und zum anderen fiir jedes ihrer Elemente 2 auch xU{z} als Element enthélt
(wobei {z} := {z, 2} und x U {a} gemif den vorigen Axiomen existieren).

(Dieses Axiom sichert die Existenz unendlicher Mengen und spielt vor allem bei der Konstruk-
tion der natiirlichen Zahlen N, der wohl grundlegendsten unendlichen Menge, eine entscheidende
Rolle.)

e Potenzmengenaziom: Zu jeder Menge M existiert die sogenannte Potenzmenge P(M), die genau
die Teilmengen von M als Elemente enthilt, also VT': (T’ C M <= T € P(M)) erfiillt.
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Fundierungsaxiom/Regularititsaziom: Jede Menge M aufer der leeren Menge enthélt ein Element
N mit M NN = () (wobei man vor Einfiihrung der Schnittmenge statt M N N = @ eigentlich
Va: (x ¢ MV x ¢ N) schreiben muss).

(Dieses Axiom sichert, dass keine unendliche Kette von ineinander enthalten Mengen des
Typs M1 > My > Ms > ... existieren kann (denn dann wiirde die unendliche Menge M =
{M;y, M3, M3, ...} dem Axiom widersprechen). Das Axiom fithrt auch dazu, dass N ¢ N fiir jede
Menge N gilt (denn bei Existenz von N mit N € N wiirde M = {N} dem Axiom widersprechen).)
Aussonderungsazxiom: Fiir jede Menge M und jedes Pradikat P(y) mit einer freien Variable y gibt
es eine Menge {y € M | P(y)}, deren Elemente genau die Elemente x von M sind, fiir die P(z) gilt.
Diese Menge {y € M | P(y)} erfillt also Va: (z € {y € M | P(y)} <= x € M A P(z) ist wahr).

(Insbesondere koénnen als Konsequenz des Axioms auch Schnittmengen und — wie vorher schon

gesehen — Mengen-Differenzen definiert werden.)
Ersetzungsazxiom: Ist M eine Menge, so kann jedes Element x von M durch eine beliebige von x
abhéngige Menge N, ersetzt und auf diese Weise eine neue Menge {N, | z € M} gebildet werden.
Auswahlaziom: Fir jede Menge S von paarweise disjunkten nicht-leeren Mengen (das heifit VM €
S:M#PundVM,N e€S: M+#N= MnNN = () kann eine Menge A gebildet werden, die
genau ein Element aus jedem Element von S enthélt (und sonst keine weiteren Elemente).

(Dieses Axiom ermdglicht es, aus jeder in S enthaltenen Menge je ein Element auszuw#hlen und
aus diesen Elementen eine neue Menge zu bilden. Der entscheidende Punkt ist dabei, dass solch eine
Auswahl in sehr grofter Allgemeinheit erméglicht wird. Falls eine konkrete Regel fiir die Auswahl
angegeben werden kann oder falls S nur endlich viele Mengen als Elemente hat, wird das Auswahl-
axiom nicht bendtigt und die Auswahl kann auch mit den anderen Axiomen bewerkstelligt werden.
Das Auswahlaxiom greift aber selbst dann, wenn S unendlich viele Elemente hat und keine Regel
fiir die Auswahl konstruktiv angegeben werden kann. Bei fritheren Kontroversen um die Konstrukti-
vitdt mathematischer Beweise stand daher auch die Sinnhaftigkeit des Auswahlaxioms zur Debatte.
Heutzutage wird das Axiom aber von einer iiberwiegenden Mehrheit der Mathematiker*innen ak-
zeptiert, und in vielen Bereichen der modernen Mathematik kann nicht darauf verzichtet werden.)

V.2. Konstruktion der natiirlichen Zahlen

Satz V.2.1. Es existieren eine Menge N, ein Abbildung S und ein Element 1, die die Peano-Axiome erfiillen.

BEWEIS. Gemé# des Unendlichkeitsaxioms gibt es eine Menge U mit § € U und Vz € U: z U {z} € U.
Wir erkldren N als Durchschnitt aller Teilmengen von U, die diese Eigenschaften von U teilen, definieren
S: N — N durch S(n) :=nU{n} fiir alle n € N, und setzen 1 := ) € N. Wegen S(n) =nuU{n} # 0 =1 fiir
alle n € N ist dann 1 ¢ §(N).

Zum Nachweis der Injektivitdt von S seien m,n € N mit m U {m} = n U {n}. Wire m # n, so miissten
m € nund n € m gelten, und die Paarmenge {m,n} widerspriache dem Fundierungsaxiom. Also muss m =n
sein, und S ist injektiv.

Ist schlieflich M € Nmit 1 € M und S(M) C M, soist auch M C U mit ) € M und Vz € M: zU{z} €
M. Damit ist M eine der Mengen, als deren Durchschnitt N erkldrt wurde. Es folgt also N C M und insgesamt

M =N.

Damit haben N, S und 1 alle benétigten Eigenschaften. O

Etwas weniger formell bedeutet die Konstruktion dieses Beweises, dass wir die natiirlichen Zahlen als

1:=0, 2:=1U{1}, 3:=2U{2}, 4:=3U{3}, 5:=4U{4},...

und konkreter als

1:=0,

2:= {@}, 3= {07{(0}}7 4:= {@, {(Z)}v{@?{@}}}v 5= {@, {0)}7{@7{@}}’{@’ {@},{@,{@}}}},

erhalten haben.

Des Weiteren lésst sich auch eine Eindeutigkeitseigenschaft der natiirlichen Zahlen formal herleiten:

Satz V.2.2. Sind die Peano-Aziome einerseits fir (N, S, 1), andererseits fir (Igl, S, T) erfillt, so kénnen N

und N durch eine Bijektion f: N — N identifiziert werden, die f(1) = 1 und foS=S5of erfillt.
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Da wir alle weiteren Operationen mit natiirlichen Zahlen wie Addition, Multiplikation, et cetera nur aus
der Nachfolge-Abbildung und der Eins konstruiert haben, sind N und N damit auch im Hinblick auf solche
Operationen strukturell vollstindig dquivalent und unterscheiden sich hoéchstens durch die Benennungen
konkreter Zahlen.

BEWEISSKIZZE. Wir definieren f(n) € N fiir alle n € N, indem wir f(1) := 1 und rekursiv f(S(n)) :=
S(f(n)) fiir alle n € N festsetzen. Uber das Induktionsaxiom von (N, S, 1) ist damit die Wohldefiniertheit
einer Abbildung f: N — N gesichert, die per Definition f(1) = Tund foS = So f erfiillt.

Um Surjektivitiit von f nachzuweisen, beobachten wir einerseits 1 € f (N) und andererseits

e f(N) = S(m) € f(N),

wobei letzteres gilt, weil n € f(N) jan = f(n) fiir ein n € N und damit auch S( ) = S(f(n)) = f(S(n))
bedeutet. Aufgrund dieser Beobachtungen gibt das Induktionsaxiom von (N,S,1) schon f(N) = N, und
damit ist f surjektiv.

Der Nachweis der Injektivitdt von f braucht Vorbereitungen. Wir benutzen, dass Addition und Sub-
traktion auf N und Z wie zuvor besprochen rekursiv eingefithrt werden kénnen und Standard-Rechenregeln
geniigen. Da wir fiir N die gleichen Axiome wie fiir N haben, kénnen wir auch auf N eine Addition + rekursiv
einfithren und erhalten analoge Figenschaften. Jetzt ergibt sich aus der Vertauschbarkeit f o S = So f von
f mit S, S die Vertauschbarkeit von f mit +,F in der Form f(m+n) = f(m)Ff(n) fiir alle m,n € N. Um
dies formal einzusehen, fiihrt man bei festem m € N aufbauend auf der rekursiven Definition von +, + und
f vollsténdige Induktion nach n € N durch. (Wir gehen dazu nicht ins Detail.)

Zum eigentlichen Nachweis der Injektivitidt von f sei f(m) = f(n) fiir gewisse m,n € N. Ist m # n, so
gilt entweder n—m € N oder m—n € N. Wir betrachten im Fall n—m € N erst den Subfall m=1. In diesem
ist n#1, und mit 1T = f(1) = f(n) = f(n—1)F1 (Rechenregeln und Vertauschbarkeit von f mit Addition
verwendet) erhalten wir den Widerspruch, dass 1 ein Nachfolger ist. Im Subfall m # 1 bekommen wir auf
dhnliche Weise 1+ f(m—1) = f(m) = f(n) = f(n—m)F1+f(m—1). Elimination des letzten Summanden
f(m—1) auf beiden Seiten der resultierenden Gleichung fiithrt erneut auf den Widerspruch, dass 1 ein Nach-
folger ist. Damit ist der Fall n—m € N ausgeschlossen. Dieselbe Argumentation mit vertauschten Rollen von
m und n schlieftt aber auch m—n € N aus. Daher muss m = n gelten, und damit ist f injektiv.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass f eine Bijektion mit den gewiinschten Eigenschaften ist. ([l

V.3. Beweis des Zornschen Lemmas

Sei K das Mengensystem aller Ketten in X', auf dem wir die Mengen-Inklusion ,,C* als Ordnungsrelation
betrachten.

Wir zeigen zunichst, dass die Behauptung des Lemmas folgt, sobald die Existenz eines maximalen
Elements von K nachgewiesen ist. Sei also M € K ein maximales Element von K. Dann existiert fiir die
Kette M in X nach Voraussetzung des Lemmas eine obere Schranke s in X'. Um zu zeigen, dass s auch ein
maximales Element von X ist, sei weiter x € X mit s <z. Dann ist auch M U {z} eine Kette in X (denn
Reflexivitdt gibt x <x, die Schrankeneigenschaft von s gibt m <'s fiir alle m € M und mit Transitivitat folgt
m <z fir alle m € M). Also ist M U {z} € K, und wegen der Maximalitét von M folgt M = M U {z}, also
x € M. Wegen der Schrankeneigenschaft von s bedeutet dies z < s und wegen Antisymmetrie von < dann
r = s. Damit ist s das gewiinschte maximale Element von X.

Im Hauptteil des Beweises zeigen wir nun die Existenz eines maximalen Elements M von K. Dazu
verwenden wir erst das Auswahlaxiom, um auf die Existenz einer Auswahl-Abbildung f: P(X)\ {0} — X
mit f(T) € T fiir alle nicht-leeren T C X zu schliefen. (Genauer kann die Existenz von f dadurch begriindet
werden, dass Bemerkung zum Abbildungsbegriff aus dem aktuellen Abschnitt auf die umgekehrte
Element-Relation ,,5* zwischen P(X)\ {0} und X angewandt wird.) Als Néchstes vereinbaren wir fiir Ketten
T € K die Notation 7 := {# € X | T U {z} € K} und definieren dann eine Abbildung g: K — K, die eine
Kette wenn moglich um ein mit Hilfe von f ausgewéhltes Element erweitert, durch
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T, falls T maximales Element von X
9(T) TU {f (f \ T) }, andernfalls

fir alle 7' € K. Formal ist die Abbildung g wohldefiniert, weil es fiir nicht-maximales T" eine Kette Tek
mit 7 G T gibt und mit TG T C T dann T'\ T # (), Wohldefiniertheit von f(T\T) € T\T und
TU {f(f \T)} € K sichergestellt sind.

Fiir den weiteren Beweis nennen wir ein System von Ketten 7 C K einen Turm, wenn es folgende
Eigenschaften hat:

(a)
(b)
()

Esgilt 0 € T.
Fiir jedes T € T ist g(T) € T.
Fiir jede Kette (von Ketten) S C T ist S € T.

Nun argumentieren wir in aufeinander aufbauenden Schritten:

(a)

(b)

()

Behauptung. Das Mengensystem KC aller Ketten ist ein Turm.

Die Eigenschaften (|1)) und (| . ) sind fiir IC klar. Fiir ist zu zeigen, dass fiir eine Kette von
Ketten S C K auch |JS eine Kette ist, also | JS € K gllt Es seien dazu z,z € |JS. Es gibt dann
T, TeSmitzeTund 7 € T und wegen der Ketteneigenschaft von S gilt T' C T oder T C T.
Somit gilt 2,7 € T oder z,% € T. Als Elemente einer Kette (T oder T) erfiillen z, % dann z <%
oder 7 < z. Damit ist |JS eine Kette.

Behauptung. Ein beliebiger Durchschnitt von Tiirmen ist wieder ein Turm.

Dies ist klar, das sich die drei Eigenschaften , 7 problemlos auf den Durchschnitt
iibertragen.

In Anbetracht der Schritte [1) und [2) kénnen wir einen ,kleinsten Turm 7y als Durchschnitt aller
Tiirme 7 C K erhalten. Damit definieren wir

V={Veh| VTeTy: (TCcV)V(VCT)H}tund Ty ={TeTo|(TCcV)Vv(g(V)CT)} fir Ve

(d)

(2)

Behauptung. Fiir jedes V € V ist Ty ein Turm.

Die Eigenschaft ist klar. Fiir betrachten wir T' € Ty, C To und bemerken g(T) € Ty (da
7o ein Turm ist). Es tritt nun einer der drei Falle T C V C ¢(T), T ¢ V, V ¢ ¢(T) ein. Im Fall
T CV Cg(T) gilt, da sich g(T") von T um hdochstens ein Element unterscheidet, (V = ¢g(T))V (T =
V) und damit insbesondere (¢(T) C V) V (g(V) C ¢g(T")), was g(T') € Ty bedeutet. Im Fall T' ¢ V
gilt wegen T € Ty notwendig g(V) C T C ¢g(T) und g(T) € Ty. Im Fall V' ¢ ¢(T) gilt wegen
V € V notwendig ¢(T") C V und damit g(T) € Ty . Also gilt g(T) € Ty in allen Fillen, und die
Eigenschaft ist fiir 7y gezeigt. Fiir die Eigenschaft betrachten wir eine Kette von Ketten
S C Ty C To und bemerken | JS € Ty (da To ein Turm ist). Nach Definition von 7y gilt entweder
AT eS:g(V)CT,somit g(V) ClJUS und |JS € Ty, oderes gilt VI' € S: T C V, somit JS C V
und erneut |JS € Ty . Damit ist fiir Ty gezeigt.
Behauptung. Fir alle V € V gilt Ty, = 7.

Dies folgt, da einerseits Ty, geméfs [4)) ein Turm mit 7y C 7y C K und andererseits 7y der Schnitt
aller Tiirme C K ist.
Behauptung. Auch V ist ein Turm.

Die Eigenschaft (1)) ist klar. Fiir (2]) betrachten wir V'€ V C Ty und bemerken wieder g(V') € To.
Fiir jedes T € Ty gilt dann T C V oder V' G T Im ersten Fall folgt trivial T C g(V'). Im zweiten

Fall benutzen wir T' € Ty Tv und erhalten g(V) C T. Insgesamt gilt fiir alle T € Ty also
(T cg(V)V(g(V)CT), wir erhalten g(V) € V, und die Eigenschaft ist fiir V gezeigt. Fiir die
Eigenschaft (3] betrachten wir eine Kette (von Ketten) S C V C 7y und bemerken wieder |JS € To.
Nach Definition von V gilt fiir jedes T' € Ty entweder 3V € S: T C V und somit T C |J S, oder es
gilt VV € §: V C T und somit | JS C T'. Insgesamt gilt VT € To: (T c JS)V(US C T)), womit
US eV und fiir V gezeigt sind.

Behauptung. Es gilt V = 7.
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Dies folgt, da einerseits V geméaf @ ein Turm mit V C Ty C K und andererseits Ty der Schnitt
aller Tirme C K ist.
(h) Behauptung. Ty ist eine Kette (von Ketten).

Fir T,V € To =V gilt (T' C V) v (V C T) nach Definition von V.
(i) Behauptung. Es gibt ein maximales Element M von K.

Da 7Ty nach eine Kette von Ketten und per Definition ein Turm ist, folgt M := UTeTo TeT
geméfs Figenschaft des Turms Ty. Weiter gilt g(M) € Ty geméf Eigenschaft des Turms
To, und geméf Konstruktion von M ergibt sich g(M) C M. Nach Konstruktion von g gilt aber
andererseits T' G ¢(T'), wann immer 7' € K nicht-maximales Element von K ist. Somit verbleibt fiir
M € Ty C K nur die Moglichkeit, dass M maximales Element von I ist.

Damit ist der Beweis komplett. O

V.4. Beweisskizze des Wohlordnungssatzes

Wir skizzieren einen Beweis fiir die Behauptung, dass jede Menge wohlgeordnet werden kann. Der Beweis
basiert auf dem Zornschen Lemma und wendet dieses Lemma in typischer Manier an:

BEWEISSKIZZE. Wir betrachten die Menge von Definitionsbereichen und Graphen von Wohlordnungen
W :={(D,G) € P(X)xP(X?) | (D, D,G) ist eine Wohlordnung auf D}

(wobei das Tripel (D, D, G) wie urspriinglich definiert fiir die Relation auf D mit Graph G C D? steht) und
erkléren eine Ordnungsrelation @ € Rel()V) durch

(D,)& (D,G): <= (DCD)A(GCG)A(NzeD:VyeD\D: (z,y) €G))

fiir alle (D, @), (D, G) € W. Grob gesagt bedeutet (D, G) & (D, G) damit, dass die Relation R = (D, D, G)
die Relation R = (D, D, G) so fortsetzt, dass die Elemente von D \ D beziglich R ,grofker oder gleich® den
Elementen von D sind.

Wir zeigen nun, dass die Voraussetzung des Zornschen Lemmas fiir VW mit der Relation @ erfiillt ist,
dass also fiir jede Kette I C W eine obere Schranke in W existiert. Dazu setzen wir fiir eine solche Kette
D = U{D | (D,G) € K} € P(X) und Gx = |J{G | (D,G) € K} C P(X?). Damit ist Gx C (Dx)?
der Graph einer Relation Rx € Rel(Dx), und es ist nicht schwer zu sehen, dass Rx eine Totalordnung auf
Dy ist (denn zum Nachweis von Reflexivitét, Antisymmetrie, Transitivitat und Totalordnungs-Figenschaft
operiert man mit héchstens drei Elementen von Dx und kann sich mit der Ketteneigenschaft immer darauf
zurtickziehen, dass diese alle im Definitionsbereich D nur eines (D, G) € K liegen). Etwas schwieriger ist
der folgende Nachweis, dass Rx sogar eine Wohlordnung ist: Sei §) # T' C Dx. Wir wihlen ¢ € T. Dann gilt
t € D fiir ein (D, G) € K, und TN D # () besitzt beziiglich der Wohlordnung (D, D, G) ein kleinstes Element
x € TND. Wir zeigen, dass dieses = schon das kleinste Element von T beziiglich R ist. Sei dazuy € T C Di.
Dann gilt y € D fiir ein (l~)7 é) € K. Wir unterscheiden nun die Félle y € D und y ¢ D. Im Fall y € D ist
y € TN D und geméaf Wahl von = somit (x,y) € G C Gkx. Im Fall y ¢ D erinnern wir uns, dass K eine
Kette ist. Day € D\ D ja D C D und damit (D, G) @ (D, @) ausschlieft, muss (D, G) & (D, G) gelten. Die
letzte Bedingung aus der Definition von @ liefert fiir z € D und y € D\ D dann (z,y) € G C Gx. Somit ist
(z,y) € Gk oder mit anderen Worten xRy in allen Fillen gezeigt, x ist also beziiglich R kleinstes Element
von T'. Insgesamt erhalten wir, dass Ry eine Wohlordnung auf Dy, also (Di,Gx) € W ist. Man priift nun
problemlos, dass (D, G) @ (D, Gx) fiir alle (D, G) € K gilt und somit (D, Gx) eine obere Schranke fiir I
ist.

Insgesamt ist die Voraussetzung des Zornschen Lemmas erfiillt, und dieses liefert nun die Existenz eines
maximalen Elements (D, G) von W, fiir das R = (D, D, G) eine Wohlordnung auf D C X ist. Angenommen,
es ist D & X'. Dann kénnten wir ein o € X \ D wihlen, dieses xo durch die Festlegungen Dy := D U {zo},
Go := GU(Dox{z}) als neues grofites Element hinzufiigen und erhielten (D, Go) € W mit (D, G)&(Dg, Go),
aber (D, Gy) # (D, G). Da dies im Widerspruch zur Maximalitét von (D, G) stiinde, muss tatsdchlich D = X
gelten. Dies bedeutet aber, dass R tatséchlich eine Wohlordnung auf ganz X ist. O
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Tatséchlich stellen sich das Auswahlaxiom, das Zornsche Lemma und der Wohlordnungssatz sogar als
zueinander dquivalent heraus. Da wir mit den vorausgehenden Beweisen schon gesehen haben, dass das Aus-
wahlaxiom das Zornsche Lemma und das Zornsche Lemma den Wohlordnungssatz implizieren, ist fiir die
Aquivalenz nur noch zu zeigen, dass der Wohlordnungssatz das Auswahlaxiom impliziert. Da mittels Wohl-
ordnung sehr kanonisch (kleinste) Elemente ausgewahlt werden kénnen, ist letzteres tatséchlich vergleichs-
weise einfach: Fiir ein beliebiges System S disjunkter nicht-leerer Mengen liefert der Wohlordnungssatz die
Existenz einer Wohlordnung auf | JS, und beziiglich dieser existiert in jeder Menge M € S, die ja nicht-
leere Teilmenge von [ J S ist, ein kleinstes Element x; (das durch seine Eigenschaft zu einem gewissen Grad
konstruktiv charakterisiert ist). Geméf dem Ersetzungsaxiom kann nun die Menge {z)/|M € S} gebildet
werden. Diese hat dann die Auswahleigenschaft, dass sie mit jeder der in S enthaltenen Mengen genau ein
Element gemeinsam hat.

V.5. Ausblick: Kardinalzahlen

e Im Prinzip kann die Méachtigkeit einer Menge nicht nur vergleichen, sondern auch als eigenstédndige
Eigenschaft einer einzelnen Menge definiert und betrachtet werden. Dazu ordnet man jeder Aqui-
valenzklasseﬂ von gleichméchtigen Mengen M als Kenngrofe eine gewisse Kardinalzahl zu, die die
Anzahl der Elemente verallgemeinert. Fiir die kleinste unendliche Kardinalitdt, die Kardinalitidt von
N und allen abzéhlbar unendlichen Mengen ist die Bezeichnung Xg iiblich (mit dem Aleph R, dem
ersten Buchstaben des hebriischen Alphabets). Die néchstgréiéereﬂ Kardinalitét, also die kleinste
iiberabzahlbare Kardinalitdt, nennt man N;.

e Die berithmte Kontinuumshypothese fragt nun, ob tatséchlich |R| = Ry gilt oder nicht, ob also die
néchstgrofiere Kardinalitdt nach |N| schon die Kardinalitdt |R| = |P(N)| des sogenannten Konti-
nuums R ist oder es noch Zwischenstufen gibt. Dieses 1878 von Cantor formulierte Problem war
iber viele Jahrzehnte eine fundamentale offene Frage der Mathematik und wurde erst durch auf-
sehenerregende (Meta-)Séatze der beriihmten Mathematiker K. Godel (1906-1978) und P. Cohen
(1934-2007) aus den Jahren 1938 und 1963 gelost: Das erstaunliche Fazit lautet, dass die Frage der
Kontinuumshypothese im Rahmen des Zermelo-Fraenkel-Axiomensystems der Mengenlehre unent-
scheidbar ist und auf Basis dieses Systems nicht beantwortet werden kann. Genauer kénnen sowohl
die Giiltigkeit als auch die Nicht-Giiltigkeit der Kontinuumshypothese in konsistenter Weise als
Zusatz- Annahmen zum Axiomensystem hinzugefiigt werden. Das Auftreten eines solchen prinzipi-
ell unentscheidbaren Problems ist iiberraschend und zu einem gewissen Grad schockierend. Dennoch
handelt es sich um einen Fakt der mathematischen Theorie, mit dem man (fortan) leben muss. In
der Prazis treten unentscheidbare Probleme gliicklicherweise sehr selten auf, und in den allermeis-
ten mathematischen Disziplinen sind die Giiltigkeit oder Nicht-Giiltigkeit der Kontinuumshypothese
und anderer unentscheidbarer Probleme kaum von Belang.

e Zum Abschluss dieses Abschnitts behandeln wir einen bekannten Satz von Cantor, demzufolge man
durch Bildung der Potenzmenge immer noch gréfere Méachtigkeiten erhélt und es daher bei der
Machtigkeit von Mengen kein Limit gibt:

Satz V.5.1 (Satz von Cantor). Fir jede Menge M gilt |P(M)| > |M]|.

Ausgehend von |M| = n = |P(M)| = 2" fiir endliche Mengen M (was prinzipiell schon bei
der urspriinglichen Einfiihrung der Potenzmenge erwihnt wurde) schreibt man fiir die Méachtigkeit
|P(M)| der Potenzmenge auch allgemein 2/, Damit lautet der Satz von Cantor 2/M! > |M|, und
die Kontinuumshypothese fragt nach 2N = ;.

Der elegante Beweis des Satzes lehnt sich an die Grundidee des Russellschen Paradoxons an:

IDie Aquivalenzklassen kénnen, weil eben die Menge aller Mengen nicht existiert, nicht als Mengen gebildet werden.
Abstrakt kann man sich eine ,Ansammlung® aller zu einer gegebenen Menge gleichméchtigen Mengen aber trotzdem vorstellen,
und im verallgemeinerten Sinn sogenannter Klassen existiert diese Ansammlung auch als formales Objekt.

2Tatséchlich ergibt sich mit dem Wohlordnungssatz, dass die Kardinalzahlen nicht nur die Totalordnungs-, sondern auch
die Wohlordnungseigenschaft haben. Nur deshalb kann man von einer nichstgrofteren Kardinalitédt iberhaupt sprechen.
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Da M — P(M), x ~ {z} eine Injektion ist, gilt |M| < |P(M)|. Um |M| < [P(M)| zu
zeigen, bleibt also |[M| = |P(M)| (also die Existenz einer Bijektion f: M — P(M)) auszuschliefien.
Angenommen, es gibe solch eine Bijektion f. Dann liefe sich die Teilmenge T := {x € M | = ¢
f(z)} € P(M) bilden, und wegen der Surjektivitidt von f gébe es ein a € M mit f(a) = T. Nun
erhielte man einerseits im Fall a € T, dass a ¢ f(a), also a ¢ T gelten miisste, andererseits im Fall
a¢T,dass a € f(a), also a € T gelten miisste. Damit ist in jedem Fall ein Widerspruch erreicht.
Also existiert keine Bijektion f: M — P(M), womit |M| < |P(M)| gezeigt ist.

Unter anderem gibt der Satz von Cantor auch die Existenz einer Menge G mit |G| > |P*(N)|
fiir alle k € Ny, wobei sich P*(N) durch k-fache Bildung der Potenzmenge in der Form P*(N) :
P(P(...P(N)...)) ergibt. Man erhilt dieses G einfach als G := P( Uy, P*(N)).

Tatséchlich gibt es der Kardinalitdten insgesamt sogar ,zu viele“, um diese in einer Menge
zusammenfassen zu kénnen. Genauer gilt, dass eine Menge K aller Kardinalitdten nicht existiert.
Giébe es nidmlich eine solche Menge K, so liefe sich auch eine Vereinigungsmenge G := (Jycxc Mn
bilden, die Mengen My jeder Kardinalitiat | My| = N als Teilmengen enthélt. Insbesondere enthielte
G eine Teilmenge der Kardinalitit |P(G)|, was |P(G)| < |G| bedeutete und damit im Widerspruch
zum Satz von Cantor sténde.

=0

V.6. Beweis des Cantor-Schroder-Bernstein Theorems

Wir beweisen die Regel (|M| < [N|A|N| < |M|) = |M| = |N|, also des Satzes von Cantor-Schroder-
Bernstein: Es sei sowohl |M| < |N| als auch |[N| < |M]|. Per Definition gibt es dann Injektionen f: M —
N und g: N — M, und aus letzterer erhalten wir durch Verkleinerung des Zielbereichs eine Bijektion
g: N — Bild(g) mit Umkehrbijektion g—!: Bild(g) — N. Wir definieren A,, C M fiir alle n € Ny durch den
Rekursionsanfang Ao := M \ Bild(g) und den Rekursionsschritt A,11 := g(f(4,)) fir alle n € Ny. Damit
konnen wir A, := UneNo A, setzen und h: M — N durch

o) f(z), fiir x € A,
W) : {ﬁ_l(x), fir x ¢ A,

fiir alle z € M definieren, denn im Fall z ¢ A, liegt = insbesondere in M \ Ay = Bild(g), wo g—! definiert
ist.

Um Injektivitdt von h zu zeigen, betrachten wir z,y € M mit h(y) = h(z) und unterscheiden Fille: Im
Fall 7,y € A, gilt f(y) = f(x), und y = x folgt per Injektivitit von f. Im Fall z,y ¢ A, gilt g~ (y) = g~ (=),
und y = z folgt aus der Bijektivitit von g=!. Im Fall x € A,, y ¢ A, gilt g~ (y) = f(x). Es gibt dann ein
n € No mit € A,, und folglich y = g(f(z)) = g(f(x)) € Any1 C A,. Damit ist ein Widerspruch erreicht und
das Auftreten dieses Falls tatsichlich ausgeschlossen. Analog sieht man, dass auch der Fall « ¢ A,, y € A,
nicht eintreten kann. Damit ist wie benotigt ¥ = x in allen mdglichen Fallen gezeigt.

Um Surjektivitit von h zu zeigen, sei y € N. Da g~! bijektiv ist, kénnen wir y = g~ (x) mit z € Bild(g) =
M\ Ag schreiben. Wir unterscheiden wieder Falle: Im Fall x ¢ A, erhalten wir direkt y = h(z) € Bild(h).
Im Fall € A, muss z € A, = g(f(A,-1)) fiir ein n € N gelten (denn wir hatten A, = J, ¢y, An gewihlt,
und = ¢ Ap ergab sich bei der Wahl von z). Es gibt also ein 2’ € A,_; mit 2 = g(f(z)), und wir erhalten
y =g Y2) = g Ng(f(x") = g7 @G(f(z")) = f(z') mit 2’ € A,. Dies bedeutet auch in diesem Fall
y = h(z’) € Bild(h). Damit ist, wie fiir Surjektivitdt benotigt, y € Bild(h) in allen Fillen gezeigt.

Insgesamt ist h: M — N injektiv und surjektiv, also auch bijektiv, und es gilt |[M| = |N]|. O
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