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DIFFERENTIALGEOMETRIE

Ubungsaufgaben 2
Prisenzaufgaben

(P4) Sei A; die iibliche glatte Struktur auf R, d.h. die Aquivalenzklasse des Atlasses {(id : R —
R,R)}, und sei Ay die glatte Struktur, welche durch den Atlas {(p : R — R, ¢(z) = 2*,R)}

induziert wird.
a) Zeigen Sie, dass diese beiden glatten Strukturen auf R verschieden sind!
b) Sind diese beiden glatten Strukturen auf R diffeomorph?

c) Andert sich die Antwort, wenn man ¢ : R — R durch einen beliebigen Homdomorphismus
von R auf sich selbst ersetzt?

(P5) Sei H? C R3 die in Aufgabe (A2) auf Blatt 1 betrachtete Fliche
H} = {(z1,32,23) : 27+ 23 — 23 =1} CR".

Finden Sie zwei Karten, die zusammen einen glatten Atlas fiir H? bilden, und bestimmen Sie
die Karteniibergangsabbildungen und ihre Ableitungen.

e"r x>0

0 x <0
glatt ist. Benutzen Sie diese Tatsache, um zu gegebenem r > 0 eine glatte Funktion h : R* — R
mit folgenden Eigenschaften zu konstruieren:

(P6) Aus der Analysis ist bekannt, dass die Funktion f : R — R, gegeben als f(z) =

e h(R™) =10,1].
e Der Trdger supp h := {x € R™ | h(z) # 0} ist im Ball B(0,r) enthalten.
e B(0,5) C Al (1),

Bitte wenden!



Ubungsaufgaben mit Abgabetermin Do, 18.4., in der Vorlesung

(A4) Wir betrachten die Abbildung V : S? — RS, welche durch
V(x,y, 2) = (22, y% 2%, zy, x2,y2)
gegeben ist. Zeigen Sie:
a) Zwei Punkte p,q € S? haben genau dann dasselbe Bild unter V, wenn p = +q.
b) Das Bild M := V(5?) ist eine glatte Untermannigfaltigkeit von RS.
c) Es gibt eine lineare Abbildung L : RS — R, so dass L|y : M — R* injektiv ist.

Bemerkung: RP? ist nicht als Untermannigfaltigkeit des R> realisierbar.

(A5) Sei K C R" eine kompakte Teilmenge und U C IR™ eine beliebige offene Umgebung von K.

a) Konstruieren Sie eine glatte Funktion x : R™ — [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:

e supp x ist eine kompakte Teilmenge von U.
e x(p) >0 fir alle p € K.

b) Konnen Sie diese Funktion so modifizieren, dass x(p) = 1 fiir alle p € K?

(A6) Eine topologischer Raum X heifit zusammenhdingend, falls er sich nicht in zwei offene, nicht-
leere und disjunkte Teilmengen zerlegen lésst, d.h. sind U und V offene, nichtleere Teilmengen
von X und gilt X = UUV, so folgt UNV # @. Er heilit wegzusammenhdngend, falls zu je zwei
Punkte z,y € X eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — X mit ¢(0) = 2 und ¢(1) = y existiert.

a) Zeigen Sie, dass das Bild eines zusammenhéngenden topologischen Raumes unter einer
stetigen Abbildung wieder zusammenhéngend ist!

b) Zeigen Sie, dass eine zusammenhéingende topologische Mannigfaltigkeit wegzusammenhén-
gend ist!

c) Zeigen Sie, dass es in einer zusammenhéngenden glatten Mannigfaltigkeit sogar zu je zwei
Punkten z,y € M ein € > 0 und eine injektive glatte Abbildung ¢ : (—e, 14+ ¢) — M mit
¢(0) =z und ¢(1) = y gibt!



