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Ubungsaufgaben Mathematik II fiir Studierende der Physik:
Blatt 4 zur Abgabe am 8.5.2019 (in den Ubungen).

Die Losungen der folgenden Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und handschriftlich abzugeben. Bei
diesem Aufgabenblatt konnen Sie zu zweit zusammenarbeiten und Losungen abgeben. Dabei miissen
allerdings beide, die zusammen abgeben, derselben Ubungsgruppe angehéren, und jeder Abgabepartner

sollte erkenntlich bei der Abgabe mindestens eine Aufgabenlosung aufgeschrieben haben.

Aufgabe 1: (2+2 Punkte)
Fiir R? betrachten wir die Basis B = (u,e1,e3) mit u = e; + 2e3 + 2e3, das kanonische
Skalarprodukt (z,y) := z1y1 + 22y + x3y3 und das Skalarprodukt

(93, Y) = 22191 + 202Ys + 2T3Y3 — T1Y2 — TaY1 — TaYs — T3la.

(Sie miissen weder beweisen, dass B eine Basis ist, noch, dass (-,-) ein Skalarprodukt auf
R3 definiert.)

(a) Orthonormalisieren Sie B bzgl. des Skalarproduktes (-, -), so dass die neue Basis u; =
“— enthélt.

(u,u)

(b) Orthonormalisieren Sie B bzgl. des Skalarproduktes (-, ), so dass die neue Basis u; =
Y — enthélt.

V (wu)

Aufgabe 2: (3 Punkte)
Sei (V. B) ein Hermitescher Vektorraum. Zeigen Sie, dass die Menge U(V') der unitéren
Endomorphismen von V eine Untergruppe der Automorphismen von V' bildet.

Aufgabe 3: (240 Punkte)
Betrachten Sie den C-Vektorraum

= *(N,C) = {(an)neN | an € C, i lan]? < oo}
n=0

der quadratsummierbaren komplexen Folgen und die Abbildung

B: x5 C, B(an)nen, (ba)nen) = Y anby.
n=0

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung 3 ein Hermitesches Skalarprodukt auf ¢?(C) definiert.
Hinweis: Zeigen Sie zunédchst, dass die Abbildung [ wohldefiniert ist. Nutzen Sie
hierzu die Ungleichung |ab| < 3(|a|? 4 [b]?) fiir a,b € C um zu zeigen, dass die durch
[ definierte Reihe absolut konvergiert.

(b) Formulieren Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir dieses Skalarprodukt als Aussa-
ge iiber Reihen.
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Aufgabe 4: (3 Punkte)
Betrachten Sie R? zusammen mit dem kanonischen Skalarprodukt (-, -) sowie die symme-
trische Bilinearform 3 gegeben durch

B(u,v) = <u,<_f/§ _f>v>, Vv € R2.

Bestimmen Sie fiir § die Normalform im Sinne des Trégheitssatzes von Sylvester, d.h.
bestimmen Sie die Zahlen r,, r_ und ry und eine orthogonale Basis beziiglich der die
darstellende Matrix diese Normalform hat.

Aufgabe 5: (241+41+241 Punkte)

Es sei R? versehen mit dem Standardskalarprodukt (-,-) und mit zugehériger Norm ||-||.
Seien z,y, z € R3.

Das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) von x und y ist der Vektor

T2Y3 — T3Y2
XYy = T3Y1 — T1Y3
T1Y2 — T2l

Wir betrachten die durch das Kreuzprodukt definierte Abbildung
x: R*xR® = R® (z,9) — zxuy.
Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften:
(a) Das Kreuzprodukt ist bilinear und schiefsymmetrisch (d.h. y X z = —z X y).
(b) [lzx ylI* = l[z[PPlyl]* — (=, y)*.
() llzxy| = ||z ly|l sin p, wenn z,y € R3\ {0} und ¢ = £(z,y) € [0,7]. Esist xxy =0
genau dann, wenn z und y linear abhéngig sind.
(d) (i) Sind z und y linear unabhéngig, so ist (x,y, x X y) eine positiv orientierte Basis.
(ii) Sind z und y orthonormal, so ist (z,y,z X y) eine positiv orientierte Orthonor-
malbasis.
(e) Esgilt xx(yxz) = (x,2)y—(x,y)z, und damit z X (yx z)+y X (2 xx)+2 X (x xy) = 0.

Anmerkung: Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ, und die Gleichung = x (y x z) 4+
y X (zxz)+ 2z x (x xy) =0 heifit Jacobi-Identitét.



