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DIFFERENTIALGEOMETRIE

Ubungsaufgaben 6
Prisenzaufgaben

(P13) Verifizieren Sie, dass die Kriimmung
R(X,Y)Z = VxVyZ = VyVxZ - Vi Z

einer kovarianten Ableitung V auf TM ein (3, 1)-Tensorfeld ist.

(P14) Wie wir bereits gesehen haben, existiert fiir eine Liegruppe G der Dimension n linksinva-
riante Vektorfelder {71, ..., Z,}, deren Werte in jedem Punkt eine Basis des Tangentialraums
T,G bilden. Insbesondere hat dann jedes Vektorfeld Y € I'(T'G) auf G die Form

Y = Z Q Zj
j=1
fiir geeignete Funktionen o : G — R. Wir definieren nun eine kovariante Ableitung V auf TG

durch
VX(Z a;Z;) =Y (Xay)Z;.

J

a) Uberpriifen Sie, dass dies tatséchlich eine kovariante Ableitung auf TG definiert. Hingt V
von der Wahl der Vektorfelder Z; ab?

b) Welche Vektorfelder auf G sind parallel beziiglich V?

¢) Bestimmen Sie Torsion und Kriimmung von V.
Hinweis: Da T und R Tensorfelder sind, kénnen Sie sich die Rechnung hier durch geeignete
Wahlen sehr einfach machen.

d) Konnen Sie V so verdndern, dass die neue kovariante Ableitung V verschwindende Torsion
hat? Wie sieht der Kriimmungstensor R dieser modifizierten kovarianten Ableitung aus?

Bitte wenden!



Ubungsaufgaben mit Abgabetermin Mo, 29.5., in der Ubung

(A19) Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und V eine kovariante Ableitung auf T'M.

a) Driicken Sie in lokalen Koordinaten (z1,...,z,) die Komponenten Tz’; und Rfjk in den
Ausdriicken
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fiir Torsion und Kriimmung von V mit Hilfe der Christoffel-Symbole Ff'j aus.

b) Bestimmen Sie die Christoffel-Symbole Ffj (beztiglich der Standardkoordinaten) des in der
Vorlesung definierten kanonischen Zusammenhangs V auf TIR", der durch

Vx <Zﬁiaii> = Z(X&)a%

definiert ist.

(A20) Im Raum Mat(2,C) der komplexen 2 x 2-Matrizen betrachten wir den reellen Unterraum
H, welcher von den vier Matrizen
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erzeugt wird.
a) H C Mat(2, €C) ist ein Unterring, in dem jedes von 0 verschiedene Element invertierbar ist.

b) Unter der Abbildung R* — H, (z1,...,24) = 211 + 221 + 23J + 14K wird die Sphire
S3 C R* bijektiv auf die Untergruppe

SU(2) = {A € GL(2,C) | AA" =1,det A =1} C Mat(2, C)

abgebildet.
Auf diese Weise erhdlt S® die Struktur einer Liegruppe.

c) Zeigen Sie, dass die Matrizen I, J und K eine Basis der Liealgebra su(2) = 735U (2) von
SU(2) bilden.

d) Wir bezeichnen mit
XA :ZAI, YA:AJ und ZA:AK

die zugehorigen linksinvarianten Vektorfelder. Bestimmen Sie die Lieklammern [X,Y],
[Y, Z] und [Z, X].

e) Sei V die linksinvariante kovariante Ableitung auf SU(2), wie sie fiir allgemeine Liegruppen
in Aufgabe (P14) betrachtet wurde, und sei V die modifizierte kovariante Ableitung wie
in Teil d) dieser Aufgabe. Bestimmen Sie die folgenden Werte des Kriimmungstensors von
V:

R(X,Y)X, R(X,Y)Y und R(X,Y)Z.



