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1. (2 Punkte) Sei O C C eine offene Teilmenge, welche die abgeschlossene Einheitskreis-
scheibe D enthilt, und sei f : @ — C holomorph mit |f(z)| < 1 fiir alle z € ID.
Bestimmen Sie fiir jedes n € N die Anzahl der Losungen der Gleichung f(z) = 2™ in
der Scheibe D!

2. (2+1 Punkte) Sei X € C eine Zahl mit Re(\) > 1. Zeigen Sie:

a) Die Gleichung e™# 4+ z = X hat genau eine Losung in der rechten Halbebene {z €
C| Re(z) > 0}.

b) Ist A reell, so ist auch die Losung reell.

3. (3+2 Punkte)

a) Formulieren und beweisen Sie eine Version des Satzes von Rouché fiir meromorphe
Funktionen auf einem Gebiet 2 C C!

b) Bestimmen Sie die Anzahl der Nullstellen der meromorphen Funktion f(z) = -5 —
152* 4 7 in D!

4. (3+2 Punkte)

a) Sei O C C offen und zusammenhéngend, und sei f : O — C holomorph ohne
Nullstellen. Zeigen Sie: Es existiert genau dann eine Funktion h : O — C mit
f(z) = (h(2))", falls fiir alle geschlossenen Kurven v in O die Windungszahl w(f o
v,0) durch n teilbar ist. Eine solche Funktion h nennt man n-te Wurzel von f.
Ansatz: Wihlen Sie zg € O und beschreiben Sie h als
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fiir eine geetgnete Konstante ¢ € C*, wobei die Integration entlang einem beliebigen
Weg von zg nach z stattfindet.

b) Was ist die kleinste kompakte Teilmenge A C R, so dass f(z) = 22 — 1 auf C\ A
eine Quadratwurzel besitzt?

Bitte wenden!



5. (Zusatz, 0 Punkte) Sei O C C eine offene Umgebung der abgeschlossenen oberen Halb-
ebene H, und sei g : O — € meromorph mit endlich vielen Polstellen in H und genau
einer Polstelle in @ € R, welche von erster Ordnung ist. Wir nehmen aufferdem an,
dass lim,_, g(2) = 0 (dies gilt zum Beispiel, falls g(z) eine rationale Funktion 7 8 mit
degp < degq ist). Wir setzen f(z) := g(z)e'*.

Beweisen Sie:

a) ;l;i—% f(2)dz = —miRes(f,a), wobei der Weg v, : [0,7] — C durch ~,(t) =
Yp
a + pel™ 1) beschrieben ist.

b) Es gilt
a—p 0
lim f(z)dx + f(z)dr = miRes(f,a) +27TiZRes(f, z)
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Hinweis: Passen Sie den Beweis von Proposition 6 geeignet an.
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