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TOPOLOGIE

Ubungsaufgaben 3

1. Zeigen Sie, dass zwei disjunkte kompakte Teilmengen eines Hausdorff-Raumes stets disjunkte
offene Umgebungen besitzen!

2. Zeigen Sie: Ein topologischer Raum X ist genau dann Hausdorffsch, wenn die Diagonale
A={(z,x) e X x X |z e X}

abgeschlossen in X x X ist.

3. Sei X ein kompakter metrischer Raum. Fiir eine beliebige Teilmenge S C X sei
diam S: = sup{d(z,y) |z,y € S}

der Durchmesser der Teilmenge S. Zeigen Sie, dass es zu jeder offenen Uberdeckung U = {Uitier
eine reelle Zahl A > 0 gibt, so dass jede Teilmenge S C X mit diam S < A in einer der Mengen
U; enthalten ist!

Eine solche Zahl X heisst Lebesgue-Zahl der Uberdeckung U.

4. Sei C(X,Y) die Menge aller stetigen Abbildungen eines Raumes X in einen Raum Y. Zu einer
kompakten Menge K C X und einer offenen Menge O C Y definieren wir

U(K,0):={f e C(X,Y)| f(K) C O}.
Die kompakt—offene Topologie auf C(X,Y") ist die von der Subbasis
o:={U(K,0)| K C X kompakt, O C Y offen}
erzeugt wird.
a) Zeigen Sie, dass C'(X,Y) in dieser Topologie Hausdorffsch ist, falls Y Hausdorffsch ist!

b) Ist die Auswertungsabbildung ¢ : C(X,Y) x X — Y, e(f,z) = f(x) stetig, wenn X lokal
kompakt ist?

c) Zeigen Sie das Exponentialgesetz: Sind X und Y Hausdorffsch und ist Y lokal kompakt,
so ist die kanonische Abbildung zwischen den Réumen C'(X x Y, Z) und C(X,C(Y, Z)) ein
Homo6omorphismus.

d) Zeigen Sie, dass die kompakt—offene Topologie auf C([0, 1], R) mit der von der Metrik
deo(f,9) = sup |f(z) — g(2)|

z€[0,1]
erzeugten uniformen Topologie iibereinstimmt!

e) Gilt die Aussage in d) auch fiir den Raum Cy(IR, R) der beschréinkten stetigen Abbildungen
von R nach R?



