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Korrektheit und Vollstandigkeit

o Das Ziel ist der Beweis der Aquivalenz zwischen den beiden
Relationen - und F.
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Lemma 1.1 (Korrekheit)

I'cp=TFoyp
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Beweis

Bekannt: I' - ¢ < es gibt eine Ableitung D, bei der alle Hypothesen in
I' sind.

z.z.: Fiir jede Ableitung D mit Konklusion ¢ und Hypothesen in I' gilt
['E .

Wie verwenden Induktion iiber D.
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Beweis

(IA) D besteht aus einem Element, ¢ € T
=T'Fop

/
(A T) IH: 2{; und 1;, sind Ableitungen und fiir alle I bzw. IV, welche die

Hypothesen von D bzw. D’ enthilt, gilt I' F ¢ bzw. IV E /.

D D’

/

Enthalte T'” %.

Setze ' = D und IV = D/, dann gilt TUTY C T,

Aus IH folgt I E ¢ und T E ¢'. Sei [¢], =1 Vip € T, dann gilt
[elo = [¢'lo =1, [ A ¥]o =1

=T"EpAY
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Beweis

(A E) IH: Fiir alle I', die die Hypothesen von
I'EpAY.

D
enthalten, gilt
NP ©

D D

@)

Enthalte und —

Damit ist auch enthalten.
NP
Laut IH gilt dann IV E p A4, also [ A Y], =1
= [¢]y =1 und [¥], =1
=I"Epund I"F 4
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Beweis

¥
(— I) IH: Fiir alle ', die die Hypothesen von D enthalten, gilt " F ).
(2
]
D
Y
Enthalte I" rm—t
¥
Dann enthalt IV U {¢} D.
(2

Wenn also [¢] =1 und [o] =1 Vo € TV gilt, dann gilt )] = 1. Mit der
Wahrheitstafel von 7 — 7 folgt [¢ — 1] = 1, wenn alle Aussagen in I
den Wert 1 haben.

=1'F o — .
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Beweis

D D’
— E) IH: = und
( ) ® © — P

welches die Hypothesen von D bzw. D’ enthilt, gilt I' E ¢ bzw.
I'"'E o — .

sind Ableitungen und fiir alle I" bzw. I,

D D’

Enthalte I 2 LA w, dann gilt TUTY C T,

Mit IH erhalten wir I E @ und I E ¢ — ¢, d.h. ] =1 und
[ — 1] = 1. Mit Wahrheitstafel von ”—"folgt [¢] = 1.

=TI E 1.
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Beweis

(L) IH: Fir alle T', die die Hypothesen von b

1 enthalten, gilt I' F_L.

Da [L] = 0 fiir alle Bewertungen, existiert keine Bewertung

mit [¢] =1 VY eI

D
Enthalte I" é.
Ann.: TV E ¢
= [¢] =1 Vo € IV und [¢] = 0 fiir manche Bewertungen.
D
- . il
Widerspruch: I enthilt alle Hypothesen von 7 -
=T"Ep
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Beweis

2
(RAA) IH: Fiir alle T, die die Hypothesen von D enthalten, gilt I' F_L.
1
(]
D

Enthalte T %

Ann.: IV F .

Dann existiert eine Bewertung mit [¢)] = 1 Vi € TV und

[¢] = 0 bzw. [-¢] = 1.
P

Aber I =TV U {—p} enthilt D und es gilt [¢] =1 Vo € T, was nicht
L

moglich ist, da I E_L.

=T"F
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Widerspruchsireiheit

Definition 1.2

Eine Menge I' von Aussagen ist:
(i) widerspruchsfrei, wenn I" /L gilt.
(i) nicht widerspruchsfrei, wenn I' F_L gilt.
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Widerspruchsireiheit

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) T ist widerspruchsfrei,

(ii) Fiir kein ¢ gilt '+ ¢ und T' - =,

(iii) Es gibt mindestens ein ¢, sodass I' ¥ ¢
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Beweis

Wir beweisen die Aquivalenzen:
(i) T ist nicht widerspruchsfrei,

(ii) Es existiert ein ¢, so dass I' - ¢ und I' F —¢ gilt,
(iii) Es gilt I' - ¢ fiir alle ¢

Lisa Friedl
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Beweis

(i)=(iii) Sei I' FL

(L)

S|

= ' F ¢ (gilt fiir alle ).
(i) = (ii) Trivial

(ii)=(i) Sei ' - p und I' F —p. Bekannt: = < (¢ —1)
D D
%) o —1
1

(= E)
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Widerspruchsireiheit

Falls es eine Bewertung gibt, sodass [¢], = 1 fir alle ¢ € T" gilt, dann
ist I' widerspruchsfrei.

Beweis.

Widerspruchsbeweis: Wir nehmen an, dass I' -1, und mit Lemma 1.1
folgern wir I' E L. Fiir alle Bewertungen v gilt dann also [ L], = 1, was
aber nicht moglich ist, da fiir alle Bewertungen [L], = 0 sein muss. Es
existiert also keine Bewertung mit [¢], = 1 fiir alle ¢» € I' und T ist
widerspruchsfrei []

v
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Beispiele fiir widerspruchstreie Mengen

e {po, p1,p1 — p2} ist widerspruchsfrei, mit einer Bewertung, die
[po] =1 und [p1] = 0 erfiillt.

e {po,p1,-..} ist widerspruchsfrei, mit der konstanten 1 Bewertung.

o ' U {p, ~p} ist nicht widerspruchsfrei (Lemma 1.3).
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Widerspruchsireiheit

(a) I' U {—¢p} ist nicht widerspruchsfrei =— T I ¢,
(b) T' U {¢} ist nicht widerspruchsfrei — I F —.

Beweis.

[ (]

D D’
(a) iRAA (b) L I
a e —p —
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Maximale Widerspruchsfreiheit

Definition 1.6

Eine Menge I' ist maximal widerspruchsfrei genau dann, wenn gilt:
(a) T' ist widerspruchsfrei,

(b) ' C T” und I widerspruchsfrei — T' =T".
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Beispiel fiir maximal widerspruchstreie Menge

I'={¢ | [p], = 1} fiir eine feste Bewertung v.

e Widerspruchsfrei: Lemma 1.4

@ I' =T": Sei IV eine widerspruchsfreie Menge mit I" C I".
Sei ¢p € TV und [¢] =0
= [-¢] = 1 und somit —) € T’
Da aber I' C I folgt, dass IV nicht widerspruchsfrei
(Widerspruch) = [¢] =1 fiir alle p e IV und I' = T”
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Maximale Widerspruchsfreiheit

Jede widerspruchsfreie Menge I' ist in einer maximal
widerspruchsfreien Menge I'* enthalten.
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Beweis

Sei g, ©1, P2, ... die Aufzdhlung aller Aussagen.
Wir definieren eine nicht-abnehmende Folge von Mengen I';

=T

P 'y, U{pn} wenn I'y, U {¢, } widerspruchsfrei
ntl I',, sonst

I = U{F” | n > 0}(maximal widerspruchsfrei)
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Beweis

o I ist widerspruchsfrei fiir alle n (folgt direkt aus Induktion iiber n)

e [ ist widerspruchsfrei:
Angenommen I'* 1, dann existiert per Definition eine
Ableitung D von L mit Hypothesen in I'*.
Wir nennen diese Hypothesen vy, ..., ¢%.
Da I'* = | J{T',, | n > 0} gilt, erhalten wir fiir jedes ¢ < k
und ein n; ein Y; € I'y,,.
Setze n = max{n; | i < k}, dann v, ..., € [y
und I',, FL (Widerspruch).

Lisa Friedl 6. Méarz 2024



Beweis

o [ ist maximal widerspruchsfrei:
Sei I'* C A, A widerspruchsfrei.
Wenn ¢ € A, dann gilt ¢ = ¢, fiir irgendein m > 0.
Da Ty, CT™ C A, ist I'), U {¢y,} widerspruchsfrei.
Also I'yyy1 =T, U{pm }, dh. o, € Ty, C T
=I*=A
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Eigenschaften maximaler Widerspruchstreiheit

Lemma 1.8

Wenn I' maximal widerspruchsfrei ist, dann ist I' unter Ableitbarkeit
abgeschlossen (also: ' = ¢ €1).

Sei I' - ¢ und angenommen ¢ ¢ I'. Dann ist I' U {¢} nicht
widerspruchsfrei. Also folgt I' F =, also ist I' nicht widerspruchsfrei.
Dies ist ein Widerspruch. []
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Eigenschaften maximaler Widerspruchstreiheit

Sei I' maximal widerspruchsfrei. Dann:
(a) fiir alle ¢ ist entweder ¢ € I" oder —p € T,
(b) fiir alle p, ¢ gilt: p — Y €T «<—= (p el = Y ).
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Beweis

(a) Wir wissen: I widerspruchsfrei = ¢ ¢ I' oder ~¢ ¢ T’
Sei IV =T U {p}

Fall 1: TV nicht widerspruchsfrei = —p € T’
(Lemma 1.8, Lemma 1.5).

Fall 2: IV widerspruchsfrei = ¢ € T,
da I' maximal ist.
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Beweis

(b) (=) Sei g, Y €T, z.z.: 9y €.
Mit Lemma 1.8 folgt

%
© ¢_>

E
P

=Y el

(<) Es gelte p e I' = ¢p € T
Fall 1: Falls p e ' gilt 'y und I' = ¢ — .
Fall 2: Falls mp € ' gilt I' F mp und I' = ¢ — .
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Eigenschaften maximaler Widerspruchstreiheit

Wir erhalten automatisch:

Korollar 1.10

Wenn I' maximal widerspruchsfrei ist, dann gilt:
(a) pel <= —pe¢l
(b) el < p¢T.
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Eigenschaften maximaler Widerspruchstreiheit

Wenn I' widerspruchsfrei ist, existiert eine Bewertung,
sodass [[¢] =1 fiir alle ¢ € T' gilt.
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Beweis

Wir wissen I' ist Teilmenge einer maximal widerspruchsfreien
Menge I'* (Lemma 1.7)

Wir definieren v(p;) =
0 sonst

Und erweitern v zu der Bewertung [],.

{1 wenn p; € I'*
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Beweis

[H: [¢], =1 < ¢ € I'*. Wir verwenden nun Induktion iiber ¢:
e Gilt fiir atomare ¢ per Definition.

@ Sei p =1 Ao:
Fiir ¢, 0 € T* gilt [p]y, =1 < [¢]y = [0]o = 1 < (IH)
= pel™
Umgekehrt ¢y Ao € I'* < 1,0 € I'* (Lemma 1.8)
Rest folgt direkt aus der IH.

@ Sei p =Y — o

[v — o], =0< [¢], =1 und [o], = 0 < (IH),
pel*und o ¢ I < — o ¢ I'* (Lemma 1.9)

Da I' C T gilt [¢], =1 fiir alle ¢ € T.
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Korollar 1.12

I' ¥ ¢ genau dann, wenn es eine Bewertung gibt, sodass [¢] = 1 fiir alle
Y € I und [¢] = 0.

Beweis.

I'¥ o < T'U{-¢} widerspruchsfrei <= es gibt eine Bewertung,
sodass [¢] =1 fiir alle v € I' U{—¢} oder [¢p] =1 fiir alle ¢ € I und

[¢] = 0. B
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Vollstandigkeitssatz

Theorem 1.13 (Vollsténdigkeitssatz)
Ty < TEop.

(<) TFp = T'FEyp (Lemma 1.12)
(=) folgt aus Lemma 1.1.

Der Vollstandigkeitssatz erlaubt es uns also, das Finden von
Ableitungen durch das Uberpriifen von Tautologien zu ersetzen.
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Vollstandigkeit

Definition 1.14

Eine Menge I' heifit vollstdndig, wenn fiir alle ¢ entweder I' - ¢ oder
Cons(I') = {o | I' - o} bezeichnet die Menge der Konsequenzen von T

Folgerung: Cons(I") ist maximal widerspruchsfrei, genau dann wenn I’
eine vollstandige Menge ist.
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Danke fur eure Aufmerksamkeit

Quellen: Dirk van Dalen, Logic and Structure (4th edition), Springer-Verlag

6. Marz 2024 35 /35



	Introduction
	Korrekheit
	Korrekheit: Beweis
	Widerspruchsfreiheit
	Widerspruchsfreiheit
	Lemma 1.4
	Beispiele
	Lemma 1.5
	Definition 1.6
	Beispiel
	Lemma 1.7
	Lemma 1.8
	Lemma 1.9
	Korollar 1.10
	Lemma 1.11
	Korollar 1.12
	Theorem 1.13 (Vollständigkeitssatz)
	Definition 1.14
	Ende


