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Einflihrung und Motivation

Definition 1

Eine Algebra vom Typ Bool ist eine Algebra 2 = (A, +, —,0), die
aus einer Menge A einer zweielementigen Funktion +, einer
einelementigen Funktion — und einer nullelementigen (oder
konstanten) Funktion O besteht.

Wir verwenden die Symbole - und 1 als Kurzschreibweise, sodass

fir a,b € Agilt a- b:= —(—a+ —b) sowie 1 := —0.



Aussagenalgebra

® bezeichne eine Menge von (Aussagen-)Variablen.
Form(®) bezeichne die Menge all jener Aussagen, die durch

Verkniipfung (mit —, V) der Variablen aus ¢ entstehen.

Definition 2
Wir definieren die Algebra Fotm(®) := (Form(®), +,—,0) durch

d+Y =0V Vo, € Form(P)
—¢:="¢ VYo € Form(P)

1=0 @ b= (~B+-1)

Beachte: T:== L und ¢ Ay := =(—¢p V =) Vo, € Form(P)



Wahrheitsalgebra

Definition 3
Die Wahrheitsalgebra 2 := ({0,1}, +, —,0) ist auf der Menge der
Wahrheitswerte {0, 1} definiert durch

a+ b:=max(a,b) Va,be{0,1}
—a:=1—a Vae{0,1}



Theorem 4
Seien ¢ und 1) Aussagen. Es gelten folgende Aquivalenzen:

® (a) Fc ¢ genau dann,wenn 2F ¢~ T
(b) 2E ¢~1p genau dann,wenn Ec ¢ 1)

(c) Fco< (o T)



Definition 5
Sei A = (A, +, —,0) eine Algebra vom Bool-Typ und sei 6 : & — A

eine beliebige Abbildung.
Wir erweitern die Abbildung 6 auf eine Abbildung

0 : Form(®) — 2 durch:

f(p) :=0(p) Vpeo
(L) =
6(—¢) := —B(¢) Vo € Form(d)
b(o v ) = b6(¢) +0(¥) Yo,v € Form(®)



Proposition 6
Sei 6 : ® — {0, 1} eine beliebige Abbildung. So ist die (soeben
definierte) Abbildung  : Fotm(®) — 2 ein Homomorphismus von

Algebren.



Beweis (von Proposition 6)

Zu zeigen sind die folgenden Eigenschaften:

(M) #(L) =
0 ;(4)):_(5( 8) V6 € Form(0)
(i) O(p V) =0(¢) +0(v) Vo, € Form(P)

Offensichtlich sind (i), (ii) und (iii) bereits per Definition erfiillt.



Proposition 7
Sei A = (A, +, —,0) eine Algebra vom Bool-Typ und sei 6 : & — A
eine beliebige Abbildung. Dann ist die Abbildung § : Form(®) — 2

eindeutig bestimmt.



Beweis (von Proposition 7)

Seien 61,65 Form(P) — 2 zwei Abbildungen, die die
Bedingungen aus der Definition erfiillen.

Folgende Gleichungen gelten bereits per Definition.

01(p) = 0(p) = Oa(p) Vpe®
61(L) = 0 = 6(L)

Seien nun ¢, 1) € Form(®) mit 1(¢) = Ga2(p) und 61 () = B2 (1)).

01(—¢) = —01(¢) = —0x(¢) = Oa(~0)
O1(p V) = 01(¢) +01(¥) = Oa(e) +02(v) = Oa(d V)

Da jedes v € Form(®) als Verkniipfung von Elementen aus ¢
durch V, - und L dargestellt werden kann, folgt 6; = 6-.



Definition 8
Sei 2 = (A, +,—,0) eine Algebra vom Typ Bool.
Wir nennen die Gleichung s ~ t fiir s, t € Form(®) wahr in 2,

wenn fiir alle Abbildungen 6 : & — A gilt:
6(s) = 6(t)

In diesem Fall notieren wir: 2L E s ~ t.



Beweis (von Theorem 4) = _ ¢(_-:_5 Y2 \—’—@ =T

"=": Sei ¢ € Form(P) eine klassische Tautologie.
Dann gilt fir jede Zuweisung 6 : & — {0,1}, wobei wir 0 mit
falsch und 1 mit wahr identifizieren:
éﬁ?)il = —0=-0(L)=0(-1L)=6(T
Das entspricht genau 2F ¢ = T. <~—
L)

" «<=": Es gelte 2 l=~¢ R T,Nalso gilt fur jede beliebige Abbildung
0:d— {0,1}: 6O(¢)=06(T)=1.
D.h. fir jede mogliche Zuweisung von Wahrheitswerten an

Aussagenvariablen ist ¢ wahr. Damit gilt F¢ ¢.

Die zweite und dritte Aussage folgen ebenfalls direkt aus den

Definitionen und sind v.a. der Vollstandigkeit halber aufgefiihrt. [J



Mengenalgebren

Definition 9
Sei A eine beliebige Menge und P(A) die Potenzmenge von A.
Die Potenzmengenalgebra von A: P(A) = (P(A)’i—’;’ 0)

ist definiert durch:

C+D:=CUD VYC,De P(A) b
—C:=ct vcePprA
0:=0

Eine Mengenalgebra ist eine Unteralgebra einer Potenzmengen-
algebra, also eine Teilmenge _P.’ von P(A), die _O_enthélt und

abgeschlossen unter den Operationen A
Mit CN D= —(-C+=D) VC,DeP(A)und1:=A={Fist

B’_ebenfalls abgeschlossen unter N und enthalt A.

und — ist.

Set bezeichnet die Menge aller Mengenalgebren.



Theorem 10
Sei ¢ eine Aussage, so gilt:

Fc ¢ genau dann,wenn SetE ¢~ T



Proposition 11
Jede Potenzmengenalgebra ist isomorph zu einer Potenzalgebra

von 2.

Genauso ist jede Potenzalgebra von 2 isomorph zu einer

Potenzmengenalgebra.



Definition 12

Sei A = (A, +, —,0) eine Algebra vom Typ Bool und I eine Menge.
S PIRRS —

Die Potenzalgebra 2! := (ITier A, +,—,0), wobei +, —, 0 als die

—
komponentenweise Anwendung der Verkniipfungen auf 2( definiert

sind. (n DY+ ,ok) :(a\-\.c,\o-\-o‘b



Beweis (von Proposition 11)

"=": Sei A eine beliebige Menge. Definiere die Abbildung
tL 1 aeC

)

4
X P(A) —>%, X(C), = fir Ce P(A),ac A
— - - 0 sonst

Wir zeigen, dass y ein Isomorphismus zwischen B(A) und 24 ist.
(i) Seien C, D € P(A), sodass x(C) = x(D).
eecC & x(QOe=1 & x(D)e =1 < ecD

Daraus folgt C = D und daher die Injektivitat von .
(i) Sei y € 2. Firr E := {a € Aly, = 1} C A gilt per
Konstruktion x(E) = y, womit die Surjektivitdt von x gezeigt ist.



Beweis (Fortsetzung)

(iii) Seien a € A und C, D € B(A).

C 1 aect
b. x(—=C)s = x(C*), =

0 sonst
1 aeC
=1- = l_X(C)a = _X(C)a
0 sonst —

c. x(C+D)a = x(CUD), =

1 aeCvaebD
0 sonst



Beweis (Fortsetzung)

"«=": Sei I eine beliebige Menge und 2! die entsprechende
Potenzalgebra. Definiere die Abbildung:

a:2l =PI, f—{iclfi=1}.
(i) Seien f, g € 2" mit a(f) = a(g).

{iel|fi=1={iel|g=1}
& (f=leg=1)und (f=0< g =0))
& f=g

(ii) Sei I’ € P(I). Definiere f € 2! komponentenweise durch

1 jeTl
fi = = «a(f)=T.
0 sonst



Beweis (Fortsetzung)

Seien f,g € 2L
a. af0) ={ielo;=1} =0
b. a(—f) = {iel|(-f)=1} = {ielli=1-1=0}
= {ielfi=1)* = —a(f)
c. aff+g) ={iell(f+g)i=1} = {iecmax(fi,g)=1}
= {iellfi=1}u{iellg =1} = off) +a(g)
O



Lemma 13

Seien ¢ € Form(®), I eine beliebige Menge, 20 = (A, +, —,0), und
B = (B, +,—,0) zwei isomorphe Algebren, und g C 2 eine
Unteralgebra von 2.

Dann gelten folgende Aussagen:

(3 AFo=T & WEP~T
(b) AFo~=T = AForT

(9 Aro~T = BEo~T



Beweis (von Lemma 13)

a. "=": Seien die Voraussetzungen wie in der Behauptung

angegeben.

Es gelte fiir alle 6 : & — A, dass §(¢) = 6(T).

Sei 01 : ® — Al eine beliebige, feste Abbildung.

Wir finden eine Familie (0;);c1 mit 6; : & — 2, sodass gilt:
—

0i(p) = [ 0i(p) Vpeo®

i€l o~ AN
. . 6= =] &,
Es gelten die folgenden Gleichungen. 1ET
-
[10i(p) = [10i(p) = 61(p) Vpe®

i€l i€l

[10:(L)=]Jo=0

i€l i€l



Beweis (Fortsetzung)

Héi(:_/’,) = H —0i(y) =— Héi(w) Vip € Form(d)

i€l i€l i€l
[T 6o vwn) = TT@wo) + i) = ([ [ diwo)) + ([ [ diwn)) ¥wo, v € Form(e)
i€l — i€l i€l i€l

Aufgrund der Eindeutigkeit von f; nach Proposition 7 gilt

Vi) € Form(P)
0, FxreA(T)

Per Annahme erhalten wir:

Gi(o) = [ [ 0i(e) = [ [ 6:(T) = (™)
i€l 4\ iel



Beweis (Fortsetzung)

a. "<": Es gelte fiir aIIe{GI O — %I,kdass 1(o) = 6y(T). Wir
beschreiben 0y wie zuvor durch eine Familie (6;);cr.

Sei j €1 fest und 6 : & — A eine beliebige Abbildung. Dann
existiert eine Abbildung A : & — Al mit A(p) = [[;1 6i(p), wobei
0j : ® — A, sodass §; = 0.

Damit gilt: ‘I‘-_Db

(9) = §i() =51 = (™)
/'_\——MJ Lt

Dabei folgen die erste und dritte Gleichung aus der Eindeutigkeit
von 6 und die mittlere Gleichung aus f;(¢) = ;(T), wobei diese

DS

Gleichheit komponentenweise gilt.



Beweis (Fortsetzung) 3;-) ¥

b. Es gelte A E ¢ =~ T. Sei 6 : & — Ag eine beliebige Abbildung.
Wir zeigen, dass (14 060)E&ta 0 G, wobei 14 : 2Ag — 2A die
Einbettung von 2lg in A bezeichnet. —

() (tacd)(p = a(0p) = 0p) <@
(b) (LAOG)(L) ta(0) =
(©) (tacb)(—) = a(=0(v)) = —0(v) V¢ € Form(®)
(d)  (ao0)(thoV 1) = ta(B(to) + 8(t1)) = B(0) + O(vhr)  Vabo, ¥1 € Form(®)

Mit Eindeutigkeit von (14 0 ) folgt die Gleichheit der Abbildungen.

5(¢)—(L‘A\O 0)(9) = (ta 0 0)(9) = (LA°9)(T)=(LA0§)(T)=§(T)
AN oo S



Beweis (Fortsetzung)

c.Sif:d— SB eine beliebige Abbildung und I 5 — Ql ein
Isomorphlsmus Es gelten die folgenden Glelchungen

(c00)(p) =0o(6(p)) Vpe®
(c0d)(L)=0(0)=0
(0 00)(—¢) = o(—0(1)) = (0 0 B)(¥) Vi € Form(®P)
(00 0)(tho V1) = o (B(t0) + 6(¢1)) = o (B(t0)) + 0 (8(¢1))  Vibo, ¥1 € Form(®P)

—~

Daraus folgt 00§ = (0o 9! und wir erhalten folgende Gleichheit.

\ — .
750)(6)) = (700)() < (7 50)(T) = (7 0 H)(T))
DA 6o 6 —25

Da o ein Isomorphismus ist, erhilt man durch Anwenden von o~ ! auf beiden

Seiten die gewiinschte Aussage 6(¢) = 6(T).
R ———



Beweis (von Theorem 10) =4 ¢ ¢=)Sek \"—"-Q/A,.('—r

"=" Sei ¢ eine Aussage und 20g € Set so gelten mit Lemma 13 fiir
=
jede Menge I die folgenden Implikationen:

Fecog = 2ForT = 2dEoxT
’u——-

@

Mit Proposition 11 ist die‘PotenzmengenaIgebra 24 von g

isomorph zu 27 fiir eine geeignete Menge J. Die folgenden

Implikationen folgen ebenfalls aus Lemma 13.

VEgxT = AEG~T :»@bj_zj
ER—— D —— st

Die Algebra 2lg war eine beliebig gewahlte Unteralgebra, weshalb
wir Fc ¢ = Set F ¢ = T erhalten.




Beweis (Fortsetzung)

"<": Es gelte Set F ¢ &~ T. Da die Menge P C Set aller
e i
Potenzmengenalgebren eine Teilmenge von Set ist, gilt
insbesondere Set F o~ T = PFEo=x=T.
Sei p € P. Mit Proposition 11 und Lemma 13 Iasst sich die
-

Implikationskette wie im Folgenden dargestellt vervollstandigen.

PEogxT = pEo~T = 2FopxT = 2F¢xT =kco
) L | \ ) l ) ! |

L

Dabei gilt die zweite Implikation fiir eine geeignete Menge J,

sodass p = 27 - O
Sk =T = = &



Lindenbaum-Tarski Algebren

Definition 14

Seien ¢, 1 € Form(P), so sagen wir ¢ und 1) sind adquivalent, falls

(1.€. Syrvimhd
¢ <> 1 eine Tautologie ist. In diesem Fall schreiben wir

f——



Proposition 15

Die Relation =¢ ist eine Kongruenzrelation auf der Form(®)

Algebra.



Beweis (von Proposition 15)

Zunachst ist zu zeigen, dass =¢ eine Aquivalenzrelation auf

Form(®) definiert, d.h. = ist reflexiv, transitiv und symmetrisch.

Seien ¢0a ¢1a ¢2a ¢07 wl S %’Otm(q))

(i)  ¢o — ¢o folgt unter der Hypothese ¢o mit Einfiihrung der

Implikation.

(iii) Mit den Pramissen ¢ —>$]: und ¢ —)@ sowie der

Hypothese [¢o] folgt nach zweifacher Beseitigung der Implikation
und anschlieBender Einfiihrung der Implikation ¢ — gbz[ Die
andere Richtung ergibt sich durch Vertauschen von ¢g und ¢;.



Beweis (Fortsetzung)

Zu zeigen ist, dass ¢g =c Yo = ¢ =c o.
- &1 Tual?, > 12238
Q’e " ao CD:; -’).L’)

€

A ST
-Y, (%‘))_\.D
= ¢a"‘>"‘.\&o =




Beweis (Fortsetzung)

Es bleibt noch folgende Implikation zu zeigen.

/unck
do=cokdr=ct1 = (¢oVb1)=c (YoV 1)



Definition 16
[¢] bezeichne fiir ¢ € Form(®) die Aquivalenzklasse von ¢
beziiglich =¢. Wir definieren die Lindenbaum-Tarski Algebra

<
Lo(®P) = Form(fl))/ =A\+,—,0)

- &

mit den Verkniipfungen

61+ [¥] = [0V 4] V6.0 € Form(®)
—[¢]:=1[=¢] V¢ € Form(®)
0:=[1]

Da =¢ eine Kongruenzrelation ist, sind diese Verkniipfungen
wohldefiniert und es gilt 1 = [T] und [¢] - [¢] = [¢ A ).

—



Proposition 17

Sei ¢ eine Aussage, sodass alle in ¢ enthaltenen Aussagevariablen

in ® enthalten sind. Dann gilt:

Fecop < Lo(®)EFEox=T



Beweis (von Proposition 17)

"=":Sei 0 : & — Form(®)/ =c eine beliebige Abbildung und
p: ® — Form(®) eine Abbildung, sodass 0(p) = [p(p)].

Fer Konstruktion ist p eine Substitution. ’%?‘.—_—

Fiir eine Aussage w bezeichne p__z die Aussage, die durch

Anwenden von p auf die Aussagenvariablen in v entsteht. Die

Gleichung A(p) = [p(p)] ist fiir p € ® trivialerweise erfillt.
Unter der Annahme, dass 5(1#! :)[p(w)] fur alle Aussagen 1 gilt,
die in hdchstens n Schritten aus ® ableitbar sind, gilt nun:

(i) O(=¢0) = —0(¢0) = —[p(¢0)] = [r(¢0)] = [p(—¢0)]

(i) 0(o1 Lo2) = 0(en) + O(¢2) éw[p(qbl)]?’[lpi@ﬂ
= [p(01) V p(#2)] = [p(¢1 V ¢2)

Hierbei bezeichnen ¢g, ¢1 und ¢o Aussagen, die in hochstens n
Schritten aus ® ableitbar sind. Damit gilt (1) = [p(v)] fiir alle
Aussagen v, die in n+1 Schritten aus ® ableitbar sind.



Beweis (Fortsetzung)

Die Menge der Tautologien ist unter universeller Substitution

abgeschlossen. Daher gilt:

H = = < T ist Tautologi
co cp(cé), p() ist Tautologie



Beweis (Fortsetzung

) e (fcﬁ\ﬁﬁzjjzw'tﬁ

"«<": Es E;Lte Lc(®) F ¢~ T. Angenommen, ¢ ware keine
Tautologie| d.h. ¢ «» T bzw. [¢] # [T].

Definiere . ; & — Form(®)/ =c, p— [p].

Analog zum vorangegangenen Teil des Beweises folgt Z(qb@[w].

Damit erhalten wir i(¢) = [¢] # [T] = (T ), woraus
"
Lo(P) ¥ ¢~ T folgt. #



Abstrakte Boolesche Algebren

Definition 18
Sei 2l = (A, +, —,0) eine Algebra vom Typ Bool, wobei die
— > T
Operationen - und 1 wie gewohnt definiert sind. [ wird boolesche
Algebra genannt, wenn folgende Bedingungen fiir x,y, z € A erfillt

sind.

+:V A q-b:-("“""‘&
Kommutativitat X+y=y+x X y=y-'x
Assoziativitat x+(y+z)=(x+y)+z x-(y-z)=(x-y) z
Neutrales Element x40 = x x-1=x
Inverses Element x+(—x)=1 x-(=x)=0
Distributivgesetze x4+ (y-z)=(x+y) - (x+2) x-(y+2z)=(x-y)+(x-2)



Proposition 19

Es gelten folgende Enthaltensrelationen:

(i) 2eBA
(i) Set € BA
(i) Lc(P) € BA



Beweis (von Proposition 19)
Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen der Eigenschaften einer
booleschen Algebra; hier am Beispiel der Lindenbaum-Tarski

Algebren.
Sei £c(P) eine beliebige Lindenbaum-Tarski Algebra und seien

o, 0, 7 € Form(®).

(0] + [¥] ‘—’/[cb Vil =[yV ¢]\§[¢] + [4]
[2]- Wl =lony] = nd]=[¥]-[4]
[Pl + (W1 + ) =[ev@vnl=UoVve)vr]=(¢]+[¥]) +[7]
(o] - ([¥]- [T = [ A (AT = (@ AY) ATl = (0] [¥]) - [7]
(o] +[L =0V L] =[¢]
[¢]-[T]=[pAT]=[4]
[¢] + (=[8]) = [¢V o] = [T]
[¢] - (=[0]) = [6 A —0] = [L]
[l + (W] - [T =[eVv (AT =1 VY)A(pV T = (0] + [¥]) - ([¢] + [7])
(0] (W1 +[T) =[o A (@ VT =end)V(eAT)=([¢][¥]) + ([4] - [7])
O



Theorem 20
Sei ¢ eine Aussage. Dann gilt Fc ¢ iff BAFp~T.



Beweis (Fortsetzung)

"=": Es ist zu lberpriifen, ob die Regeln des Kalkiils des

natiirlichen SchlieBens in der Struktur BA giiltig sind.
Seien ¢, und v Aussagen. v

Einfiihrung von Disjunktion:

¢Vl =[]+ [¥] =[T]+ [¥] = [T]
Beseitigung von Disjunktion:
(e V) VA =[((=) A (=) VAl = [(md) VAl - [(=¥) VAl = [T] - [T] = [T]
Einfiihrung der Negation:
[~ = [ A (¥ V)] = [~ A] + [~d A =] =[T]
Beseitigung der Negation:
[6A—d] =[¢] - [~¢] =0=[L]



Beweis (Fortsetzung)

"«": Da alle Lindenbaum-Tarski Algebren nach Proposition 19

boolesche Algebren sind, gilt mit Proposition 17 insbesondere:

BAFE¢~T = Lc(P)FodxT < Fco
—————— i




Darstellungssatz fiir boolesche Algebren

Theorem 21 (Darstellungssatz fiir boolesche Algebren)

Jede boolesche Algebra ist isomorph zu einer Mengenalgebra.



Korollar 22

Sei ¢ eine Aussage, so gilt:

Fco iff Fco

r_'g_.dé.—-—'-)rﬁ@/



Beweis (zu Korollar 22)

Aus Theorem 20 folgtz;;b@ BAEo=T.

Da nach Proposition 19 alle Mengenalgebren insbesondere

boolesche Algebren sind, erhalten wir

BAFEo~T = SetFo~T <= Fco.

Ebenso ist aus TheorMnt, dassFoc o SetE o~ T
gilt. -
Mit dem Darstellungssatz sind alle booleschen Algebren isomorph
zu einer Mengenalgebra, weshalb

SetF¢p~T = BAFE¢ox=T = Fco.




