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Mathematische Stochastik

Erginzungen zu 6.4: Das Maf}-Integral (Fortsetzung)

Satz v.d. mon. Konv. (s.0): f, € F, 0< fu * f = limy, [ f, du = [lim, f, dp.
Beweis: (a) 0< f, < fop1 <f = [fudu<[fnr1du<J f du = Beh. mit , <.
(b) Z.z. 1.5.>fgdu Vg € F% g < f. Idee: g wird gestutzt.

gn:=cglp mit c<1, B,:={w:cg(w) < fn(w)} = B,TQ

() =0 () =0 /£ (w) > 0= cg(w) < f() = 3fy.. ]

= 18.> fudu>J fulp,dp>cf glp,dut™ cf glodp.

= 1.8.>c[gduVe<1, dann ct1, W mitg=Ya;14.

Lemmav. Fatou: f,eF, f,>0 = [(liminf f,)du < liminf [ f, du, entspr.
fn<0: f(limsup f,)dp>limsup [ f, du. Merke: [(inf f,)du < [inf] [ f.dp.
Bevveis:kli_glo leglz fn::ligngk, ng:>fli]£n gkd,u:lilgnfrilrgc f"d“ghzﬁn,iél% [ fndp.
Varianten zu M.K.u.L.v.F.: f, >—gmit ¢>0, p-int., Bew. mit f,:=f,—g.

Majorisierte Konv.: f, e F, f,— f, | fo| <9, g p-int. = lim/ f,du= [ lim f,dpu.
Beweis: limsup [ f,du < [limsup f, du=[liminff, du <liminf [ f, du, = ,,=".
Schreibweise: [4 fdu = [f14du, 2.B. [iop fdA.

Definition: (a) N € A mit u(N) = 0 heift p-Nullmenge (Nullmenge).

(b) R p-f.s. (R gilt p-fast sicher) :& {we: R(w) gilt nicht} C N mit p(N)=0.
Beisp.: f=g p-fs., f =g p-fs., auch f=g [u], f=g p-a.e. (almost everywhere).
Folgerungen: (a) u(N)=0= [y fdu=0. (b) f=gu-fs.= [fdu=[gdu.
(c) f>0, Jfdu=0 = f=0pu-fs. (d) f p-integr.:< [f du endl. = fendl p-fs.
(e) fygu-int., [4 fdu=fagduVAEA = f=guts.

Bem.: Bei ,,Mon.Konv.“, ,L.v.Fatou“ ,,Maj.Konv.*“ geniigen Vorauss. mit u-f.s.
p-Dichten: Satz: (2, A, u), f,9€F, f>0=v:A—v(A):=[4 f du ist e. Mal
und fgdv=[g fdu (*), falls 1.S. 0.1.S. ex.. Beweis (*): 1.g=14n.Def.; 2. gelem.
Def.: (a) f (wie oben) heifit u-Dichte von v. (b) p.(A):=|A| : Zdhlmaf.
Folg.: Falls v o-endlich, dann ist f u-f.s. eindeutig bestimmt [nach Folg. (e)].
Spezialfall: P mit Z-Dichte f: Qabz., u,(A):=|A| = P(A)=/4 fdu,=%4 f(w).
Trafo-Formel: (Q, A, u) > (Y, A, 1X) % (R, B) = fg(X)dp = fgdp® (ex.?)
Anwend. auf Eg(X), EX: (a) Eg(X)=/g(X)dP=[gdPX [=[g(z) P*(dz)].
(b) PX habe u-Dichte f%: Eg(X)=/gdPX=[g fXdu[=/g(z) fX(z) u(dz)].
(c) PX habe Z-/p,-Dichte f*: Eg(X)=/gdP%=/g f¥dpa=recqr g(z) fX(z).
(d) PX habe R-/A-Dichte fX: Eg(X)=[gdP*=[g fX d\=[g(z) fX(z) dz.




