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Mathematische Stochastik

Erginzungen zu 5.1

A1l Nachtrag: Empirische Verteilung/Verteilungsfunktion

Die empirische Verteilung eines Datensatzes x = (z1,...,2,) ist die relative

Haufigkeit der z;. Sie hat die Z-Dichte fX(z):= 15", 1(z;), z € Q,

und die Verteilungsfunktion F*(z) := LS Yoo (zi), z € R.

A2 Nachtrag: Mafidefinierende Funktion (mdF)

Eine mafldefinierende Funktion ist eine isotone, r.s.stetige Abb. F' : R —IR.

Sie erzeugt durch u((a,b]) = F(b)—F(a) ein Mafl p mit p((—n,n]) < oo Vn.

Die Zuordnung ist bis auf eine additive Konstante bei F' eindeutig.

B Messbare Abbildungen (Ergidnzungen zu Folgerung 5.1, s. z.B. B/N § 16)

Begriffe: Zufallsvariable, Urbildfunktion X ~!(A’) := {X € A'}, Messbarkeit.

Definition 5.4: (©2,.A), (€, A") seien Messrdume. Eine Abbildung f:Q —

heifit A-A'-messbar (kurz: messbar), falls f~}(A)CA (f1(A)eAVA eA).

Folg. 5.1(f): Mit f: Q2 — ', g: Q" — Q" ist auch go f: Q@ — Q" messbar.

Satz: f: Q — Q' ist A-A'-messbar mit A'=A(&') & f71(&) C A

Beweis: ,<“: A := {A'c A" : f~1(A') € A} ist o-Algebra mit £&'C A = A=A’

(Good-Sets-Principle) = f ist messbar, ,,=“: wg. &’ C A’, alternativ iiber

Hilfssdtze: (a) f~1(A') := {f1(4"), A’ € A'} ist o-Algebra iiber Q (Urbild).

(b) {A C Q' : f Y (A) € A} ist o-Algebra iiber Q' (max. A').
(c) Aa(f~HE) = 1 (Aa(E)) (Urbild «» Erzeugung).

Satz: Sind O, O’ die offenen Mengen in Q, ', A = A(O0), A" = A(O') und ist
f:Q — Q) stetig, dann ist f auch messbar. (Speziell Q = R¥, Q' = IR")
Beweis: Bei stetigen Abbildungen ist das Urbild offener Mengen offen.

Bemerkung: f ist stiickweise stetig < f = Y7, frla, mit Ay € A, fi stetig.

Satz: Mit f; : Q — R, i=1,...,nist auch f := (f1,..., fn) : 2 = R" messbar.
Beweis (n=2): f~((a1,b1] X (ag,b2]) = fi*((a1, 1)) N £ ((az, ba)).

Beweis Folg. 5.1(d): f+g=ho(f,g) mit h(z,y) : =z + y (stetig), u.s.w..

Satz: f: Q — R ist messbar < {f > a} € A Va € R, ebenso fir >, <, <.

Beweis Folg. 5.1 (e): f, messbar = {f, <a} € AVa e R
= {sup,, fn < a} =N, {fn < a} € A= sup, f, messbar,
inf,, f, = —sup,,(—fn), lim, f, = limsup, f, = inf,(supgs, fr)-

C Erweiterung von IR zu IR

,Erweitert reellwertige“ Funktionen. f:Q — R :={—oo} URR U {o0}.
Die Borel-g-Algebra iiber R ist B := A(G; U {oc0}).
Nicht definiert ist: oo — 00, —00 + 00, 00/ + 00, —00/ £ 0.




