Lineare Darstellungen von Symmetrischen
Gruppen

150 232 (Holtkamp) 2st., Mi 12.00-14.00, NA 2/24
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Beispiel 1. Freies Monoid tiber Alphabet X

Beispiel 2. 57, 5,5, 55, ...

Satz 1. (Bijektion zw. Partitionen von n und Konjugationsklassen von S,,)

Satz 2. (ky=...)
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Beispiel 3. Triviale Darstellung, Sgn-Darstellung,
Standard-Darstellung von S,

Beispiel 4. Linksrequlire Darstellung ...



Wiederholung;:
C|n], VR mit Basis n als S,,-Modul: Standarddarstellung von S,
C[S,] Reguldre Darstellung von S,,.

Definition. Sei V' ein G-Modul.

FEin Untermodul W von V' (auch G-invarianter Unterraum genannt) ist
ein Unterraum W mit gw € W fiir allew e W C V. g € G.

Bezeichnung: W <V

Beispiel 5. Die trivialen G-Untermoduln sind W =V und W = {0}.
Betrachtet man die (definierende oder) Standarddarstellung von S, (s.o0.),
so ist W = C[1 + 2 + ... + n] ein eindimensionaler Unterraum, der invariant
ist unter der Aktion von S,. Firn > 2 ist {0} # W # V', also W nichttrivialer
Sp-Untermodul. (Allerdings ist W eine Kopie der trivialen Darstellung.)
[Analoges Beispiel: W = C[)_ g | < regulire Darstellung]

Sei W = C[Y_ s, sgn(m)7]. Dann ist W < C[S,] die sgn-Darstellung (man
multipliziere ) g sgn(m)m mit sgn(o)o ).
Z.B. Ss, zugehirige Matrizdarstellung: (1,2) — (—1), usw.

Definition.

Fin G-Modul V' # 0 (bzw. die zugehdrige Darstellung) heifit einfach oder
irreduzibel, wenn V' keine nichttrivialen Untermoduln hat. Andernfalls heifst er
reduzibel.

Der G-Modul V- # 0 (bzw. die zugehiorige Darstellung) heifit halbeinfach oder
vollstindig reduzibel, wenn V' geschrieben werden kann als direkte Summe
WO W g ... W® von irreduziblen G-Untermoduln, k > 1.

Es gilt:

Der Modul V ist genau dann reduzibel, wenn es eine Basis B gibt, fiir die alle
Matrizen d(g), g € G, von der Form (6‘ g) sind, wobei alle A = A(g) nichtleere
quadratische Matrizen mit fester Groe < dim V' (unabhéngig von g), ebenso alle

B, C.

Denn: (“nur dann“)Man ergénze die Basis wy, ..., wy des nichttrivialen Un-
termoduls zu Basis B von V' und erhilt die gewiinschte Form aufgrund der G-
Invarianz. Umgekehrt findet man sofort den nichttrivialen G-Untermodul W =
Cley, ..., ex), wenn k die GroBe der A(g) ist. O

Klar: V = U @& W direkte Summe von G-Untermoduln genau dann, wenn es

eine Basis B gibt, fiir die alle Matrizen d(g), g € G, von der Form (64 159) sind.



Beispiel 6. Sei W = C[1 + 2 + 3] der (oben betrachtete) Untermodul der Stan-
darddarstellung von Ss. Man erginzt zur Basis 1 + 2 + 3,2,3 von V = C[3]. Nun
ist (1,2)(14+2+43)=1+2+3,(1,2)2=(1+2+3)—2—3, (1,2)3 =3, also

1 1 0
d((1,2))=({0 -1 0
0 -1 1
10 1 1 00
Weiterhin d((1,3)) = [0 1 —11],d((2,3))=(0 0 1|, usw.
00 -1 010
FEs ist C[3] = C[1 4 2 + 3] @ C[2, 3] als Vektorraum aber nicht als S3-Modul,

da C[2,3] kein S3-Modul (2.B. (1,2)2 ¢ C[2,3]).

Lemma 1. Sei V ein G-Modul, W ein G-Untermodul, und (.,.) ein G-invariantes
Skalarprodukt (d.h. {gv, gw) = (v,w)). Dann ist auch W+ ={v €V : (v,w) =0
fir alle w € W} ein G-Untermodul.

Denn: Fiir u € W+, {gu,w) = (g tgu, g7 'w) = (u, g7 w) = 0, da g7'w €
W. O

Nun ist fir C[3] durch (i, j) := ¢;; ein invariantes Skalarprodukt gegeben (da
Ox(i)m(y) = 0ij fiir alle Bijektionen 7).

Es ist C[1+2+3]l :{V:A11+)\22+/\33 . >\1+)\2+)\3:O}

Deshalb ist (z.B.) C[3] =C[1 +2+ 3] & C[2 — 1,3 — 1] als S3-Modul.

Die zugehorigen Matrizen sind:

1 0 0 1 0 0
d(1,2)=|0 =1 =1],d(1,3)=10 1 0 |,
0 0 1 0 -1 —1
1 0 0
d((1,2,3)= [0 —1 —1], usw.
0 1 0

Satz 3. (Maschke)
Sei G endliche Gruppe. Dann ist jede Darstellung von G mit Grad > 0
vollstindig reduzibel.

(Gilt auch, wenn C ersetzt wird durch Kéorper K mit char K kein Teiler von
Gl.)

Beweis: Sei V ein G-Modul. Zu zeigen V =W® g WP & ... & WH* Summe
von irreduziblen G-Untermoduln.

Induktion iiber n = dim V. Eindimendsionale Darstellungen sind irreduzibel,
V =W, Sei nun n > 1 und V reduzibel.

1) Sei vq,...,v, eine Basis von V. Es gibt ein Skalarprodukt auf V' mit
(vi,vj) = 6;; (i.a. nicht G-invariant).

Es wird durch (v,w)" =3 _.(gv,gw) ein G-invariantes Skalarprodukt defi-
niert (denn: (hv,hw)" =3 ._ o (fv, fw) = (v, w)").
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2) Da V reduzibel existiert ein nichttrivialer G-Untermodul W, und V =
W & Wt als G-Modul mit W+ = {v € V : (v,w) = 0 fiir alle w € W}.
Nach Induktion sind W und W+ vollstindig reduzibel und V ist Summe von
irreduziblen G-Untermoduln. O

Zusatz: Haben auch bewiesen, dass fiir jeden G-Modul V' ein G-invariantes
Skalarprodukt existiert. Somit existiert ON-Basis von V fiir die jede Matrix der

—t

Matrixdarstellung unitér ist, d.h. d(g~') = d(g)
Aufgaben der Darstellungstheorie:
* Zerlege gegebene Darstellungen in irreduzible.

* Klassiﬁ_ziere alle irreduziblen Darstellungen
(bis auf Aquivalenz, d.h.Isomorphie von G-Moduln)

Definition. Sei H < G (d.h. H Untergruppe von G ). Elemente tq,ts, ..., ty in
G heiflen Transversal fir H, wenn H := {t1H, ....,ty H} eine Zerlequng von G in
(Links-)Restklassen bzgl. H ist.

Es gilt:
Seien H < G Gruppen, tq, ...,t; Transversal.
Es ist C[H| = C[t1 H, ..., ty H] ein G-Modul (Restklassen-Darstellung) mit

glatiH + ..+ et H) = cigti H + ... + gt H.

Ist speziell H = G, so ist C[H]| = C die triviale Darstellung.
Ist H = {1¢}, so ist C[H] = C|[G] die linksregulére Darstellung.
Bew.: (klar).

Beispiel 7. In G = S5 betrachten wir die Untergruppe
H = 5({2,3}) x S({1}) = {id, (2,3)}.
Dann ist H .= {H,(1,2)H,(1,3)H} (gegeben durch) ein Transversal.
Wieder berechnet man d((1,2)) indem man (1,2) auf die 3 Basiselemente von
C[H] anwendet, und erhdlt:
010
1 0 0] [allgemein wieder die Standard-Darstellung von Ss].
0 01

Es gibt eine Aquivalenz 0 : C[H] — C[1,2, 3] (Standard-Darstellung); [siehe
unten/
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Lemma 2. (Schur) Sei 0 # 60 : V. — W Homomorphismus von G-Moduln, und
sei V' irreduzibel. Dann ist O(V') irreduzibel und 0 : V- — (V') ist Isomorphismus
W =0(V), falls auch W irreduzibel].
Speziell (K = C): Die Endomorphismenalgebra End(V') ist {c-idy : ¢ € C}.
(Ist also d eine irreduzible Matrizdarstellung, so sind alle Matrizen T', die mit
allen d(g) kommutieren, von der Form ¢ - 1,,xm, m = dimd.)

Beweis:

1) Nach Voraussetzung ist ker 6 nicht ganz V', also ker = 0, da V' irreduzibel.

2) Da C algebraisch abgeschlossen, gibt es einen Eigenwert ¢ von 6, d.h. 0 #
ker(6 — cidy). Da V irreduzibel, muss ker(f — cidy) = V, also 6 = cidy sein. [

Definition.

Sind VOV, .., V& (bis auf Isomorphie) alle G-Untermoduln von V., paarweise
nicht dquivalent, so schreiben wir V= m VW @ ... @mV® (anstatt VO @ ... @
Vg  oV® g . o V®.) Diem; heifen Multiplizititen.

Es gilt:

dP 0
_ g 2) _

Ist d = dVed® = ("
aquivalenter Matrixdarstellungen der Dimensionen ry, o, so sind Matrizen T, die

mit allen d(g) kommutieren, immer von der Form

e ]-r XT 0
T = 1XT1
( 0 Co - 1r2><7’2)

Denn: aus T'd(g) = d(g)T folgt fir T = (

direkte Summe zweier irreduzibler nicht-

Ty Tio
Ty To
Mit dem Lemma von Schur folgt die Behauptung.

) dass Tyyd = dOT,,.

Analog:

Das Zentrum Zg,q(vy (d.h. die Endomorphismen, die mit allen Endomorphis-
men von V' kommutieren) ist isomorph zur Algebra der k x k-Diagonalmatrizen
(k = Anzahl der V@ in der Definition).
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3 Tableaux und Tabloide

Auf Z x Z ist eine Halbordnung <7 r~ (“Poset“-Struktur: reflexiv, antisymme-
trisch, transitiv, aber nicht notwendigerweise immer a < b oder b < @) und eine
vollsténdige Ordnung — definiert:

1,7) < kl):<= i<kundj <l
YAY/
(i,7) = (k,l) : <= i >k oder (i =k und 5 <1).

Definition.

Sei R enliche Teilmenge von Z X Z, Dann heifst R zusammen mit den Be-
schrinkungen —gr und < von — und <77 auf R eine Gestalt (bzw. Form)
mn 2 X 2.

Zwei Gestalten R, R’ heiflen isomorph, wenn es eine Bijektion R — R’ gibt
mat

r<py <= ¥ <py undr —py &= ' —>py

Matrizen-artige Notation (Ferrer-Diagramm):
in Zeile i, Spalte j zeichne Zelle (Kreis, Késtchen,...), wenn (i, j) € R.
[ N N J
[ J [ J
Keine Anfangskoordinate nétig, denn fiir jedes z € Z x Z ist die Abbildung
+z: (21, 22) — (21 + 21, T2 + 29) ordnungserhaltende Bijektion.

Fiir feste Zelle z, < y fiir alle y, die schwach (d.h. gleiche Spalte erlaubt)
rechts von und (zusétzlich) schwach unter x liegen.

Weiterhin ist x — y fiir alle y, die schwach iiber x liegen und, wenn sie in der
gleichen Zeile liegen, auch schwach rechts von x liegen.

Es gilt:

Sei A F n. Dann ist R(\) := {(i,7) e NxN:i<nund j < \} konvex bzgl.
<77 d.h. mit z, 2z € R ist auch jedes y mit + <y < zin R.

Ist eine Gestalt R konvex bzgl. < ~ so heiit R Rahmen.

Wenn \ weitere Partition, so ist auch R(A\A) := R(\)\R(\) Rahmen.
Jeder Rahmen ist isomorph zu einem Rahmen der Form R(A\\;).

Ubung: (Rahmen, alle neun 3-elementigen)
L

-0o0, ..
° )

Ist A = n (Zerlegung), so ist R(\) ebenso definiert (aber kein Rahmen).
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Definition.

Ein (verallgemeinertes) R-Tableau dber N ist eine Gestalt R zusammen
mit einer Abbildung R — N (d.h. einer Beschriftung der Kdstchen des Ferrer-
Diagramms mit Zahlen aus N, Wiederholungen erlaubt); ein R-Young-Tableau ist
eine Gestalt R zusammen mit einer Bijektion R — n (wobei n = |R|).

Ist t Tableau, so wird der Eintrag an der Stelle (i,7) auch mit t;; bezeichnet.

Sei R eine Gestalt, |R| = n. Dann gibt es genau eine monotone (d.h. ord-
nungserhaltende) Bijektion tg : (n, <) — (R, —).
Dem entspricht die kanonische Numerierung (Zeile fiir Zeile, von unten links
beginnend):
X X X
X X
345
1 2
Sei w ein Wort iiber dem Alphabet N.

Definition.

Wenn w = a o g ist fiir eine monotone Abbildung o : (R, <7 7) — (N, <)
mat:

a(z) < aly), wenn v # y,v <z 7 y,y — x, dann heifft w (oder das zu-
gehorige Tableau) Standard Tableau der Gestalt R.

Ist zusditzlich w = 7 ein Element von S,, (mit |R| =n), so heifft 7 Standard
Young Tableau der Gestalt R. Die Bedingung lautet dann, dass die Bijektion
T o LI_%l : R — n ordnungserhaltend ist bzgl. <7 7 (bzw. <).

Beispiel 8. Standard Young Tableaux zu
TTT
T x
Man tragt die Werte w(1), w(2), ... entsprechend der kanonischen Numerierung
in R ein. Ordnungserhaltend heif$t, dass fir jede Zelle sowohl alle Eintrdge in
folgenden Zeilen grofier sind und ebenso alle Fintrdge rechts in der gleichen Zeile.
123 124
4 5, 3 5

18/
2 5

23/
1 5
Also ist {45123,35124,25134, 15234} die Menge der zugehirigen Worte.
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