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Wichtige Satze und Definitionen zu
§6: Endliche Korper
aus der Vorlesung:

LV-NR 150 239
Veranstaltung Diskrete Mathematik II, 4.0 std
Dozent Holtkamp, R.

6.1

K sei Korper, 1x # 0. Seiord; (1) € NU{oo} die Ordnung von 1 in der additiven Gruppe (K,+).
Dann nennt man

0 sordy (1g) =00

char (K) := {

ordy (1g) : sonst
die Charakteristik von K.

Beispiele
char (Q) = char (R) = 0, char (Z/pZ) = p.

Satz 1 (Charakteristik)
Ist n = char (K) # 0, so ist n Primzahl in N.

6.2

a) Eine bijektive Abbildung ¢ : K — K’ von Korpern heiffit (Kéorper-)Isomorphismus genau dann,
wenn ¢ (a+b) =@ (a) +¢(b), p(a-b) =¢(a) ¢ () Vabe K
b) K = K' < 3 Isomorphismus ¢ : K — K’

c) F C K heifit Teilkérper von K <= Y a,b€ F ista+b, a—b, a-b und a™! auch in F

Satz 2 (Primkérper)
K sei Korper.

(i) Wenn char (K) = 0, so gibt es einen zu Q isomorphen Teilkérper von K und K ist ein Q-Vektorraum.

(ii) Wenn char (K) = p, p Primzahl, so gibt es einen zu Z/pZ isomorphen Teilkorper P von K und K
ist ein (Z/pZ)-Vektorraum. P heifst auch Primkorper von K.

(iii) Ist K endlicher Korper, so ist char (K) = p prim und 3 n mit #K = p" (genauer n = dimy/,z K).

Beispiel
Gibt es Korper mit 4,6,8,9,10,12,14 oder 15 Elementen? Nein fir 6,10,12,14 und 15!

Ubung 1

Es sei V ein K-VR, E = {v1,...,v,} CV und U = {3 _, \jv;}. Ist E K-linear unabhingig, so ist E
K-VR Basis von U mit dimU = r (Spezialfall dimV = r: E ist Basis von V).

Ist E K-linear unabhdingig und r < dim (V) =: n < oo, so existiert K-Basis B von V mit E C B.

Fiir jedes endliche Erzeugendensystem E von V' kann man eine Teilmenge B C E finden, die Basis ist
(Auswahlsatz).
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Beispiele

a) K = Z)2Z, V = K3 = (Z/22)%, E = {v1,v3} mit v— (1,1,1), vy = (1,0,1). E ist K-linear
unabhdngig.
U ={0,v1,v2,v1 +v2 = (0,1,0)} ist K-UVR von V mit dimU = 2.
Seivy €V, v3 €U etwavs = (1,1,0) = B :={vy,vs,v3} ist K-Basis von V. Weil B linear
unabhéngig ist, ist der UVR U’ der von B erzeugt wird 3-dimensional, #U' = 23 = #V, also
U =yV.

b) K=2/32,V = K3, E = {v,v}, v1 = (1,1,1), va = (1,0,1), K-linear unabhingig. Erginze 2u
Basis von V. mit

vy & Kvy + Kvy = {0,v1,v2,(0,1,0), (0, —1,0), (=1,—1,-1),(=1,0,—1) , (=1,1,—1) , (1, —1,1)}.

Ubung 2
Es sei K =7/3%Z. Sei U :={f € K[z]: grad (f) <4, f(1)=f"(1) =0}.
Dann ist U = {(m —1)?-h | grad (h(z)) < 2}.

Satz 3 (Minimalpolynom)
Es sei K endlicher Korper, charK = p # 0, P = {n-1x | 0 <n < p} der Primkorper von K und es sei
a € K. Dann gibt es genau ein normiertes Polynom g, € P [z] mit

ga - Plal ={f € P[] | f(a) =0}

Weiter gilt: g, ist irreduzibel in P [x].
Ist U der von {ai |ie NO} erzeugte P-UVR von K, so gilt:
U ist Teilkérper von K, dimp (U) = grad (¢94), U = P [z] /ga - P [z].

6.3
Man nennt g, das Minimalpolynom von a diber P.

Beispiel
Ista € P Z/pZ, so ist das Minimalpolynom von a iber P gegeben durch g, (x) =x —a € P [z].

Ubung 3
Essei P=7/2Z, f =x*+x+1¢€ K [z]. Dann ist K = P x| /f - P[z] Korper, denn 2* + x + 1 € P [z]
ist irreduzibel.

dimp (K) =4 = #K=2"=16

Ist a die Restklasse von x in K, so ist f gerade das Minimalpolynom g, von a dber P. {1,a,a2,a3} ist
P-VR-Basis von K. Es ist ord (a) = 15, da # (K*) = 15 und a® # 1 # a°.

6.4
Ein Kérper E der einen Korper K als Teilkorper enthdlt, heifit auch Korpererweiterung von K.

Satz 4 (Zerfallungskérper)
K sei Korper, f € K [z], f normiert mit grad (f) =n >1 = 3 Korpererweiterung E von K mit
=1l (x—X) und \; € EV i, d.h. fist in F [z] ein Produkt von Linearfaktoren.

Beispiel
K=7/27, f=2*+2+1€K|z], E=K [z]/ (2 + z+ 1) - K [z]. Bezeichnet a € E die Restklasse von
x, s0ist f(a) =0, f(a+1)=0, f=(z—a)(x—(a+1)).
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Ist h(z) =2* — 2 € K [z] so ist
hz)=z(z—-1)(z—a)(xz—(a+1))
= (332—95) (:102+x+1)
h zerfallt also in E [x] in Linearfaktoren.
Satz 5 (Fpn)
p sei Primzahl, n € N>,

—>  Es gibt bis auf Isomorphie genau einen Kérper K mit p™ Elementen.
Er wird oft mit Fpn oder GF (p™) bezeichnet (Galois Field).

Satz 6 (Teilk6rper von Fn)
Seine N, n>1.

(i) Ist F Teilkdrper von Fyn, so ist #F = p™ und m|n.

(ii) Ist m € N gegeben mit mn, so existiert genau ein Teilkérper F' von K der p™ Elemente hat
(F = Fpm)-

Beispiel
Fas enthdalt als (echte) Teilkorper Fo = Z /27, Faz, Fos.
Forg enthdlt als (echte) Teilkorper Fo, Faz, Fos.

Bemerkung 6.1

Ist p prim, n € N>1, P = Z/pZ, so existiert ein irreduzibles Polynom f in P [z] vom Grad n.

Sind f, f irreduzible Polynome in P [x] von Grad n, so folgt, dass K = P[z] /fP [z] isomorph zu K =
Pla]/f-Pla], N

d.h. es existiert a € K mit der Eigenschaft: das Minimalpolynom von a tber P ist f.

o Fy =Fy[2]/(2? + 2+ 1)Fa[z], Fo = Z/2Z
o Fs=Fyz]/ (2®+ 2+ 1)Fs[z]
o Fig=Fala]/ (2" +a+1)Fz[z]

Ubung 4

K =7/5Z, f = 2* — 2, f ist irreduzibel. Sei a die Restklasse von x in A= K [z]/f - K [z]. Da a® = 2,
ist f das Minimalpolynom g, (x) von a iber K.

Sei c=2a — 1. Was ist g. (z)?

Man berechnet die (ersten) Potenzen von c:

d=1,ct=c=2a-1 *=a-1
Die Potenzen ¢, ct,c? sind linear abhingig (c® + Aict + Xoc® = 0):
(a—1)4+2-(2a—1)—2=0

d.h. ge(c) = 0 mit g.(z) = 2% + 22 — 2. Es ist g. das Minimalpolynom von c, da es kein Polynom von
Grad 1 gibt, das c als Nullstelle hat.
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Satz 7 (Satz vom primitiven Element)
K sei endlicher Korper, #K = p". = die Einheitengruppe K* von K ist eine zyklische Gruppe,
dh.3a€ K* mitord(a) =p" -1, K* ={a’ [0 < i <p"}.





