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Blatt 4

Ubung 4.1 (14242 Punkte)
(a) Beweisen Sie, dass ([0, 1] II [2, 3])1~2 homéomorph zu [0, 2] ist.

(b) Definiere eine Aquivalenzreaktion auf (R, To,¢) durch  ~ y genau dann wenn x —y €
Q. Beschreiben Sie R/ ...

(¢) Betrachte die Aquivalenzrelation ~ auf einem reguliren Achteck A, die die Seiten wie
auf dem Bild identifiziert.

b1 = bl

aq 9

Skizziere einen Unterraum von R?, der homdomorph zu A/. ist. (Aussagekriftige
Skizzen sind ausreichend, es ist nicht notwendig, im Detail zu priifen, dass ein Homoo-

morphismus vorliegt.)

Ubung 4.2 (3 Punkte)

Es sei (X;, Tx, )ier eine Familie topologischer Rédume.
Zeigen Sie, dass das topologische Produkt X := II;c;X; genau dann Hausdorff ist, wenn
jeder der Faktoren (X;, Tx,) Hausdorff ist.
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Ubung 4.3 (2414341 Punkte)

Es sei wie zuvor (X;, Tx, )ics eine Familie topologischer Réume. Wir nehmen an, dass die
Topologien Ty, nicht indiskret sind. Auf der Menge X = [[,.;
Topologie, indem wir fiir eine Basis den “naiven” Produktansatz

X, definieren wir eine

Bpox = { [[ Ui | Ui € Tx,}

iel
verwenden.

(a) Uberzeugen sie sich, dass Bpoy die Basis einer Topologie auf X ist. Diese Topologie
wird als Boxtopologie Tpox auf X bezeichnet. Zeigen Sie, dass Tpox feiner ist als die
Produkttopologie Tx, und dass Tgox = 7Tx genau dann, wenn die Indexmenge [
endlich ist.

(b) Wir nehmen nun an, dass die Indexmenge I nicht endlich ist. Uberlegen Sie sich,
dass die Projektionsabbildung pr;: (X, Tox) — (Xi, Tx;) fiir jedes ¢ € I stetig ist,
und zeigen Sie, dass (X, Tpox) nicht die universelle Eigenschaft der Initialtopologie
beziiglich dieser Abbildungen erfiillt.

(c) Es sei nun I = N und X,, = R fiir alle n € N. Also ist X = [[,cyR die Menge der
reellen Folgen. Es sei X+ =[], cyRs0 C X die Menge der positiven reellen Folgen,
wobei Rsg C R die Menge der positiven reellen Zahlen ist. Bezeichne mit 0 € X das
Element von X mit 0,, = 0 fiir alle n € N.

Zeigen Sie, dass 0 im Abschluss von X T liegt, sowohl beziiglich Tgex, als auch beziiglich
Tx. Finden Sie eine Folge in (X, Tx), deren Folgenglieder aus X sind, und die in
Tx die gegen 0 konvergiert, aber nicht in Tgox.

(d) * Beweisen Sie, dass es keine Folge in X gibt, die in (X, Tpox) gegen 0 € X konver-
giert, und folgern Sie, dass (X, Tpox) nicht das erste Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt.

Ubung 4.4 (243 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass (S')" eine Mannigfaltigkeit ist.

(b) Zeigen Sie, dass RP"™ eine Mannigfaltigkeit ist.

Abgabetermin ist die Vorlesung am 12.11.2019.

Die Punktzahl der Aufgaben entspricht nur sehr ungefihr ihrer Schwierigkeit. Insbesondere
sind Aufgaben mit Sternchen zum Vergniigen da. Sie sind moglicherweise schwieriger als
andere Fragen, aber Thre Punktzahl wird kaum leiden, wenn Sie die Aufgabe nicht 16sen.



