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Blatt 13

Ubung 13.1 (4 Punkte)

Betrachten Sie fiir jedes ¢t € R die folgende Matrix:

2 2 2
5 5 6

Mi=|4 t—6 0|eM(Gx3R).
—3 7-2t 8
1 -1 1

Bestimmen Sie den Rang von M; fiir jeden Wert von t.

Ubung 13.2 (4 Punkte)

1. Zeigen Sie, dass die Vektoren (by, ..., by,) genau dann eine Basis von K" bilden, wenn
der Rang der Matrix mit Spalten b; gleich n ist.

5 1 1 4
—4 -1 1
2. Priifen Sie, ob , 3 , , eine Basis von R? ist.
3 5 1 6
-2 -1 -1 -1

Ubung 13.3 (5 Punkte)

Seien u,v,w € R3. Zeigen Sie, dass fiir das Vektorprodukt x und das Skalarprodukt . die
folgenden Gleichungen gelten.

1. ux (vxw)=(uvw)v— (uv)w
2. (vxw).(vxw)=(v)(ww)— (v.w)(v.w)
3. |Ju x v|| = [|u]| - ||v]| sin(a), wobei v € [0, 7] die reelle Zahl ist, die cos(a) = Tl
erfiillt.
Ubung 13.4 (6 Punkte)

1. Wir betrachten den R-Untervektorraum V = {A | A = —AT} € M (3 x 3,R). Finden
Sie eine Basis (z1,...,2,) fiir V und bestimmen Sie die Dimension n.
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2. Fiir zwei Matrizen A, B € M (3 x 3,R) definieren wir [A,B] = A- B — B - A. Zeigen
Sie, dass fir A, B € V auch [A4, B] € V gilt.

3. Berechnen Sie [z;,z;| fiir Ihre Basisvektoren. (Sie kénnen Ihre Basis aus 1. noch
einmal abéndern, um Thre Rechnungen zu vereinfachen.) Zeigen Sie zuerst, dass Sie

. .. .. -1
nicht n? Rechnungen ausfithren miissen, sondern nur %

4. Finden Sie eine Vektorrauminjektion f : R® — V, sodass f(z xy) = [f(z), f(y)] gilt.

Ubung 13.5 (1 Punkt)

* In dieser Aufgabe leiten wir das Zornsche Lemma aus dem Auswahlaxiom her. Sei also
ein nichtleere, partiell geordnete Menge X gegeben, in der jede Kette eine obere Schranke
hat. Wir miissen zeigen, dass X ein maximales Element hat. Fiir jeede Kette y betrachten
wir die Menge g von oberen Schranken, die nicht selbst Element von y sind. Mit dem
Auswahlaxiom suchen wir fiir jede nichtleere Menge der Form § ein Element f(j) € X
aus. Insbesondere ist f(7) eine obere Schranke fiir y. Wir nennen eine Kette y eine f-Kette,
wenn y # () und fiir jede Teilmenge z C y mit 2Ny # () gilt, dass f(2) minimal in 2Ny ist.

e Zeigen Sie, dass eine f-Kette existiert.

e Zeigen Sie, dass fiir jede f-Kette y gilt: Wenn z C y und 2Ny = (), dann ist 2 = 4.

e Zeigen Sie, dass fiir jede nichtleere f-Kette gilt, dass y' = yU f() auch eine f-Kette
ist.

e Zeigen Sie, dass fiir zwei f-Ketten y, z eine ein Anfangssegment der anderen ist. Es
heiflit y Anfangssegment von z wenn y C z und jedes Element in z das kleiner gleich
einem Element von y ist, ist auch in y.

e Zeigen Sie, dass die Vereinigung w der Menge aller f-Ketten in X total geordnet
und selbst eine f-Kette ist.

e Leiten Sie das Zornsche Lemma her, indem Sie zeigen, dass w ein maximales Element
hat, dass auch maximales Element von X ist.

Abgabetermin ist die Vorlesung am 29.1.2024.
Begriinden Sie all Thre Antworten!

Geben Sie bitte zu zweit ab und achten darauf, dass jede*r ungefihr die Hélfte der Auf-
gaben aufschreibt, also mindestens 8 Punkte.

Die Punktzahl der Aufgaben entspricht nur ungefihr ihrer Schwierigkeit. Insbesondere
sind Aufgaben mit Sternchen zum Vergniigen da. Sie sind moglicherweise schwieriger als
andere Fragen, aber Thre Punktzahl wird kaum leiden, wenn Sie die Aufgabe nicht 16sen.



