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1 Modellierung

Nach Pinnau [18] geschieht die Modellierung eines realen Problems in Form einer Kaskade, bei der jede
Stufe mehrere Schritte umfasst. Jede Stufe der Kaskade steht dabei fiir die Komplexitéit des gegenwiértigen
Modells, wobei die Kaskade von einfachen zu komplexen Modellen fithren und jede Stufe wiederum zum
besseren Verstédndnis des realen Problems beitragen sollte. In jeder Stufe der Kaskade sind die folgenden
Schritte auszufiihren.

1.
2.

® N e ovos W

Verstehe das Problem

Diskutiere mogliche mathematische Methoden

Formuliere ein mathematisches Modell

Lose das mathematische Modell entweder analytisch oder numerisch

Interpretiere die Losung

Validiere die Losung durch Vergleich mit dem Ausgangsproblem

Verfeinere eventuell das mathematische Modell < néchste Stufe der Kaskade und gehe nach 2.

Présentiere die Ergebnisse

Im Folgenden werden Facetten dieses Vorgehens am Beispiel der Modellierung von Stoff- oder Tempera-
turtransport erldutert. Es stellt sich heraus, da} die mathematischen Modelle i.A. nicht analytisch gelGst
werden koénnen und deshalb numerische Methoden zur Losung verwendet werden sollten. Numerische
Methoden zur nédherungsweisen Losung von Transportphdnomenen stellen daher den Schwerpunkt dieses
Skriptums dar.

1.1 Diffusion und Transport

Im Folgenden wird die Modellbildung fiir

e Ausbreitung eines Gases in der Atmosphire,

e Ausbreitung einer Substanz im Lésungsmittel und/oder

e Ausbreitung von Temperatur

durchgefiihrt. Grundlage fiir das mathematische Modell sind hier Bilanzen. Der Ausgangspunkt ist dabei
das Prinzip der Massenerhaltung. In einem Volumenelement gilt:
Die zeitliche Anderung der Masse einer Substanz ergibt sich aus

1
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)
)
)
)

der in Quellen erzeugten Masse,
der in Senken vernichteten Masse,
der durch die Oberfliche des Volumenelements eintretenden Masse,

der durch die Oberfliche des Volumenelements austretenden Masse.



Bezeichne
v(t,z) [%] die Geschwindigkeit des Stoffes am Ort x zur Zeit t,

p(t,z) [£4] dessen Dichte .

Dann heif3t .

wltoa) = vft.o) plta) [ 2L ] w = §§,

Teilchenstromdichte.
Zur Beschreibung von iii) und iv) betrachte ein Volumenelement um x zur Zeit ¢. Das Volumen des

hinten

oben

rechts

links

/
4 unten

vorne

Abbildung 1: Volumenelement, F% links, F% rechts, F% vorne, F% hinten, Fé unten, F% oben

Elements ist gegeben durch
AV = A:lengxg;

wahrend des Zeitraums At tritt durch
F die Masse wi(t, x1 — 2 Az, 20, 13) AL|FY|
Fy die Masse  wa(t,z1, 22 — 3Aws, z3)At|F; |
Fj die Masse ws(t, 1,22, w3 — 3 Aws) At|Fy |

in das Volumenelement ein, analog durch die gegeniiberliegenden Fléchen Masse aus. Fiir die Massenénde-
rung im Volumenelement gilt demnach

Am® = Amqi+ Amso + Amg,
Ami = [wi(t,-,xi — %A{El,) —U)Z(t,,.’L‘Z+%A{I?Z,)]At{|Fll|+|Fl2|}/2,
in erster Ndherung also
Am; = —0,w;i(t, z)AtAV,
Ame® = —divyw(t, z)AtAV.

Zur Modellierung enthalte das Volumenelement jetzt zusitzlich Quellen und/oder Senken mit Quelldich-
ten

kg

—], k=1,...,K.
m38]7 ) )

Qk[



Die im Ort gemittelte Quelldichte ist dann

1 K
¢=1 D4
j=1

Wihrend des Zeitraums At wird demnach am Ort x die Masse
t+AL
q(s,r)ds = q(t,z)At

t

erzeugt, im Volumenelement in erster Ndherung also die Masse
Am® = q(t, z) AtAV.
Zusammengefafit ergibt die Massenbilanz
(1) [—divew(t, z) + q(t, )] AtAV = Am® + Am? =: Am.
Andererseits ist
Masse = Dichte x Volumen ( Energie = Temperatur x Volumen),

oder

@) Am = 3 [p(t+ At,z) — 6(t, x)]ptAV
= pi(t, x) AtAV.

Insgesamt ergibt sich aus (1) und (2)
(3) pe(t,x) = =divyw(t, x) + q(t, z),

und damit ein Zusammenhang zwischen zeitlicher Dichteinderung und Teilchenstromdichte. Es fehlt noch
ein Zusammenhang zwischen Teilchenstromdichte und Dichte. Dazu zerlege zunéchst die Teilchenstrom-
dichte geméf

w(t,z) = wp(t,x) + wp(t, x)

in einen Diffusionsstromdichteanteil wp und einen Transportstromdichteanteil wr. Fiir Diffusionsstrome
postuliere

[F1] Diffusionsstrome flieflen in Richtung des grofiten Konzentrationsgefélles und sind in ihrer Stérke
proportional zur Konzentrationsdifferenz.

Dieses ist das 1. Fick’sche Gesetz. In Formeln
wD(ta (E) = _K(t7 :E)pr(t, .’E),

so dafl mit (3)
pi(t, x) = divy (K (¢, ) Vep(t, z)) — divywr(t, z) + q(t, )

erhalten wird. Die Matrix K = K (t, z) heifit Diffusionskoeffizient. Mit

(4) wr(t,z) = vr(t,x)p(t, x)

ergibt sich

(5) pi(t,x) = divy (K (t, 2)Vep(t,x)) — vp(t, 2)Vaep(t, ) — p(t, v)diveor(t, ) + q(t, x).
Zur vollstandigen Beschreibung fehlen noch die

e Vorgabe der Dichte zu Beginn des Prozesses,



e Beschreibung des Verhaltens der Dichte auf der Berandung des Behéltnisses, in welchem der Prozef
stattfindet.

Bezeichnet Q das Behiiltnis, so ist (5) zu ergiinzen nach

pe(t,x) = divy(K(t,2)Vep(t,x)) — vp(t,z)Vep(t, z)—
p(t, z)divop(t, ) + q(t, x) in QT
(6) _ ~ T
RW(p)(t,x) = r(t,x) in (092)
p(0, z) = po(x) in Q,

wobei QT := (0,T) x 2, 9QT analog. Im Folgenden werden Effekte vernachlissigt, welche durch Eigen-
bewegung des Stoffes induziert werden.

1.2 Spezialfille und Modellierung des Randverhaltens

Wirmeleitungs- oder Diffusionsgleichung
Dabei ist
K(t,z) =K =1,up =0,9g=0.

Es ergibt sich

pe(t, x) = Agp(t,z) in QT
(7) RW(p)(t,x) = r(tx) in 0QT
p(0,x) = po(x) in Q.

Temperatur- oder Konzentrationsvorgabe auf dem Rand vorgeschrieben:

(8) RW(p)(t,z) = p(t,x) =1 (t,x), (t,x) € ()T
Temperatur- bzw. Konzentrationsverlauf durch die Berandung ist vorgeschrieben:
(9) RW (p)(T,z) = Oyp(t,x) = ra(t,z), (t,x) € (0Q)T.

Temperatur- bzw. Konzentrationsverlauf durch die Berandung ist proportional zur vorhandenen Tempe-
ratur/Konzentration:

(10) RW (p)(t, x) = dpp(t, ) + ap(t,x) = r3(t, ), (t,x) € (OQ)".
Behiltnis verhélt sich wie ein schwarzer Strahler gem&fl dem Boltzmann’schen Gesetz:
(1) RW (p)(t,2) = Byp(t, @) + ap(t,a)* = ra(t,2), (t,2) € (99)T.

Konvektions - Diffusionsgleichung
Dabei ist der Diffusionskoeffizient gegeben durch

K(t,x)=¢e>0vp(t,x) =vr (= divyor =0), ¢ =0.

Es ergibt sich

pe(t, ) = eAyp(t,r) —vrVep(t,z) in (Q)T
(12) RW(p)(t,x) = r(t,x) auf (9Q)T
p(0, ) = po(x) in Q

mit Randwerten wie in (8) bis (11).

Diese Gleichung trigt dem Umstand Rechnung, dafl sich etwa bei einem chemischen Prozef Diffusion
und Transport auf verschiedenen Skalen abspielen (0 < € < |vp|), d.h., die Diffusionsgeschwindigkeit
ist wesentlich geringer als die Stromungsgeschwindigkeit des Mediums. Diesem Umstand mufl bei der



numerischen Diskretisierung Rechnung getragen werden.

Konvektion - Diffusion mit Advektion
Hier ist wie oben
K(t,z)=e>0, vp(t,x) =vr,

aber
alt,2) = q(p(t,2)) = alt,2)p(t,7) , alt,7) = a

d.h., die Quelldichte ist proportional zur vorhandenen Konzentration. Es ergibt sich

Diffusion  Konvektion Advektion

——— —
(13) pt(t, x) = eAup(t,x) —vrVep(t,z)+ ap(t,z) in (Q)T
RW(p)(t,x) = r(t,x) auf (092)T
p(0,z) = po(x) in Q.

Beim gestorten Gelfand Problem (Ziindung in einem Festkorperbrennstoff) ist, siehe auch Kapitel 5.
K(t,z) =K, vp =0

und
q(t, ) = q(p(t, x)) = 5(t,x)e’ ) | §(t,2) =6 > 0.

d.h., die Quelldichte hidngt von der Konzentration ab und die von der Quelle erzeugte Konzentration ist
proportional zur nderung der von der Quelle erzeugten Konzentration. In Formeln

a%q(p) ~ q(p)-

Damit ergibt sich

pi(t, o) = KAgp(t,z)+ 6er®®) in (Q)7T
(14) RW(p)(t,x) = r(tx) in (0)T
p(0,x) = po(x) in Q.

Hierbei handelt es sich um ein stark nichtlineares Problem, das in Kapitel 5 wieder aufgegriffen wird. Z.B.
kann mit diesem Modell ansatzweise der chemische Ablauf erklirt werden, der zur Challenger-Katastrophe
fiithrte.
Transportgleichung
Hier ist

K(t,z) =0, divyop(t,x)=0.

Damit ergibt sich

pi(t, ) = —urVep(t,a) +q(t,z) in (Q)7
(15) RW(p)(t,x) = r(t,x) auf (0)T
p(0,x) = po(x) in Q.

Im Allgemeinen hat es keinen Sinn, bei dem Transportproblem (15) Randwerte auf den ganzen Rand des
Gebietes vorzuschreiben, denn betrachte

pe(t, ) +vps(t,z) =0, p(0,2) = po().
Die eindeutige Losung dieser Gleichung ist gegeben durch
plt,) = pol — vt).

Sei jetzt 2 := (0,1) und
p(t,0) =0, p(t,1)=1.



Dann ist notwendigerweise
po(—vt) = 0 Vt>0,
po(l—wt) = 1 Vit>0,

woraus zur Zeit t = % der Widerspruch
1=po(0)=0

folgt. Zudem miiite die Anfangsbedingung zu den Randwerten kompatibel sein.

1.3 Modellierung von Verkehrsfluf3

Das Verkehrsaufkommen auf einer einspurigen Landstrafie kann mit den Uberlegungen des Kapitels 1.1
modelliert werden, und zwar wie folgt.
Bezeichnen

p(t, ) Fahrzeugdichte (Anzahl Autos/Kilometer Strafe)

q(t, z) Fahrzeugstrom (Anzahl Autos/Stunde)
[a,b] Abschnitt Strafie (Strecke von Punkt a bis Punkt b)
tl, tg At= t2 — tl Zeitraum,

so gilt
b

# Fahrzeuge in [a, b] zur Zeit ¢ = /p(tm)da:.
a

b
Sind nun f p(t1, x)dx und f p(ta, x)dx verschieden, so miissen entweder Autos bei a den Streckenabschnitt

erreichen oder bei b Verlassen Weil die # Fahrzeuge, die bei a die Strecke [a,b] im Zeitraum zwischen ¢;
to
und t, erreichen = f q(t,a)dt ist und die # Fahrzeuge, die bei b die Strecke [a,b] im Zeitraum zwischen
t1
ta
t1 und to verlassen = [q(¢,b)dt, kann dieser Sachverhalt in Formeln wie folgt ausgedriickt werden:
t1

b to

/p(tg,x) — p(t1, x)dx /q(t, a) — q(t,b)dt

a t1

Differenz # Autos zu den Autos rein bei a minus
verschiedenen Zeitpunkten bei x Autos raus bei b
Diese Relation liefert
b 1 to b
(t p(t t —q(t
/p 27 17 )dl' — /q(?a) q(7 )dt
b—a tg—tl tg—tl b—a
t1
— pt(tl,a) (tgﬂtl,bﬂa) — —qm(tl,a) (tQHtl,bHa)

Die gewiinschte Erhaltungsgleichung ist in diesem Fall

(16) pt(twr) = _qgc(ta‘r)'

An dieser Stelle muf3 wieder ein phéanomenologischer Ansatz bemiiht werden, um g mit p in Beziehung
zu setzen. Als Ansatz dazu diene

q(t,x) = h(p(t,z))
und die folgende Beobachtung.



“Der Fahrzeugstrom ¢ erfihrt bei zunehmender Fahrzeugdichte p bei der Dichte p,, eine
Séttigung kg und nimmt fiir groBere Dichten ab.”

Als einfachen Ansatz fiir h wahle .
h(p) = =5(p = pm)* + ho.

Damit ergibt sich in (16) unter Verwendung von AW’en

pi(t,x) = (p(t,x) = pm)pa(t,z) = 0 in (2)7
p(0, ) = po(x) in QT
so daf} sich schliesslich mit der Transformation p = —(p — p,,) die Burgers Gleichung
a7) (o) samnttn) = 0 in (@)
p(0,z) = pm—po(r) inQ,

ergibt.
Allgemeine Modelle fiir die mathematische Beschreibung von Verkehrsflul fiihren auf kinetische Glei-
chungen der Form

(18) fi(t,,0) + ot @) falt, 2, 0) = C(f)(E @, v),

wobei f die Anzahl der Fahrzeuge bei x zur Zeit ¢ mit Geschwindigkeit v bezeichnet. Ist wieder p(t, z)
wieder die Fahrzeugdichte, so gilt

Umaz

p(t,x) = / f(t, z,v)dv.
0

C bezeichnet dabei den Interaktionsparameter, von welchem in der Modellierung angenommen wird, dafl
er sich aus einem Anteil zusammensetzt, welcher Bremsvorgéinge beschreibt, und aus einem Anteil, der
Beschleunigungsvorgénge modelliert, i. e.

(19) C(f) = B(f) + Alf).

Néheres hierzu ist zu finden in [21], download unter

http://www.mathematik.tu-darmstadt.de/ klar.

Weitere Beispiele fiir die Modellierung von Transportproblemen und allgemeinen hyperbolischer Erhal-
tungsgleichungen werden von Kroéner in [15] angegeben.

2 Numerische Behandlung von skalaren Erhaltungsgleichungen

In diesem Kapitel werden Schemata fiir Transportgleichungen in Erhaltungsform angegeben und hin-
sichtlich ihrer Eigenschaften untersucht. Ein Transportproblem liegt in Erhaltungsform vor, falls es in
der Form

pe(t,z) + hip(t,x))s = 0 in (0,00) xR
(20) { p(0, z) = po(z) nR

geschrieben werden kann.

2.1 Motivation und Herleitung konservativer Verfahren

Liegt eine Differentialgleichung vor, welche einen physikalischen Prozefl beschreibt, so sollte ein Verfah-
ren zur numerischen Simulation des Prozesses idealerweise alle dem beschriebenen System inherenten
physikalischen Eigenschaften reproduzieren. Ein solches Verfahren heifit dann konservativ.

Zur Herleitung konservativer numerischer Schemata fiir (20) wird die Erhaltungsgleichung in integraler

Form geschrieben. Dazu sei
V.= [t17t2] X [CL, b]


http://www.mathematik.tu-darmstadt.de/~klar

ein Testvolumen. Die Erhaltungsgleichung in integraler Form ergibt sich durch die Integration der Erhal-
tungsgleichung in (1.20) iiber V, i.e.:

to b to b
//pt(t,x)dxdt—k //h(p(t,a:))mdxdt =0,
t1 a t1 a

(vergl. Kapitel 1, Modellierung) was wiederum #quivalent zu

b to
(21) / plta,x) — pltr,a)de + / W(p(t.)) — h(p(ta))dt =0

ist. Um diese Identitét fiir die Konstruktion von numerischen Verfahren zu nutzen, werden die auftreten-
den Integranden numerisch approximiert. Dazu sei

t" =nAt, wz;=iAxr, neNy, i1€Z

wodurch auf (0,00) x R ein Gitter mit Zeitschrittweite At und Ortsauflosung Az definiert wird. Fiir

wobei .
Ty = (i — =)Axz, Tiy = (z—&—iAx),

ergibt sich in (21)

Tivd gt

[ otetio = peronds + [ bt ) - olt e =0
(22) - in

i-g

[1 12

Aus Kapitel 1 ist bekannt, dafl I; die Massenéinderung in [z;_ 1Tl | wihrend des Zeitraums At be-
schreibt, —I5 die Masse, welche wéhrend At iiber T 1 und z;, 1 ein- bzw. austritt. Mit anderen Worten:
(22) garantiert, daf die Masse erhalten bleibt. Um (22) numerisch zugénglich zu machen, bezeichnen p7
7,+2 tn+1
eine Approximation von 2= [ p(t",z)dz und gP eine Approximation von &; [ h(p(t,z;))dt.
175 tn
Definition 2.1. (Numerischer Fluf)
Sei g € C(R?) eine Funktion, mit welcher g 1 in der Form g (pl ) P; +1) geschrieben werden kann. Dann

heifit die Funktion g Numerischer Flu8. Eln Numerischer FluB heit konsistent mit der Erhaltungsglei-
chung (20): <~
g(u,u) = h(u) firalle w € R.

Numerische Fliisse modellieren den Transport iiber die Rénder numerischer Zellen.
Mit den obigen Setzungen wird unter Beriicksichtigung von (22) das Schema

At
n+l _ n _ _n
(23) P; P AJJ( H‘z gl_%)

zur numerischen Approximation einer Losung von (20) erhalten.
Die Definition der Konsistenz in Definition 2.1 motiviert sich wie folgt: Bezeichnet p(t, z) = pg die Losung
von (20) zu konstanten Anfangswerten (Nachweis, dafl mit konstanten Anfangswerten die Losung auch

tatséchlich konstant in Ort und Zeit ist!), so gilt

g?Jr (pzap7,+1) (p()ap())

10



Andererseits ist im Fall

At

1

9(plspiv1) = 57 /h(p(t,xi+%))dt
0
sicher auch
. At
8 = a7 [ Hlow) = hioo)
0

so dafl obige Definition von Konsistenz sinnvoll ist.
Da es sich bei der Definition von p}* und ¢ um Approximationen handelt, kann Definition 2.1 natiirlich
auch auf Vorschriften der Gestalt

(24) Pi o Pi = Az {9(91‘:%1 - gijél) +(1- 9)(9¢+% - gi,%)}

verallgemeinert werden, wobei 0 < © < 1. Fiir © = 0 heifit die Vorschrift explizit, fir 0 < © < 1
semi-implizit und fiir © = 1 implizit.
Daf} das Schema (24) tatséchlich konservativ ist, folgt aus

Z (gﬁ_% - g?_%) =0 (falls Summe existent),
i€z

was wiederum

Zp?“ = pr fiir alle n > 0

i€z i€
impliziert, Massenerhaltung der diskreten Grofie also.
Der Ausdruck

(25) o=~ (g2 y — i)

kann als Approximation von
h(p(t", z:))a,

angesehen werden.
Beispiele von numerischen Fliissen im Fall h(p) = p sind etwa

1. g(u,v) = u = Shr = = (pF—pr,)
2. gluw) = = Shr = A (pp —pp)
3. g(uv) = Iutv) = A = S (pP —pPy)-

Hilfsatz 2.2. (Konsistenz)
Sei p € C*(R x R) klassische Lésung von (20) und g € C?(R?) konsistenter Numerischer Fluf. Dann ist
das Verfahren (23) konsistent von erster Ordnung in Ort und Zeit, d.h., fiir den Abschneidefehler

n+1 n n o n n n
n pi = pp  9(pispiia) — 9(piy, pi')
26 t 2] 7At7A ==t
(26) r(t", zi, p x) At -

gilt
r(t", x;, p, At, Ax) = O(At + Ax) (At, Az — 0).

Dabei ist pf* := p(t"™, x;).
Beweis. Es wird gezeigt, dafl

piL+1 — p? g:ﬁr% B QZZ% n n
2 T () (7, 20)e + O] + | A

11



Sicher gilt
Pl = P ot i) At + O(|AL?),

womit die Konsistenz der Zeitableitung gesichert ist. Als néichstes schreibe

5 {H0) — h(oI0)} = (o)A + O (|AaP)

und driicke den Term auf der linken Seite durch die Funktion g aus (was ja wegen der Konsistenz des
Numerischen Flufles geht). Es ist

h(piy1) — h(pi_1) = 9(piy1, Pis1) — 9(pi—1, Pi1) =
9Pty Pi1) — 9(pi—1, pi1) + 9(pi1, piv1) — 9(Pi—1s Pi1) =
gl o) (P — i)+ D2g(pi1, i) (pia — pi1) + 0Py — PP l?) =
O19(p7,p7)+O(lp 1 —pT ) 029(p7,p7 ) +O(lp —p7_1 1)
O1g(p, i) (pity — piy) + Bag(pit, pi) (pityy — P 1) + O(|Azf?).

Weiter gilt

g (015 pic1) = 9 (0}, p7) + D29 (0} 07) (pites — £7) + O (IpEr — i)
und

g (pi1,08) =g (P}, p}) — D1g (07, ) (i = p1) + O (I} = pPal?)
so daf} schliesslich

9iv1 — 91 = 9P}, pia) — 9(pir, P}) =

S A) (s = P1) + 502900 ) (s — P11)—
S 0900 1) — 2900 1} (s — 200+ plLy) + O Aaf?) =
5 {(00) = B} + O(AT?) = 0,h(p!) A + O(| Az ).
Damit ergibt sich in (26)

(8", @i, p, At Ax) = py(", i) + h(p(t", x:))2 + O(|At] + |Az]),

und somit die Behauptung. O

2.2 Losungsbegriffe und numerische Konsequenzen

Wie Aufgabe 221 am Beispiel der Burgersgleichung (17) verdeutlicht, darf i. A. selbst bei beliebig
glatten Anfangswerten nicht mit einer im klassischen Sinn in (0,00) x R differenzierbaren Lésung von
(20) gerechnet werden. Lokal in der Zeit ist das anders, denn es gilt

Satz 2.3. (Lokale Existenz von glatten Losungen)
Sei h € C%(R), pg € C1(R) und py zudem gleichmiBig beschrinkt auf R. Dann gibt es ein Zeitintervall
[0,T] dergestalt, daB (20) eine Losung p € C1([0,7] x R) besitzt.

Beweis. [15, Lemma 2.1.2] O

Soll von globalen Losungen skalarer Erhaltungsgleichungen in der Zeit gesprochen werden kénnen, mufl
aufgrund der vorangestellten Bemerkung deren Losungsbegriff modifiziert werden.

Definition 2.4. (Schwache Losungen)
Sei pg € L>®(R) (d.h. Lebesgue-mefibar und beschrinkt). Dann heifit p schwache Losung von (20) genau
dann, wenn p € L (R* x R) gilt und

(27) //P@t + h(p)prdadt + /4,0(0, x)po(z)dz =0 fiir alle ¢ € C5°(]0, 00] x R)
R+ R R

erfillt ist.
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Dabei bezeichnet C5°([0, oo] x R) die Menge aller auf [0, 0] X R oo-oft differenzierbaren Funktionen mit
kompakten Trigern in [0, co] x R.

Da$ eine klassische Losung von (20)(das meint eine beschréinkte differenzierbare Losung) auch eine schwa-
che Losung ist, folgt unmittelbar mit partieller Integration. Schwache Lésungen von (20) diirfen allerdings
im Gegensatz zu klassischen Losungen auch Unstetigkeiten besitzen, welche allerdings nicht beliebig aus-
fallen(ausarten) diirfen. Zuldssige Unstetigkeiten werden durch die sogenannte Rankine-Hugoniot Bedin-
gung charakterisiert, die wie folgt formuliert werden kann.

Hilfsatz 2.5. (Rankine-Hugoniot Bedingung)
Sei p € L} (RT xR) und 7 : ¢t — (t,7(t)) eine hinreichend glatte Kurve, welche RT x R in zwei Teile M,
und My separiert. Ferner gelte

pr = ppr, €C'M), pr=pu, €C' (M)

und pr, und pg seien lokal klassische Losungen in M, bzw. Mg. Dann erfiillt p die Gleichung (27) fiir
alle ¢ € C§°(RT x R) dann und nur dann, wenn

(28) {pL(t, (1) — pr(t, (1)} ¥(t) = h(prL(t,¥(1))) — h(pr(t, (1)) Vt>0

giiltig ist. Liegt auf der Kurve «y eine Unstetigkeit vor, so heifit 4(¢) deren Ausbreitungsgeschwindig-
keit.

Beweis. Sei v die duflere Normale an My, (dann ist —v die dussere Normale an Mp!). Dann gilt fiir
¢ € C(RT x R) (beachte, dal dann ¢(0,z) = 0 gilt!)

0://p(t,:c)got(t,x)Jrh(p(t,x))gaac(t,x)d:cdt =: /+/

R+ R My, Mg

Nun ist mit Hilfe des Gauf’schen Satzes angewendet im Raum-Zeit Zylinder

/ prw: + h(pr)ps dedt = /[PL, h(pL)]'V (1,2 dadt =
My, My,

*/diV(t,x)[PL,h(PL)]t<Pdmdt+ / vipL, h(pr)]e dOm, = / viprL, h(pL)]e dOw,, -
My, oMy, oMy,

Analog (beachte, da8 v durch —v zu ersetzen ist!)

/ pr¢t + h(pr)pe dedt = — / v[pr, h(pr)]lp dOny, .
Mp OMp

Wegen v = C[1, —~']* fiir ein C' = C(t) > 0 folgt die Behauptung mit dem Variationslemma von Du-Bois
Reymond. 0

Schwache Losungen von (20) miissen durch ihre Anfangswerte nicht eindeutig festgelegt sein, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Beispiel Sei h(v) := %vQ. Dann entspricht (20) der Burgersgleichung. Als Anfangswerte wihle
(@) 0 =<0,
xTr) =
po 1 =2>0

und definiere die Funktionen

0 z<i,
up(t, ) ::{ | est
und
0 x<0,
us(t, z) = 7 05z <t
1 t<ea.
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Damit ist fir u; v(¢t) = %, 7/(t) = 3, wp erfiillt also Bedingung (28), die Anfangsbedingung und ist
deshalb eine schwache Losung. Die Funktion us ist eine stiickweise klassische Losung, welche fiir ¢ > 0
keine Spriinge besitzt. Auf den Knicklinien

{(t,z);2 =0} und {(t,z);z =1t} (¢t >0)
ist uo stetig und Bedingung (28) damit trivialerweise erfiillt. Beide Funktionen sind demnach schwache
Losungen. O

Frage: Welche Losung ist bei Mehrdeutigkeit auszuzeichnen?

Es soll die physikalische Losung ausgezeichnet werden. Dazu fithre Reibung in den durch (20) definierten
Transportprozel ein. Dann hat dieser zu einer gegebenen Anfangsbedingung unter realisitschen Bedin-
gungen an die Anfangswerte und an die Funktion h eine eindeutige Losung.

Was meint 'Reibung einfithren’? Betrachte dazu zu € > 0 das Anfangswertproblem

(20) { pe(t, ) — €pra(t,x) + R(p(t, ), = O in Rt xR

p(0,2) = po(x) R

Sei p© die eindeutige Losung von (29), wobei davon ausgegangen wird, dafl die Daten h und py Existenz
und Eindeutigkeit einer Losung von (29) gewihrleisten. Existiert jetzt

(30) hH(l] p(t,x) =: p*(t, ) fast iiberall in RT x R

und ist p* schwache Losung von (20), so heifit p* Viskositéitslésung, und genau diese sollen berechnet
werden.

Viskositétslosungen erfiillen die sogenannte Entropie-Bedingung. Zu deren Erlduterung sei S eine
glatte Kurve in RT x R, entlang welcher eine schwache Losung p von (20) eine Unstetigkeit besitze. Dann
erfiillt p die Entropie-Bedingung in (¢,z) € S genau dann, wenn in jedem Unstetigkeitspunkt (¢, z) mit

pL = lir%p(t,x —€), pr:i= lin%p(t,x +e)

und
_ h(pL) — hipr)
PL — PR
die Ungleichungskette
(31) W(pr) >s > W(pr)

erfiillt ist.
Eine Unstetigkeit, welche (28) und (31) erfiillt, heiit Schock.

Satz 2.6. (Eindeutigkeit von Entropielésungen)
Sei h € C2(R) und A" > 0 auf R. Erfiillen zwei schwache Lésungen (31), so sind sie gleich.

Beweis. [15, Theorem 2.1.] O

2.3 Geeignete und ungeeignete Verfahren

Zunichst wird anhand 3er Beispiele gezeigt, dafl, soll ein numerisches Verfahren die Viskositatslosung
reproduzieren, zentrale Differenzenquotienten zur Approximation des Terms h(p(t,z)), ungeeignet sind.

1 z>0
-1 x<0.
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1.) Sei h(p) := 1p? und

po() :



Der numerische Fluf} sei definiert durch
1
g(u,v) 1= 3 (h(w) + h()}

womit sich mittels (23) das numerische Verfahren

n At n n n At n n pn 1 -|—pn_1
P?—H =pP; — 29Ar {h(l)z’+1> - h(pi—l)} =pP; — E(pi—&-l - pi_l)%

ergibt. Damit ist aber

1 l‘iZO
pr = Vn >0
-1 xz; <0,

d.h., die Anfangsbedingung wird reproduziert. Diese erfiillt wegen
W(pr)=-1 < 0 < W(pr)=1

gerade nicht die Entropie-Bedingung (31).
2.) Sei g(u,v) = av, h(u) = au, a > 0, so daf die lineare Gleichung
pe(t,x) +apg(t,z) = 0 in R™ xR
p(0,2) = po(x) in R
vorliegt. Die exakte Losung ist durch
p(t,2) = pol — at)

gegeben. Mit oben definiertem numerischen Fluf ist (23) dquivalent zu

At
n+1
i = ot —ag (Pl — i),
woraus mit
Epi == pit1
nach kurzer Rechnung
At At \"
_ 1 — _a=—E 0
Pi ( + e “Ar ) Pi
" /n At\™ At _\"T™
= 1 _ —a—F 0
> (o) (1res) (oze) o
zn: n 14 At\™ A\ 0
= a— —a— ;
L= \m Az Az Pit(n—m)

erhalten wird. D.h., daf zur Berechnung von p(t", ;) nur Werte von pg rechts von z; Verwendung finden.

Ist dann z.B.
(@) 1, z<0
xTr) =
po 0, x>0,

so gilt

! ~ (n At\™ AL\
m=0

Dieses Verfahren scheint daher auch ungeeignet zu sein, weil es die exakte Losung nicht reproduziert. Das
liegt an der Verwendung vorwartsgenommener Differenzen fiir die Diskretisierung der Ortsableitung. Fiir
a < 0 und riickwértige Differenzen ergébe sich das gleiche Verhalten.
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3.) wie 2.) mit g(u,v) = au. Dann gilt mit

Lpi' := piy

n = (n A\ (AN,
P = Z <m> <1 —an> (an) Pi—(n—m)>

m—0

und das sieht verniinftig aus, weil jetzt die richtigen Werte zur Berechnung der Losung in der neuen
Zeitschicht herangezogen werden. Die Verfahrensvorschrift ist dabei durch

At
ntl _ n T (pn g
pi = P an (p1 pz—l)

gegeben. Dies’ ist gleichzeitig eine Approximation zweiter Ordnung an die Differentialgleichung

1 At
(32) pe(t,z) + apy(t, ) — Axia <1 - Ma) Pza(t,x) = 0.
Ist noch
A<
Ax ’

so stimmt diese Differentialgleichung mit der aus (29) fiir € := Aw%a( — %a) iiberein. Obiges Sche-

ma fithrt demnach kiinstlich Diffusion in den numerischen Prozess ein und berechnet daher eine nu-
merische Approximation an die ’'physikalische’ Losung. Der Vorzeichenbedingung werden wir bei Sta-
bilitdtsuntersuchungen wieder begegnen, und sie heiit Courant-Friedrichs-Lewy Bedingung, kurz
CFL-Bedingung. O

Die beiden Verfahren, die im Folgenden vorgestellt werden, liefern eine numerische Approximation an
die Viskositéts- bzw. Entropielosung von (20), indem sie kiinstlich Diffusion in das numerische System
einfiihren.

Verfahren 2.7. (Lax-Friedrichs Schema)
Der (konsistente) numerische Flufl

1 Ax
(%) g(u,0) 1= 5 {h(u) + (o)} + S (u—0)
definiert das Lax-Friedrichs Schema. Als Vorschrift:
At 1
n+1 n n n n n
(34) i = 0} = o {Pel) = (i)} + 5 (pis = 207 + pia) -

Die Idee bei diesem Verfahren ist es, riickwértige Differenzen als zentrale Differenzen + Diffusion zu

schreiben , d.h.
1 1
a; — oy = §(ai+1 —aj-1) — §(Oéi+1 — 20 + 1)
und diesen Sachverhalt auf die Diskretisierung des Transportterms h(p(t,z)), in (20) zu iibertragen.
Wie im vorangegangenen Beispiel gezeigt, wiirde die alleinige Wahl von zentralen Differenzen i.A. nicht
ausreichen, um die Viskositatslosung zu approximieren.
Aus dem vorangegangenen Beispiel motiviert sich auch das néchste Verfahren. Es verwendet Upwinding

und ist nach Enquist-Osher benannt.

Verfahren 2.8. (Enquist-Osher Schema, 1981)
Der konsistente numerische Fluf3

(35) g(u,v) == h™(u) +h~(v)

definiert das Enquist-Osher Schema [7]. Dabei ist

Rt (u) := h(0) —i—/max {W(s),0} ds, und h™(u) := /min{h’(s),O} ds.
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Unter Verwendung von (25) ergibt sich die Vorschrift

(36) pitt = pit - Ax {h*(07") = W (piy) + h™ (piea) = h™ ().}
Wie in Aufgabe 6.1 nachzulesen ist, stimmt dieses Verfahren fiir A(u) = au mit dem Upwind-Schema

At{ pr—pia , a>0

(37) P?H =pi — YAr

piyr—pi 5 a<0
iiberein. Die Idee in Vorschrift (36) ist es

h(p)s =~ L[ h(p}?) = h(pi-1), B >0, bzw.
T A | M) = hp?), <0

zu gewahrleisten. Weiterfithrendes findet sich in Kréner [15].

3 Numerische Behandlung elliptischer Differentialgleichungen

Losungen des Problems (6) heiflen stationére Losungen, falls sie unabhéngig von der Zeit sind. In diesem
Kapitel sollen gerade fiir diese Losungen numerische Berechnungsverfahren bereitgestellt werden. Wie
sich spéater herausstellen wird, werden diese Methoden auch niitzlich bei der numerischen Behandlung
zeitdiskretisierter zeitabhéngiger Probleme sein.

3.1 Exkurs fiir eindimensionale Probleme

Betrachtet wird zunéchst die Randwertaufgabe

—(kv')Y +au = ¢ inQ=(a,b)
(38) u(a) = «
u(b) = 0.
Ohne Einschrinkung kann hier « = § = 0 angenommen werden, denn die Funktion
b—x r—a
= — l l =
t=u—1 Ix) ab—a+5b—a

erfiillt (38) mit « =F=0und ¢ =q —al + k'l'.
Zunichst soll (38) mit der Methode der finiten Differenzen approximiert werden. Dazu sei

(39) a=x0<x] < ... < Ty <Tpy1 =25

ein Gitter iiber Q. Die Randwertaufgabe (38) liegt in Divergenzform vor und ist in einem noch zu spezifi-
zierenden Sinn selbstadjungiert. Eine geeignete numerische Diskretisierung von (38) sollte demnach eine
Systemmatrix erzeugen, die auch symmetrisch ist. Mit den Hilfsgitterpunkten x, 1i=ait % (z; + xig1),

Ti 1 =T — % (x; + 2;—1) wird das wie folgt gewéhrleistet.
Ry @) = o (kigul,, — kgl
(40) u’.+% = o (uip1 —ug) Differenzen bzgl. x
u;_% = ﬁ (Ui — ui,l) .
Mit (40) ergibt sich
: 1
—(k(zx)/ (z)), = v {—kii%ui,1 + (sz% +ki+%> u; _ki+%ui+1}~

Wird noch
¢i = q(z;) und a; = a(z;)
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gesetzt, ergibt sich fiir die Bestimmung von u das lineare Gleichungssystem
(41) Au=r

mit der Koeffizientenmatrix

[ k% +k% + a1 Az? —k% T
—ks ks +ks +asAz? —ks 0
2 2 2 2
(42) A= ’
0 —ky_y
L _kn—% kn—% + kn-i-% + anAz? ]
und der rechten Seite
Q1 k%a
qQ2 0
(43) r = Az? +
dn—1 0
qn kn—&-%ﬁ

Satz 3.1. (Regularitét von A)
Sei k(z) > 0 in (a,b), a(z) > 0 in (a,b). Dann ist die Matrix A regulér.

Beweis. Wegen k(z) > 0 und a(z) > 0 ist A irreduzibel diagonaldominant. Irreduzibel, weil Tridiago-
nalmatrix mit nichtverschwindenden Nicht-Diagonalelementen und strikt diagonaldominant in der ersten
Zeile. Nach [9, Satz 2.3.3] ist A regulér. Sieche dazu auch die Veranstaltung Numerische Mathematik I.

O

Eine Matrix heifit irreduzibel diagonaldominant, falls sie irreduzibel und diagonaldominant ist, wobei
in einer Zeile echte Diagonaldominanz vorliegen mufl. Eine Matrix A heifit irreduzibel, falls der ihr
zugeordnete gerichtete Graph stark zusammenhéngend ist.

Bemerkung 3.2. Ist k(z) > 0,a(x) > 0, so ist die Matrix A aus (42) offensichtlich strikt diagonaldomi-
nant und somit invertierbar.

Eine wichtige Rolle bei der qualitativen Untersuchung von Lésungen des Gleichungssystems (41) spielt
die Kondition der Matrix A. Diese ist durch

(44) cond(A) == [[A]l A7,
definiert, wobei || - || die einer Vektornorm | - | zugeordnete Matrixnorm bezeichne, i.e.
Ax
|A]| :=  sup [Az|

zER™,2#£0 |z .

Im Folgenden bezeichnen |-| immer die Euklidische Vektornorm oder Beitragsstriche, sofern nichts anderes
gesagt wird. Bezeichnen AA und Ar Stérungen der Daten in (41), so 148t sich der durch die Stérungen
in der Losung verursachte relative Fehler abschétzen;

|Aul cond(A) { [AA| A7 }
< + .

Wl = T cona() AT U TAL T

(45)

Dabei ist das gestorte Gleichungssystem durch
(A+AA)(u+Au) = r+Ar

gegeben und [[A71|| [[AA|| < 1 vorausgesetzt. Ist etwa AA = 0, so wird der relative Fehler in der rechten
Seite von (41) im schlimmsten Fall mit cond(A) verstirkt.
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Fiir regulidre symmetrische Matrizen A ist die Kondition (bzgl. der Euklidischen Norm) durch

max {|A(4)|, A Eigenwert von A}

4 d(4) = ’
(46) cond(4) = L TINA)], A Bigenwert von A}

Wird nun der in (41) enthaltene Diskretisierungsfehler von der Gréfienordnung O(Ax?) sein, ergibt sich
fiir den globalen Fehler Au

AAu = Az?Ar,
ergo,
1
(47) |Aul < A A2 A € — L Az?|Ar,
|/\min(A)|
wobei Ayip (4) := min{|A(A)| , A Eigenwert von A}. Sind jetzt k(xz) =k, a(z) = a konstant, so kénnen

die Eigenwerte von A direkt abgegeben werden.

Satz 3.3. (Eigenwerte einer Tridiagonalmatrix)

Sei
gy 0
B:=|, - N | € R
0 a p
mit -y > 0. Dann besitzt B die Eigenwerte
(48) Ai = B+ 2\/a7sign(«) cos nz—: T 1<i<n

und die Eigenvektoren v’ mit den Komponenten

4 b ity T
(49) v =(=)"2 Smn—l—l

2 Jl<i<nl<j<n

v

Beweis. [13, S.104] O
Mit diesem Satz ergibt sich fiir die Eigenwerte von A fiir b — a = 1 mit

a=v=—k, [=2k+ Az’

die Darstellung

(50) )\i(A):2k+Ax2a—2kcosL, 1<i<n,
n+1
in erster Naherung demnach fiir den kleinsten Eigenwert A i, (A) = A1(A)

M(A) = alA2? + kn? Az

Der absolute Fehler in (47) kann somit durch

(51) |Au| < r|.

1
—|A
a+ kn? |
abgeschétzt werden. Fiir kleine Fehler Ar bleibt demnach auch der absolute Fehler Au klein. Fiir die
Kondition von A gilt wegen Amax(A4) = A\, (A) = 4k

: 4k
cond(4) = km?2Az? 4+ aAz?’
Demnach lieferte (45) die Abschétzung
| A 4k |Ar|

<

(52) [u| = (k%2 +a)Az? |r|

(Az — 0).
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Andererseits gilt mit (51) aber auch

Ad 1 ] A
53 < e
(53) Wl = @t &) Jal 7]

und diese Abschiitzung ist nur dann pessimistisch, wenn der Quotient |r|/|u| grof} ist, also etwa in der
Terminology aus Kapitel 1, Quellen/Senken den Stofftransport oder den Wirmestrom durch Diffusion in
einer Groflenordnung beeinflussen, die kleiner als ihre eigene Quellstirke ist. Das ist allerdings unreali-
sitsch. Offenbar gilt

Merkregel 3.4. Das Gleichungssystem (41) ist beziiglich des absoluten Fehlers gut konditioniert, beziiglich
des relativen Fehlers nur in pathologischen Féllen schlecht.

In (38) sind natiirlich auch andere Randbedingungen méglich. Exemplarisch werde die Bedingung
(54) () = 0
untersucht und numerisch approximiert. Letzteres mittels der Differenzenapproximation

Un41 — Un

(55) W@np) =

Diese Approximation von (54) ist von erster Ordnung. Fiir die Matrix A in (42) ergibt sich eine Anderung
in der letzten Zeile, welche jetzt folgende Gestalt hat

[0, ...0, 7143”_%, kn_% + anAIQ].

Dariiberhinaus ist der letzte Eintrag von r in (43) gleich g,.
Es sei bemerkt, daf§ (55) auch dann noch von erster Ordnung ist, falls (54) durch

u'(b) =« a#0

ersetzt wird. Eine Analyse des Storungsverhaltens bzgl. der Randbedingungen kann jetzt wie oben durch-
gefiihrt werden. Als Resultat wird erhalten, daf§ kleine Storungen kleine Abweichungen in der Losung ver-
ursachen. Auch ergibt sich, daf§ es keinen Sinn macht, die Randbedingungen genauer zu approximieren
als den Differentialoperator. Dazu die

Merkregel 3.5. Ableitungen in den Randbedingungen sollten von der gleichen Ordnung approximiert
werden wie die Differentialgleichung.

Um eine Approximation von u'(b) = 0 von zweiter Ordnung zu erhalten, wird der Hilfsgitterpunkt
Tnt2 = Tnt1 + Az eingefiihrt und die Ableitung am Rand gemés

1

(56) O =Uu ($7,+1) = E

[un+2 - un]

approximiert. Die Differentialgleichung in (38) wird dann auch im Gitterpunkt z,1 gemifl

|
—(]C(.’L')U/(I>),ln+1 = A2 {_kn+%un + (kn+% + kn+%) Up+1 — k/’n+%un+2}

approximiert, wobei u, 12 mittels (56) substituiert wird. Fiir  # 0 wird entsprechend vorgegangen. von
erster Ordnung.
Zum Abschlufl dieser Sektion noch etwas zur stationéiren Konvektions-Diffusionsgleichung

—eu(x) +vu'(x) +au(z) = 0 in (0,1)
(57) u(0) = «
u(l) = B,

wobei v # 0,a > 0 vorausgesetzt wird und dariiberhinaus 0 < € << |v| gelten soll.
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Abbildung 2: Funktion u€ fiir verschiedene Werte von €

Ist etwa a =0, =0,0=1,v = —1, so ist die exakte Losung von (57) durch

(58) u(z)=(1—e¢)/(1—e7).

gegeben, siehe Fig. 2. Werden zur numerischen Approximation des konvektiven Terms zentrale Differenzen
verwendet, ergibt sich mit

D+ui = (ui+1 — ui)/Aa?

D_ui = (uz — ui_l)/Ax

DOU,Z‘ = (uz‘+1 - ui_l)/(ZAJU)
und

D™D 7w — D=0, wu=0, u,11 =1,

daf .

ue — 1-d  2e—Ax

R T 2+ Az

Es ergibt sich fiir das Losungsverhalten
i.) Oszillation, falls Az > 2¢,
ii.) nicht die gewiinschte Konvergenz, falls etwa e = Ax.

Im letzten Fall gilt

1
li € = 1li € =1--
im (@) = Jim v (O =1- 2
aber
lim u§ = g
Axz—0 L 3

Ursache dafiir ist das extreme Verhalten der Losung fiir ¢ — 0 , denn offensichtlich gilt punktweise

dmue={ g 125

Bei « = 0 ergibt sich eine sogenannte Grenzschicht, siehe Fig 2. Hinsichtlich der Ausbildung von Grenz-
schichten gilt fiir Aufgaben des Typs (57) die
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Merkregel 3.6. (Grenzschichten)
Ist w(z) >wvo >0, so bildet sich bei x =1 eine Grenzschicht aus,
Ist w(z) <wp <0, sobildet sich bei z =0 eine Grenzschicht aus.

Schon bei der numerischen Behandlung von Transportgleichungen wurde festgestellt, dafy zentrale Diffe-
renzen nicht ohne ZusatzmaBnahmen Verwendung finden sollten. So auch hier nicht.

Die oben aufgezeigten Eigenschaften schlagen sich auch in den Eigenschaften der Systemmatrix A zu (57)
nieder. Die i-te Zeile von A hat die Gestalt

€ V; 2€
Az?2  2Azx’ Ax?

Vi
+

€
0,...0, — _
’ ’ Az?2  2Azx

+ a;, , 0...0,
so dafl Diagonaldominanz nur fiir

Azx|v;| < 2efiir alle ¢

gewihrleistet werden kann. Diese Forderung ist sehr restrikitv. Werden hingegen fiir die Diskretisierung
von u’ die Differenzen

D", , v<0
(59) {D_ui , v>0

benutzt, so ergibt sich etwa fiir v > 0 als i-te Zeile der Matrix A

€ V4 2€ V;
+ - t+ai,

0.0, A2 Az’ A2 Ax

€
——_.0,...0,

Ax?
und damit Diagonaldominanz ohne Einschrinkung an Az. Auch haben Diagonal- und Nebendiagonal-
elemente verschiedene Vorzeichen mit negativen Nebendiagonalelementen. Dieses, zusammen mit der
irreduziblen Diagonaldominanz, liefert ein hinreichendes Kriterium fiir die numerische Stabilitdt des Dis-
kretisierungsverfahrens, weil die resultierende Systemmatrix dann eine M-Matrix ist.

Definition 3.7. (L- und M-Matrizen)
Sei A = (a;;)7;—;, € R"*". Dann heifit A
i) Lo-Matrix, falls a;; <0 fiir ¢ # j gilt,

il) L-Matrix, falls A Lo-Matrix und a;; > 0 gilt
iii) M-Matrix, falls A Lo-Matrix, A~ 'existiert und A= >0
gilt.
Den Zusammenhang zwischen L- und M-Matrizen stellt der folgende Satz her.

Satz 3.8. (L- und M-Matrizen)

Sei A L-Matrix und
i) strikt diagonaldominant oder

ii) irreduzibel diagonaldominant,
dann ist A eine M-Matrix.

Beweis. [17] O

Im Falle der Upwind Diskretisierung (59) wird demnach eine M-Matrix erhalten, weil A irreduzibel
diagonaldominant und L-Matrix ist, und zwar unabhéingig von der Wahl von Ax relativ zu e. Aus obigen
Beobachtungen leitet sich die folgende Merkregel ab.

Merkregel 3.9. (Numerik bei Transportdominanz)

Die Diskretisierung des Transportterms in einer Konvektions-Diffusionsgleichung vom Typ (57) sollte
nach den Anforderungen an die Diskretisierung der reduzierten Gleichung geschehen. Dabei ist die zu
(57) gehorende reduzierte Gleichung durch

(60) vu/(z) + au(z) =0 in (a,b)

gegeben.
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Nun kurz zur Konvergenz von Finite Differenzen Approximationen. Fiir solche Approxiamtionen kann die
exakte Losung v mit der numerischen Losung nur auf dem Gitter verglichen werden. Folgende Definition
macht demnach Sinn.

Definition 3.10. (Konvergenz von FD-Approximationen)
Ein Differenzenverfahren zur numerischen Losung von (38) oder (57) heifit konvergent (von der Ordnung
k) genau dann, wenn

(61) max (Ragu)(z;) — ui| — 0 (< cAz®)

fir Az — 0 gilt.

In dieser Definition bezeichnet Ra, die Restriktion auf das Gitter. Ra,u ist demnach ein n + 2-Vektor.
Hinreichend fiir die Konvergenz der FD-Approximation ist die Konsistenz des FD-Schemas, zusammen
mit der Stabilitdt des Verfahrens.

Es bezeichnen

(62) Lu:=—eu” + vu' + au

den zu (56) gehorenden Differentialoperator und Aa, = A die durch eine FD-Approximation entstandene
Systemmatrix, welche als Approximation des Differentialoperators L in (62) aufgefafit wird.

Definition 3.11. (Konsistenz und Stabilitét in der Maximumnorm)
Das FD-Verfahren heifit konsistent (von der Ordnung k), falls

(63) |Ane(Razt) — RagLtt|oe — 0 (< cAzk)
fiir Az — 0 gilt. Es heifit stabil (beziiglich der Matrixnorm), falls aus Aa,w = f die Abschiitzung

(64) [0]oo < €] floo

mit ¢ unabhingig von Ax folgt.

Offensichtlich sind die oben beschriebenen Differenzenschemata konsistent und stabil, wobei Stabiltéit aus
der M-Matrix Eigenschaft folgt. Denn es gilt der

Satz 3.12. (M-Kriterium)
Sei A eine Lp-Matrix. Dann ist A eine M-Matrix genau dann, wenn es einen Vektor e gibt mit Ae > 0.
Es gilt zudem die Abschétzung

A< 4
I Ih= ming (Ae)g

Beweis. [0, Satz 1.5] U

Aus Stabilitéit und Konsistenz folgt die Konvergenz der Differenzenschemata.

3.2 Poissongleichung in 2 Raumdimensionen

In (6) sei jetzt Q C IR? ein beschrinktes Gebiet, u sei eine zeitunabhiingige Funktion, k = diag(1,1),
vr = 0. Dann ist (6) dquivalent zu
—Au(z) = q(z) in Q
(65)
u(z) = r(z) auf 02

Diese Gleichung heifit Poisson’sches Randwertproblem mit Dirichlet Randbedingungen. Zunéchst
sei
Q:=(0,1) x (0,1).
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o o X
X X X
1

Abblldung 3: Gitter Qhk7 OZQhk, X:Qhk \Qhk

3.2.1 Finite Differenzen Approximation der Poisson Gleichung

Uber Q wird zu m,n € N mit h := — k::%geméﬁ
(66) Qpi = {(le,:c;), ah =ih,ad =gk, i=0,...,n+1, j:O,...,m+1}

ein Gitter definiert. Zu beachten sind die unterschiedlichen Skalen von x; und xo in Abb. 3.2.1.
Gleichung (65) besitze eine eindeutig bestimmte Losung. Mit

uij &~ u(xy, zh)

wird zunéchst der 5-Punkte-Stern zur numerischen Approximation von (65) verwendet. Dazu werden die
zweiten Ableitungen in die jeweiligen Koordinatenrichtungen mittels zweiter zentraler Finiter Differenzen
approximiert. Als diskretes Analogon zu (65) ergibt sich

—Uit1j + 2Ui5 — Ui—1j —Uij41 + 2U5 — Uij—1
_|_
h? 2
(67) . :
Uij = Ty 1=0n+1; j=1,...,m
j=0m+1:=1,...,n.

Sei ab jetzt h = k. Dann kann die erste Zeile in (67) in der Differenzensternformulierung priignanter
geschrieben werden als

Lo -1 o 000
(68) sz 14 —Lfun= | 010 |g
0 -1 0 00 0

Satz 3.13. Konsistenz des 5-Punkte Sterns
Sei u € C*(Q). Dann ist die Differenzenapproximation (68) der Poissongleichung (65) konsistent von
zweiter Ordnung.

Beweis. Aufgabe 6.8. (]

Bemerkung 3.14. In Satz 3.13 reicht auch u € C1(Q).
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Bei der numerischen Diskretisierung von (65) kann auch versucht werden, durch Hinzunahme weiterer
Gitterpunkte die Konsistenzordnung zu erhéhen. Werden dabei nur benachbarte Gitterpunkte bertick-
sichtigt, ist diese Strategie nicht von Erfolg gekrént.

Satz 3.15. (Konsistenz kompakter 9-Punkte-Sterne)
Sei u € C*(€2). Eine konsistente 9-Punkte-Diskretisierung von (64) ist von der Form

1 o r 4 0 0 O
(69) | T or T = 0 1 01|g
o r 4 0 0 O

mit p + 4r + 46 = 0,7 4+ 26 = —1 und besitzt die Ordnung 2, welche nicht verbessert werden kann.

Bei 9-Punkte Schemata kann folglich die Konsistenzordnung nur durch verfeinerte Diskretisierung der
rechten Seite ¢ erzielt werden. Dazu das

Beispiel Sei in (68) r = —%, b=—t=>p= %. Wird (69) durch

1 2 1
-1 -z 1 01 0
1 S 1
(70) ﬁ—%ﬂ—guhzﬁ181q
-5 ~3 ~% 010
ersetzt und ist u € C%(Q), so ist (70) konsistent von der Ordnung 4. O

Als néichstes wird die Systemmatrix des 5-Punkte-Sterns hergeleitet. Dazu werden die Unbekannten w;;
zeilenweise in der Form

(71) U1 U217 ... Upl U2 U22 ... Up2 ...Ulp U2np ... Upn.

angeordnet. Dann ist mit

I:=diag(—1,...,—1) € R™™",
und
4 -1
-1 0
T:.=
-1
0 -1 4

(67) dquivalent zu dem block-tridiagonalen Gleichungssystem

T 1
I . .0

= —

mit
1 1 1 1
R=|riu+ ﬁ(um + u10), 721 + ﬁum, <y Tn1 + ﬁ(unﬂl + Uno), 12 + ﬁuom cee

1 1
Tn2 + ﬁun—&-l% sy Tip T+ E(UJOn + Uln-{-l)a Ton + ﬁ U2n+1y-+ s Tnn T ﬁ(un—&-ln + Unn+1)

Dabei beachte man, dafl die Struktur der Matrix von der Numerierung der Punkte abhéngt.
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3.2.2 Neumann Randbedingungen

In (65) werden jetzt die Randbedingungen geiindert und Neumann Randbedingungen betrachtet:
—Au(z) = x) inQ

) @ = )
Ogu(x) = r(z) auf 0Q.

Hier bezeichnet n die d&ulere Normale an ©2. An ¢ und r muf} die Bedingung

(74) / o(z)dz — / r(2)ds = 0

Q o0

gestellt werden, denn mittels partieller Integration folgt

/Q(x) = —/Au(ac) = /&m(w) — /r(x)dS.
@ Q i)

o0
Die Losung u von (73) kann nicht eindeutig bestimmt sein, denn mit w ist auch u+ Konstante eine Losung
von (73).
Zur Diskretisierung von (73) wird der Laplaceoperator wie in (67) mittels des Differenzensterns (68)
diskretisiert. Die Approximation der Randbedingung in (73) geht dann wie folgt:

Up; — U1y = hTQj ] 1 n
- AR )
Un+1j — Un; = th+1j
(75)
’U,j() — Ujl = tho ] -1 "
=1,...,n.
Ujn4+1 — Ujn = h’/‘jn—&-l

Damit ergeben sich aus (67) und (76) zusammen n? + 4n Gleichungen fiir ebensoviele Unbekannte. Das
System ist allerdings nicht eindeutig 16sbar, da das homogene System nicht eindeutig losbar ist. Damit
ist es auch nicht fiir jede rechte Seite losbar. Es ist zu erwarten, daf fiir die diskretisierten Daten ¢;; und
ri; eine zu (74) analoge Beziehung zu gelten hat, wenn eindeutige Losbarkeit gewéhrleistet werden soll.
Zur Herleitung dieser Beziehung wird (74) mit Hilfe einfacher Quadratur ndherungsweise hingeschrieben:

S{Q(ﬂf)dﬂc ~ h Y qij

3,j=1
n
f —Au(x)da: ~ Z Ui—15 + Uit15 + Uijp1 + Ujj—1 — 4uij.
Q ij=1

Bei der Summation heben sich Summanden, die zu inneren Gitterpunkten korrespondieren, gegenseitig
auf. Umordnen in der letzten Summe ergibt schliesslich

—hrio _hrin+1
n ,—/ﬁ
f —Au(r) =~ Uil — U0 + Uin — Uintl
Q =1

n
+ Zl U1j = Uoj +Unj — Unt1y
ol N—— N————
—h’r’oj —h""n,+1,_7'
= —h X 1y
(%i,y;) €00

~ — [ r(x)ds.
89

Als diskretes Analogon zu (74) wird demnach

(76) h? Z gij +h Z ri; =0

i,j=1 (zi,y;)€0Q
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erhalten. Diese Identitéit wird nicht immer erfiillbar sein, fiir kleine Werte von h wird die linke Seite
allerdings gegen 0 konvergieren.

Um auch die Randbedingung von zweiter Ordnung zu approximieren, werden Hilfspunkte eingefiihrt. Sei
also 2 wieder das Einheitsquadrat. Dann wird das Gitter Qj;, gemiB der nachfolgenden Skizze ergéinzt.

X X X X
x Hilfspunkte

- Gitterpunkte

X X X X
X X X X

X X X X

Bei der Verwendung von zentralen Differenzen zur Approximation der Randableitung wird die Herleitung
von (76) damit allerdings ein wenig komplizierter.

Bemerkung 3.16. Werden die Daten ¢ und r in (74) geméfl

I?Jrh I}Jrh
1 o

9ij ‘= 7z f f q(l‘)dﬂf, )= 17"'7”
zf—h z%—h
i +5

rag = 3 [ r(@a})dat, l=0,n+1
zl_h
3 2
"c?—&-%

r; = 3 [ r(z},2?)da?, l=0,n+1

approximiert, so folgt (76) aus (74).

Der Nachweis der Konsistenz fiir die in (67) und (69) angegebenen Differenzenapproximation von Lisun-
gen zu (65) ist eine leichte Ubung. Die genannten Differenzenapproximationen sind auch stabil, d.h., die
Systemmatrix Ay, erfiillt

|4}, loe < C unabhiingig von h.

Diese Eigenschaft kann mit Hilfe diskreter Maximumprinzipien nachgewiesen werden, siehe etwa [10, S.
20 ff]. Hier ist das Konvergenzresultat:

Satz 3.17. (Konvergenz von Finite-Differenzen-Verfahren)
Die FD-Diskretisierung (68) von (64) sei konsistent von zweiter Ordnung. Dann gilt mit der iiblichen
Notation

(77) max |u;; — u(xi,x?ﬂ < Ch2.

0<i,j<n+1

Die Konstante C' héingt von den vierten Ableitungen von u und von dem Gebiet 2 ab.

3.2.3 Relaxationsverfahren

Charakteristisch fiir die bei Finite-Differenzen Approximationen auftretenden Matrizen ist deren Diinn-
besetztheit. In der Regel sind die Matrizen symmetrisch und haben Bandstruktur. Die Bandbreite hingt
dabei von der Numerierung der Gitterpunkte ab und muf} nicht klein sein. Bei direkten Losungsverfahren,
etwa der Gauf}-Elimination, kann demnach ein Fill-in im Profil der Matrix entstehen. Gerade bei hoher
Anzahl von Gitterpunkten sind direkte Verfahren daher ungeeignet. Besser geeignet sind iterative Verfah-
ren, auch, weil sie es erlauben, die numerische Losung des Gleichungssystems nur bis auf eine vorgelegte
Toleranz genau bereitzustellen.

Im Folgenden soll eine wichtige Klasse solcher Verfahren vorgestellt und deren Eigenschaften diskutiert
werden. Sei dazu das Gleichungssystem

Ar=b, A=L+D+R
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vorgelegt. Dann gilt

Dx = b—(L+R)x =
r = D 'b— D YL+ R)z, falls D! invertierbar.
Ausgehend von einem Startwert z° wird jetzt die (Fixpunkt-)Iteration
(78) = -DHL+R)2"+D ' ieN
betrachtet. Dieses Verfahren heifit Gesamtschritt- oder Jacobiverfahren.
Wird geméf
(L+D+R)x = b =
r = (L+D)"'b—(L+ D) 'Ra, falls (L + D)~ ! existiert

umgeformt, so wird das Einzelschritt- oder Gauf3-Seidel Verfahren
(79) 2 = (L+ D) 'b— (L + D) 'Rat

erhalten. Wie sich zeigen wird, hingt die Konvergenzgeschwindigkeit iterativer Verfahren vom Spek-
tralradius der Iterationsmatrix ab. Durch Relaxation kann man versuchen, diesen zu verringern. Dazu
schreibe (79) als

(80) ™ = D YLz + Rx' —b)
und fiige eine Korrektur mit Hilfe der alten Iterierten ein;

™ = (1 —w)z® —wD (L™ + Ra' —b) =

(81) 2 = (D +wL) (1 —w)D — wR]z" + w(D + wL)™'b.
Jetzt der Konvergenzsatz fiir iterative Verfahren.

Satz 3.18. (Konvergenz iterativer Verfahren)
Ein iteratives Verfahren der Form

' =Cax'4+b, 2% gegeben
konvergiert genau dann fiir jeden Startwert z°, wenn der Spektralradius
p(C) := max{|A|; A Eigenwert von } < 1

erfiillt.
Beweis. [{] O

Fiir strikt diagonaldominante oder irreduzibel diagonaldominante Matrizen sind die Iterationen (78) und
(79) konvergent, denn es gilt der

Satz 3.19. (Hinreichende Bedingungen fiir Konvergenz von Gesamt- und Einzelschrittverfahren)
Ist A strikt diagonaldominant oder irreduzibel diagonaldominant, so konvergieren Gesamt- und Einzel-
schrittverfahren.

Beweis. Sei A = (a;;) strikt diagonaldominant, d.h.,
|aii| > Z la;;| fiir alle q.
J#i

Dann gilt fiir
G:=-D 'L+ R),

28



Gl = masx 3 gy | < 1.
J
Wegen
u(@) < 1G]l

folgt fiir das Gesamtschrittverfahren die Behauptung.
Sei A irreduzibel diagonaldominant. Dann gilt

Glloo <1,

woraus nur u(G) < 1 geschlossen werden kann. Zeige mittels Beweis durch Widerspruch u(G) < 1. Sei
dazu A Eigenwert von G mit zugehorigem Eigenvektor z # 0, d.h.,

(82) (L + R)z = —\Du.

Setze
M = mafay | (= [oe).

Dann kann nicht
2] = M

fiir alle j gelten, weil sonst fiir den Index ig, fiir welchen in der Matrix strikte Diagonaldominanz giiltig
ist,
|)‘| |ai0io‘M <M Z |aioj‘
J#io
richtig wére, ein Widerspruch. Sei jetzt x;, mit
‘xj0| <M
und ji ein beliebiger Index. Da A irreduzibel, gibt es Indizes ji, ..., jr_1 dergestalt, dafl
aji+1ji§£07 iZO,...,k—l
gilt. Fiir die Komponente j; in (82) gilt
A, g, = Y a1,
l#51
Weil a;,;, # 0 und |z;,| < M, ergibt sich hier
A [, [ < M,
also entweder |A| < 1 oder |zj,| < M. Ist Letzteres richtig, so kann induktiv

‘Ijz| <M

geschlossen werden, was, da j; beliebig gewihlt wurde, einen Widerspruch zu || = M darstellt. Also
kann |A| = 1 nicht richtig sein, woraus die Behauptung folgt.
Der Beweis zum Einzelschrittverfahren ist etwa in [4] zu finden. ]

Beispiel Entstammt die Matrix A etwa aus einer konsistenten 9-Punkte Diskretisierung wie in (69), ist
sie wegen
p+46+4r=20

diagonaldominant. Irreduzibel ist sie auch. Strikte Diagonaldominanz liegt in den Zeilen vor, fiir deren
Komponenten Dirichlet-Randbedingungen vorgeschrieben werden. O
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Jetzt noch zu den Relaxationsverfahren (81) und dazu zunéchst zwei Resultate, deren Beweis in [4]
gefunden werden kann.

Satz 3.20. (Relaxationsparameter fiir das relaxierte Einzelschrittverfahren) (Kahan) [4, (8.3.5)Satz]
Soll die Tteration (81) konvergieren, mufl schon w € (0,2) gelten.

Satz 3.21. (Konvergenz fiir positiv definite Matrizen) (Ostrowski, Reich) [1, (8.3.7)Satz]
Ist A positiv definit, so konvergiert das Relaxationsverfahren (80) fiir jedes w € (0, 2).

Bemerkung 3.22. Die aus der 5-Punkte-Diskretisierung des Laplaceoperators mit zeilenweiser Nume-
rierung resultierende Matrix ist positiv definit (bei Dirichlet-Randwerten).

Bei der FD-Diskretisierung von elliptischen Randwertaufgaben st68t man héufig auf sogenannte konsistent
geordnete Matrizen. Fiir diese Matrizenklasse konnen Konvergenzresultate fiir das Relaxationsverfahren
bereitgestellt werden.

Definition 3.23. (Konsistent geordnete Matrix)
Eine Matrix A = L + D + R heifit konsistent geordnet : <= Die Eigenwerte von

(83) B(a):=aD 'L+a 'D'R
sind unabhéngig von a.
Beispiel Sei

D1 A12 0
(84) A= | 4, A, 1, |» Didiagonal, regular.
0 Ann—l Dn

Dann gilt mit

I
04]2 0
Se =
0 o™,
offensichtlich
(85) B(a) = SoB(1) 5.1,
so dafl B(a) und B(1) fiir alle @ # 0 dieselben Eigenwerte besitzen. O

Matrizen der Form (84) werden bei der 5-Punkte Diskretisierung des Laplaceoperators auf dem Einheits-
quadrat etwa bei diagonaler und schachbrettartiger Numerierung erhalten, nicht allerdings bei zeilen-
oder spaltenweiser Numerierung in derselben Richtung.

Die Matrix aus (72), welche aus der Diskretisierung des Dirichletproblems (65) unter Verwendung von
(68) bei zeilenweiser Numerierung in derselben Richtung resultiert, ist aber auch konsistent geordnet.
Das kann wie folgt eingesehen werden. Ist « Eigenvektor von B(«a) zum Eigenwert A,

B(a)x = Az,
ergibt sich fiir die (ij)-te Komponente

«Q 1
< [—zicy —wij—a] + 1o

1 [~Zit1; = Tijt] = A @iy,

Mit der Transformation o
‘%ij = a7(1+7)xij

kann diese Identitdt umgeschrieben werden zu

1

[=Fij—1 — Tim1j] + 1[_-%i+1j =Ty =N Ty,

W] =
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also
B(1)T = A\z&.

Zeilenweise Numerierung bei wechselnden Richtungen fithrt in diesem Anwendungsfall nicht auf eine
konsistent geordnete Matrix, wie das Beispiel

20 19 18 17 16
11 12 13 14 15
10 9 8 7 6
1 2 3 4 5

zeigt.

Bemerkung 3.24. Im Gegensatz zum Gesamtschrittverfahren (78) ist das Konvergenzverhalten des
relaxierten Einzelschrittverfahrens (79) abhingig von der Numerierung.

Fiir konsistent geordnete Matrizen kénnen die Eigenwerte der Iterationsmatrix des relaxierten Einzel-
schrittverfahrens

(86) E(w):= (D +wL) '[(1 —w)D — wR]
aus denen der Gesamtschrittmatrix

(87) G:=-DYL+R)
berechnet werden, denn es gilt der

Satz 3.25. (Eigenwerte konsistent geordneter Matrizen)
Sei A konsistent geordnet und sei w # 0. Dann ist A # 0 Eigenwert von F(w) genau dann, wenn ein
Eigenwert p der Matrix G existiert mit

A+w-—1)2 5,

(88) 3 Wy,
Beweis. Es gilt
1 1
— I —wD ')A - EW) ={A+w -1 —w(AD 'L+ D 'R)}— =
wA2 WAz
Atw DL @A L AiDR),
w)\§ WAE

Damit folgt unter Verwendung von det(AB) =det(A) det(B)

Abw—1 L
det(\] — E(w)) = 0 <= det [%I—(AéD‘lL—k)ﬂD‘lR) = 0.
oL

2

Da A konsistent geordnet ist, ist das wiederum &quivalent zu

—1
det [W} — (DY L+R)| =0,
WwAZ
d.h.,
Ad4w-—1 Adw-—1
—— und — ————
wA2 WA2
sind Eigenwerte von —G (A konsistent geordnet!). Damit ergibt sich die Behauptung. O

Es ist leicht einzusehen, daf} fiir konsistent geordnete Matrizen mit p auch —u Eigenwert von G ist. Sind
dann die Eigenwerte p; der Matrix G aus (87) bekannt, so ergeben sich die Eigenwerte A; der Matrix
E(w) durch auflésen in (88) zu

2
w + /1
(89) Aj = l,uj - Zuﬂ,u? +1- w] .
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Der betragsméflig grofte Eigenwert ergibt sich fiir 41; = u(G), ergo (vorausgesetzt, daf8 u; reell)

1 2
(90) wWEW)) = %U(G) n \/ (G 41— w] .

Daraus ergibt sich unmittelbar die

Folgerung 3.26. (Gesamtschrittverfahren = 1 Einzelschrittverfahren)

Es gilt
(91) u(E(1)) = u*(G).
Beweis. Folgt unmittelbar aus (89) mit w = 1. O

Mit anderen Worten: Das Einzelschrittverfahren konvergiert fiir konsistent geordnete Matrizen etwa dop-
pelt so schnell wie das Gesamtschrittverfahren aus (78). Zudem kann aus (90) ein optimales w* € (1,2)
abgeleitet werden;

2
2 u(G)
92 W= yFw)) =wv'-1=—e— |,
(92) 14+ /1 —u(G)? (E() <1+\/1—u(G)2>
denn fiir 0 < w < w* ist u(F(w)) streng monoton fallend. Allgemeiner gilt

w—1 fir w* <w<?2
B ={ 704 (1 /2u(@ + (O T TG i 0w ot

3.3 Die Finite-Element Methode am Beispiel des Poisson Problems
3.3.1 Variationsform und abstraktes Galerkin Verfahren

Sei zunichst Q C IR? polygonal berandetes, beschriinktes Gebiet. Wieder soll zu vorgelegter rechter Seite
g mit Randwerten r = 0 die Aufgabe (65) numerisch geldst werden. Dazu sei v eine Losung von (65)
und v € C}(Q2). Multiplikation der ersten Gleichung in (65) mit v, Integration iiber 2 und anschlieBende
partielle Integration fithren auf das Variationsproblem

Finde u € C*(Q) mit u(z) = r(x) auf 9Q und

(93) /Vu(m)Vv(:r)dw = /q(m)v(m)daz Yo € Ca(Q).

Q Q

Definition 3.27. (Variationsformulierung)
(93) ist die zu (65) gehorige Variationsformulierung.

Hier bezeichnet C}(Q) die Menge aller einmal stetig in Q differenzierbaren Funktionen, deren Funkti-
onswerte hochstens auf einer kompakt in 2 enthaltenen Teilmenge nicht verschwinden. Nun kénnte man
denken, dafl umgekehrt eine Funktion u, welche (93) erfiillt, auch eine Lésung von (65) darstellt. Fiir
hinreichend glatte Funktionen ¢ ist das auch richtig. Gleichung (93) macht allerdings fiir alle Funktionen
q Sinn, fiir welche der Integralausdruck auf der rechten Seite Sinn macht.

Die Idee des Galerkin Verfahrens zur numerischen Approximation von (65) ist jetzt, Losungen von (93)
in einem geeigneten endlichdimensionalen Raum W}, zu suchen und auch die Menge der Testfunktionen,
C3(Q) in (93), durch einen endlich-dimensionalen Testraum V}, zu ersetzen. Der Index h steht hierbei fiir
die Diskretisierungsfeinheit etwa einer Triangulierung €25, von {2, dazu aber spéter mehr. Formal ergibt
sich:

Finde u;, € W}, derart, dafl

(94) Vup(z)Vop(z)de = | g(x)vp(x)dx  YoreVh
/ /

giiltig ist.
Im Folgenden gelte ), = , falls nichts anderes erwiahnt wird. Die Wahl der Testfunktionen ist hier nicht
unkritisch. Die Merkregel lautet
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Merkregel 3.28. Testfunktionen miissen iiberall dort verschwinden (= 0 sein), wo die Werte der ge-
suchten Funktionen durch Dirichlet Randbedingungen festgelegt sind.

Zur weiteren Verdeutlichung dieses Sachverhaltes betrachte das Minimierungsproblem.

Finde v* mit v* = 0 auf 99 und

u
Q

(95) min/%\Vu(m)\Q —q(z)u(z)dr = J(u*) Vu,up,, = 0,

welches als Losung eine Dichteverteilung u* charakterisiert, deren kinetische Energie minimal ist. Wie
kann u* charakterisiert werden? Zunéchst ist klar, daf3

Jw*) < J(u) Vu#u*
mit u,, = 0 zu gelten hat. Ergo auch

(96) Jw*) < J* +ev) Vv,vu,, = 0,e#0.

Damit folgt aber auch
d *
0= %J(u + €v)|e=0

und das wiederum ist dquivalent zu
/Vu*(x)Vv(x)dx:/q(w)v(x)dx Yo, v = 0.
Q Q

Dabei sei bemerkt, dafl (96) auch richtig bleibt, falls Ujpo 7 0 festgelegt ist.
Nebenbei liefert (96) noch eine variationelle Formulierung der Aufgabenstellung (65).
Jetzt zur Finite-Element Methode.

3.3.2 Finite Elemente in einer Raumdimension

Zur Motivation sei n = 1 und Q = (0, 1). Definiere als Testraum
Vy, = {U € CO(Q);U|Ij e Py firj=0,.. .,n} =z, xi41),
die Menge aller auf Q stetigen Funktionen, welche eingeschrinkt auf jedes Teilintervall I ; einer Zerlegung

Qp = U%_1; von Q mit Gitterweite h = ein Polynom ersten Grades darstellen. Eine Basis von V},
ist durch

1
n+1

1, z=ux;

bi(x):z{ ’ i=1,...,n

0, x¢€ Q \ [$i,1,xi} @] [LL'Z‘7£CZ‘+1]

und der Forderung b; € V}, festgelegt. In (94) wird jetzt W), = V}, gewiihlt und der Ansatz
up(x) == Zulbz(z)
i=1

fiir up, in (94) eingesetzt. Es ergibt sich ein lineares Gleichungssystem
Ahu =4q,

wobei

Ap = (aij)ijz s i :/52(33)53(56)@,
Q
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und
q = (q17"'7q7l)t7 qi = /q(:c)bz(x)dx
Q

Die Matrix Ay, ist in diesem Fall positiv definit (Nachweis!), die Eintrége a;; der Matrix Aj kénnen in
diesem Fall exakt, die Eintrége ¢; der rechten Seite etwa mittels einer Quadraturformel (vergleiche (112))
numerisch berechnet werden.

Analog soll jetzt fiir das zweidimensionale Problem vorgegangen werden. Dazu miissen die Rdume V};, und
Wp, in (94) in geeigneter Weise definiert werden. Als erstes wird dazu das Gebiet 2 in Teilgebiete zerlegt.

3.3.3 Triangulierungen
Es gelte

l
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!

Konformisierungskante

4

Abbildung 4: Triangulierung mit hingendem Knoten, Konformisierungskante, lokaler und globaler Nu-
merierung

(97) O=JT; . nT; =0, i#j,
j=1

d.h., Q sei in disjunkte Teilgebiete zerlegt, vergleiche Fig. 4.

Definition 3.29. (Zulissige Zerlegungen)
Eine Zerlegung von Q der Form (97) heifit zuléssig: <= Zwei beliebige Teilgebiete T;, T} erfiillen genau
eine der Bedingungen

) o= T
i) 7, N 1y Kante
(98) - .
i) T, N Tj Ecke
iv) T, n Ty leer.

Im Folgenden bestehen Zerlegungen ausschliefilich aus Dreiecken und heissen Triangulierungen. Die
Anzahl der Dreiecke einer Triangulierung wird nachfolgend mit nt bezeichnet, die Anzahl der Ecken mit
no.
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Als n#chstes sollen Methoden angegeben werden, wie aus einer gegebenen zuléssigen Triangulierung
(99) Zy = {T1,...,Tnt}
mit Gitterweite

(100) h:= max diam(T)

1<i<nt
eine zuldssige Triangulierung mit geringerer Gitterweite erzeugt werden kann.
Algorithmus 3.30. (Kongruentes Verfeinern)
L Zp ={T1,..., Taty} ;1 =0, kmax > 0 gegeben (Makrotriangulierung).
Teile jedes T' € Zj, in 4 kongruente Dreiecke.
Z,?l = neue Menge von Dreiecken.

l=1+1

SAREE A

l = kpmae stop, sonst gehe nach 2.

Der Verwaltungsaufwand einer Triangulierung in zwei Raumdimensionen ist wesentlich hoher als der fiir
eindimensionale Gitter. Ist eine Makrotriangulierung Zgo mit nt Dreiecken und nv Knoten gegeben, so
werden zu deren Verwaltung die Felder

x(2,1) i=1,...,nv Knotenkoordinaten

node(j,i) j=1,2,3, i=1,...,nt Lokale zu globaler Numerierung

edge(j,i) j=1,2,3, i=1,...,nt Lage der Dreiecke zueinander

wert(i) i=1,...,nv Lage globaler Knoten in der Triangulierung

eingefiihrt. Der Zahler j entspricht dabei der lokalen Numerierung eines Dreiecks. Die Felder seien wie
folgt belegt, vergleiche Fig. 4:

node(j,i) = k,falls, der j-te Knoten des i-ten Dreiecks die globale Nummer k hat

k, falls der j-te Knoten des i-ten Dreiecks gegeniiber
von Dreieck k liegt

0, falls der j-te lokale Knoten des i-ten Dreiecks gegeniiber
edge(j,i) = dem Dirichletrand liegt

(101) —1, falls der j-te lokale Knoten des i-ten Dreiecks gegeniiber

dem Neumannrand liegt

1, falls i-ter globaler Knoten in € liegt
wert(i) = 0, falls i-ter globaler Knoten auf dem Dirichletrand liegt

—1, falls i-ter globaler Knoten auf dem Neumannrand liegt

Bemerkung 3.31. Dirichletrdnder sind immer abgeschlossen, Neumannréander immer offen. Treten in-
nerhalb des Dirichletrandes Unterteilungen auf, so ist immer der Teil des Randes mit homogenen Rand-
werten abgeschlossen.

Ein weiterer Verfeinerungsalgorithmus basiert auf Bisektion von Dreiecken. Dabei wird zunéchst jedem
Dreieck T; einer vorgelegten Triangulierung Zj, = {11, T} eine Verfeinerungskante zugeordnet, welche
bei Bisektion geméB Fig. (5) vererbt wird. In der Formulierung des Algorithmus’ bezeichnet nnt den
aktuellen Zahler fiir die Dreiecke wihrend des Verfeinerungsprozesses. Das Feld list(1 : nt) enthélt einen
Zeiger auf alle Dreiecke, die verfeinert werden sollen.

1 , i-tes Dreieck wird verfeinert

(102) List(i) = { 0 , i-tes Dreieck wird nicht verfeinert ’ =1...,nt
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Abbildung 5: Bisektion, Vererbung der Verfeinerungskanten und #hnliche Dreiecke

Algorithmus 3.32. (Verfeinerung mittels Bisektion)

Tnt}, k gewiinschte Anzahl von Verfeinerungen, [ = 0, list enthilt die Verfeinerungs-

.....

1. Z,? ={T)
kanten.

2. «) Halbiere jedes Dreieck in Z,l1 nach seiner Verfeinerungskante hin, siehe Abb. 5 und datiere list
auf.

8) H ={T;T besitzt hiingenden Knoten}a
v) Ist H # (), verfeinere H

3. Bezeichne mit Z;L'H die neue Menge von Dreiecken
4. 1=1+1
5. Ist [ < k, gehe nach 2., sonst stop.

Héangende Knoten sind in Abb. 4 erldutert.

Hilfsatz 3.33. Punkt 2. von Algorithmus 3.32 garantiert nach der zweiten Iteration eine regulére Tri-
angulierung Z. ™.
Beweis. Folgt unmittelbar aus der Zuweisung von Verfeinerungskanten geméfi Abb. 5 ]

Die Algorithmen 3.30 und 3.32 eignen sich auch zur lokalen Verfeinerung von gegebenen Triangulierungen.
Zur Verwaltung von lokaler Verfeinerung wird das Feld list(1 : nt) (102) verwendet. Es enthélt einen Zeiger
auf die Dreiecke der Triangulierung Z;, welche verfeinert werden sollen.

Algorithmus 3.34. (Kongruent mit lokaler Verfeinerung)

1. Z) = {Ty, . Tnt},k Anzahl der Verfeinerungen, list(1 : nt) Zeiger auf zu verfeinernde Dreiecke,
=0

2. Teile alle Dreiecke in list in 4 kongruente Dreiecke und beseitige hingende Knoten durch konformen
AbschluB, siche Abb. 4. Wird dabei ein Dreieck halbiert, das bereits aus einem konformen Abschluf}
hervorgegangen ist, so 16se die Situation riickwirkend auf und verfeinere auch dieses Dreieck kon-
gruent.
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Hangender Knoten

Hangender Knoter

Abbildung 6: Mogliche Teilungen bei Bisektion

3. Z! = neue Menge von Dreiecken.
4. Datiere list auf, | =1+1
5. gehe zu 2., falls | < k
Algorithmus 3.35. (Bisektion mit lokaler Verfeinerung)

1. 20 = {Ty
1=0

T.:}, k Anzahl der Verfeinerungen, list(1 : nt) Zeiger auf zu verfeinernde Dreiecke,

2. Halbiere jedes Dreieck in list und verfeinere danach alle Dreiecke mit hingenden Knoten nach ihrer
Verfeinerungskante. Beseitige hingende Knoten.

3. Z,ll = neu Menge von Dreiecken.

4. Datiere list auf, [ =1+ 1

5. gehe zu 2., falls | < k

Die in Algorithmus 3.35 auftretenden kritischen Situationen sind in Abb. 6) angedeutet. Dabei ist der
konforme Abschlu durch gestrichelte Linien angedeutet. Die Aufdatierung der Numerierung wihrend
des Verfeinerungsprozesses ist in Abb. 4 fiir Bisektion dargestellt.

Zu einer gegebenen Triangulierung Zj, seien

hr = dlam(T), T e Z_h
(103) pr = sup{diam(K);K CT € Zy}
or = hT/pT-

Definition 3.36. (stabile Triangulierungen)

Eine Folge {Z,’fk } pen von Triangulierungen heifit stabil: <=

de,C' > 0 Vgen cSa?SCVTEZ,’fk.
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Setze

h := sup hr
TeZy
104 = i
(104) p Tlggh pT
o := h/p.

Es gilt der

Satz 3.37. (Bisektion und kongruentes Teilen sind stabil)
Sei € polygonal berandet und Zg eine zuldssige Makrotriangulierung. Dann erzeugen die Algorithmen
3.30, 3.32, 3.34 und 3.35 Folgen stabiler Triangulierungen.

Beweis. Fiir die Algorithmen 3.30, 3.34 sei

R := sup hg, p*:= inf ppund o° = h0/p°.
TeZ)) Tez;
Dann gilt sicher
c<od<C

und da alle erzeugten Dreiecke kongruent sind, gilt das auch fiir o, k € N.

Bei den Algorithmen 3.32, 3.35 ist die Situation etwas komplizierter. Sofort kann allerdings eingesehen
werden, dafl aus einem Dreiecke wiahrend des Verfeinerungsprozesses hochstens vier neue Dreieckstypen
entstehen koénnen, siehe Abb. 5. Daher gilt

2 % min {ha, hp,hc,hp} < hE < 27%max{ha,hp, he,hp}

und
27" min{pa, pp, pe; pat < pr < 27" max{pa,ps,pc,pp}
und somit
min{h’AahBahC7hD} < k < maX{hA,hB,hC,hD}
g "
max {pa, pB,pc,pp} ~ ~ min{pa,pB,pc,pp}
=:c =:C

O

Das Aufdatieren der Felder node und edge soll an einem Beispiel erlidutert werden, vergleiche Abb. 4.
Es werde das Dreieck mit der globalen Nummer ¢ behandelt. Dann gilt:

edge(j,nnt + j) =1, node(j,nnt + j) = node(j,i), j=1,2,3

Priife, ob ein Dreieck gegeniiber liegt und schon behandelt wurde oder ob es sich um ein Randstiick
handelt:

edge(j,1) < i (gegeniiberliegendes Dreieck noch nicht behandelt) oder edge(j,i) <0

Im Randfall oder falls das gegeniiberliegenden Dreieck noch nicht behandelt wurde, erzeuge neuen Knoten:
1
z(l,nnv+j) = 3 (z(l,node(j ® 1,4)) + z(l,node(j ® 2,17))) .
Dabei ist & = +mod3. Datiere node und edge auf:
node(j,1)
node(j ® 1,nnt + j ® 2) = nnv + j,
itnoch(j ® 2, nnt + j @ 1)

edge(j,nnt +j @ 1)

edge(j,nnt +j @ 2) } = edge(j, i) Randfall
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edge(j,1) > i, d.h. gegeniiberliegendes Dreieck bereits behandelt.

node(j,1)
node(j ® 1,nnt + j ® 2) = bereits erzeugter Knoten,
node(j & 2,nnt + j & 1)

setze ie := edge(j, ). Ist dann edge(l,ie) = i, so setze ieg = edge(l,ie) und
edge(j,nnt + 7B 1) =nt+3x*(ieg— 1) +1®2, edge(j,nnt+j®2)=nt+3x*(ieg—1)+11.
Zuletzt datiere edge der alten Dreiecke auf:

edge(j,i) = nnt +j, j=1,2,3,

3.3.4 Finite Element Riume

Als néchstes werden zu einer gegebenen Triangulierung Finite Element Réume konstruiert. Diese Rdume
sollen aus Funktionen bestehen, die, eingeschrinkt auf jedes Dreieck der Triangulierung, Polynome in
zwei Verédnderlichen darstellen und global stetig sind. Als Basis sollen Funktionen mit lokalen Triigern
konstruiert werden, dhnlich den Hiitchenfunktionen in einer Raumdimension.

Betrachte zuniichst die Situation auf einem Dreieck T'(Py, Py, P;) mit Eckpunkten Py(x?, x9), P1(z
Py(x7,23). Dieses Dreieck kann bijektiv auf das Einheitsdreieck T mit den Ecken (0,0), (1,0), (0,
gebildet werden, siche Abb.7. Dabei ist Fr : T—T gegeben durch

T

,T3)
) ab-

1
1 9
1

P1

0,1) Dreieck T

FT X 2

Einheitsdreieck

(0.0) (1,0)
PO

Abbildung 7: Abbildung auf das Einheitsdreieck

0 1 0 2 0
— | ™1 Ty — Ty Ty — Xy
1 = o | +e[ 20 [+ 220
mit
2l — 0 2 0
(106) IDPr(&,m)| = det[ P oo é}zzwo.
2 — Ty Ty — Iy

Ferner gilt natiirlich Fr(0,0) = Py, Fr(1,0) = P, Fr(0,1) = P,. Ist jetzt ¢ ein Polynom iiber T, so
ist wegen der Affinitéit von Fr auch t := fo L ! ein Polynom vom gleichen Héchstgrad iiber T'. Die
Differentialoperatoren rechnen sich beim Koordinatenwechsel wie folgt um

6.13 _ §x1 ’I’]xl 8§
(107) |:633;:|_|:§m2 n$2:|[67]:|’
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wobei 1,92 0 1ol _ 0
611 = 5(1'2 - $2)/|T| y Mz = §($2 - $2)/‘T|,

o = —g@l—aY)/IT] , ey = 3(@i—2Y)/IT]
Nun zu den Freiheitsgraden von Polynomen {iber Dreiecken. In den nachfolgenden Beispielen bezeichnen
P;,1=1,...,6 die Ecken (i = 1,2, 3) bzw. die Seitenmittelpunkte (i = 4,5,6) des jeweiligen Dreiecks

Beispiel Lineare Elemente (Courant 1950)
ti(Il,l‘g) =a+ bxy + cra, ti(Pj) ;(51']‘.

Es ergeben sich 3 Freiheitsgrade. Im Einheitsdreieck T ergeben sich die baryzentrischen Koordinaten

Moo= hen) = 1-&-q
(108) Ao = (&) = &
Aso= t3(&m) = m
O
Beispiel Quadratischer Ansatz
ti(r1,22) = a + bry + cxy + dri2o + ea? + fal, ti(P;) L i
Dabei gilt mit (106)
Bem) = (1-é-np-26-20) = M@\ -1)
t2(&m) = &§(26-1) = X222 1)
ts(&;m) = n(2n—1) = A3(2x3-1)
tA4(§,77) = 41 -¢&n) = 4\
t5(&m) = 4n = 43
ts(&m) = 4n(l—&—n) = 4\
O

Der Grad der Ansatzfunktion kann hier beliebig hochgetrieben werden. Auch kénnen Elemente durch
Vorgaben von Ableitungswerten definiert werden (Hermite-Interpolation). Niheres dazu in [5] und in

[10].

Nach diesen Vorbereitungen konnen jetzt die Rdume W}, und Vj, fiir die diskrete Variationsformulierung
(94) bereitgestellt werden. Dazu sei Zj, eine zulidssige Triangulierung von Q. Setze fiir [ > 1

W, = {vel%Q) ;v,.eP(T); TEZ},
(109) {th = %’UGW}I; lzo}-l '

Vlsa

Funktionen in W}, brauchen nicht mehr stetig differenzierbar sein. Damit (94) trotzdem Sinn macht, muf
der Differenzierbarkeitsbegriff abgeschwécht werden.

Definition 3.38. (Schwache Differenzierbarkeit)
Eine Funktion f € LP(Q) heifit schwach partiell differenzierbar bzgl. der Koordinatenrichtung z;, falls es
eine Funktion g € LP(2) gibt mit

/f@wivdx:—/gvdx Yo € C5° ().

Q Q

Die Funktion g heiflt i-te schwache partielle Ableitung von f. Existieren die schwachen partiellen Ablei-
tungen in alle Koordinatenrichtungen, so ist f € H'?(2) und das ist eine Definition. H"P(Q)(I > 1) ist
analog definiert.

Es gilt der
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Satz 3.39. (Stiickweise differenzierbar und stetig <= schwach differenzierbar) -
Sei !l > 1 und €2 beschrankt. Eine stiickyveise beliebig oft differenzierbare Funktion v : Q — IR gehort
genau dann zu HP(Q), wenn v € C'=1(Q) gilt.

Beweis. [3, Satz 5.2] O

Wird die diskrete Losung up, zu (65) in W, gesucht, so besitzt sie nf Freiheitsgrade, welche sich
zusammenstellen aus n f; Freiheitsgraden im Innern und nf — nf; Freiheitsgraden auf dem Rand von Q.
Die Dirichlet Randbedingungen aus (65) werden direkt in den Ansatz fiir uj, integriert. Dieser liest sich
dann als

nf nf nfr
(110) un(e) =Y wbi(@) = > r(P)bi(x) + Y usbs(x),
i=1 j=nfr+1 j=1

und es wird direkt ersichtlich, daf uj, € C°(Q) gilt. Ferner liefert up,, € P, daBuy, € HY?(Q)(1 <p <o)
gilt. Dabei sind die Funktionen b; durch

(111) bi € Wh, bi(P;) =0 (1<i,j<nf)

festgelegt, wobei P; die Punkte im Koordinatensystem bezeichnen, die mit den Freiheitsgraden korrespon-
dieren. Es gilt nf = nv nur bei linearen Elementen. In (94) ergibt sich demnach das Gleichungssystem

Apu = qp,

mit

Ay = (aij)%’:l, a;j = /Vbi(x)Vbj(x) dr und ¢, = (ql)?:f{,

Qp
nf
i :/q(a:)bi(x)da:— Z T(Pj)/Vijbidl‘.
Q Jj=nfr+1 Q

Definition 3.40. (Masse- und Steifigkeitsmatrix)
Die Matrix

Ap = (aij)%':l, aij = /Vbi(x)Vbj(x)dx
Qn
heilt Steifigkeitsmatrix, die Matrix

Mh = (mij)zjf=1, m;j = /bz(m)bj(x)dx
Qh
hei3t Massematrix.

Mit den Ansatzfunktionen b; aus (111) gilt
m;; = 0, falls P; und P; nicht zum selben Dreieck gehoren,

analog auch
a;; = 0, falls P; und P; nicht zum selben Dreieck gehoren.

Als n#chstes wird gezeigt, wie sich die Eintrdge der Matrizen Ap und M} bei gegebener Triangulierung
berechnen lassen. Bezeichne dazu

si:=supp b;, i=1,...,nf.

Dann gilt

mi; = / bi(x)bj(z)dv = ) / bi(x)b; (z) dz:

s;Ns; TCsiNs;
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und mit (106)
[ v@psorde = [ (6w, (€.m d(en) 2471
T T

Die Berechnung von a;; ist ein wenig aufwendiger;

aij = / Vbi(z)Vbj(z)de = Vb;Vb; d,

siMs; TCsiNs; T

und
/ Vbi(x2)Vb;(x)dx =

2|T‘/(£ki§£l’1 + tAkirlnﬂil)(tAkjfgl’l + Ekmnm) + (Ekiifrz + gkmnm)({kjifrz + gkjnnmz)d(gan)

T

mit &, Nz, aus (107). Dabei bezeichnet fkj die Ansatzfunktion iiber dem Einheitsdreieck 7', die zu der
lokalen Knotennummer k; des die Funktion b; definierenden Freiheitsgrads P; in T korrespondiert. Sind
also die Ansatzfunktionen Polynome vom Grade [, verbleibt die Berechnung von Integralen der Form

/€W%m 0<ij<l
T

Dazu dient der

Hilfsatz 3.41. (Exakte Integration)
Sei @ das Einheitsquadrat, T" das Einheitsdreieck. Dann gilt

7 L 1
[ e = gy wa [ ewasin = oy
T

(i+7+
Q
Beweis. Mittels Induktion ergibt sich

w i(i—1)...2-1
: /gn S )G+ 2)... G ) e B
T

1
QHﬁZ/
0

Damit ergibt sich die Behauptung fiir das Einheitsdreieck. Die Formel fiir den Einheitsquader ist evident.
d

3

» 1
&t dgdn =

(i+j+D0E+5+2)

o7

In der Regel kann die rechte Seite in (94) nicht exakt ausgewertet werden, weil q|,., 7" € Zj, nicht unbedingt
ein Polynom zu sein braucht. Um die rechte Seite dennoch genau genug berechnen zu kénnen, werden
Quadraturformeln verwendet:

[ x(z)dx = x(Ps)|T|, exakt in P1(T), Ps Schwerpunkt von T
T
[ x(z)dx = @ > x(Pi), exakt in Po(T), P;; Kantenmittelpunkte von 7'
(112) T 0<i<j<2
2
[ x(z)de = % {3 Yox(P)+8 Y x(Pyj)+ 27x(P3)} exakt in P3(T).
T i=0 0<i<j<2
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Jetzt wird noch angegeben, wie die Matrizen M} und A; programmtechnisch aufgebaut werden kénnen.
Ausserdem wird die Realisierung einer Matrix-Vektor Multiplikation kodiert. Dazu sei

bandb = max{f Nachbarn eines Freiheitsgrades P;}
memo (7,4) = k, falls j-ter Nachbar des i-ten globalen Freitsgrades globale Nummer & hat

und

em(i,j) = / bi(x)bj(z)dz  ea(t,j) = / Vb;(x)Vbj(x)dx 1,7 lokale Nummerierung
T T
Als Nichstes ein FORTRAN Pseudocode zur Generierung der Matrizen.

CODE 3.42. (Kompilierung von Masse- und Stetigkeitsmatrix)

Doi=1,nt
call elem(i, ea)
Do m = 1,nloc
mi = node(m, 1)
Dol =1,nloc
li = node(l, 1)
Do j =1, bandb
im = memo(j, 1)
if(im.eq.0.or.im.eq.mi)then
alli, ) = a(li,§) + ea(l, m)
memo(j,li) = mi

goto100
endif
j continue
100 continue
l continue
m continue
) continue.

Dabei belegt das Unterprogramm elem das Feld ea (bzw. em) fiir das angegebene Dreieck.

Die Beitréige der einzelnen Integrale kénnen aber mit der Formel (105) elementweise berechnet werden.
Im Falle linearer Elemente gilt daher mit Hilfsatz 3.41

1 -1 0 2 -1 -1
ea:2|T| %(gl ""59@) -1 10 +%(§z177:r1 +£m277w2) 1 0 1
0 0 0 -1 1 0
(113)
1 0 —
+3(m2, +n2)] 0 0 0
-1 0 1

Die Matrizen M}, und Ay aus Definition 3.31 haben die folgenden Eigenschaften.

Hilfsatz 3.43. (Eigenschaften von Masse- und Steifigkeitsmatrix)
Sei Z, eine zuldssige Triangulierung. Dann ist die Massematrix M}, symmetrisch und positiv definit, die
Steifigkeitsmatrix ist symmetrisch und positiv semidefinit.

Beweis. Aufgabe 6.26. (]

Es sei bemerkt, daf3
dim ker A;, = 1.

und der Kern von Ay, durch den Vektor (1,...,1)* € R™/ aufgespannt wird. Die Matrix Ay, ist die System-
matrix der Finite Element Approximation fiir das Poisson Problem (65) mit Neumann Randbedingungen.
Dabei wird die Bedingung u = r auf 02 in (65) ersetzt durch d,u = 0 auf 0.
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Die Matrix Ap, ist die Systemmatrix fiir das Variationsproblem (95), falls iiber dem Raum W} (siehe
(109)) minimiert wird, d.h., wird das Variationsproblem

(114) min [ SIVu@)P - (e)u(e)da

Q

betrachtet, so ergibt sich mit dem Ansatz

nf

das Minimierungsproblem

. 1
min —utApu — ¢'u
(w1,...ups)ER"F 2

fir den Koeffizientenvektor (u1,. uny) = v und als notwendige Bedingung fiir die Lobarkeit des Glei-
chungssystems
Ahu =4q,

nf
wegen (1,...,1)*A, =0 und Y b;(z) = 1 auch, daB
i=1

1=

0=(1,....1)" Apu = (1,...,1)q = /q(aj)da:
Q
gelten muf, vergleiche (73), (74).

Jetzt noch etwas zum Umgang mit Randbedingungen bei der numerischen Implementierung. Als Bei-
spielproblem dafiir diene

—Au+viVu+cu = g inQ
(115) u = rp aufl'p
Opu+ou = ry aufly

mit Tp UT y = 9Q,T'p NTxy = O, vergleiche (10). Zur Herleitung der variationellen Formulierung sei in
Anlehnung an Merkregel 3.28 der Raum der Testfunktion durch

V= {v € Hl’Q(Q);mFD =0im Spursinne}

gegeben, wobei der Raum H12(£2) nach Definition 3.38 eingefiihrt wurde. Das zu (115) korrespondierende
Variationsproblem liest sich dann als
Finde v € H»*(Q) mit u = rp auf I'p und

(116) /VUVU + vEVuv + cuvdr + /auvds = /qux + /vads Yv € V.
Q

FN Q 1—‘N

Zur Diskretisierung dieses Problems wird jetzt fiir u der Ansatz

nfr+nfy nf
up(z) = Z w;bi(z) + Z rp,bi(x)
i=1 i=nfr+nfn+1

gemacht und als Testraum
Vi = {1} € Wh;U|FD = 0}
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gewithlt. Aus (116) ergibt sich damit das lineare Gleichungssystem

nf nfr+nfy
(117)  (Ap + Sy + M, + R)u=q+7ry — > o, /Vbivz)j + 04 Vb;bj + cbibjdx
Dy, i=nfr+nfyn+1 Q =1
nf nfr+nfy
— Z TN, / ab;bjds
i=nfr+nfy+1 Cn =1

wobei mit nf; = f innere Freiheitsgrade, nfy = f Neumannfreiheitsgrade gilt:

Ay = (@)Y, ay = [VbiVbide

Sh = (Szy)Z;tjian, Sij = 5}, vk Vb;b,dx

My, = (mw):ﬁf];{nﬂv ) mi; = 7 cbibjdx

Ry, = (Tij)?gl:—;nfjva rij = Qf ab;bjds.
I'n

Bemerkung 3.44. Gilt T'p # 0, so ist die Steifigkeitsmatrix Aj, symmetrisch und positiv definit, denn

nfr+nfy
ztAhz:/|Vu\2d:177 u = Z zibi (),
P i=1

also Aj, positiv semidefinit. Ist mit z # 0 jetzt Az = 0, so folgt u = const und uy., =0, also const = 0,
also schon z = 0.

Die Systemmatrix Dy, in (117) ist nicht symmetrisch, falls vr # 0 gilt. Diese Matrix ist allerdings
diinn besetzt. Ferner enthélt sie nur fiir die Indexpaare (¢, j) Nicht-Nullelemente, deren entsprechende
Freiheitsgrade P; und P; Nachbarn sind. Als néchstes werden zwei Moglichkeiten angegeben, eine Matrix-
Vektor-Multiplikation mit Dy, effizient zu realisieren. Dazu sei

ng = # Nicht-Nullelemente von Dj, n = # Zeilen von Dy,
und H ein Vektor der Lénge ng, welcher die Nicht-Nullelemente von D, speichern soll. Ferner seien
CN (i) = j, falls das i-te Element von H in der j-ten Spalte von Dj, steht

und

l , falls das I-te Element von H das erste
(118) RS(k) = Nicht-Nullelement der k-ten Zeile von Dy, ist

ﬂ(]+1 s k=n+1

Ist die Matrix Dj, symmetrisch, reicht es, H stufenweise mit dem linken unteren Dreieck von Dp, (ein-
schlieflich Diagonale) zu belegen. Es wird jetzt die Matrix-Vektor Multiplikation

z = th
auf zwel verschiedene Arten kodiert.

CODE 3.45. (Matrix-Vektor Sparse mit memo und CN,RS)

i) Dok=1,n
z2(k)=0
Do j=RS(k),RS(k+1)—-1
Z(k) = Z(k) + H(j) * d(CN(j))
J continue

k continue
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ii.) Dok=1,n
2(k)=0
Do j =1, bandb
Z(K) = Z(k) + alk, j)  d(memo(j, k)
J continue
k continue

Dabei ist bandb vor FORTRAN 3.33 erklirt, ebenso memo. Die Matrix D), ist bei ii.) analog zu Code
3.42 auf das Feld a(n, bandb) gelegt.

3.4 Numerische lineare Algebra

Gilt in (115) vy = 0, so ist die Matrix Dy, in (117) symmetrisch und, falls entweder I'p # @ oder ¢ > 0,
auch positiv definit. Dieser Fall tritt sehr hiufig auf. Zunéchst wird daher das Gleichungssystem

(119) Az =b

mit symmetrischer, positiv definiter Matrix A betrachtet. Der Standardalgorithmus zur Lésung von (119)
ist das Verfahren der konjugierten Gradienten, kurz CG-Verfahren (Conjugate Gradient Method).

Algorithmus 3.46. (Basis CG-Verfahren)
Gegeben seien b, 2z € R™ und eine positiv definite Matrix A € R"*". Berechnet wird die Losung z von
(119).

Initialisierung
0 =b— Az”
p0 = 70
1=0

do while i < n und r® # 0
a; = (r',p")/(p", Ap")
2 = g 4 ap
ritl =t — o, Ap
Bi = ('t Ap®) [ (p, Ap?)
Pt = pitl _ g
1=1+1

endwhile

Der numerische Aufwand in jedem Iterationsschritt besteht in einer Matrix-Vektor-Multiplikation und
der Berechnung von 3 Skalarprodukten. Ein Skalarprodukt wird eingespart, falls

a = P/ Ap')
(120) Bi = R
Pl = pitl g

im obigen Algorithmus gesetzt wird. Aufgrund von Orthogonalitéitseigenschaften der Iterierten ergibt sich
mit (120) ein zum Algorithmus 3.46 dquivalenter Algorithmus. Die Erfahrung zeigt allerdings, daf§ der
numerische Mehraufwand stabilisierend wirken kann, d.h., daf§ die sparsame Variante haufiger versagt als
die spendablere. Der Algorithmus 3.46 hat folgende Eigenschaften.
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Satz 3.47. (CG-Verfahren ist ein direktes Verfahren)

Sei A € IR™*™ symmetrisch und positiv definit. Dann liefert das CG-Verfahren in Algorithmus 3.35 nach
hochstens n Schritten die exakte Losung 2* des Gleichungssystems (119), wobei die Wahl des Startwertes
20 beliebig ist.

Beweis. [10, Satz 5.2] O
Das CG-Verfahren ist demnach ein direktes Verfahren oder kann als solches aufgefafit werden. Seine

rekursive Formulierung 148t jedoch zu, die Lésung von (119) bis zu einer vorgelegten Genauigkeit zu
berechnen. Die Anzahl der dazu benotigten Iterationen kann abgeschitzt werden.

Satz 3.48. (Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens)
Sei A € R™ ™ positiv definit und z° € R™ beliebiger Startwert. Die Iterierten 2* des CG-Verfahrens
erfiillen

(121) (A(z® —2*), 2% —2%) < 2 VAmaa(4) =V Amin(4) k (A(z? — 2%),2° — 2¥)
7 TV Amaz(A) + VAmin(4) 7

Beweis. [0, Satz 5.3] U

Es bezeichne

|x|a = VatAx

die zur Matrix A assoziierte Matrixnorm und

)\maa: (A)

(122) w(d) =

die Kondition der symmetrischen, positiv definiten Matrix A. Aus (120) wird eine Abschétzung erhalten
dafiir, wieviele Iterationen des CG-Verfahrens hochstens durchzufiihren sind, um den Ausgangsfehler auf
die Gréflenordnung e zu reduzieren. Hinreichend dafiir ist, dal k&

{ Vi) + i) }'“ L2

VAmaz(4) =V Amin(4) | 7 €
erfiillt. Mit Hilfe von (122) kann das auch umgeschrieben werden zu

() =

€

)

also

Wird noch

beriicksichtigt, so ist fiir

(123) k> %\/Mhl <§) +1

sichergestellt, dafl

gilt.
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Die mafigebliche Grofle fiir die Konvergenzgeschwindigkeit ist hier die Kondition der Matrix A. Thre Giite
hiingt mafigeblich von der Breite des Spektrums von A ab, d.h., je weiter Aj,qq(A) und Apin(A) auseinan-
derliegen, desto pessimistischer sind die Erwartungen hinsichtlich der Fehlerreduktion. Die Konvergenz-
geschwindigkeit kann mittels Vorkonditionierung verbessert werden. Dazu bemerke, dafl die eindeutige
Losung z* von (119) auch das Minimum der Funktion

1
flx):= éxtAx — bl
darstellt. Sei jetzt C' eine nichtsinguldre Matrix. Dann ist mit
A=CTTACT!, b=C""b

das eindeutige Minimum y* der Funktion

1, - -
fly) =5y Ay =ty
durch o

y* — Aflb — C’tx*

gegeben, wobei z* die Losung von (119) darstellt. Ferner gilt wegen der positiven Definitheit von A mit
(121)

k
\/K(A) —1
(124) " -yl <2y ——1 I —¥l;

Yy —Y i

k(A)+1
und zu gegebenen e > 0 gilt fiir die in (122) hergeleitete Zahl k = k(e)

k> % H(A)ln(2> +1.

€

Ist k(A) < k(A), so wird wohl y* schneller gut approximiert als 2*. Weil mit
z* = C_ty*, xk _ C—tyk

k k

ly" —y*|z = |27 —2"|a

folgt, motiviert sich aus diesen Uberlegungen unter Beachtung von
CHAC=C™'C'A=W'A
(d.h., WA und A haben dieselben Eigenwerte) der

Algorithmus 3.49. (Vorkonditioniertes CG-Verfahren)
Gegeben seien b, 2" € IR", eine positiv definite Matrix A € IR™*" und ein geeigneter Vorkonditionierer
W e R™*" ie. W positiv definit. Berechnet wird die Lésung z* von (119).

Initialisierung
0 =b— Az”
p0 = W10
Bo = (p07 7"0)
i=0

do while i < n und r* # 0

a; = Bi/(p*, Ap")

2t = i 4 aupt
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ritl =t — q; Ap
Gt = WLyt
Biy1 = (¢, ")
pitl = gitl 4 ﬁiﬁtlpi
t=1+1

end while

Die Kunst besteht jetzt darin, die Matrix W so zu wéhlen, daf3

i) k(A) nahe bei 1 baw. K(A) << K(A) und/oder
ii) ¢= W~1r leicht auflosbar

gewahrleistet werden kann. Diese beiden Eigenschaften widersprechen sich natiirlich im Allgemeinen und
gesuchtt ist hier der Koénigsweg.
Abschlielend werden noch einige Vorkonditionierer angegeben und ihre Eigenschaften vorgestellt.

Beispiel 1. Diagonale Skalierung. Dabei wird
(125) W= diag(A)

gewihlt.
2. SOR-Vorkonditionierung. Dabei wird ausgehend von der Zerlegung A= D + L+ R

(126) W::ﬁ (iDJrL) (ip)l (iD—kR)

gewihlt. Im symmetrischen Fall heifit das SSOR Vorkonditionierung. o
3. Vorkonditionierung mittels unvollsténdiger LR-Zerlegung. Dabei wird A = M + R mit M = LR und
R = A — LR angesetzt und

(127) W :=LR (= LDL! fiir symmetrische Matrizen)

gewiihlt, vergleiche [16]. Zur Berechnung der Faktoren L und R wird die L-R-Zerlegung etwa nur auf den
Nicht-Nullelementen von A durchgefiihrt. O
Es gilt

Satz 3.50. (Konditionsverbesserung)
Fiir die SSOR-Vorkonditionierung gilt

(128) min x(A4)(w) < % + %KJ(A),

O<w<?2 -

fiir die Vorkonditionierung mittels unvollstéindiger LR-Zerlegung

(129) w(A) < C\/r(A),

falls die LR-Zerlegung nur auf den Nicht-Nullelementen der Ausgangsmatrix A durchgefithrt wird.

Beweis. [16, (1.73 ¢)](1.73 ¢) fiir (128), (129) in [3]. O
Beispiel Wihle
2 -1
1 -1 0 1
A=z LA
0 -1 2
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Dann ist A positiv definit und Satz 39 liefert fiir die Eigenwerte

Amaz(4) = 2—2cos ﬁfl <4
Ao (A) = 2-—2cos-T- — Ll 7 4oL
mln( ) Ccos N+1 2 (N+1)2 + (N4) I

also mit (121)
Kk(A) ~ %h*Q.
7r

Benotigt demnach das CG-Verfahren k Iterationen zur Reduktion des Ausgangsfehlers auf e Teile seiner
Ausgangsgrofle, so kommen die mit SSOR und unvollstdndiger LR-Zerlegung vorkonditionierten Varianten
mit O(y/k) Iterationen aus. O

Bemerkung 3.51. (Mehrgittermethoden)

Mit der Hilfe von Mehrgittermethoden lassen sich Vorkonditionierer entwickeln, mit deren Hilfe die Anzahl
der zur Losung notwendigen Iterationen im CG-Verfahren unabhéngig von der Dimension des Gleichungs-
systems gehalten werden kann. Eine Ausfiihrliche Diskussion zu Mehrgitterverfahren gibt Hackbusch in

[12].

Sei jetzt die Matrix A in (119) regulir, aber nicht mehr notwendig symmetrisch. Das ist etwa der Fall,
wenn in (115) vy # 0 gilt. Das iterative Verfahren der Wahl ist hier GMRES (Generalized Minimal
Residual). Die Idee des Verfahrens ist die Folgende.

1. Berechne eine Orthonormalbasis des Krylov-Raumes

(130) K(A,r°,i) = span {r, Ar°,... AT},

2. Transformiere die Matrix A auf obere Hessenbergform A.

3. Berechne mit Hilfe von A eine das Residuum bzgl. der Euklidischen Norm minimierende Iterierte
e 20 + K(A,7°,4).

Algorithmus 3.52. (Vorkonditioniertes GMRES)
Gegeben seien b,z € IR™*", eine regulire Matrix A € R™*" und ein Vorkonditionierer W € IR"*".
Berechnet wird die Losung z* von Ax™ = b. Die natiirliche Zahl m > 1 sei ein Restart Index.

r® =b— Az
restart vt =19/702
1=1

do while 1 <i<mand r*=! #£0
for j =1,
2 =W lyd
w= AzJ
forl=1,j
hy; = wi!
w=w— hy, v
endfor ;
hjt1, = |wle
vt =w/hj
endfor;
H' = (hag)a=1,i+1p=1, € R
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Vi=[l ... v e RY
Y = (Ir0]],,0,...,0) € Ri+!

3 = argmin [l — H'B|;

FERi

g =20 4+ Wolvig
r' =b— Az’
1=1+1

end while

Ifrm™=£0
20 — pm
PO — pm

goto restart

endif

Bemerkung 3.53. Der restart Index m sollte grof§ genug gewéhlt werden, damit das GMRES-Verfahren
seine guten Konvergenzeigenschaften entwickeln kann. Diese kommen zum Tragen, wenn das Residuum
in eine gute Richtung zeigt.

Herleitung des Algorithmus: Die i-te Iterierte soll die Gestalt

1—1
(131) 2= 20 4 ZajAjro
j=0
haben, d.h. im Raum z° + K(A,r°,4) liegen und soll
i1
" Il = 16 = A5} = g = 3 474l
7=0

erfiilllen. Um dieses Minimierungsproblem zu l6sen, wird die Struktur von r® ausgenutzt. Dazu wird
zunéchst mit Hilfe des Gram-Schmidt Orthonormalisierungsverfahrens eine Orthonormalbasis von
K (A, % i) berechnet. Algorithmisch

vt =710/
forj=1,i—1
wl = Av?

(133) j
DI = wl — > (V) I

=1
it = @j+1/|‘@j+1||2
endfor;

Hilfsatz 3.54. (GMRES iteriert nur endlich oft)
Das Gram-Schmidt-Verfahren (133) bricht ab, falls fiir ein 1 < k < i — 1 der Vektor A*r? € K(A,r% k)
erfiillt. Dann ist ¥ aber die gesuchte Losung, d.h. 2% = 2*.

Beweis. Sei 1 <k <i—1mit A*r® € K(A,r° k) und k der kleinste Index dieser Art. Dann gilt
k—1
Ak = Z'yjAJrO, v geeignet,
§=0
wobei v # 0, denn sonst wére

k—1 k—1
k.0 j,.0 j—1,.0
ArzgvjAJ :AgfyjAj r,
=1 i=1
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woraus wegen der Regularitdt von A

k—1

k-2
Ak—1,0 _ Z’YjAj_l’l”O _ Z'Vj+1Aj7'0
j=0

Jj=1

folgt, A*=170 also ein Element aus K(A,7°, k — 1) sein miifite, ein Widerspruch zur Minimalitit von k.
Fiir r* ergibt sich

k=1 ‘
k= b—A@@+ Y a;470)
§=0
k—1 _
= 0= 3 ;40
§=0

k—2
= 70— 3 ;AT — qy g ARpO

J=0

k2 _ k-1 _
= 0= 3 a; A0 — g > AT

Jj=0 Jj=0

k—1 ,
= (1 — ak,yyo)ro - Z (Oéj,1 + ak,17j>AJTO.
J:

=

Wihle jetzt

ap—1 = 1/70, aj_1 = —ax—1v; ==/, Jj=1,...,k—2
so daB ¥ = 0 folgt. Offensichtlich ist der so definierte Vektor o der in (131) gesuchte, weil dieser ||r*||; = 0
erfiillt. O

Folgerung 3.55. (GMRES ist nach spiitestens n Iterationen fertig)
Ist A € R™™™ regulir, so berechnet GMRES nach hochstens n Schritten die exakte Losung «* von (118).

Beweis. Es existieren maximal n linear unabhéngige Vektoren im R, also bricht Gram-Schmidt nach
hochstens n Schritten ab. ]
Bemerkung 3.56. Da in jedem GMRES-Schritt bzgl. aller bisherigen Suchrichtungen minimiert wird,

ist die Folge {||r?||2}ien monoton fallend.

Jetzt weiter mit der Herleitung. Angenommen, der ProzeB (132) breche nicht innerhalb der ersten i-
Schritte ab und erzeuge ein ONB {v',... v"} von K(A,r°,4). Dann gilt mit geeignetem (3,

i1 i
i_ .0 .0 _ .0 j
x—x—l—g o Alr —x—i—E Biv?
i=0 =1

und ) 4
P S A =3 e, v = A
Jj=1 j=1
Aus (133) folgt

J
w! = |07 T T 4 Z(vl)twjvl.

=1
Definiere jetzt die Matrix H* € Rt gemif
hlj = (Ul)twj ) l S J S ia
hivig = [0/l 1<5 <4,
hy =0 L 1<j+l<i<i+1
und setze V! = [v!, ... v € R**0+D | Dann 148t sich w? mit 8 = (By,...,B:)" schreiben als

J Jj+1
j 41 l l
w! = hj+17j A + E hlj’l) = E hljv,
=1 =1
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ergo

X 0 7 J+1 .
rto= 0 =30 B 3 v
==
0 j+1 . i
= 1= vy B
=1 j=1
= 0 _VitiHig

Mit o' = r0/[[r0)|y und "™ = (|r0[|,0,...,0)t € Ri+? gilt
70 — ViJrle(lz‘H)7
und da die Spalten von V! orthonormal sind, folgt
(134) It la = Ir° = VITLHB||s = [V () — HIB) o = i — HB,.

Damit ist das Minimierungsproblem (132) durch das Minimierungsproblem (134) mit oberer Hessenberg-
Matrix H? ersetzt worden. Die Herleitung des Algorithmus 3.52 ist damit abgeschlossen.

Verbleibt die Losung des Least-Squares-Problems (134). Seien dazu H € R™ %" obere Hessenberg-Matrix
und a € R"** gegeben. Betrachtet wird jetzt das Least-Squares Problem

B* = argmin ||a — HS||2,
BeER™

dessen Losung mit Hilfe einer QR-Zerlegung realisiert werden soll. Sei dazu @) eine orthogonale Matrix,
d.h. Q erfiille

QtQ = Idn—i—k
Dann gilt wegen der Orthogonalitéit von Q und der Definition der Euklidischen Norm
1Q(a — HB)|[2 = lla — HP[2-
Wahle jetzt die Matrix @ so, dafl

QH:[IS], ReR™™ 0eR>™

mit oberer Dreiecksmatrix R. Schreibe noch

ai

Q- |

S IRn+k, a1 € R", as € R”.
az

Dann gilt mit der Losung 8* von
(135) RB* =ay

auf jeden Fall
0% = argmin ||a — Hf||2
BER™

und
i —HE|, = .
5@{@\\@ Bllz = [laz(l2

Dariiber hinaus ist das Gleichungssystem (135) leicht auflésbar.
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Es verbleibt somit die Konstruktion einer Matrix ), welche H auf die gewiinschte Gestalt transformiert.

Dazu wird @ aus Drehungen komponiert. Es bezeichne

(136)

D(p,q,9) :=

1

cos ¢

sin ¢

—sin ¢

cos ¢

1

eine Drehung um den Winkel ¢ in der Ebene, welche durch die p-te und g-te Koordinatenrichtung aufge-
spannt wird. Durch Multiplikation von Links mit D(p, g, ¢) soll H so modifiziert werden, daf fiir

H' =D(p,q,0)H
mit
H = (hij)i=1.n+kij=1n

die Beziehungen
0 = hy, = —hppsing + hep cos ¢

gelten. Mit ¢ := cos ¢ und s := sin ¢ ergibt sich

c= STy = \/1—02@7

ergo

h
lod o wobei a := 22

C = ——— 8277 .
Viter T avita? ap

Damit ist aber der Winkel ¢ in D(p, q, ¢) festgelegt. -
Diese Methode soll jetzt in (134) angewendet werden, um H’ € R**T1% auf obere Dreicksform zu trans-
formieren. Der nétige numerische Aufwand ergibt sich aus

Hilfsatz 3.57. (QR-Zerlegung einer Hessenbergmatrix)
Sei H € R™*™ obere Hessenbergmatrix. Eine Zerlegung

H=QR

mit orthogonalem ) und oberer Dreiecksmatrix R ist mit den n — 1 Rotationsmatrizen D(1,2;¢1),
D(2,3;¢2), .., D(n —1,n;¢,_1) durchfiihrbar.
Beweis. Ubung. (]

Als direkte Konsequenz ergibt sich fiir den numerischen Aufwand in (134):

i.)  H' auf obere Dreiecksform R’ : i-mal Wurzel ziehen und 47 Multiplikationen

ii.)  Riickwirts einsetzen mit R'.

Bemerkung 3.58. Der numerische Aufwand von GMRES steigt mit wachsender Anzahl von Iterationen.
Schnelle Konvergenz wird allerdings erst bei relativ groen Werten von i beobachtet, ein Restart sollte
demnach in Algorithmus 3.52 nicht mit zu kleinem m erfolgen.
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Eine ganz andere Beobachtung hat Jan Brandts 1998 gemacht. Bezeichnen C'L(n) n Schritte eines klassi-
schen Verfahrens (etwa des Gaufl-Seidel oder des SOR-Verfahrens) und GMRES (k) & Schritte GMRES,
so stellt sich hiufig folgendes Phdnomen heraus.

Beobachtung 3.59. (Pre-Processing fiir GMRES)
Bei der numerischen Losung von Gleichungssystemen mit nichtsymmetrischen Matrizen unter Verwen-
dung von GMRES beobachtete Jan Brandts 1998 das Verhalten

GMRES(k —n) o CL(n)r® ~ GMRES(k)r°.

Vom Standpunkt des numerischen Aufwands aus ist GMRES(k — n) o CL(n)r? wesentlich besser als
GMRES(k)r°. Gerade bei Matrizen, welche aus der Diskretisierung von Konvektions-Diffusionsproblemen
resultieren, scheint diese Beobachtung zuzutreffen.

Bemerkung 3.60. Fiir regulire indefinite Matrizen, wie sie haufig bei Sattelpunktproblemen auftauchen,
gibt es Varianten des CG-Verfahrens, welche nicht soviel Speicherplatz wie GMRES benétigen. Genannt
seien hier

e BiCG (Biconjugate Gradients)

e BiCGj;(Biconjugate Gradients mit 3 Matrixmultiplikationen)
e BiCGSTAB(Biconjugate Gradients Stabilisiert)

e CGS(Conjugate Gradient Squared)

e CSBCG(Composite Step Biconjugate Gradients)

e LAL(Look ahead Lanzcos)

e QMR (Quasi Minimal Residual)

e TFQMR(Transpose Free QMR)

e SymmLQ(Symmetrische LQ-Zerlegung)

Eine vergleichende Besprechung dieser Verfahren findet etwa in [20, 11] statt.

3.5 Kondition, Fehlerabschitzungen und Fehlerschitzer

In diesem Kapitel wird kurz auf die Kondition der aus der Finite Elemente Diskretisierung von (115)
entstehenden Systemmatrizen eingegangen. Danach werden Fehlerabschitzungen fiir Finite-Elemente Ap-
proximationen angegeben. Diese wiederum werden dazu benutzt, einfache Fehlerindikatoren und Feh-
lerschétzverfahren zur Gittersteuerung zu motivieren.

3.5.1 Kondition

Im Folgenden sei Z, eine zuléssige Triangulierung eines polygonal berandeten Gebietes 2 C R? mit
Gitterweite h. Uber der Triangulierung seien global stetige, stiickweise polynomiale Ansatzfunktionen
erkléirt dergestalt, dafl sich auf jedem Dreieck T; € Z; genau n; Freiheitsgrade ergeben. Es gilt

Satz 3.61. (Kondition von Masse- und Steifigkeitsmatrix)
Bezeichne M;, die Masse- und Aj die Steifigkeitsmatrix der Diskretisierung von (115) mit o.g. Finiten
Elementen. Dann gilt

(137) k(M) = O(1), und k(An) = O(h™2).

Ist die zugrundeliegende Triangulierung Element einer Folge stabiler Triangulierungen (siehe Definition
3.36), so konnen die Konstanten in den Landau’schen Symbolen unabhéingig von der Gitterweite h gewihlt
werden.
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Beweis. Die Matrizen A und M sind symmetrisch und positiv definit. Zunichst wird die Kondition von
M abgeschitzt. Es gilt

wobei
Amaz(M) = max o' Ma und A\pip (M) = min o' Ma.
|a|=1 la|=1
Das Skalarprodunkt o Ma kann mit Hilfe der Element-Massen-Matrizen M (1 < I < nt), vgl. Code
3.42, in der Form

nt
a'Ma = Z aWipr® oM
1=1
geschrieben werden, wobei fiir jedes Element 7; der Vektor oY) € R™ aus den Komponenten von «
besteht, deren Freiheitsgrade zu T; gehdren. Damit ergibt sich sofort

@

min

2= p min AU laf2,

o
1<i<nt

min

nt
ot Ma > Z /\(l)
=1

mit py = 1<rr‘1i<nf{;|§£T; P; Freiheitsgrad in T} und )\I(Tll)in = | I(Izl)i|n aWtM Do Analog
Sisn all)|=1

t 0 2
a'Ma < max A «
S P2 1<ISmt maz| | )

mit pg 1= 1£ngxf{#T; P; Freiheitsgrad in T'} und )\,(Ill)ax = | r(rll)alhx aWt MO Damit ergibt sich aber fiir
Sisn all)|=1

Amin (M) und Aoz (M)

: U] ) 0}
(138) pr i A, < Amin(M) < Apaz(M) < pa 02X g

Bezeichnet 7' das Einheitsdreieck, so gilt mit (110)

mil), = /bl-bj = 2|Tl|/13ni5nj = 2|T}[1itn;n,
T 7
ergo

MY = 2|T3| M.

Hier bezeichnen n; die zu den globalen Knotennummern ¢ gehorigen lokalen Knotennummern. Die Matrix
M habe die Eigenwerte R R ~
A< A< <A

Dann folgt in (138) wegen /\y) = 2Ti|A;| auch

A\ mi < Ao < < 2pa\
2P1>\1 1;1}1;}” |Tl| = /\mzn(M) )\ma;c(M) > 2p2)\m 12112%)5'& |Tl|a

also wegen A1 > 0 die Behauptung fiir die Kondition der Massematrix M.
Wir zeigen nur x(A) < ch=2. Dazu wird die sogenannte Poincaré-Ungleichung benétigt.

Hilfsatz 3.62. (Poincaré-Ungleichung)
Sei 2 C IR™ beschrinktes Gebiet und y € Hl(Q),y|Fl = 0,0 # 'y € 9. Dann gibt es eine positive
Konstante ¢, = ¢,(€2) mit

=

1
2
(139) RV ATRE
Q Q

Diese Aussage gilt auch fiir Funktionen y € H'(Q2) mit [ y(z)dz = 0.
)

Beweis. [10, Lemma 3.2] O
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Weiter im Beweis von Satz 3.61. Mit ;
yn(x) =D aibi(x)
i=1

gilt wegen (139)
1 1
a'da= [1Vn@Pde > o [ lne)Pds = a'Ma,
P
Q Q

7
also auch wegen der Uniformitdt der Triangulierungen

1 2~
min o Aa =: fiin(A) > —2/\mm(M) > — A1 min |T;| > c1h?.
la|=1 Cp Cp 1<i<nt

Verbleibt die Abschitzung fiir

tmaz(A) = Imlax alAa.
a|=1

Analog zur Behandlung von M bezeichne

W . pBtADB o BtALS

[y’ = min ,  fby7 = 1NaX ————.
! 5 1B T 8P
Dann gilt
0) 0 0)
< < < .
(140) Prmaz(A) < p2 max g, < P2l A ||oo < pamy | Jnax |ayg |

Ferner gilt

2
jafd| = I/kaerksl < O maz {|€e, |, s |, 121 ], 025 |}
T = geom

vgl. (105), wobei k,. die zum lokalen Freiheitsgrad r gehorige globale Freiheitsgradnummer bezeichnet.
Aus der Definition von geom folgt direkt

geom = O(h™?)

und daher wegen |Tj| = O(h?) sofort
Umaw(A) = O(nl)

Insgesamt demnach

:uma:c(A) S Ch_2.

,Umin(A)
Eine genauere Analyse zeigt, dafl in (140) auch entsprechend nach unten abgeschiitzt werden, so dafl sich
schlieBlich die Behauptung ergibt, siehe etwa [16, S.236 ff]. O

Bemerkung 3.63. Fiir Triangulierungen in zwei Raumdimensionen gilt

4
det Fpr geom < ——,
sin v

wobei a den kleinsten in der Triangulierung auftretenden Winkel bezeichnet, siehe ebenfalls [16].

Hilfsatz 3.64. (Masse- und Steifigkeitsmatrizen stabiler Triangulierungen)
Sei {Z,’fk} KEN eine Folge stabiler Triangulierungen (im Sinne von Definition 3.36). Dann gilt fiir die
Masse- und Steifigkeitsmatrizen My, bzw. Ay, k € N

k(M) = 0O(1)
(141) ) VkeN.

w(Ap) = O(hy7)
Beweis. Folgt unmittelbar aus dem Beweis zu Satz 3.61, da dort alle auftretenden Konstanten in Termen
der lokalen Freiheitsgrade und der Quotienten oy, siehe (103), ausgedriickt werden kénnen. [
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3.5.2 Fehlerabschitzungen

Zur Tlustration wird wieder das Poissonproblem (65) betrachtet. Es lautet: Finde u mit

~Au(z) = q(r) in QCIR?
(142) { u(z) = g(x) auf 0Q.

Im Folgenden sei 0.E. r(z) = 0, so dafl ein homogenes Dirichletproblem vorliegt. Die Diskretisierung von
(142) mit finiten Elementen lautet (vgl. 94)

Finde uj, € Wy, mit up(z) = 0 auf 99 und

(143) Vup(z)Vop(z)de = | q(x)vp(x)dz Yo, € Vi,
/ /

wobei die Rdume W), und V3, in (109) eingefiihrt wurden. Bemerke, dafl hier V}, = W}, gewéhlt werden
kann. Zur Erinnerung -
Vi = {vn € C°(Q) ;un,,. € PUT)VT € Zn},

wobei Z, eine Triangulierung von 2 bezeichnet und iiber die Vereinigung ihrer Dreiecke €}, definiert.
Aus (143) und der zu (142) assoziierten variationellen Formulierung ergibt sich fiir die Differenz u — uy,
im Falle Q = Qy,

(144) / V(u —up)(z)Vop(x)de =0 Vo, € V,
Q

d.h., daf§ diese Differenz orthogonal zu V}, bzgl. des durch die sogenannte Energie(halb)norm
o2 = /|vu(x)\2dx
Q

induzierten Skalarproduktes ist. Das Ziel besteht nun darin, den Fehler u — uj, in geeigneten Normen mit
bekannten Groéflen in Termen der Gitterweite h abzuschétzen. Typische Normen wéren hier

[v|loc  :=esssup|v(z)],
zeQ
1
ol = (l[ollg+v}})* . wobei

1

(fv(x)lzd:c) o= ([ (Vo))
Q Q

[lollo

Es sei vorweggenommen, daf§ Fehlerabschitzungen bzgl. || - || schwer herzuleiten sind. Daher werden
hier zunéchst die Normen || - ||o und || - ||; betrachtet. Mit Hilfe der Poincaré-Ungleichung (139) ergibt
sich zunéchst

(145) [l = unlly < cplu — unlf,

so dal zur Abschétzung von ||u — up||1 die Abschétzung der Halbnorm |u — wup|; verbleibt. Grundlegend
dafiir ist

Satz 3.65. (Céa’s Lemma)
Bezeichne u die eindeutig bestimmte variationelle Losung von (142), uj, die diskrete Losung von (143).
Dann gilt

(146) |lu —uplt < inf |u—ovpls.
v €EWp
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Beweis. Es gilt

lu—wlt = [V(u—u)(@)V(u—up)(z)de
Q
= [V (u—up)(@)V(u—wvp)(z)de + [ V(u—up)(@)V (vp, — up)(z)d
Q Q S—
Vi
3.105
( = ) S V(u—up)(z)V(u—vp)(z)de
Q
< |u — upl1|u —vpl1 , vy € Wy beliebig.
Damit
lu—up|1 < |u—wvpl1, v € W), beliebig,
also die die Behauptung. O

Sei jetzt u stetig auf Q. Dann kann die Interpolierende

(147) (Inu) () := > u(Pi)bi(x)
sinnvoll definiert werden und es gilt natiirlich Ipu € Wj,. Damit folgt direkt

inf - < /1+cEu—1
vhléIWh ||U Uh”l - + CP |U hU|1’

also auch

(148) |u —uply < /1 +c2|u— Ihu|;, unabhéngig von A und w.

Es verbleibt demnach, den Interpolationsfehler u — I u abzuschétzen. Bevor hier ein allgemeines Resultat
vorgestellt wird, soll das Vorgehen anhand eindimensionaler Probleme erldutert werden. Dazu sei

a=20<2 <...<Tp <Tpy1 =0

eine Zerlegung des Intervalls [a,b] und Inu sei wie in (147) definiert. Dann gilt sicher (fiir stiickweise
lineare Interpolation) in (z;, ;1)

W (x) — () (z) = ul(x) - Mol
= u'(z) —v(§) o €€ (@i, mit)
= [ (t)dt,
3
so daf
1 1
xr 2 xr 2
|o/(z) — (Tpu)'(x)] < (f 12dt> <f u”(t)th)
3 3
< @i — il 7 |22 eig)) 5 T € [T Tigal.
Damit folgt sofort
(149) lu" = (Znu)'llo < Rflu”[lo,

vgl. Ubungsaufgaben 6.40, 6.41. Fiir den Interpolationsfehler in der L?-Norm ergibt sich mit einem
dhnlichen Argument

(150) [ = Inullo < h?[|u”lo,

also mehr, als sich aus (149) zusammen mit (145) direkt ergeben wiirde.
Es gilt der folgende allgemeine Interpolationssatz.
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Satz 3.66. (Interpolationsfehler)
Sei Q C IR? polygonal berandetes, beschriinktes Gebiet und Zj, eine zulissige Triangulierung von  mit

nf Freiheitsgraden und den dazugehorigen Basisfunktionen b1,...,b,¢. Ferner sei k € IN die kleinste
ganze Zahl mit Py (Q) C Vj, = span{bi,...,b,s}. Dann gilt fiir alle u € H**1(Q),s = 0,1
(151) lu — Tnuls < c[sina] = A* 75wy,

wobei « den kleinsten Winkel in Z;, und h die Gitterweite der Triangulierung bezeichnen. Die Konstante
¢ ist positiv und unabhéngig von h und a.

Beweis. [16, Theorem 5.6] O
Mit diesem Satz folgt fiir s = 1 aus (146) und (145) sofort

Satz 3.67. (Fehlerabschitzung fiir das Poissonproblem)
Mit der Notation aus Satz 3.66 gilt fiir den Fehler u — uy,

(152) lw — unlls < c|sina] ™ h*|ulgy.
Insbesondere wird fiir den L?-Fehler ||u — uy|o nur die Ordnung 1 erhalten.

Mit dem sogenannten Nitsche-Trick (siche [3]) kann die Fehlerabschiitzung fiir die L2-Norm verbessert
werden.

Satz 3.68. (L>-Fehler)

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 3.66 mit & = 1. Dann gilt

(153) lu —unllo < ¢ h?|ula.

Beweis. [3] O

Unter gewissen Voraussetzungen an das Gebiet 2 und die Daten kénnen auch Fehlerabschétzungen in der
L*>°-Norm bewiesen werden. So gilt etwa fiir Interpolation in einer Raumdimension im Intervall [x;_1, z;]
(Interpolation linear)

(154) u(z) — (Ihu)(z) = L j 7 jU”(S) ds dn dg,

Ti — Ti—1
Ti—1Ti—1 N

vgl. Ubungsaufgabe 6.40. Damit ergibt sich

(155) sup [u(z) — (Thu)(z)] < ¢ h?||u”lo,
xel

falls uw € H?(I) ist, und auch

(156) sup |u(z) — (Iyu)|(2)] < ¢ h?[|u" oo,
xzel

falls u € H?°°(I) ist.
Mehr als die in (155) und (156) auftretenden Ordnungen darf man auch in héheren Raumdimensionen
nicht erwarten. Es gilt

Satz 3.69. (L°°-Fehlerabschitzungen)
Sei u € H%(Q) Losung des Modellproblems (142) und wuy, aus (144) zugehérige lineare Finite-Element
Approximation. Dann gilt

(157) [lu = unlloo < C A [ul2
mit einer von h unabhiingigen positiven Konstanten C. Ist u € H>°(12), so kann
(158) = wnlloe < ch? [I0A] fuloc

nachgewiesen werden.

Beweis. [10, Satz 4.5, Bemerkung 4.] O
Zur Erinnerung hier noch einmal die Definition der verwendeten Halbnormen; |uly := | D?ulo und
[]2,00 := | D?ul| .-
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3.5.3 Fehlerabschitzer und Fehlerindikatoren

Die Fehlerabschétzungen aus der vorhergehenden Sektion sollen jetzt dazu verwendet werden, die Tri-
angulierungen des diskretisierten Problems adaptiv im Sinne von Gleichverteilung des Fehlers iiber die
Dreiecke der Triangulierung anzupassen. Ein solches Verfahren kann notwendig werden, wenn die zu ap-
proximierende Funktion etwa Singularitéten (in ihren Ableitungen) besitzt. Beispiele dafiir finden sich in
der Ubungsaufgabe 6.30.

Hier zunéchst das Prinzip.

Prinzip Zu einer vorgelegten Toleranz tol soll die Triangulierung adaptiv so eingestellt werden, daf} der
Gesamtfehler die Toleranz unterschreitet und der Fehlerbeitrag auf jedem Dreieck der finalen Triangu-
lierung in etwa gleich grof} ist. Idealerweise sollte die Triangulierung optimal sein in dem Sinne, daf es
keine Triangulierung mit weniger Freiheitsgraden gibt, bei deren Verwendung die Toleranz unterschritten
wird. O

Als Modellproblem wird in Ubungsaufgabe 6.30 die Teilaufgabe a) mit ¢ = 0 betrachtet, d.h. gesucht ist
eine Funktion v mit

—Au = 1 in Q
(159) u = g auf Tp
Oqpu = 0 auf I'y.

Dabei ist Q = {rcos¢,rsing);0<r<1,0<¢ <ar}und I'y = 0,I'p = 9. Die Randwerte seien
durch die Funktion

1 "2} r
=ro gsin— — —.
glryp) =r= sin - — -
festgelegt. Dann gilt wegen
1 1
A =0p + ;8r + ﬁ agocpa

daB u(r, ) := g(r,¢) das Problem (159) l6st. Eine leichte Rechnung zeigt, daB mit 8 := 1

ue H'P(Q) VYicpe 2 f<1

2
-3

und fiir 2 > 8 > 1 gilt

u e H2’p(Q) v1§P<235'

Die Losung geniigt demnach nicht den Regularitdtsanforderungen des Satzes 3.67. Vielmehr gilt hier fiir
p<1

(160) lu—uply < chPe \u|1’$7E fiir alle € > 0,

d.h., die Approximationseigenschaft der numerischen L6sung nimmt mit der Regularitit der
kontinuierlichen Losung ab. Tatséchlich ist der Regularitdtsverlust bei diesem Beispiel aber ein lokales
Phénomen bei x = 0, siche etwa [141]. Es besteht begriindete Hoffnung, daff ein lokal feines Gitter bei
x = 0 die Approximationseigenschaften der numerischen Lésung verbessert.

Bemerkung 3.70. Im Allgemeinen ist die Lage von Singularitidten nicht bekannt. Es ist daher wiinschens-
wert, diese durch den Verfeinerungsprozefl zu lokalisieren.

Die in den nachfolgend dargestellten Zugingen verwendeten finiten Elemente sind linear.

Fehlerindikator nach Erikson/Johnson, a-priori Zugang: Sei Z;, = {T1,...,T:} eine Triangu-
lierung und uy eine auf Zp zu u berechnete Finite-Element Approximation. Fordere fiir eine vorgelegte
Toleranz tol

|
(161) u—unlf= D" Ju—wnlip <C* > hjlul3, = tol®.
TeZ)y TeZ)y
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Um den Fehler auf jedem Dreieck gleich zu verteilen, fordere, dafl
C hT\u|2’T
auf jedem Dreieck die gleiche Grofle hat. Verfeinere also das Dreieck T, falls

tol

Cvnt

giiltig ist. Liegt eine L°°-Fehlerabschitzung wie in (157) oder (158) vor, fordere einfach, dafi der Fehler
iiber jedem Dreieck hichstens so grofl wie tol ist. Es ergibt sich als Forderung fiir Verfeinerung

(162) hT|’U,|2’T >

tol
(163) hT\u|2’T > 6
im Fall von (156) und
tol
(164) 2 |Inhrl |uls.ser > %

im Fall (158). In die Verfeinerungskriterien (162) bis (164) geht noch die gesuchte kontinuierliche Lsung u
ein. Da diese i.d.R. nicht bekannt ist, werden die auftretenden zweiten Ableitungen von u durch Differen-
zenquotienten, gebildet mit Vuy, ersetzt. Um dieses Vorgehen nédher zu illustrieren, betrachte die lokale
Situation an einem beliebigen Dreieck T' der Triangulierung. Es bezeichnen 77, T5, T3 die Nachbardreiecke
von T und S, S5, 53,5 die entsprechenden Schwerpunkte, siche Abb. 8. Dann wird gesetzt

Abbildung 8: Differenzenapproximation von D?u

Hj:=|<S—Sl,8j>|+‘<s—52,€j>|+|<S—S3,€j>|

und (beachte lineare finite Elemente!)

3
‘UL%(SN ~ Z ‘ < S - Sk,e] > ‘ | < (V’U,h(S) - Vuh(S’;g))el > |

(165) =: D;jun(T),
k=1 Hj Hj ’

womit sich

(166) U200, &  fnax, Djjun(T) =: D3 (un,T)
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und bei Verwendung der Schwerpunktregel fiir die Quadratur

1

2 2
2~ Y (Dijun(T)*|T| ¢ =: D3(un,T)

ij=1

(167) lu

ergibt. In algorithmischer Form liest sich ein Losungsalgorithmus mit adaptiver Verfeinerung wie folgt.

Algorithmus 3.71. (Adaptive Verfeinerung)
Sei eine Ausgangstriangulierung Zj,, gegeben. Setze Z;, = Z,, und gebe die Toleranz tol und die Konstante
¢ > 0 vor.

i) Berechne die FE-Losung uy, zu Zp,

ii.)  Berechne fiir alle T' € Z;, entweder

D2, (un,T)
oder
D% (’U,}17 T)

Das ist abhéngig von der gewiinschten Norm.

iii.)  Ist (hier wird nur der Fall (164) betrachtet)
h2.|In hp| D2 (up, T) > 2,
so markiere 7" zur Verfeinerung.

iv.)  Verfeinere alle markierten Dreiecke in Zj,, mache die resultierende Triangulierung
regulér, nenne sie Z .
2

v.)  Ist Zn = Zj, stop. Sonst setze Z, := Z» und gehe zu i)

Weitere Einzelheiten liefern Erikson und Johnson in [3].

Ein wesentliches Kriterium dafiir, ob Algorithmus 3.71 optimale Triangulierungen liefert, beschreibt die
asymptotische Exaktheit eines Fehlerindikators oder Fehlerschétzers. So wiirde etwa der Fehlerindikator,
basierend auf (167), asymptotisch exakt sein, wenn mit Konstanten Ej, Dy, > 0

(168) Dy > B3 [D3un.T))* < fu—u < B > b3 [D3(un, 1))
TEeZy TeZy,

und
Dh/Eh — 1 (h—>0)

richtig wére. Gilt nur (168) mit %;L >€>0 Vo, wiirde der Fehlerindikator stabil oder brauchbar
genannt. Es sei bemerkt, daB der auf (167) basierende Indikator in diesem Sinne i.A. nicht brauchbar ist.
Im Folgenden wird ein Fehlerschétzer vorgestellt, der auf Bank und Weiser [1], zuriickgeht und fiir parallele
Triangulierungen asymptotisch exakt ist ([6]). Parallele Triangulierungen sind solche, die durch 3 Scharen
paralleler Geraden erzeugt werden konnen.

Fehlerschitzer nach Bank/Weiser, a-posteriori Zugang: Wurde beim Fehlerindikator von Erik-
son/Johnson noch mit Hilfe von a-priori Fehlerabschéitzungen argumentiert und das Gitter gesteuert,
wird beim nachfolgend skizzierten Zugang eine Abschitzung des lokalen Fehlers in Termen aktuell zu
berechnender Groflen ausgenutzt. Als Modellproblem diene hier

—Au = ¢q inQ
(169) u = 0 aufTp
Opu = g aufl'y
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Sei uy, Finite Element Losung zu (169) auf Z; und
€= u— up.
Dann gilt fiir e (beachte, dafl uy, stiickweise linear)

(170) /Verdx:/qux—i—/gvdF— Z /anuhvdl"
Q

Q In TeZngr

fiir alle v € H%D(Q) = {v c HI(Q);Uer = 0}. Dabei ist fiir v € H%D(Q)

TeZy, TeZp

/Vuthdx = Z /Vuthdx = Z /—Auhvdx + /8,,uhvd1"
Q T T oT

~———
=0

Bezeichnet Ep die Menge der Kanten des Dreiecks T, so kann (170) mit Hilfe von

877Uh‘T1 — 8nuh‘T2 s Tl n TQ =1
Jp = 2(g—6nuh‘T) s TQFN =
0 . TATp =1

umgeschrieben werden als

Z /qum—i—%z

Tezn 7 l€ET

(171) /Verdx = /ledf Yo € Ht(Q).
Q !

Der Fehlerschitzer wird jetzt wie folgt konstruiert. Setze

PIT) := {v € Po(T) , v(P) =0, P Ecke von T},

16se lokal
1 0
(172) VerVuder = [ quds + 3 Z Jivdy Vv € Py(T)
T T leEr

und setze

nr = ||Verlor,
(173) z Fehlerschitzer

noo= (Z n%)

TeZp

Verfeinert werden sollen alle Dreiecke, fiir die

tol

> [
" vnt

gilt. Der Ausdruck 7 heifit Fehlerschitzer (hier fiir die Energienorm |- |1). Wird in Algorithmus 3.71
die Abfrage unter iii.) durch (174) ersetzt, so kann fiir parallele Triangulierungen (Vereinigung zweier
benachbarter Dreiecke ist ein Parallelogramm) gezeigt werden [6], daf

(174)

lun — uly

(175) ;

— 1 (h—0).
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Die lokale Verfeinerung der Triangulierungen in Algorithmus 3.71 kann mit Algorithmus 3.34 oder Algo-
rithmus 3.35 erfolgen.

Die Berechnung von er in (172) verlangt auf jedem Dreieck die Losung eines (3 x 3) Gleichungssystems mit
positiv definiter Koeffizientenmatrix. Der Raum P9 (") wird dabei aufgespannt durch die Basisfunktionen

bi(§p) = 46(1-&—9)

ba(§0) = dn(l—E—)
bg(é-,(ﬂ) = 46307

vgl. den quadratischen Ansatz nach (108).

4 Numerische Behandlung parabolischer Probleme

Im vorliegenden Kapitel geht es um die numerische Behandlung der Gleichung (6). Zu diesem Zweck
definiere formal

(176) (Lu)(t,z) := —div(K (¢, )V u(t, x)),

setze
b:=—vp(t,x) = const

und fordere, da§ die Matrix K (¢, z) symmetrisch und gleichméflig positiv definit in (¢, ) ist, d.h. fiir ein
a >0 gilt &EK(t,2)€ > al¢|? fiir alle (¢, 2). Damit kann (6) geschrieben werden als

u(t,z) + (Lu)(t, z) + b'Vu(t, ) + cu(t,z) = q(t,z) in QF
(177) RW (u)(t,z) = r(t,z) auf 9QT
u(0,2) = wg(x) in Q.

Dabei bezeichnet Q7" den zu Q gehérigen Raum-Zeit-Zylinder, i.e.
QT = (0,T) x Q

und (0,7) ist der Zeithorizont, auf dem das Problem (6) betrachtet werden soll. In der Literatur wird
hiufig auch @ als Bezeichnung fiir Q7 verwendet.

Zunichst soll eine geeignete variationelle Formulierung von (177) bereitgestellt werden. Zu diesem Zweck
sei X ein beliebiger Banachraum (=vollstindiger normierter Raum). Dann besteht der Raum

L*(0,T; X) (kurz L*(X))
aus allen mefibaren Funktionen « : (0,7') — X, fiir die

1
2

T
fullocy = | [ 11ute) e at
0

endlich ist. Damit ist L?(X) selbst ein Banachraum. Im Folgenden sei X separabel und reflexiv. Ist dann
X* der Dualraum von X (Menge der stetigen linearen Funktionale auf X), so ist L?(X*) der Dualraum
von L?(X), i.e.
LA(X*) = L*(X)*.
Zur variationellen Formulierung sei jetzt
V.= H}Q), H:=L*Q).
Dann gilt V* = H~1(€). Definiere

W(0,T) :={ve L*(V); v, € L*(V*)}
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und fiir ¢ € (0,7) die Bilinearform a(t) : V x V — R geméis

a(t)(w,v) := /K(Lm)Vw(x)Vv(:E)dx.
Q

Die variationelle Formulierung von (177) fiir das Dirichletproblem (RW (u)(t,z) = u(¢,z)) lautet dann:
Finde v € W(0,T) mit u(t,z) = r(t,x),x € 9Q,u(0,2) = ug(x) und

(178) %S{u(t,m)v(x)dm +a(t)(u(t, ), v) + S{btvxu(t,x)v(x)dx
+ cfu(t,z)v(z)de = [q(t,x)v(z)de Yo eV, fir fast alle ¢t € (0,7).
Q Q

Um Schreiberei zu reduzieren, sei ab jetzt b = 0,c¢ = 0.

4.1 Vertikale Linienmethode

Die Aufgabe (178) wird jetzt gemdf (77) im Ort (semi-) diskretisiert. Dazu sei V3, C V Finite Element
Raum und
"Wy = Ipr + V37

der affine Raum, der aus Vj, und einer Finite Element Interpolation Ipr der (nach 2 fortgesetzten)
Randwerte gebildet wird. Hier kann auch eine Projektion verwendet werden, siehe (181). Das zu (178)
korrespondierende diskrete Problem (fiir b = 0, ¢ = 0) lautet dann

Finde up(t) € W), mit up(0) = u) € Vi, (€ Wp)

und
(179)

% Jun(t, z)vp(x)dz + a(t)(un(t,-),vn) = [q(t,z)vp(z)dz Yo, € Vi,
* N fiir fast alle t € (0,7).
Die Anfangswerte u% fiir up, konnen dabei aus der Finite-Element-Interpolation
(180) u) = Tnup,
oder aus der L2-Approximation u% im Finite-Element-Raum definiert durch
(181) /u%(m)vh(m)dx = /uo(ac)vh(x)dw Yop € Vy
Q Q

gewonnen werden. Aus (179) ergibt sich ein System gewohnlicher Differentialgleichungen. Dazu seien
b1,...bns die zu den Freiheitsgraden einer gegebenen Zerlegung Zj, von ) gehérenden FE-Basisfunktionen.
Mit dem Ansatz

(182) un(t,x) =Y wi(O)bi(v) + Y rlt, P)bi()
i=1 i=ni+1

ergibt sich in (4.4) mit
U(t) = (u(t),.. ., uni(t))’

das System gewohnlicher Differentialgleichungen

(183) { MU+ AU = F(t) in (0,T),
U@©) = Uy,
wobei _
M = (mij)?’;:l, myj :gjl‘bi(lﬂ)bj(l’)dlf

A(t) = (aii ()=, aii(t) = a(t)(bi, by)

66



und

F(t)= ()i, . fi Izgq(t,x)bi(aj)dac - ‘:ZJrlT(t’Pj)a(t)(bﬁbi)_
nf
2 et Py) [bi(x)bi(w)da.
Jj=ni+1 Q

Die Anfangswerte sind dabei im Fall (180) durch
Up = (uo(P1), -, uni(Pui))"
gegeben und im Fall von (181) durch das lineare Gleichungssystem
ni
MUy = /uo(x)bi(x)dx
Y i=1

bestimmt.
Fiir den Fehler der Semi-Diskretisierung gilt

Satz 4.1. (L3-Fehler der Semi-Diskretisierung)
Sei U Losung von (183) und wup(t, x) die zugeordnete Finite Elemente Approximation. Dann gilt

t
(184) lu(t,) —un(t,) llo < e [l ug —ul | +c’f{ll u(t) ls + [e ot |y, ||sd’”°}’
0

wobei u(t, z) als ausreichend glatt vorausgesetzt ist. Der Exponent s ist hier wieder die grofite ganze Zahl
mit Ps(2) C V. Die Konstanten ¢ und « sind positiv, wobei a der durch die Matrix K (¢, z) definierten
Positivitédtskonstanten entspricht.

Beweis. [0, Satz 6.5] U

Zur numerischen Integration von (183) kénnen jetzt alle in Anhang (A) vorgestellten Verfahren ver-
wendet werden. Exemplarisch werde hier das Zwischenschritt-o-Schema betrachtet. Dabei wird die
Zeitableitung U in (183) durch Vorwértsdifferenzen mit Zeitschrittweite At ersetzt. Sei jetzt

to:=0, t;:=1iAt, wobei nAt="T,
ein Zeitgitter und U* := U(t,). Das System (183) wird dann wie folgt diskretisiert:

Uk+1 _ Uk i
(185)  M——r—+ oAt 1)U + (1 — 0)A(tp)U* = 0F(tgy1) + (1 — 0)F(ty), o €[0,1].

Fhkto

Fiir o = 0 ist das Verfahren explizit (obwohl in jedem Schritt mit der Massematrix M gelost werden
muf}) und heift Explizites Euler Verfahren, sonst implizit. Fiir o = % ergibt das Crank-Nicolson
Verfahren, fiir 0 = 1 das Implizite Euler Verfahren.

Bevor wir uns um die Stabiliit und Konsistenz dieses Verfahrens kiimmern, hier bereits eine Fehler-
abschitzung (und demnach auch ein Konvergenzresultat) fiir das voll diskretisierte System. Fiir den
Fehler uf (z) — u(ty, z) gilt

Satz 4.2. (L2-Fehler fiir das Voll-Diskrete Problem)

Es sei fir k = 0,...,n — 1 der Vektor U* die Lésung von (185), UK = (uk,... uF,), und uk(z) :=

» ng

>~ uFb;(z). Dann gilt mit der Losung u von (179) und fiir 0 < o < 1
i=1

tr tr
(186) (e~ uk] < [uf—woll + et {Juall+ [ fualde | +eadt [ Jusaoc,
0 0
wobei s wie in Satz 4.1 definiert ist. Fiir o = % gilt sogar
tr ty
(187)  Ju(tn) ~ ufl <~ wol +esh® { fuoll+ [ Nuilads |+ Cont? [ uslo + | odt.
0 0
Beweis. [0, Satz 6.7] U

67



Bevor die Stabilitdt und Konstistenz untersucht wird, noch eine kurze Diskussion des numerischen Auf-
wands des Zwischenschritt-o-Verfahrens. Der numerische Aufwand in (185) besteht in der Losung der
Gleichungssysteme (U° gegeben)

(188) {M + oAtA(tyy ) URTY = {M — (1 — 0)AtA(ty 1)} UR + AtF*o k=0,...,n—1.

Die Koeflizientenmatrix ist fiir alle 0 < o < 1 positiv definit, da die Bilinearform a(t) als gleichmissig
positiv definit vorausgesetzt wurde.
Um die Darstellung iibersichtlicher zu gestalten, gelte jetzt

a(t)(u,v) = /Vu(x)Vv(x)dx,

Q

so daf} es sich in (185) um die in Ort und Zeit diskretisierte Wirmeleitungsgleichung handelt. Die
Matrix A ist damit unabhingig von ¢ und stimmt mit der Steifigkeitsmatrix (Definition 3.40) iiberein.
(185) geht dann iiber in

(M + o AtAUMY = (M — (1 — 0)AtA)U* + AtF*o U gegeben.
Das ist eine Vorschrift der Art
(189) Ut = QU* + AtG*, UY gegeben,
wobei in (185) mit A:= M~1A
(190) Q=(I+0cAtA)™YI - (1—0)AtA) und G* = (I + o AtA) T M—LFk+e,
gilt. Unser nichstes wird es sein, die Stabilitdt von (188) zu untersuchen. Zuvor allerdings definieren wir

Stabilitat und Konsistenz und geben den Satz von Lax and, der besagt, daf3 ein konsistentes und stabiles
Verfahren auch konvergiert.

Definition 4.3. (Stabilitét)
Die Vorschrift (189) heifit stabil (bzgl. der Norm || - ||), falls mit einer positiven Konstanten K

k—1
IU* < K [IIU°) + AtY NG ), keN
j=0

richtig ist.

Definition 4.4. (Konsistenz)
Das Differenzenschema (189) sei aus der Diskretisierung von (177) mit Ortsschrittweite Az und Zeit-
schrittweite At hervorgegangen. Das Schema (189) heiit konsistent (bzgl. der Norm || - ||), falls fiir die
Losung u von (177)

= QuF + At GF + Atr”

gilt und der Abschneldefehler |75 — 0 (Az, At — 0) erfiillt, sowie ||uh —ul| — 0 fir h — 0. Dabei
bezeichnet u* € R™ den Vektor mit den Eintriigen u(kAt, P;),i =1,.
Gilt

7] = O(AzP) + O(At?)  (Az, At — 0) und ||ul) — u| = O(AzP),

so heiit (189) konsistent von der Ordnung (p, q).

Definition 4.5. (Konvergenz)
Voraussetzungen und Notation wie in Def. 4.3, 4.4. Dann heifit das Schema (189) bzgl. || - || konvergent
(von der Ordnung (p, q)), falls

|U* —uf|| =0 (=O0(AzP) + O(AtY))

fiir Az, At — 0 gilt.
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Wichtig ist der folgende Satz, der besagt, dal Konsistenz und Stablilitéit Konvergenz liefern.

Satz 4.6. (Lax)
Voraussetzungen und Notation wie in Definition 4.5. Ist (189) konsistent (von der Ordnung (p,q)) und
stabil, so ist (189) konvergent (von der Ordnung (p, q)).

Allgemeinere Definitionen von Stabilitdt und Konvergenz finden sich in [19, Chapter 2].
Zunichst macht die Definition von @ in (190) nur Sinn, falls (I + oAtA)~! existiert. Ein hinreichendes
Kriterium dafiir ist etwa gegeben durch

oAt|| A < 1.

Aus Hilfsatz 3.43 wissen wir allerdings, dafl A und M positiv definit sind, demnach (I + oAtA)_l wegen
oAt > 0 immer existiert. Die Definition von @ in (190) ist daher immer sinnvoll.

Als néchstes soll untersucht werden, unter welchen Bedingungen an ¢ und an die zugrundeliegende Tri-
angulierung Z;, das Verfahren (188) stabil bzgl. der Euklidischen Norm ist.

Satz 4.7. (Stabilitdt fiir das Zwischenschritt-o-Verfahren, Euklidische Norm)
Es bezeichne £ den Durchmesser des kleinsten Inkreises in der Triangulierung 7, At die Zeitschrittweite.
Dann ist das Schema (188) zur Diskretisierung von (177) mit L = —A,b = 0, ¢ = 0 stabil, falls

1
§§J§17

und konditional stabil fiir 0 < o < %, s.h. stabil, falls zusétzlich

(191) 12(1 — 20) At < €2 geht vielleicht auch mit 9 anstelle von 12
gilt.

Beweis. Zuniichst bemerke, daff mit A Eigenwert von A := M~'A die Zahl
(192) s:= (14 Ato)) 11 — At(1 — o))

Eigenwert der Matrix @ in (190) ist, denn @ und A besitzen dieselben Eigenvektoren. Wegen der Sym-
metrie von () ist
sl <1

ein hinreichendes Kriterium fiir die Stabilitét, was wegen (190) wiederum dquivalent zu

1-At(l—-0)XA < 14 AtoA (immer erfiillt) und
1-At(l—0)X > —1-Ato),
ist, d.h.
!
(193) AtA(1 —20) < 2.

Wegen der Positivitat von A und At ist diese Ungleichung immer erfiillt, falls nur
-<0o<1

richtig ist, womit der erste Teil der Behauptung bewiesen ist.

Sei jetzt 0 < 0 < % Aus (193) kann eine hinreichende Stabilitéitsbedingung gewonnen werden, falls

Amaz(A) in (193) durch eine obere Schranke (in Termen von & und/oder h) ersetzt wird. Dazu dient der
folgende Hilfsatz.

Hilfsatz 4.8. (Inverse Ungleichung)
Es sei V}, der iiber Z, definierte Finite Element Raum mit linearen Elementen. Dann gilt fiir alle v € V,

18
(194) IVol* < gHUIF,

wobei £ den Radius des kleinsten Inkreises in Z; bezeichnet.
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Beweis. Auf einem beliebigen Dreieck T € Zj, gilt

/|vv\2 = / [v1 Vb1 + v2Vbs + v3Vb3|* < 3|T| {{v1Vb1|? + |[vaVba|? + [v3Vbs]*} .
T

Ferner gilt (siche Abb. 9)

Vb | = b1(P) —b1(@)] 1 |PP
|P1Q1 | |P1Q1] 2T
Ergo
b_1(P_1)=1 P 3
N Q1
Pl _
| P2
Abbildung 9: Auswertung von Vb,
/|V ‘2_4|T|{ +U2+U?2)}‘
T
Es ist nun

/U = 2|T| / b2 + 1} + ’Ugb% + 2v109b1bg + 2v1v3b1b3 + 2v5v3b9b3

|T

= ?' {U% "’U% +U§ + v1v2 + VU3 +v2v3},

Diesen Term nach unten abschétzen:
T
@) v1, V2,03 > 0: f|v|22%{v%+v§+v§}
T

B) wv1 <0,v9,u3>0: [ |v]* > |T‘ {vl + v3 +v3}
T
wobei bei ) die Young’sche Ungleichung

1
ea® + EbQ >ab (e>0)
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mit € = % benutzt wurde. Es ergibt sich
JIVo]?
T 18h2,
Jlo2 T TR
T

LS / Vol? < 52 / o < Il
Q

Bei der vorletzten Ungleichung wurde noch benutzt, daf§ fiir ein Dreieck T mit Seitenldngen a, b, ¢

also auch

TeZn TEZy

2|T|
= — d 2hr < b
ép R un r<a+b+ec

gilt, womit direkt

hr 1

- S -

|T| &r
folgt. Damit ist der Hilfsatz bewiesen. O

Um den Beweis von Satz 4.7 abzuschlieBen bemerke, daB fiir alle Eigenwerte X von A mit zugehdrigem
Eigenvektor v

Av =AM
gilt. Fiir
nf
P = sz‘bz‘
i=1
gilt dann
2 18
IIV@! A<
el 3

Damit in (193) ergibt die hinreichende Stabilitdtsbedingung
18 !
AtA(1 —20) < At?(l —20) <2,
also
9AL(1 — 20) < €2( insbesondere auch 12At(1 — 20) < €2.

Das ist die Behauptung und der Satz 4.7 damit bewiesen. (]

Jetzt soll noch die Stabilitdt in der L°°-Norm untersucht werden. Stabilitdt bzgl. der L°°-Norm ist
eine strengere Forderung als Stabilitiit bzgl. der L2-Norm (=Euklidischen Norm). Haupthilfsmittel zum
Nachweis der L*°-Stabilitét von Schema (185) ist die Inversmonotonie der Verfahrensmatrizen.

Definition 4.9. (Inversmonotonie)
Eine Matrix A € R™*" heifit inversmonoton: <=

(195) Az <Ay = =z<y

im Sinne der Halbordnung von Vektoren. Aquivalent zu (195) ist

(196) A1 existiert und A~ > 0 elementweise.
Es gilt

Hilfsatz 4.10. (Inversmonotone Ly-Matrizen sind M-Matrizen)
Sei A € R™™ Ly-Matrix (Definition 3.7), d.h. a;; < 0,7 # j. Dann ist A inversmonoton genau dann,
wenn es einen Vektor e > 0 gibt mit der Ae > 0 erfiillt. Zudem gilt dann die Abschéitzung

e
(197) 1471 S Gae

Ist A symmetrische, positiv definite Lop-Matrix, so ist A inversmonoton.
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Beweis. Hier nur der Beweis der Aussage fiir positiv definite Ly-Matrizen, weil der Rest nicht gebraucht
wird.
Setze

pi=max a; >0 und S:=upl— A

Dann gilt wegen a;; < 0,7 # j
S >0, und S symmetrisch,

S hat also nur reelle Eigenwerte. Ferner gilt
Amaz(S) > 0,
denn ist = Eigenvektor von S und A zugehoriger Eigenwert, so folgt
0 < [Mz]? = |2"Sz| < |2*|S|z] < [2]*Amaz(S),

wobel hier
lz| := (|21], ..., |za])t

Demnach gilt
0 < Anaz(S)=0(S)=pu—Aa

fiir einen Eigenwert A4 > 0 von A. Daraus folgt insbesondere
o(S) < p.
Damit ergibt sich allerdings die Existenz von A~!, denn es gilt
A =l =8 =p (I -t

Wegen o(pu~1S) < 1 existiert A~! und hat die Darstellung
(I—p™'8)" ' =) p771s7 >0,
3=0

also auch A=! > 0. O

Der Nachweis der L*°-Stabilitit verlangt noch die Voraussetzung, dafl die betrachteten Triangulierungen
Zp, vom spitzen Typ sind. Eine Triangulierung Z; heiflit vom spitzen Typ, falls der grofite in Z; auf-
tretende Winkel echt kleiner als 7 ist, vom schwach spitzen Typ, falls der grofite auftretende Winkel
kleiner oder gleich 7 ist.

Satz 4.11. (Stabilitdt von (185) in der L®°-Norm)
Sei {U7} ey Losung von (185) und die zugrundeliegende Triangulierung Zj, sei vom spitzen Typ. Ferner
bezeichne ¢ den kleinsten Inkreis, 8 den groiten Winkel in Zj,. Dann gilt

J
(198) 07 oo < 1U%lo0 + cAED [F* o,
k=0

falls

%At(l —0) < & und

Ato Z 3(:(1)3052

erfillt ist.
Beweis. Schreibe wieder

s

Uit = (M + Atc A)™ (M — At(1 — 0)A) U7 + At(M + Ato A) "L Fite,
e 52
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Beweisidee: Zeige ST < T,1:= (1,...,1)" und S > 0, denn dann folgt
1507 |0 = I _ Sl lilloo < [ SulU7 s < 1107l oo W oo
1 1
Zum Nachweis von ST<Tund S > 0 geniigt gemB Hilfsatz 4.10 der Nachweis von

SQ 2 07 Slij S 0, (Z 7’5 j), S”‘ Z 0, Sl pOSitiV deﬁnit,

=S5>0

und
SI<I

bzw. hinreichende Bedingungen dafiir herzuleiten. Die Herleitung dieser Eigenschaften geschieht in meh-
reren Schritten.
Ss > 0: Es gilt

my = > 2AT) [bibj 20, j#i,
TCsiNs; T

mgy; >0 Kklar, und

a;; = >, |T|Vb;Vb; <0, j#1,
TCsiNs;

denn

VbiVbj = |Vbl|‘Vb]| COS(?T - Oéij) = —‘VbZ”Vbﬂ COS Q45 < 0,
siehe Fig. 10, weil a;; < 5. Daher gilt sicher Sy > 0, falls

Pj

Pi alj

Abbildung 10: Winkel in der Triangulierung

mi; — At(l — U)aij Z 0 VZ,j
Diese Ungleichung ist sicher fiir alle i # j erfiillt, weshalb nur der Nachweis der Bedingung
mi; — At(l — U)aii Z 0

verbleibt, welche wiederrum &quivalent ist zu
(199) / > At(1 — o) /|Vb 2.
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h2 hp
Vb2 < L < —
JACE T
T
Ferner ist
[ =i
T
so daf
JIVbi|?
T 3 hr 3 1
— < = <- ==
fbi 2 |T|§T 2 fT
T
Damit ergibt sich
31
hP<s = [ v?
fro=d [
Q Q
Das in (199) ergibt als hinreichende Bedingung
3
(200) 5At(l —0) <€

Sl_l > 0: Zeige 51” <0,5,, > 0,57 positiv definit, denn dann folgt mit Hilfsatz 4.10 51_1 > 0.

Wegen Fiir i = j ist das wegen S1,; = my; + Atoay; > 0 erfiillt. Fiir ¢ # j ergibt sich Sy, <0 (i # j) falls
ms; + Atoa;; <0 Vi # j,

was ausgeschrieben

Q Q
bedeutet. Wie gehabt, vergleiche Fig. 10,
T
jfbibj = I
J Vb;Vb; = |T|Vb; Vb;
T

7|T| |Vb1||Vb]| COS (5
hihj
= 7|T|W COS ;5

hihj
4T

COS (ugj.

Das in (201) ergibt die Bedingung

1 hih;
|T| {12 - cosozijAtU4| |]2 } <0,

womit wie folgt abgeschéitzt werden kann.

4T2 T2 2
Mos TP TR &
12 cos aihih; 3h7 cos oy 3 cos a;;

Damit ist (6 maximaler Winkel) (201) erfiillt, falls

52
Ato > .
7= 3cosf
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S1i > 0 ist klar, also gilt Sfl > 0.
SI<T: Dazu zeige
Al>0,
denn damit wire
(M4 AtcA)T> (M — A1 —0)A) T,
also SI< 1. Es ist

nv

nv+nr nv+nr
Al = Z/ VbiVh | o= > /Vb,-Vbl— > /VbNbl >0
Q =1 g

=1 im1 l=nv+1 Q
=0 <0 i=1
nv+nr
weil > b = 1. Damit ist alles gezeigt und Satz 4.11 ist bewiesen. (I
=1

Bemerkung 4.12. Die Bedingungen aus Satz 4.11 sind nicht immer vereinbar. Ist etwa o = %, so lautet
die Forderung

1 2 1 1
SAt< S und At > 2
At =gt wd SAl2 et
was cosf > % impliziert. Sind die Dreiecke nicht gleichseitig, so gibt es eine Winkel > %, also
1 T 1
- < cosf < cos- = -,
2 3 2
ein Widerspruch.

Die Stabilitiatseigenschaften fiir das Crank-Nicolson Verfahren sind demnach nicht so gut wie die des
impliziten Euler-Verfahrens. Die zweite Bedingung in Satz 4.11 resultiert aus der Forderung (201). Die
Einschriankung an die Schrittweite resultiert dabei aus der Positivitdt der Nebendiagonalelemente der
Massematrix.

Der Massematrix in (185) kann man sich entledigen. Dazu sei daran erinnert, da M aus (179) bei
Verwendung des Ansatzes (182) entsteht;

/uhtbidxzzaj(t)/bibj (i=1,...,n0).

Q J=1 Q
——
M
Ersetzt man jetzt in
/bibjdx = Y /bibjdx
Q TCsiNs; T

die Integration durch die Quadraturformel (P;, Py, P3 Eckpunkte des Dreiecks T')

[ rteyis~ Blismy + s+ smy = o,
so folgt
Q(bibj) = 0, i#7,
e = H

Die Matrix M in (183) bei Verwendung dieser Quadraturformel gegen eine Diagonalmatrix M ausge-
tauscht, fiir deren Eintrige

auf 7.

1
(202) i = 3 |si

gilt (s; = supp b;).
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Bemerkung 4.13. Erinnert man sich jetzt an die Eintridge der Massematrix, sieht man sofort, daf§
nv
mi; = Z mij;
j=1

richtig ist. Die Diagonalmatrix M entsteht demnach aus der Massematrix M durch Lumping (Konzen-
tration) der Nebendiagonalelemente von M auf die Diagonale. Die genaue Bezeichnung dieses Vorgehens
ist Baryzentrisches Lumping.

Folgende Uberlegungen fithren auch auf Lumping; in (179) wird als értliche Approximation fiir die Zeita-
bleitung wup, ein Ansatz gemacht, der geringere Regularitét besitzt als der Ansatz fiir uy,. Das rechtfertigt
sich daraus, dafl die Regularitit der Zeitableitung u; der kontinuierlichen Losung bzgl. des Ortes in
etwa der der zweiten Ortsableitung D?u der kontinuierlichen Losung u entspricht. Zur Herleitung des
entsprechenden numerischen Schemas machen wir fiir die diskrete Losung die zwel verschiedenen Ansétze

nv

in(t,x) =Y ui(t)di(x)

i=1
und e
up(t,z) = Z u;i(t)bi(z).
i=1
Wir verlangen, da V, = span{¢;,i = 1,...,nv} dieselbe Dimension wie V}, = span{b;,i = 1,...,nv}

besitzt, die Funktionen ¢; lokalen Tréager haben, der Durchschnitt der Triager zweier verschiedener Funk-
tionen ¢; und ¢; leer ist und die jede Funktion ¢; stiickweise konstant ist.

Zur Approximation der Zeitableitung u; wird jetzt @ verwendet und in der Variationsformulierung (179)
der Zeitableitungsterm mit Funktionen aus Vi getestet (eine Art Petrov-Galerkin Verfahren). Es
ergibt sich (hier wieder am Beispiel der Wirmeleitungsgleichung)

/ ’LNLht’lN)h + Vu, Vo, = / qup, Yy € Vhaﬁh S Vh,
Q Q

was wegen der Eigenschaften des Ansatzraumes Vj, dem System gewdhnlicher Differentialgleichungen
DyU+ AU =F, U(0)=1U,

entspricht. Hier ist Djs eine Diagonalmatrix (die Triiger der ®; sollen ja disjunkt sein).

Verbleibt noch die die Konstruktion der Funktionen ¢;. Dazu wird die zu Z, Duale Vernetzung be-
trachtet, die entsteht, wenn man die Schwerpunkte benachbarter Dreiecke in Z; miteinander verbindet,
siehe Fig. 11. Die Funktion ¢; ist die charakteristische Funktion des Bereichs, der durch das den Punkt
P; umschliessende Polygon der dualen Vernetzung berandet wird. Daraus folgt direkt

1
/ Gip; = 6ij§|si|a
)

wobei wieder s; den Tréger der Funktion b; bezeichnet. Das heisst aber, daf§ die Eintrége von Dy mit
denen von M {iibereinstimmen. Der Begriff baryzentrisches Lumping ist somit klar.

Bemerkung 4.14. Ein weitere Moglichkeit des Lumpings ist durch Circumzentrisches Lumping ge-
geben. Dabei werden die Umkreismittelpunkte benachbarter Dreiecke miteinander verbunden und dann
weiter wie beim baryzentrischen Lumping vorgegangen. Bei diesem Zugang sollten allerdings die Zerle-
gung Zp, so beschaffen sein, dafl die Umkreismittelpunkte der Dreiecke auch in diesen enthalten sind.
Zerlegungen dieser Art heissen vom Differenzen-Typ.

Wird jetzt in (185) M anstelle von M verwendet, so ergeben sich die Stabilitdtsbedingungen
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Duale Vernetzung

Abbildung 11: Duale Vernetzung

Folgerung 4.15. (Lumping und Stabilitét)

Schema (185) mit M anstelle von M ist L?-stabil, falls

(203) %At(l —20) < &% baryzentrisch, bzw. At(1 — 20) < £ circumzentrisch,
erfiillt ist. Ist Z;, schwach spitz, so ist das Schema unter der Bedingung

(204) ZAt(l — ) < € baryzentrisch, bzw. At(1 — o) < & circumzentrisch

stabil beziiglich der L*°-Norm.

Beweis. Analog zu dem von Satz 4.11. O

Bemerkung 4.16. (204) ist fiir das implizite Euler-Verfahren immer erfiillt.

Satz 4.17. (L?-Fehler bei Lumping)

Die Aussagen der Sitze 4.1 und 4.2 gelten auch unter Verwendung der Lumpingtechnik. Im semi-diskreten
Fall kann jedoch das exponentielle Abklingen des Anfangsfehlers fiir beliebige Triangulierungen nicht mehr
gewdhrleistet werden. Bei entsprechender Regularitét der Losung u gelten die Fehlerabschétzungen

1

2

t
(205) lun(t,) —u(t, )l < e q llup =l + B2 [[u’ll2 + [lu(®)]]2 + / e 3ds ;
0

vergleiche (184), und

=

tr
(206) [Ju(t, ) —upl < e | llup = u®l + 02 ]2 + [lult)]l2 + /\lut||§d8
0

1
ti 2
LA / e
0

vergleiche (185). Eine (186) entsprechende Abschétzung gilt fiir das Crank-Nicolson Verfahren. Beweise
finden sich in [19, Theorem 15.1, Theorem 15.4].
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4.2 Horizontale Linienmethode

Das Pendant zur Vertikalen Linienmethode ist die Horizontale Linienmethode. Anders als in (179) wird
jetzt (178) zunéchst in der Zeit diskretisiert.

Wieder gelte b = 0,c = 0 und K (¢,z) = Idg=. Das Problem (178) wird wie iiblich in der Zeit diskretisiert,
e 0=ty <ty <...<t,=T,t; =1iAt, At = % ist das Zeitgitter. So wird eine Folge von stationédren
Variationsproblemen erhalten;

Gegeben ug = 0, finde uj4q mit ujp1(x) = r(tj41,2) auf 02 und

(207) [ “H5vde + [ VujVede = [ q(tj1,2)v(z)de Yo eV = HLQ).
) ) )

Mit Hilfe der Funktionen u; und linearen finiten Elementen wird die sogenannte Rothe-Funktion ge-
bildet,

(208) uBH(t, x) == Z uj ()0, (t)

wobei e
Ajt_l , te [tj—lvtj]
pi(t) =1 SR, et tial
0 , sonst.

Die Funktionen ¢; sind die eindimensionalen linearen Finite-Element Basisfunktionen, hier iiber dem
Zeitintervall definiert. Es soll jetzt der Fehlerzwischen v und u®! in der L?-Norm abgeschiitzt werden.
Dazu sei vorausgesetzt, dal ¢ unabhingig von der Zeit ist und zusitzlich ¢ € H2(2) NV gelte.

Satz 4.18. (L?-Fehler Semidiskretisierung horizontale Linienmethode)
Mit obigen Voraussetzungen und Notationen gilt

(209) u(t, ) — ut(t, )0 < cAt Vi € [0,T]

mit einer von ||¢|| g2~y abhingigen positiven Konstanten c.

Beweis. In (t;_1,t;) gilt u—u® = u;_1(2)pj_1(t) +u;(z)p;(t). Demnach mit (207) und der Definition
von ¢,

(210) / A u)vde + /V At w)Vodz
Q

:At/u] “JA;;’“J 2L —vde Vv e Vite taty)

Q

Gelingt es jetzt, den Term

wU; —2Ui_1 + U;i_o 1 (w;—ui—1 Ui — Uj_o
211 J J J I J J _ 9 J
(211) At? At At At

gleichmiissig bzgl. At in der L2-Norm zu beschriinken, ist man am Ziel, falls in (210) mit u* — u getestet
wird.

Sei U —U
Uy — U1 . YiTYia
U; := A W - A
Damit gilt wegen ug = 0 und (207)
/ /Vva*/qv YveV.
Q Q
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Damit, und wegen u; € V, folgt
[ua ]| < Atlg].

Subtrahiert man (207) fiir zwei aufeinanderfolgende Indizies, ergibt sich

1
At/( ujlv—i-/v j—uj—1) Vo=

Q

also durch die Wahl von v = u; — u;_1 als Testfunktion

luj — w1l < [luj—1 —uj_o

und induktiv

luj —uj]| < Atfgl,

bzw.

1051 < llall V3.

Analog gilt fiir Ui —U;

Alt / (Uj = Uj-1)v / V (Uj =Uj-1)Vv =
Q o)
also auch
1Uj = Uj1ll < |Uj—1 = Uj—2||-
Weiter ist
/ Us — Uy U-l—/ V (Uy —Up)V
Q
also
Uz = Url| < [|Ur — ql|-
Wegen
é / (U — q)vdx +/ V (U1 — ¢)Vude = —/ qudz
9} Q
folgt aber

UL — qll < Atlql],

und somit induktiv
W5l < llall-
In (211) steht
Uj — 2Uj_1 + Uj_2
At

also folgt mit v = u* —u in (210)

U; — 2’LL]',1 + Uj—2
At

(212) Jud — ull < At

~ /(Ujfl — uj-2)v,

AL /(Uj—l —Uj—2)v,

| = At|[W;|| < Atllq]-

O

Bemerkung 4.19. (207) ist das kontinuierliche Analogon zum impliziten Eulerverfahren (188) mit o = 1,

kontinuierlich, weil nicht diskretisiert bzgl. der Zeit.
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Beispiel Betrachte das Anfangs-Randwertproblem

Ut — Uz = sinz in (0,7T) x (0,7),
u(z,0) = 0,
u(0,t) = 0,
u(m,t) = 0,

dessen eindeutige Losung durch
u(t,z) = (1 —e ") sinm.

gegeben ist. Die Rothe-Methode angewendet auf diese Aufgabe liefert fiir j € N

wi(e) —uja(x) o - -
0 w@) =sinz, u;(0) = uy(m) = 0.

Die eindeutigen Losungen dieser stationdren Randwertaufgaben sind durch

1 . .
uj(x):{l—mm)j}smx, JjEN,
gegeben. Fiir die zugehorige Rothe-Funktion

W) = g1 (@) + I (g (0) —uga (@) auf [t

ergibt sich wegen
1. ]- 7t
m — = J
At—0 (1+At)tJ/At

direkt

. At —
A1715r_r)10 u=(t, x) = u(t, ).

5 Ein nichtlineares Problem

Die numerische Diskretisierung eines nichtlinearen zeitabhéngigen Problems mittels finiter Elemente soll
am Beispiel (13) erldutert werden, wobei Transport und Advektion nicht beriicksichtigt werden sollen,
d.h.,

vr =0 und a = 0.

Ferner soll u(t,z) eine Temperatur beschreiben und die Quelldichte der Wirmequellen, ¢(t, z), von der
Temperatur selbst abhéngen, und zwar autonom, d.h.,

q(t, ) = q(u(t, z)).
Dariiberhinaus wird verlangt, daf§ die Warmequellen qualitativ nach dem phdnomenologischen Gesetz

Die von der Wirmequelle bereitgestellte Temperatur q(u) ist proportional zur Anderung der von der
Wirmequelle erzeugten Temperatur 8% q(u)

verhalten. Nach Arrhenius kénnen solche Quellen gemi8 (siehe auch [2])
q(u(t,z)) = 6e“H)  § > 0 geeignet,

modelliert werden. Als Modell fiir die Temperaturentwicklung ergibt sich das Anfangs-Randwertproblem

u(t, z) — Agu(t, o) ser®r) in QT
(213) u(t,z) = 0 auf 007
u(0,2) = wup(x) in Q.



Problem (213) modelliert etwa den Ziindungsvorgang in einem Festkérperbrennstoff, dessen Ausgang-
stemperaturverteilung vorgelegt ist oder auch die Wirmeausbreitung in einem Kohlehaufen [18].
Warmediffusion ist in diesem Modell der Mechanismus fiir Warmetransport. Nur iber sie kann, wenn
iitberhaupt, gewéhrleistet werden, dafl Kiithlung am Rand 99 von Q EinfluB} auf den Ziindungsprozef3
nehmen kann. Das wiederum héngt von der Relation zwischen Diffusionsgeschwindigkeit und Reaktions-
geschwindigkeit im Festkorperbrennstoff ab. Letztere ist proportional zur Wiarmeerzeugung modelliert
durch den exponentiellen Term.
Auftreten konnen demnach folgende Situationen:
i) Zeitskala Diffusion ~ Zeitskala chemische Reaktion.
Hier lduft die Ziindung subkritisch ab, ein stabiles Energiegleichgewicht wird erhalten. Kiihlung
von auflen kann den Prozefl unter Kontrolle halten.

ii) Zeitskala Diffusion >> Zeitskala chemische Reaktion.
Hier lauft die Ziindung superkritisch ab, d.h., die Warme kann nicht schnell genug abgefiihrt werden
und der exponentielle Term ist fiir explosionsartige Warmeentwicklung verantwortlich.
Als Beispiel fiir ii) sei die Challenger-Katastrophe genannt. Aber eine undichte Stelle einer Dichtung
wurden obenliegende Brennkammern unkontrolliert geziindet und iiber den Auslasstrichter konnte nicht
genug Warme abgefiihrt werden. Resultat war die Explosion.
Sei jetzt @ = B(0) C R™,n < 2. Es wird zunichst das stationéire Problem betrachtet,

(214)

—Au = de* in (), 6 >0,
u = 0 auf 0.

Dieses harmlos aussehende Problem hat wegen seiner Nichtlinearitit interessante Eigenschaften. Denn es
gibt ein * > 0, so dafl

a.) (214) genau 2 Losungen hat, falls § € (0,0*)

(8.) (214) genau eine Losung hat, falls 6 = 6*

v.) (214) keine Losung hat, falls § > §*.
Ferner sind die Losungen fiir 0 < § < §* radial symmetrisch und kénnen fiir n = 1,2 explizit angegeben

werden. Dazu schreibe (214) in Polarkoordinaten und erhalte aus (214) das eindimensionale Randwert-
problem

W (r) + 24 (r) = —de"), r e (0,1),
(215) w0 =0
u(l) = 0.
Mit

a:=u(0) und B := —u'(1)

ist firn=1

1
u(r) = a — 21n cosh {27“\/ 2660‘] ,

wobei «, 8 und § durch die Beziehungen

(5—16_0‘ {ln 71—'_ 1_6_a}2
) 1—VI_—ea@

und
B = /3?2 + 26 tanh {;\/62 +25}

gekoppelt sind.
Ist n = 2, so gilt

1
u(r)=a—2In (1 + 866"‘T2> )
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wobei «, 8 und 9§ jetzt durch

und
% —48+26=0

gekoppelt sind.
Jetzt zuriick zum instationdren Problem. Was kann iiber das Verhalten der Losungen von (213) ausgesagt
werden?
Sei 0* der oben eingefiihrte kritische Parameter, d.h. der Parameter, an dem Mehrdeutigkeit der Losung
in Eindeutigkeit ibergeht. Dann gilt
i) Ist § € (0*,00), so gibt es ein T € [, 00) derart, daf (213) genau eine Losung
u € C%H(Q x [0,T)) besitzt mit

lim max u(t,z) = oo
t/T ze

Blow-up, superkritisches Verhalten.

ii) Ist § € (0,0%) und sei ¢ die kleinere der beiden Losungen des stationdren
Problems (214). Gilt dann fiir den Anfangswert

a.) ug(r) < p(z) Vo € Q,
so hat (213) genau eine Losung u € C%1(Q x [0,0)) und

tlim |u(t, ) — ¢loo = 0.

Ist x die grofere der stationdren Losungen von (214), x # ¢ und
ug(r) < x(z) Vre,

so gilt die Aussage von «.). Ist ~
uo(x) > x(x) Vaeq,

so gibt es entweder einen Blow-Up nach endlicher Zeit 7' mit eindeutiger Losung u € C*1(Q x [0,T)),
oder es gilt u € C*1(Q x [0,00)) mit
tlim [u(t, )|oo = 00.

Zusammengefafit
i) Die stationéren Losungen von (213) charakterisieren das dynamische Verhalten
von (213) zusammen mit dem Anfangswert ug.

i) Ist up "zu grof”, ist das Verhalten der Losung superkritisch.

Zur numerischen Approximation von (213) im Ort werden finite Elemente verwendet. Dazu sei wieder Zj,
eine Triangulierung von € und fiir die diskrete Losung werde der Ansatz

nf
up(t,z) = Z ui(t)bi(x)

gemacht. Um die Randbedingungen aus (213) einzuarbeiten, wird, wie gehabt, u;(t) = 0 fiir alle auf dem
Rand liegenden Freiheitsgrade gesetzt. Gehe jetzt wie zur Herleitung von (183) vor. Dann ergibt sich das
Differentialgleichungssystem

(216) {MU—I—AUJrG(U) =0

Uo) = U,
wobei wieder M die Masse- und A sie Steifigkeitsmatrix bezeichnet und

U= [uy,...u,]", n;=# Unbekannte.
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Die Funktion G besitzt dabei die Gestalt
E Us t)b (z) 3
J—5/ bj(x)dr, j=1,...,n;

Zur zeitlichen Diskretisierung von (216) wird jetzt wie bei der Herleitung von (185) verfahren. Es ergibt
sich mit dem Zeitgitter
to:=0, t; := iAt, nAt=T

und der Setzung

U ~ U(tk)
das Schema,
(217) M UZGUS 4 0AURT 4 0GUMY) = —(1-0)G(UY) — (1 - 0) AU,
217
U =U(0).

In jedem Zeitschritt mufl demnach ein nichtlineares Gleichungssystem der Form
(218) HU*) =0

gelost werden, wobei klar ist, wie sich H zusammensetzt. Wird im k-ten Schritt das Newton-Verfahren
zur Losung von (218) verwendet, ergibt sich der Algorithmus

Algorithmus 5.1. (Newton-Verfahren)
1. UF! gegeben, 1 = 0
2. Lose DH(UF™)oU, = —H(U[™)
3. setze UH = UM 46U und 1 =1+ 1
4. Ist das Abbruchkriterium erfiillt, so gehe zu 2.
Mbogliche Abbruchkriterien sind etwa (e > 0 vorgelegte Fehlertoleranz)
o [IEHUFHI/NHUGTI < e
o [[EHUY = HUZHI/NH@TI < € oder
o [[0UL[|/116U0]| < €
Verbleibt noch die Frage nach der Struktur der Matrix DH(U) in Algorithmus 5.1). Es gilt

1
(219) DH(U) = EM-FO‘A-FO‘DG(U),

wobei DG(U) dasselbe Belegungsmuster wie M und A hat, denn es gilt

0 0 5 wibi(o) 5 wibi(@)
—a—mG( )j = o 6 [ ei=1 bj(x)dx p =9d [ ei=2 bi(z)bj(z)dz.
Q

Damit ist ;2-G(U); =0, falls s; N s; = 0.
Bei der Auswertung von G sind die Integrale

> ibi ()
/ei;u ’ b;(x)dx

Q

numerisch zu approximieren. Das kann mit den in (112) angegebenen Quadraturformeln geschehen.
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Bemerkung 5.2. Zur Diskretisierung bzgl. der Zeit koénnen natiirlich alle im Anhang A besprochenen
Verfahren verwendet werden. Insbesondere sei in diesem Zusammenhang auf das sogenannte Fractional-
Step-O-Schema hingewiesen, welches fiir die numerische Integration von Zeitschritt ¢; nach t51 zwei
Hilfszeitpunkte t < tpro < tpr1—o < trpy1 einfiigt.

Algorithmus 5.3. Fractional-Step-O-Schema
Auf das System (216) angewendet hat das Verfahren die Gestalt

th > thre:  [M+aOAtAFTO] UFO = [M — pOALA*]| U*
thiro — tiri—o 1 | M+ BO'ALAMTIOIUFI=O = [M — @' ALAM O] UFFO
thpi—e — tepr: M+ a®AtAFT URT = [M — pOAtAF] UF+179,

Dabei bezeichnet A* := A+ G(U*). Fiir die Parameter gilt © = 1 —+/2/2, ®' =120, a € (1/2,1] und
B =1— a. Fiir den Spezialfall a = (1 — 20)/(1 — ©) gilt a® = O’".

Bemerkung 5.4. Im Gegensatz zum Crank-Nicolson Verfahren ist das Fractional-Step-©-Schema fiir
jede oben angegebene Parameterwahl streng A-stabil und weist wesentlich bessere Genauigkeit bei gleicher
Schrittlinge auf (1 Schritt Fractional-Step-©-Schema = 3 Schritte Crank-Nicolson Verfahren).

6 Ubungsaufgaben

6.1 Kapitel
1

Aufagbe 6.1. (Modellierung des Verkehrsflusses auf einer Autobahn)

Es bezeichnen v = u(t,x) die Anzahl der Fahrzeuge pro Kilometer (Fahrzeugdichte) und ¢ = ¢(t, z) die
Anzahl der Fahrzeuge pro Stunde (Fahrzeugflufl) auf einer Autobahn. Dabei ist 2 die eindimensionale
Ortskoordinate und t die Zeit. Ferner seien [a,b] ein endlicher Autobahnabschnitt und ¢; < to zwei
Zeitpunkte.

1. Wie grof} ist die Anzahl der Fahrzeuge in dem Autobahnabschnitt [a, b] zu den Zeitpunkten ¢; und
ty 7

2. Wie grof} ist die Anzahl der Fahrzeuge, die wiahrend der Zeitspanne 6t = to — t; iiber a in den
Autobahnabschnitt ein- bzw. iiber b aus dem Autobahnabschnitt ausfahren?

3. Driicken Sie das folgende Erhaltungsgesetz

Die Anzahl der Fahrzeuge in [a, ] zur Zeit to minus der Anzahl der Fahrzeuge in [a, b] zur Zeit t;
entspricht der Differenz der in a ein- und in b ausfahrenden Fahrzeuge

in mathematischer Schreibweise aus (mit Herleitung).

Aufagbe 6.2. (Modellierung und Konsequenzen aus dem Modell)
Mit u und ¢ aus Aufgabe 6.1 sei jetzt ¢ eine Funktion von u, d.h. ¢(¢,2) = f(u(t,z)). Die Erhaltungs-
gleichung aus Aufgabe 6.1 kann damit geschrieben werden als

Sut,x) = —Zf(ult,x)), x € la,b], te€ (t1,00),
(Pl) {8u(t’x1) = ’U(Z‘),

wobei v die Fahrzeugdichte zur Zeit t = t; bezeichne.

1. Interpretieren Sie qualitativ den Ansatz

.f(u) = _(U - um)2 + an

wobei fo,u,;, > 0 konstant geeignet gew#hlt sind.
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2. Sei u eine Lésung von (Pp) mit @ = —2,b =2, f(u) = u® und co-oft differenzierbaren Anfangswer-

ten
1, ze[-2-1)
v(x) = 0, x € [1,2]
g(z x € [-1,1).
Zeigen Sie, dass es keine Losung u € C%([a, b] x RT) des Problems (P;) gibt.
Hinweis: Zeigen Sie zuerst ganz allgemein, dass u entlang der Kurve (y(t),t) konstant ist, wobei
v(t) eine Losung der Anfangswertaufgabe

CAl) = o furB,), Aft) = s € [ab

ist.
Danach sollten Sie zeigen, dafl diese Kurven ((¢),t) Geraden in der x-t-Ebene sind. Wenn Sie nun
diese beiden Aussagen auf das Beispiel anwenden, erhalten Sie die gewiinschte Aussage.

3. Wenden Sie das Ergebnis aus b) auf das Problem (P;) mit f aus a) an und interpretieren Sie das
Ergbnis qualitativ.

Aufagbe 6.3. (Einschrittverfahren)
Betrachtet werden Einschrittverfahren zur Integration von Anfangswertproblemen

y/(t) = f(tvy)’ tE(0,00),
(F2) {y(O) = Yo

1. Geben Sie die allgemeine Form eines Einschrittverfahrens mit der Verfahrensfunktion ®(¢,y) an.

2. Es sei
(I)(tay) = CQf(tvy) + C3f(t + Clhvy + Clhf(ta y))

Leiten Sie Bedingungen an die Koeffizienten ¢y, co, c3 her, damit das Einschrittverfahren, das durch
dieses ®(t,y) definiert wird, die Konsistenzordnung 2 hat, d.h., dass fiir den lokalen Diskretisie-
rungsfehler gilt:

L(t,h) = O(h?).

3. Geben Sie die Wahl der ¢; bei einem Thnen bekannten Einschrittverfahren der Ordnung 2 an.

Aufagbe 6.4. (Mehrschrittverfahren)
Betrachten Sie das Milne-Simpson-Verfahren

h
Yer1 = Yp—1 + 3 (frogr1 +4fk + fr—1)-

Zeigen Sie, dass dieses Verfahren zur Losung des Anfangswertproblems (P;) von der Konsistenzordnung
4 ist.

6.2 Kapitel
2

Aufagbe 6.5. Zeigen Sie, dass fiir h(u) = au das Enquist-Osher-Verfahren zur numerischen Behandlung
der Erhaltungsgleichung (20) aus der Vorlesung dquivalent ist zu dem Upwind-Diskretisierungsschema

ntl _ n —a %, a>0
(uw) P S
—a %, a<0
fiir die Erhaltungsgleichung
pe(t,z) + a ps(t,z) =0, in RT x R.

Geben Sie die Konsistenzordnung des Verfahrens (UW) an.
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Aufagbe 6.6. Gegeben sei die Transportgleichung des ersten Aufgabenblattes

%u(xﬂﬁ) = —%f(u(:mt)), x €10,6], te(0,6],
(P1) {au(x,O) = v(g).

In dieser Differentialgleichung soll die Ortsableitung mit dem riickwértsgenommenen Differenzenquotien-
ten erster Ordnung zur Schrittweite h approximiert werden. Das fiithrt dann in jedem Ortspunkt x; auf
eine gewohnliche Differentialgleichung in ¢. Diese konnen dann mit dem vorwértsgenommenen Eulerver-
fahren numerisch gelést werden. Diese Vorgehensweise heisst Linienmethode.

Ihr Programm soll fiir f(u) = 1u? die Transportgleichung mittels der Linienmethode 15sen. Die Anfangs-
und Randwerte seien dabei:

1.

(&) = —0.2z 4+ 1.0, z<5H
V)= 00, z>5

mit den Randwerten «(0,¢) = 1.0, u(6,¢) = 0.0.

() = —0.2z + 2.0, <5
v\ = 1.0, x>5

mit den Randwerten u(0,¢) = 2.0, u(6,¢) = 1.0.

Fiir die Ortsdiskretisierung wihlen Sie bitte - = 0.05 und als Zeitschrittweite & = 2.0 - h2.

Nun zur Ausgabe, die das Programm liefern soll:

Geben Sie unter Verwendung eines Grafikprogrammes (z.B. zgraph) die Anfangsverteilung u(x,0) und
die Endverteilung u(x, 6) aus. Danach erzeugen Sie bitte unter matlab mit dem movie-Befehl einen Film,
der die zeitliche Entwicklung der Losung zeigt. Dazu stellen Sie bitte nur jede zehnte Zeitschicht dar.
Anstelle von matlab kann auch der xanim-Befehl benutzt werden.

6.3 Kapitel
3

6.3.1 Kapitel

3.1

Aufagbe 6.7. Es sei u: IR — R eine hinreichend oft differenzierbare Funktion.
1. Welche Ordnung haben die Approximationen der zweiten Ableitungen

u”(x) _ u(x 4 h) — 2’12(;‘) +u(z —h) + O
W) = 2u(z) — 5u(z + h) + ;111;(3: + 2h) —u(x + 3h) o)

2. Zeigen Sie, dass

x + 2h) — du(z + h) + 6u(z) — 4u(z — h) + u(x — 2h)

ul™) (z) = ul h4

+O(h?)

richtig ist.

3. Es sei u : [0,00) — IR hinreichend glatt und «/(0) =: a. Geben Sie eine finite Differenzenapproxi-
mation von u”(0) in Termen von «(0),u(h) und o an. Welche Ordnung hat Ihre Approximation?
Welche Bedingungen miissen an «,u(h) und u(—h) gestellt werden, damit die Approximation von
2ter Ordnung ist?
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6.3.2 Kapitel

3.2

Aufagbe 6.8. Es sei v : R? — IR eine hinreichend oft differenzierbare Funktion. Zeigen Sie, dass die die
auf dem Fiinf-Punkte-Stern basierende finite Differenzenapproximation

(Anu)(z,y) = u(x — h,y) +u(x + h,y) +u(z,y — h) +u(z,y + h) — du(z,y)

B2
des Laplaceoperators Konsistent von 2ter Ordnung ist.
Aufagbe 6.9. Seien G, G’ C R? Gebiete und f € C'(G’, G) eine konforme Abbildung, d.h. f erfiillt

1 _ r2 1 _ 2
fe,=1e, e, =—té

1. Zeigen Sie, dass
|f§1|:|f£2|7 f&l'ffzzo
gilt.

2. Sei u € C?(G) und @ :=uo f € CY(G’'). Weiter seien

2 62 2 62
i=1 z i=1 2

die Laplace-Operatoren bzgl. der Koordinaten von G’ bzw. G. Zeigen Sie, dass fiir konforme Abbil-
dungen f € CY(G',G)
Acti = |fe,|* (Ayu)o f  Yue C*(G)
erfiillt ist.
3. Zeigen Sie, dass der Laplace-Operator in zwei Raumdimensionen rund ist, d.h. er ist invariant unter

Drehungen des Koordinatensystems.

Aufagbe 6.10. Es bezeichne (2 := (0,1)? das offene Einheitsquadrat in IR? mit dem Rand I' := 9Q. Mit
Qp bzw. I'y, werden die inneren Gitterpunkte bzw. die Randgitterpunkte des achsenparallelen Gitters zur
Gitterweite h := n%rl, n € IN, bezeichnet. Sei jetzt die Gitterfunktion uj, eine nichtkonstante Losung
der Differenzengleichung

—Apup(z) = f(x), x € Qy
up(z) = @(z), x € Ty,
wobei Ay, den in Aufgabe 3, Blatt 2 erklirten Differenzenoperator bezeichne.

1. Zeigen Sie, dass fiir den Fall f = 0 die Extrema max,cq, ux(r) und min,cq, up(z) auf I'; ange-
nommen werden, wobei Qp := Q, UT',.

2. Weisen Sie ferner nach, dass zwei Losungen uj,, u,% der Differenzengleichung zu verschiedenen Rand-

werten ®!, 2 die Abschiitzung
[uh, = uhlloo < max [|@(z) — @ (z)
z€T,
erfiillen.
3. Zeigen Sie noch, dass aus ®! < ®2 auf I';, die Tatsache u}, < u? in Q, folgt.
Aufagbe 6.11. Diskretiesieren Sie das Dirichlet-Problem
Au = 0, x e
u = g, x el

mit Hilfe des gewohnlichen Fiin f- Punkte-Di f ferenzensterns Ay, wobei die Gitterpunktmengen Q, UT',
durch die nachfolgenden Skizzen gegeben seien. Wihlen Sie dabei die Reihenfolge der Gitterpunkte so,
dass die Bandbreite des jeweils entstehenden Gleichungssystems minimal wird und geben Sie die resul-
tierenden Gleichungssysteme an.
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Aufagbe 6.12. Essei  := (0,1) x (0,1) C IR?. Benutzen Sie zur Diskretisierung des Dirichlet-Problems

Au = f, x €
u = 0, zel,

den Neun-Punkte-Dif ferenzenstern Ag := %AX + %A5 und leiten Sie fiir das quadratische Gitter bei
zeilenweiser Numerierung das resultierende Gleichungssystem her.

6.3.3 Kapitel
3.3

Aufagbe 6.13. Finite Elemente
Gegeben sei das folgende Problem

—u'(z) +qu(z) = f(z), we(ab), ¢=0
(P1) u(a) = 0,
u(d) = 0

1. Beweisen Sie den Satz: Ist u(x) Losung der Variationsformulierung und u € C?(a, b), dann ist u(z)
auch Losung des eigentlichen Problems. Damit sind dann beide Probleme &dquivalent.

2. Diskretisieren Sie die Variationsformulierung des Problems (P;) mittels linearer finiter Elemente.
Dabei ist der Ritz-Galerkin-Ansatz zu wihlen. Geben Sie sowohl die Systemmatrix, alsauch die
rechte Seite an.

3. Wihlen Sie ¢ = 0 und geben Sie die Systemmatrix und die rechte Seite an. Was fillt Thnen verglichen
mit dem resultierenden Gleichungssystem des finiten Differenzen Ansatzes auf?

Aufagbe 6.14. Stabilitdt im 1D

Es sei I = (a,b) C R ein Intervall, I), ein dquidistantes Gitter zu Gitterweite h := Z;‘i und I'j, der Rand

von Ij,. Die skalierte euklidische Norm einer Gitterfunktion u; sei definiert durch

1

2,1, = (h Z |uh(x)2> .

z€lp

[[un]

1. Zeigen Sie, dass fiir zwei Gitterfunktionen wuy, vy, die auf I'y, verschwinden, gilt:

Z (DT up) (2)op () = — Z up(z) (D™ vp) (2).

xz€lp x€lp,

2. (Diskrete Poincare-Ungleichung)
Zeigen Sie, dass fiir Gitterfunktionen uy, die auf I'j, verschwinden, die Ungleichung

lunll2,z, < (b—a)[[D”unll2,1,
Giiltigkeit besitzt.

3. Es sei Ly die auf zentralen Differenzen basierende Diskretisierung des Differentialoperators Lu :=
—u" + qu, q > 0. Zeigen Sie, dass fiir jeden Eigenwert A von Lj die Ungleichung

~(b—a)?
gilt.

4. Zeigen Sie, dass Ly, stabil bzgl. || - || ist.
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Aufagbe 6.15. (Satz von Weinstein)
Beweisen Sie den Satz von Weinstein fiir den Spezialfall symmetrischer Matrizen:
Sei A eine symmetrische Matrix und x # 0 ein beliebiger Vektor, so liegt in dem Kreis

K= {)\ € R;|\— R(z)| < (”Aw% - R(@?) }

/3

mindestens ein Eigenwert von A. Dabei definiert R(x) := % den zu x gehorigen Rayleigh-Quotienten
2

von A.

Aufagbe 6.16. Betrachtet wird das Dirichletproblem

{ —Au(m,y) = f(x’y)v (x’y) €= (Oa ]-) X (Oa ]-)7
u(z,y) = 0, (z,y) € T := 0.

Die Diskretisierung erfolge mittels des 9-Punkte-Dif ferenzensterns auf einem quadratischen Gitter der
Schrittweite h nach den folgenden beiden Schemata (vgl. Ubung)

L[ -1 -4 00 0 Lo 1o
gz | 4 20 A fu=|0 10 f baw = |18 1|f
~1 -4 -1 00 0 01 0

1
jeweils fiir die Relaxationsparameter w = 1.0,w = 1.8 zu den rechten Seiten

1. Losen Sie die diskreten Probleme fiir n = 10 und & = 5 numerisch mit Hilfe des SOR-Ver fahrens

(a) f(z,y) = sin(mx)sin(my) und
(b) flx,y) =2(z +y— 2> —y?).

Brechen Sie die Iteration ab, falls der relative Fehler zweier benachbarter Iterierter, gemessen in der
Maximumnorm, kleiner als 10~ ausfillt. Dokumentieren Sie die Anzahl der benétigten Iterationen
und stellen Sie die numerischen Losungen graphisch mit Hilfe eines Softwarepaketes Threr Wahl dar.

2. Ermitteln Sie experimentell die Konvergenzordnungen der beiden Diskretisierungen.

Aufagbe 6.17. Sei A € R"*" eine Matrix mit einem Spektralradius p(A) < 1. Beweisen Sie die
folgenden Aussagen:

1. Ist A symmetrisch, so gilt '
lim A* =0.

2. Es existiert ein A € R™*"™ mit p(A) < 1, so dass fiir eine Matrixnorm ||| gilt

lim ||A%|| = oo.
11— 00

Aufagbe 6.18. Konvergenz iterativer Verfahren
Wir betrachten das Laplace-Problem

—Au = f in Q:= (0,1)?
(1) { u =0 auf I' := 09).

Das Problem (P;) wird unter Verwendung von Aj auf einem lexikographisch geordneten Gitter zur
Schrittweite h = n%_l diskretisiert. Die resultierende Matrix ist dann eine Block-Tridiagonal-Matrix (siehe
VL und UE).

1. Weisen Sie nach, dass zur Matrix J := —D~! (L + R) die Eigenwerte durch

1 k l
,u(k»l):2<cos T +COSnJ7:1>’ 1<k, l<n,

89



und die (4, j)-te Komponente der Eigenvektoren durch

z(k’l) = sin Liw sin L
b n+1 n+1’

gegeben sind.

2. Bestimmen Sie die Spektralradien der Iterationsmatrizen des Einzelschrittverfahrens und des Rela-
xationsverfahrens zum optimalen Parameter wy.
Was lisst sich iiber die Konvergenzgeschwindigkeit der beiden Verfahren aussagen wenn die Schritt-
weite h gegen Null geht?

3. Bestimmen Sie die Zahl x (siehe Ubung), die angibt wieviele Schritte das Einzelschrittverfahren
benétigt, um dieselbe Fehlerreduktion zu schaffen wie ein Schritt mit dem optimalen Relaxations-
verfahren.

Aufagbe 6.19. Es bezeichne 2 C IR? ein beschrinktes, hinreichend glatt berandetes Gebiet, €2, ein
dquidistantes Gitter mit der Schrittweite h auf 2. I'j, sei die Menge der Randgitterpunkte und R; die
Restriktion auf . Ferner sei Ly die auf dem Fiinf-Punkte Stern basierende Diskretisierung des Lapla-
ceoperators L = —A mit der Konsitenzordnung 2.

1. Sei p ein Eigenwert von L zur Eigenfunktion u. Zeigen Sie, dass es eine positive Konstante ¢ und
eine Gitterfunktion zj, gibt, so dass

Ly Rpu — pRpu = ch’z,
gilt.
2. Sei A\, Eigenwert von Lj,. Zeigen Sie, dass dann mit g und = := Rpu gilt

‘ < Rpu, zp, > |
ch? ————o
[Rpul®

[An = pl < [An — R(z)| +
wobei R(x) der Rayleigh-Quotient zum Operator L, ist.
3. Zeigen Sie, dass zu jedem Eigenwert p von L ein Eigenwert A, von Ly existiert, so dass gilt
1= An| = O(h?).
Hinweis: Satz von Weinstein (Aufgabe 6.15).

Aufagbe 6.20. Noch einmal Finite Differenzen

1. Geben Sie Funktionen p(z) > 0 und f(z) an, so dass die Randwertaufgabe

R u’(x) + 13;2 u'l((acg = Mzii% —sinz, x el :=(0,1),
1 u'(0) = 1,
u(l) = 0
dquivalent in der Form
—(p(2)/ () = f(x), =zel,
(RWAQ) U,/(O) = 17
u(l) = 0

geschrieben werden kann.
2. I, bezeichne das dquidistante Gitter zur Schrittweite h = —1— zum Intervall I. Diskretisieren Sie

n+1
(RW As) durch die Vorschrift
1
(@) (@); = 3 (Pisyuiey —pioyul_y),

2
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. / _ 1 . _ X / _ l L . _ . l . . . .
wobei Uipr =% (Uip1 — uy) U = g (u; — u;—1) und Giys = q(x; + 5h) gesetzt sei. Eliminieren

Sie u_q durch die Ansétze
2h -1 “w “ RO -1

und stellen Sie fiir beide Fille das zugehorige Gleichungssystem auf.

Aufagbe 6.21. Betrachtet wird das Dirichletproblem

—(p@)u'(2)) + q(@)u(z) = f(z), wel:=(ab),
(P) { u(a) = a, u(b) = p.

1. Zeigen Sie, da8 das Problem (P;) ohne Einschrinkung der Allgemeinheit in der Form

—(p(2)u'(2)) + q(x)u(z) g(z),  z€l:=(ab),
(P2) { w(@) = uld) = 0.

geschrieben werden kann. Wie sieht die rechte Seite g(x) aus?

2. Geben Sie die exakte Losung u € C*(a,b) des Problems (P») an, wenn die Werte wie folgt gewihlt
werden: a = —1,b=1,p(z) = q(z) =1,

-1, rze(—1,0
9(@) = { 1 xGEO,l)]

)

Aufagbe 6.22. Neumannrandbedingungen im 2D
Es sei das Neumannproblem

(Py) —Au = f(x), reN:=(0,1)2

3 % = g(x), el =00

vorgelegt. Der Laplaceoperator soll mittels A5 approximiert werden. Wie lautet die zu (91) (siehe VL)
analoge Bedingung, wenn die Neumannableitungen durch zentrale Differenzen approximiert werden?

Aufagbe 6.23. Finite Elemente und Finite Differenzen
Betrachtet wird das Dirichletproblem

—(p(x)u'(z)) + q(@)u(z) = g(z), x€l:=(ab),
(P2) { w(@) = uld) = 0.

1. Schreiben Sie ein Programm zur Losung des Problems (P;) basierend auf der in Aufgabe 1b)

angegebenen Approximation der Ableitungsterme. Verwenden Sie dabei ein dquidistantes Gitter

. b—a
a=20< T <..<Ty <Tpy1 =b, x;=z9+jh, h:m,nelN.

2. Zun € NN sei das Intervall wie in Aufgabenteil a) diskretisiert. Schreiben Sie ein Programm zur
Losung des Finiten Elemente-Ansatzes (1.Aufgabe, 4.Ubung) zur Losung des Problems (P,). Als
Grundlage dienen wiederum die linearen Finiten Elemente mit dem Ritz — Galerkin — Ansatz.

3. Testen Sie Ihre Programme anhand der Daten aus Aufgabe 2b).

4. Vergleichen Sie die Losungen von a) und b) fiir n = 10, 11 und n = 30, 31. Geben Sie alle Losungen
und Fehler graphisch aus. Was féllt Thnen bei der Betrachtung der Fehler auf? Woran liegt das?

Aufagbe 6.24. Seien Q C IR? ein beschrinktes Gebiet, f,g,h,p vorgelegte Funktionen und ¢ > 0.
Betrachtet wird das Problem mit gemischten Randbedingungen

—Au+cu = f, in Q,
(Pr) u = g, auf I'y
g—z +pu = h, auf I's.

Dabei sei 092 = Fl U Fg, Fl N FQ = (Z)
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1. Leiten Sie die Variationsformulierung analog zu (93) der Randwertaufgabe (P;) her.

2. Geben Sie das zu Aufgabenteil a) korrespondierende Minimierungsproblem an und zeigen Sie, dass
die Bedingung
d
d—J(u*—i—ev):O, YoeV
€

an die Richtungsableitung Thres Funktionals J wieder auf die Variationsformulierung fiihrt.

Aufagbe 6.25. 2D lineare Finite Elemente

Sei 2 C IR? ein beschrinktes, polygonal berandetes Gebiet und sei 7 = {T1,...,Tn,} eine zulissige
Triangulierung von Q mit Knoten K = {Py, ..., Py, }. Desweiteren bezeichnen ¢;, 1 < i < Np die
2D-linearen Finiten Elemente.

1. Zeigen Sie, dass die Menge {¢;|1 <i < Np} linear unabhiingig in C°(Q) ist.

2. Leiten Sie durch die Wahl eines geeigneten Ansatzraumes aus der schwachen Formulierung von
(Py) aus Aufgabe 6.24a) ein Gleichungssystem her. Die auftretenden Integrale sollen dabei nicht
berechnet werden.

Aufagbe 6.26. Eigenschaften der Diskretisierung
Es seien ¢;, 1 < i < Np wiederum die 2D-linearen Finiten Elemente. Zeigen Sie die folgenden Eigen-
schaften der Diskretisierung aus Aufgabe 2b):

1. Die Matrix M = (mi,j)i’jzlw}NP,mi,j = fQ ¢i¢;dz ist symmetrisch und positiv definit.
2. Die Matrix A = (a; ;)i,j=1,.. . Np,Qij = fQ V¢;V;dx ist symmetrisch und positiv semidefinit.

3. Die Matrix A = (a; )i j=1,.. N, Ci,j = fQ Vo;Vo;dx ist symmetrisch und positiv definit. Dabei
bezeichne N; die Anzahl der in 2 liegenden Knoten der Triangulierung 7.

Aufagbe 6.27. Triangulierungen

1. Welche der beiden folgenden Triangulierungen sind zuléssig (geméss Definition 3.29)? Bennenen Sie
gef. die Dreiecke und Punkte, die gegen die Bedingungen verstossen.
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Abbildung 12: Gebiet aus der 4. Numerischen Aufgabe

2. Verfeinern Sie das rechte Gebiet einmal durch kongruente Verfeinerung und einmal durch Bisektion
nach der lingsten Kante eines Dreiecks der Makrotriangulierung. Machen Sie bei Ihrer Verfeinerung
deutlich, wo hingende Knoten entstehen und wie diese beseitigt werden. Geben Sie die Kanten an,
nach denen im néichsten Bisektionsschritt verfeinert werden wiirde.

3. Geben Sie die Belegung von itnode und itedge von Dreieck 2 und Dreieck 8 an. Die lokale Nume-
rierung sei dabei vom grossten Winkel aus gesehen entgegen des Uhrzeigersinns. Die Réander des
Gebietes seinen Dirichletrénder.

Aufagbe 6.28. Transformation auf das Einheitsdreieck
T bezeichne das Einheitsdreieck mit den Koordinaten (&, 7), T bezeichne ein beliebiges Dreieck einer
Triangulierung mit den Koordinaten (z,y).

1. Leiten Sie die Abbildung (105) her, die die Transformation auf das Einheitsdreieck darstellt.

2. Wie lassen sich die Ableitungen u,,u,, einer Funktion durch die Ableitungen u¢,u, ausdriicken?
(d.h.: Leiten Sie die Formel (107) her.)

Aufagbe 6.29. Integrale auf dem Einheitsdreieck bzw -quadrat
T bezeichne das Einheitsdreieck, ) das Einheitsquadrat.

1. Beweisen Sie den Hilfssatz 3.2 der Vorlesung.

2. Mit Hilfe dieses Satzes lassen sich die Masseelementarmatrix e,, und die Steifigkeitselementarmatrix
e, berechnen:

em(t,j) = /bmibmjdx
T

eql(t,7) = /meimejdx,
T

wobei mit b,,, die 2D linearen finiten Elemente bezeichnet werden und ¢, j die lokale Numerierung
ist. Diese Matrizen sollen Sie berechnen.

3. Zeigen Sie, dass fiir lineare Funktionen p(x1, z2)

/ p de = |T| p(aT)
T

gilt, wobei x1" der Schwerpunkt des Dreiecks T ist.

Aufagbe 6.30. Berechnen Sie mit Hilfe von linearen finiten Elementen Approximationen der Losung
des Problems

—Au+cu = 1, inQ:={(rcos(¢),rsin(¢))0<r<1,0< ¢ <an}
(P) u = g aufl'p
g—g = 0 aufl'y

jeweils fiir v = £, 2,2 auf dem Gebiet € aus Abbildung 1, wobei
L. Tp =0Q,Ty = 0,9(r,¢) = r# sin & — 1,

2. I‘D:I‘l,r‘N:I""L_Jl_\_hg(’/"qi)):’["icos%_ﬁ7



3. Tp =Tt UT, Ty =T",g(r,¢) = roa sin & — =
gewiihlt werden. Berechnen Sie die numerischen Losungen mit Hilfe des CG-Verfahrens aus Algorithmus
6.41 und geben Sie diese in allen Féllen graphisch aus. Als freiwillige Zusatzaufgabe kann das cg-Verfahren
mit dem SOR-Verfahren vorkonditioniert werden.
Untersuchen Sie das Verhalten der Losung fiir verschiedene ¢ (z.B. ¢=0, ¢=1, ¢=10, ¢=100). Die Trian-
gulierung hat so zu geschehen, dass auch die krummen Rénder verfeinert werden

6.3.4 Kapitel
3.4

Aufagbe 6.31. cg-Verfahren
Berechnen Sie mit Hilfe des cg-Verfahrens Algorithmus 6.41 die exakte Losung des Gleichungssystems

2 -1 0 1
-1 2 =1 |lx=1|0
0 -1 2 0

Aufagbe 6.32. Eigenschaften des cg-Verfahrens
Betrachten Sie das cg-Verfahren aus Algorithmus 6.41.

1. Zeigen Sie, dass sowohl im Basis cg-Verfahren (Algorithmus 6.41) als auch in der Formulierung
(120) stets 7T orthogonal zu p' ist.

2. Zeigen Sie, dass beide Formulierungen des cg-Verfahrens dquivalent sind.

Aufagbe 6.33. Vorkonditioniertes cg-Verfahren
Die vorliegende Makrotriangulierung des Einheitsquadrates soll durch kongruentes Verfeinern trianguliert
werden.
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1. Zeigen Sie, dass das Laplaceproblem

—Au = f, inQ:=(0,1)x(0,1)
u = 0 aufl:=090

diskretisiert mittels linearer Finiter Elemente im wesentlichen auf den 5-Punkte-Stern fithrt. Worin
liegt der Unterschied? Wie kann man ihn interpretieren?

2. Wieviel Schritte (in Abhéingigkeit von x(A)) des cg-Verfahrens sind nétig, um den Fehler auf
des Anfangsfehlers zu reduzieren?

3. Berechnen Sie exemplarisch zu den Schrittweiten h = % und h = ﬁ die Anzahl der Schritte,
die notig sind, um den Anfangsfehler der Diskretisierung von Aufgabenteil a) auf % zu redu-
zieren. Vergleichen Sie diese Zahlen mit den nétigen Schritten falls mittels des SSOR-Verfahrens

vorkonditioniert wird.

Aufagbe 6.34. Effizientes Speichern diinnbesetzter Matrizen
Geben sei die folgende 9 x 9-Matrix A:

4 -1 0 -1 0 0 0 0 0
-1 4 -1 0 -1 0 0 0 0
0 -1 4 0 0 -1 0 0 0
-1 0 0 4 -1 0 -1 0 0
A= 0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 0
0 0 -1 0 -1 4 0 0 -1
0 0 0 -1 0 0 4 -1 0
0 0 0 0 -1 0 -1 4 -1
0 0 0 0 0 -1 0 -1 4 |

1. Geben Sie die sparse-Vektoren H,CN und RS (siehe (118)) an. Nutzen Sie aus, dass die Matrix
A symmetrisch ist.

2. Welche Dimension haben die Vektoren H, CN und RS? Was sind die Vorteile dieser Speicherungs-
methode?

Aufagbe 6.35. Energienorm
Es sei A € R™*" eine regulidre Matrix. Dann wird durch

lulla:=||Aullz,  Yu e R™
die sogenannte Energienorm definiert. Weisen Sie die Normeigenschaft nach.

Aufagbe 6.36. Hessenbergmatrix und LR-Zerlegung
Es sei H € R™*™ eine obere Hessenbergmatrix.

1. Geben Sie einen Algorithmus fiir eine LR — Zerlegung dieser Hessenbergmatrix an. L sei dabei eine
untere Dreiecksmatrix mit einsen auf der Diagonalen, R eine rechte obere Dreiecksmatrix. Welches
Besetzungsmuster haben L und R?

2. Wie kann man diese Zerlegung benutzen, um das lineare Gleichungssystem Hz = b zu l6sen?
Wie viele Operationen sind notwendig fiir die Losung des Gleichungssystems (LR-Zerlegung und
auflosen)?

Aufagbe 6.37. Berechnen Sie mit Threm Algorithmus aus Aufgabe 6.36 zuerst die LR-Zerlegung der
Hessenbergmatrix und bestimmen Sie danach die Losung des Gleichungssystems

21 2 0 1
1212 |1
01 2 1" |1
001 2 1

Aufagbe 6.38. QR-Zerlegung von Hessenberg-Matrizen

Beweisen Sie den Hil fsatz 3.58 aus der Vorlesung.

Bemerkung: Es muss auch gezeigt werden, dass das Produkt der Rotationsmatrizen eine orthogonale
Matrix bildet.
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6.3.5 Kapitel
3.5

Aufagbe 6.39. Fehlerdarstellung im 1D
Es sei w hinreichend glatt und (Inu) (z) linear interpolierend auf [x;_1,;]. Zeigen Sie die folgende Feh-

lerdarstellung
u(w) = () () = ———— / / / W (s) ds dnp de.
g 1= Ti—1 JTi—1JM

Aufagbe 6.40. Gegeben sei die Fehlerdarstellung aus Aufgabe 6.39. Zeigen Sie die folgenden Abschétzun-
gen:

L lu(z) = (Ihw) (2)||z2 < ch® [u”]| Lz,
2. || (u(z) = (Inw) (2)) |2 < ch ||u"|| 2,
wobei h := max |z; — z;—1], 1 <i<n+1 gilt.

Aufagbe 6.41. Fehlerabschitzungen im 2D, C’eas Lemma.

Sei  C IR? ein beschriinktes, polygonal berandetes Gebiet und 7 := {73, }1>0 eine Familie zulissiger
Triangulierungen von 2. Ferner erfiille die stiickweise lineare, global stetige Interpolation I,u der Losung
u € H?(Q) des Problems

—Au f in
(P) { u = 0 auf 0f)

mit f € L?(Q) die Abschiitzung

0.0+ hl|V(u—Ihu)|oo < ch®|ull2.0,

llu — Ihu

wobei ¢ eine positive Konstante bezeichnet.
Zeigen Sie, dass die stiickweise lineare, global stetige Finite-Element-Approximation u;, zur Losung u von
(P) die Abschiitzungen

L flu = unlie < cabllull20
2. |lu—unllo,0 < c2h?[|ull2,0
erfiillt. Zum Nachweis von b) sei vorausgesetzt, dass jede Losung u von (P) der Abschitzung
[ull2,0 < esl[fllo.0
geniigt. Dabei bezeichnen die ¢; positive Konstanten.

Aufagbe 6.42. Friedrichsche Ungleichung.
Es sei H}(0,7) wie folgt definiert:

Hy(0,7) == {v e H'(0,);v(0) = v(r) =0} .

Bestimmen Sie die optimale Konstante in der Friedrichschen Ungleichung fiir Funktionen aus H} (0, 7),
d.h., bestimmen Sie das kleinste ¢ > 0 derart, daf

lvllo < cllv'llo Vv € Hg(0,7)
gilt.

vl
lloll

SIS

) v € H}(0,7), v # 0 und minimieren Sie I(v).

Hinweis: Betrachten Sie I(v) :=

o

Aufagbe 6.43. Adaptive Gittererzeugung
Vorgelegt ist das folgende Problem

—eAu+cbTVu = f,  in Q:={(rcos(¢),rsin(¢)) 0 <r < 1,0 < ¢ < ar}

(P) u = g aufl'p
du = 0 aufly
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Abbildung 13: Gebiet aus der 5. Numerischen Aufgabe

jeweils fiir a = % und % auf dem Gebiet 2 aus Abbildung 1, wobei

2

I'p=0Q, 'y =0, g(r,gzﬁ):résin?—r—
a 4

gewihlt werden. IThre Aufgabe ist nun wie folgt:

1. Sei ¢ = 0. Berechnen Sie eine adaptive Gitterverfeinerung mittels des Fehler-Indikators von Johnson
und mittels des Fehlerschétzers von Bautz/Weiser. Als Normen sollen sowohl die ||.|| - als auch
die ||.||g:-Norm verwendet werden. Die rechte Seite sei f = e, die exakte Losung ist dann gleich

g(r, d).

2. Sei ¢ =1 und b” := (1,1). Berechnen Sie die numerische Losung zur rechten Seite f = 1.
Wie ist das Verhalten der Losung, wenn e sehr klein wird? Hier soll als Loser das GMRES-Verfahren
aus Algorithmus 83 programmiert werden.

Aufagbe 6.44. Vorgelegt ist das folgende Problem

P —Au = 1, inQ:={(rcos(¢),rsin(¢))0<r <1,0< ¢ < ar}
(P1) v = g aufl =00

mit g(r, ¢) := P& sin £ %. 0 sei durch 3 := é definiert.

1. Zeigen Sie, dass durch u(r, ¢) := g(r, ¢) die Losung des Problems (P;) gegeben ist.

2. Berechnen Sie den Gradienten in den Koordinaten r» und ¢ und den Laplace-Operator in den
Koordinaten r und ¢.

3. Weisen Sie nach, dass fiir 5 < 1 gilt:

2
u(r, @) € H*P(Q), V1§p<ﬂ.
4. Analog lisst sich zeigen, dass fiir 8 > 1 gilt:
2
u(r, ¢) € H*P(Q), V1 §p<m.

Das sollen Sie beweisen.

5. Diskutieren Sie die Auswirkung der oben gezeigten Eigenschaften der Losung u(r, ¢) auf die Feh-
lerabschatzungen.

6.4 Kapitel
4

Aufagbe 6.45. Wirmeleitungsgleichung, Konsistenz
Betrachten Sie jetzt die Anfangs-Randwertaufgabe

U — Upe = f(z,t), in@Q:=(0,1)x(0,T)
P u(0,t) = wi(t) t€(0,7)
(P2) w(lt) = w(t) te(0.7)
u(z,0) = wup(z) z€(0,1)



Die Diskretisierung von (P) erfolge in Ortsrichtung mit der dquidistanten Schrittweite h = n%rl und in

Zeitrichtung mit der dquidistanten Schrittweite k = —. Desweiteren bezeichne uf den N&herungswert der
exakten Losung in (x;,t;) (] sei analog definiert).
Zur numerischen Losung des Problems (P») sei das folgende Schema definiert:

% (u{“—ug) = D*D’(ngﬂ—i—(l—a)ug)—&—fzj, i=1,.,n, j=1,..m
'ué = wui(t;) i=0,....m
wl o= us(ty) i=0,....m
u) = wp(x;) i=0,..,n+1,

wobei DT D~ den zentralen Differenzenquotienten in Ortsrichtung bezeichnet. Zeigen Sie, dass fiir den
Konsistenzfehler

1. O(h? + k) bei beliebigem o, fij = f(xi,t;),u € CH2(Q), bzw
2. O(h? + k%) bei 0 = 3, f/ == flai,t; + 5),u € C*3(Q) gilt.
3. Was bedeuten die beiden Aussagen fiir die Wahl von h und k7

Aufagbe 6.46. Linienmethode

Gegenstand dieser Aufgabe ist wieder die inhomogene Wirmeleitungsgleichung (Ps) aus der Aufgabe 2 mit
u1(t) = ug(t) = 0. Allerdings wird jetzt zeitkoninuierlich diskretisiert, d.h. in Ortsrichtung wird wieder der
zentrale Differenzenquotient angesetzt, die Zeitrichtung bleibt jedoch kontinuierlich (vgl. Linienmethode).

1. Wie lautet das entstehende (zeitkontinuierliche) lineare Gleichungssystem?

2. Entkoppeln Sie dieses Gleichungssystem, indem Sie alle auftretenden Funktionen nach einer Ortho-
gonalbasis von Eigenvektoren der Systemmatrix entwickeln.
Hinweis: Die Eigenvektoren und die Eigenwerte miissen nicht berechnet werden. Nutzen Sie ledig-
lich die Eigenschaften der Eigenvektoren aus.

3. Losen Sie die auf diese Weise erhaltenen gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die homogene
Wirmeleitungsgleichung. Geben Sie damit die homogene Losung von (P) entwickelt nach Eigen-
vektoren an.

Aufagbe 6.47. Dualrdume, Dualoperatoren
Seien X, Y zwei beliebige Banachrdume und T € L(X,Y). Fiir jedes y* € Y* definiert

<Tx,y* >yxy-=<2,2" >xxx~ VeeX

ein eindeutiges z* € X*. Die lineare Abbildung 7% : Y* — X* mit T*y* = z* definiert den dualen
Operator.

1. Zeigen Sie, dass der Dualoperator T* der Gleichung ||T*||x+—y+ = ||T|ly —x geniigt.
2. Aus welchen Dualriumen stammen die folgenden Funktionale?

() Ji(u,v) = [[ullfiq) + 510320

(b) Ja(u) = [, VuVodQ — [, 24vdS Vv

(©) Ja(uw) = [[ull oo

Aufagbe 6.48. Stabilitdt

Betrachten Sie noch einmal die Aufgabe 6.45. Diskutieren Sie mittels des Seperationsansatzes die Stabi-
litéit des Diskretisierungsschemas. Fiir welche o ist das Verfahren stabil? Welche Bedingungen werden an
die Schrittweiten h und k gestellt?
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Aufagbe 6.49. Gegeben sei die Anfangs-Randwertaufgabe

ug—Du = f, inQx(0,7)

w0,8) = 0 te(0,7)
(P) w(lt) = 0 te(0,7)

u(z,0) = wu(x) z€Q,

wobei abhiingig von der Raumdimension Q = (0,1) C R, D = 88—:2 oder Q = (0,1)2 C R%, D = A gelte.
Die Diskretisierung von (P) erfolge in Ortsrichtung mittels der dquidistanten Schrittweite h.

1. Stellen Sie fiir beide Falle mittels der Linienmethode das System gewohnlicher Differentialgleichun-
gen auf. Geben Sie die entstehenden Matrizen an.

2. Die unter a) aufgestellten Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen sind exponentiell stabil.
Das sollen Sie zeigen. Hinweis: Aufgabe 6.14.

A Ein- und Mehrschrittverfahren fiir Anfangswertaufgaben

Sei f:[0,7] x R™ — R™ hinreichend glatt. Betrachtet wird das Anfangswertproblem

y'(t) = [f(ty),
“”{ y0) = o

Zur numerischen Diskretisierung definiere durch
tog:=0, tj41:=1¢;+ Atj, j €N

ein Zeitgitter Ia; , welches hier der Einfachheit halber zunéchst als dquidistant, d.h., At; = At Vj € IN,
vorausgesetzt wird.
Ziel ist es nun, eine Gitterfunktion

yae : Ing — R"

zu finden, welche die Losung y von (A) in den Gitterpunkten ¢; moglichst gut approximiert, d.h.,

! 44 : [13
yac(t;) —y(t;) = “klein®,

und fiir zunehmende Feinheit des Gitters in den Gitterpunkten gegen die Losung konvergiert, d.h.,

Il
yae(t;) —y(t;) =0 (At —0).
Zur Abkiirzung schreibe
yi = yaulty).

Mit diesen Notationen konnen Einschrittverfahren definiert werden.

Definition A.1. (Einschrittverfahren)
Ein Einschrittverfahren zur Bestimmung einer Naherungslosung ya; auf einem Gitter Ia; hat die Form

yvo: = y(0)
(220) tiy1: = tj+At; 7=0,1,...,m—1
Yit1: = yi+ Atp(ts,y;, Atj).

Dabei heif3t
o(, AL [0,T] x R" — R"

Verfahrensfunktion des zur Differentialgleichung ¢y’ = f(¢,y) bei der Schrittweite At gehérenden numeri-
schen Verfahrens.

Beispiel
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1. Euler’sches Verfahren (¢, y, At) = f(t,y)
2. Verbessertes Euler’sches Verfahren ¢(t,y, At) = f(t + %, Y+ %f(t, Y))
Verfahrensfunktionen kénnen auch implizit sein;

3. Implizites Eulerverfahren

yozy(O),
tj+1:tj+Atj j:O,l,...,m—l, und

Yi+1 = Y5 + AL f(tj11,y541),
4. Trapezverfahren
Yo = y(0)

tj+1:tj+Atj 7=0,1,...,m—1.
Al
Yir1 =y + 5L y5) + F(11, Y1)

O
Hier ist wie oben
T=t,

Ist z.B.

f(tay) _)\ya )\ER7
so gilt in 3.

A

ety At) = —1 v,

in 4.

Wichtige Begriffe sind Konsistenz und Konvergenz. Zu deren Erluterung ist die Einfiihrung des Verfah-
rensfehlers hilfreich.

Definition A.2. (Verfahrensfehler)
Sei y die Losung von (A) (welche als eindeutig existent vorausgesetzt wird), und sei ¢ die Verfahrens-
funktion eines Einschrittverfahrens zur Integration von

v =1ty y(0) =y
Dann heifit
rit,y(e), At = WL oy an)
lokaler Verfahrensfehler des Einschrittverfahrens an der Stelle (¢, y(t)).

Definition A.3. (Konsistenz)
Sei y die Losung der Anfangswertaufgabe (A) und sei ¢ die Verfahrensfunktion eines Einschrittverfahrens
zur Integration von (A). ¢ heifit konsistent, genau dann, wenn

(221) sup |r(t,y(t), At)] — 0 (At — 0),
te[0,T)

und ist konsistent von der Ordnung p > 0 genau dann, wenn

sup |r(t,y(t), At)] < KAt At — 0).
(222) te[OPT]l (t,y(t) ) ( )
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Definition A.4. (Konvergenz)
Ein numerisches Verfahren, dafl zu jedem Gitter Ia; eine Gitterfunktion ya; berechnet, heifit konvergent
fiir die AWA (A), falls fiir

5At(t) = y(t) - yAt(t)v te [OvT]
die Beziehung
lleatllat == max lyac(t) —y()| — 0 (At —0)

gilt. Die Konvergenz ist von der Ordnung p > 0 genau dann, wenn

||5At||At = O(Atp) (At — 0)

Beispiel
1. Euler
t+ At) —y(t
ity an = MESIZIO g )
——
y'(t)
A
= S0 o)

O(At) (At — 0).

2. Verbesserter Euler
r(t,y, At) = O(At?) (At — 0).

Runge-Kutta-Verfahren sind wie folgt definiert.

Definition A.5. (Runge-Kutta-Verfahren)
Sei s € IN. Ein Runge-Kutta-Verfahren hat die Gestalt

vo  =y(0)
tj+1 :tJ+At j:O,l,...,m—l,
Yir1 = yj + Atp(t), yj, At)

wobei At = At; und fiir k = soder k =7 — 1

Sﬁ(t, Y, At) = Z bivi(ta y)
i=1

mit
vi(t,y) = f (t + Aty + AtZaikvk(t,y)> o oi=1,...,s.
k=1
Als Schema,
C1 aq N QA1s
cs | as1 ... Qs
T . b

Das Verfahren heifit
implizit fiir k = s,
explizit fir Kk =7 — 1.

Einschrittverfahren benutzen nur Informationen vom vorherigen Zeitschritt. Verfahren, welche auch In-
formationen von mehreren vergangenen Zeitschritten nutzen, heiflen Mehrschrittverfahren. Hier werden
nur lineare Mehrschrittverfahren definiert.
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Definition A.6. (Lineare Mehrschrittverfahren)
Ein Verfahren der Form

k

Yjrk = Yjt+q T Atzbifj-i-ia tivk € Int = {to,...,tm}
=0

mit k > 1,0 < ¢ <k, fj+i := f(tj+i,yj+i), daB zu bekannten Werten yo, ..., yx—1, die Werte yg,...,ym
zu berechnen gestattet, heifit lineares k-Schrittverfahren. Ist by = 0, so heifit es explizit, sonst implizit.
Der lokale Abschneidefehler fiir Mehrschrittverfahren ist definiert durch

y(t + kAt) — y(t + qAt
At

k
) _ ST bif(t+ AL y(t +iAL)).
=0

r(t,y(t), At) :=

Konsistenzordnung ist wie in (221) und (222) definiert.

MSYV kénnen iiber Integrationsformeln hergeleitet werden. Integration von (A) ergibt

titk
(223) Wts) =t + [ ftye)dn
titq
Schreibe jetzt
Litk &
/ Flty()dt m AL bif(tjsi Yjta)-
tita =0

Um eine solche Ndherung zu erhalten, wird etwa der Integrand durch ein Interpolationspolynom in den
Stellen
(tiea Frus) i=0,1,...,k—1 (expliziter Fall)
It St i=0,1,....k (impliziter Fall)

ersetzt und exakt ausgewertet.
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