SKRIPT ZUR VORLESUNG ALGEBRA (ALGEBRA II)

STEFAN GESCHKE

ZUSAMMENFASSUNG. Es handelt sich um die Fortsetzung der Vorlesung
“Einfithrung in die Algebra und Zahlentheorie” nach dem Skript von
Prof. V. Schulze. Der Inhalt jener Vorlesung (Kap. 1: Gruppen, Kap. 2:
Ringe, Kap. 3: Ideale in kommutativen Ringen, Kap. 4: Elementare
Korpertheorie) wird vorausgesetzt.

1. GALOISTHEORIE

1.1. Koérperautomorphismen. Wir beginnen mit einigen Betrachtungen
iiber Kérperautomorphismen.

Definition und Bemerkung 1.1. Fiir zwei Mengen X und Y bezeichne
Abb(X,Y) die Menge der Abbildungen von X nach Y.
Fiir einen Korper K lassen sich folgende Verkniipfungen auf Abb(X, K)
definieren: Fiir fi, fo € Abb(X, K) sei
(i) f1+ f2 € Abb(X, K) definiert durch (f1 + f2)(z) := fi(x) + fao(x) fiir
alle zx € X und
(ii) f1- fo durch (f1- f2)(z) := fi(z) - fo(x) fiir alle z € X.
(iii) Fiir € K und f € Abb(X, K) sei « - f definiert durch (« - f)(z) :=
a- f(z) fur alle x € X.
Durch die in (i) und (iii) definierten Verkniipfungen wird Abb(X, K) zu
einem K-Vektorraum.

Satz 1.2. Sei H Halbgruppe, K° die multiplikative Gruppe eines Korpers
K und hq, ..., h, Homomorphismen von H nach K°. Es gilt:

hi,..., hy, sind genau dann paarweise verschieden, wenn sie als Elemente
des K -Vektorraums Abb(H, K) linear unabhdngig sind.

Beweis. Offenbar sind linear unabhéngige Elemente eines Vektorraums paar-
weise verschieden. Das zeigt die eine Richtung der Aquivalenz. Die andere
Richtung zeigen wir mittels vollstandiger Induktion iiber n.

Seien n = 1 und a € K. Ist a - hy die Nullabbildung, also « - hi(x) = 0
fir alle z € X, so folgt o = 0 aus der Nullteilerfreiheit von K.

Sei nun n > 1 und die Behauptung bereits gezeigt fiir alle m < n.

Sind hyq, ..., h, paarweise verschieden, so existiert ein a € K mit hq(a) #
hn(a). Angenommen aqhy + - -+ 4+ ayhy, ist die Nullabbildung fiir gewisse
ai,...,a, € K. Wir miissen zeigen, dafl alle a;; null sind.

Fiir alle x € H gilt ajhi(z) + - + aphy(z) = 0. Damit ist auch fiir alle
re H

arhy(a)hy(x) + -+ 4+ anhy(a)hy () = arhy(az) + - -+ + aphy(az) = 0.

Dieses Skript basiert weitgehend auf dem handgeschriebenen Skript “Algebra” von
Prof. V. Schulze.
1
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AuBerdem gilt fiir alle 2 € H
arhi(a)hi(x) + - - + aphi(a)hy(z) = hi(a) - (a1hi(x) + - - + aphy(z)) = 0.
Differenzbildung liefert

az(hz(a) — hi(a))he(z) + - -+ + an(hn(a) — hi(a))hn(z) = 0.

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt a;(h;(a) — hi(a)) = 0 fiir alle ¢ €
{2,...,n}. Wegen der Wahl von a ist h,(a) — hi(a) # 0 und damit o, =
0. Also ist bereits ai1hy + -+ + ap_1h,_1 die Nullabbildung. Eine weitere
Anwendung der Induktionsvoraussetzung liefert schliefllich «; = 0 fiir alle
ie{l,...,n}. O

Folgerung 1.3. Seien L1 und Lo Kérper und hq,...,h, paarweise ver-
schiedene injektive Korperhomomorphismen von L1 nach Ls. Dann sind
hi, ..., hy linear unabhdngig iber L.

Beweis. Da die h; paarweise verschiedene Koérperhomomorphismen sind,
sind bereits ihre Einschrankungen auf die multiplikative Gruppe L(l) von L
paarweise verschieden. Da die h; injektiv sind, sind die Mengen h;[L{] Teil-
mengen von Lg. Damit sind die Abbildungen h; | L(l) Gruppenhomomorphis-
men von L nach LY. Nach Satz 1.2 sind nun die h; | LY linear unabhéingig
als Elemente des Lo-Vektorraumes Abb(LY, Ls). Erst recht sind die h; linear
unabhéngig als Elemente des La-Vektorraumes Abb(Lq, Lo). O

Definition und Bemerkung 1.4. Seien L; und Ly endliche Erweiterun-
gen des Korpers K. L1 und Ls sind also endlich dimensionale K-Vektorriu-
me. Homp (L1, Lo) bezeichnet die Menge der K-linearen Abbildungen von
Ly nach Ls. In der iiblichen Weise 1a8t sich Homg (L, Lo) als K-Vektorraum
auffassen. Hom g (L1, Lo) ist auflerdem ein Unterraum des Lo-Vektorraumes
Abb(Lq, Lo).

Lemma 1.5. Seien K, L1 und Lo wie eben. Dann gilt:
dimp,(Homg (L1, Lo)) = [L; : K]

Beweis. Falls V' ein L-Vektorraum ist und K ein Unterkorper von L, so 148t
sich V auch als K-Vektorraum auffassen und es gilt dimg (V) = dimg (V) -
[L : K]. Letzteres folgt aus dem Beweis der Korpergradformel. Aus der
linearen Algebra weifl man

dimg (Hompg (L1, Lo)) = dimg (L1) - dimg (Lo) = [Ly : K] - [Le : K].
Zusammen ergibt sich die Behauptung. ]

Satz 1.6. Seien K, L1 und Lo wie eben und hq, ..., h, paarweise verschie-
dene injektive Korperhomomorphismen von L1 nach Lo, die K elementweise
fest lassen. Dann gilt n < [Ly : K].

Beweis. Da K elementweise fest bleibt, lassen sich hq,...,h, auffassen als
Elemente des Lo-Vektorraumes Hom g (Lq, Ly). Nach Folgerung 1.3 sind die
h; linear unabhéngig tiber Lo. Andererseits gilt dimy,(Hompg (L1, L2)) =
[L1 : K] nach Lemma 1.5. Zusammen ergibt sich die Behauptung. O
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Definition 1.7. Seien K und L Kérper mit K < L. Dann ist Aut(L) die
Gruppe aller Automorphismen von L und Gal(L : K) die Gruppe aller
Automorphismen von L, die K elementweise fest lassen. Aut(L) ist die Au-
tomorphismengruppe von L und Gal(L : K) die Galoisgruppe von L : K.

Als wichtiger Spezialfall von Satz 1.6 ergibt sich sofort

Satz 1.8. Sei L : K eine endliche Korpererweiterung. Dann gilt:
|Gal(L : K)|< [L: K]

Beispiel 1.9. Nach Satz 1.8 ist | Gal(Q(v/2) : Q) |< 2. Die Ordnung der
Galoisgruppe von Q(\/E) : Q ist in der Tat 2, und das Element ¢ von
Gal(Q(v/2) : Q), welches nicht die Identitiit ist, ist eindeutig dadurch be-
stimmt, daB es /2 auf —v/2 abbildet. Fiir a+bv/2 € Q(v/2) ist p(a+bv2) =
a — by/2.

Beispiel 1.10. /2 bezeichnet die reelle 3-te Wurzel von 2. Die Galoisgrup-
pe von Q(v/2) : Q enthélt nur die Identitéit:

Sei namlich ¢ € Gal(Q(V/2) : Q). v/2 ist Nullstelle von X3 — 2, einem
Polynom mit Koeffizienten in Q. Da ¢ ein Kérperhomomorphismus ist, der
die Elemente von Q fest 1:8t, ist auch ¢(+/2) Nullstelle von X3 — 2. Q(+v/2)
enthilt aber nur reelle Zahlen und /2 ist die einzige reelle Nullstelle von
X3 — 2. Damit ist p(+/2) = v/2. Da ¢ auf einem Erzeugendensystem von
Q(¥/2) die Identitit ist, ndmlich auf Q U {3/2}, gilt ¢ = idgy 73)-

Definition und Bemerkung 1.11. Sei G eine Gruppe (oder einfach eine
Menge) von Automorphismen des Korpers L. Dann ist

Fix;(G) :={zr e L:Vge G(g(x) =x)}
ein Unterkorper von L, der Fizpunktkorper von G in L.

Je kleiner die Gruppe G ist, desto grofler ist ihr Fixpunktkorper. Das
spiegelt sich im néchsten Satz wieder.

Satz 1.12. Sei G eine endliche Gruppe von Automorphismen des Kdrpers
L. Dann gilt [L : Fixr,(G)] =|G].

Bevor wir diesen Satz beweisen, leiten wir eine wichtige Folgerung ab.
Folgerung 1.13. Sei L : K eine endliche Kdrpererweiterung. Dann gilt:
|Gal(L : K)|=[L: K| < K = Fixy(Gal(L : K))

Beweis. Die Riickrichtung folgt aus Satz 1.12, da |Gal(L : K)| nach Satz 1.8
endlich ist. )
Fiir die andere Richtung der Aquivalenz beachte, dafl nach Satz 1.12

|Gal(L : K)|=[L : Fixp(Gal(L : K))]

gilt. Nach Voraussetzung gilt |Gal(L : K)|= [L : K]. Offenbar ist K ein
Unterkorper von Fixy (Gal(L : K)). Damit ist K = F. O

Diese Folgerung motiviert die néchste Definition.

Definition 1.14. Eine Korpererweiterung L : K heif3t galoissch, wenn K
der Fixpunktkorper von Gal(L : K) ist.
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Zum Beweis von Satz 1.12 benstigen wir

Lemma 1.15. Sei L ein Kérper und U eine endliche Gruppe von Automor-
phismen von L. Fiir alle a € L sei

Spury(a) = Z u(a)

uelU
die Spur von a beziiglich U. Dann gilt:

(i) Fir alle v e U und alle a € L ist v(Spury(a)) = Spury (a).
(ii) Es gibt ein b € L mit Spur(b) # 0.

Beweis. (i) Fiir alle v € U und a € L gilt

v(Spurgr(a)) =v (Z u(a)) = Z vu(a) = Z u(a) = Spury (a).
uelU uelU uelU
Das vorletzte Gleichheitszeichen liegt an der Tatsache, dal mit u auch vu
alle Elemente von U je einmal durchlauft.
(ii) Spury(a) = > ,cpula) = 0 fiir alle a € L ist unmoglich, da sonst die
Elemente von U iiber L linear abhéngig wéren, im Widerspruch zu Folgerung
1.3. O

Beweis von Satz 1.12. Setze F' := Fixy(G). Da G nach Voraussetzung end-
lich ist, gilt |G|< [L : F] automatisch falls L : F unendlich ist. Falls L : F
endlich ist, so gilt |G|< [L : F| nach Satz 1.8, da G eine Teilmenge von
Gal(L : F) ist.

Sei nun G = {g1,...,9,} und seien aq,...,a,4+1 € L beliebig. Wir zeigen,
daB die a;, i € {1,...,n+ 1}, linear abhéngig iiber F sind.

Betrachte dazu das homogene Gleichungssystem

S g ami =0 Ge{l..,n)).
=1

Dieses Gleichungssystem besitzt eine nichttriviale Losung (z1,...,2,41) €
L™*1 da es mehr Variablen als Gleichungen hat. O.B.d.A. sei z; # 0. Nach
Lemma 1.15(ii) existiert ein b € L mit Spurs(b) # 0. Da mit (21,..., 2n+1)
auch der Vektor (b, bzy Lo, ... N lzn+1) Losung des Gleichungssystems ist,
koénnen wir Spurg(z1) # 0 annehmen.

Anwendung von g; auf die j-te Gleichung liefert

n+1
> aigi(z) =0
i=1
fiir alle j € {1,...,n}. Summation iiber j liefert
n+1

Z a; Spurg(z;) = 0.
i=1

Nach Lemma 1.15(i) ist Spurg(z;) € Fix(G) = F fiir alle¢ € {1,...,n+1}.
Aus Spurg(z1) # 0 folgt nun die lineare Abhéngigkeit von ay, ..., ap4; iber
F. Damit haben wir die noch fehlende Ungleichung [L : F| <|G| gezeigt. O



SKRIPT ZUR VORLESUNG ALGEBRA (ALGEBRA II) 5

1.2. Galoissche Erweiterungen. Fiir jede endliche Kérpererweiterung L :
K gilt nach Satz 1.8

|Gal(L : K)|<[L: K],
und nach Folgerung 1.13 ist
|Gal(L : K)|=[L: K]

genau dann, wenn K der Fixpunktkorper von Gal(L : K) ist.
Der néchste Satz charakterisiert galoissche Korpererweiterungen.

Satz 1.16. Sei L : K endliche Korpererweiterung. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(i) L : K ist galoissche Erweiterung, d.h., K = Fix(Gal(L : K)) (siehe
Definition 1.14).
(i) [L: K] =|Gal(L : K)]
(iii) L : K ist normale und separable Erweiterung.
(iv) L ist der Zerfillungskorper eines separablen Polynoms f € K[X].

Beweis. (i) und (ii) sind dquivalent nach Folgerung 1.13.

(i)=(iii): Wir zeigen zunéchst, daB8 L : K separabel ist, d.h., dafi jedes
a € L Nullstelle eines separablen Polynoms f € K[X] ist. Man erinnere sich,
daf} ein Polynom genau dann separabel ist, wenn jeder irreduzible Faktor in
seinem Zerfallungskorper nur einfache Nullstellen hat.

Sei {p(a) : ¢ € Gal(L : K)} = {ai,...,a,} mit paarweise verschiedenen

a;. Setze
n

n
f=]]X —a)=> b X7,
i=1 j=0

Wegen idy, € Gal(L : K) ist a Nullstelle von f. Zu zeigen ist f € K[X].

Jedes ¢ € Gal(L : K) 14t sich eindeutig zu einem Isomorphismus ¢ :
L[X] — L[X] fortsetzen. ¢ permutiert die a; und fixiert X. Damit ist ¢(f) =
f. Die Koeffizienten b; von f liegen also im Fixpunktkorper von Gal(L : K).
Nach (i) ist Fixy(Gal(L : K)) = K. Also ist f tatsdchlich ein Polynom mit
Koeffizienten in K.

Es ist auch klar, da3 f separabel ist, da f in L zerféllt und nur einfache
Nullstellen hat. Es bleibt zu zeigen, daf§ L : K normal ist. Dazu geniigt es
zu zeigen, dafl L Zerfallungskorper eines Polynoms mit Koeffizienten in K
ist (Satz 32.1, Einfithrung in die Algebra und Zahlentheorie).

Da L : K endlich und separabel ist, existiert nach dem Satz vom pri-
mitiven Element (Satz 31.2, Einfithrung in die Algebra und Zahlentheorie)
ein ¥ € L mit L = K(¢). Fithrt man die Konstruktion im ersten Teil des
Beweises fiir 9 anstelle von a durch, so erhélt man ein Polynom g € K[X]
mit g(9) = 0, welches in L[X] in Linearfaktoren zerfillt. L ist also der
Zerfallungskorper von g.

(iii)=-(iv): Nach (iii) ist L : K normal, also Zerfallungskorper eines Poly-
noms f € K[X] (Satz 32.1, Einfithrung in die Algebra und Zahlentheorie).
Sei g ein irreduzibler Faktor von f, 0.B.d.A. normiert. Es ist zu zeigen, dafl
g separabel ist. Sei a € L Nullstelle von g. Da g irreduzibel und normiert
ist, ist g das Minimalpolynom von « iiber K, also g = Irr(a, K). Nach (iii)
ist L : K separabel. Also ist g = Irr(«, K') separabel.
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(iv)=-(i): Offenbar gilt K < Fixp(Gal(L : K)). Es bleibt Fixy(Gal(L :
K)) < K zu zeigen. Sei L der Zerfallungskorper von f € K[X], f separabel
iiber K.

Wir verwenden eine vollstindige Induktion tiber die Anzahl r der Null-
stellen von f, die nicht in K liegen. Ist r = 0, so zerféllt f bereits in K[X]
und es gilt K = L = Fixy(Gal(L : K)).

Fiir den Induktionsschritt sei @ € L\ K eine Nullstelle von f. Betrachte
M := K(a) als neuen Grundkérper. Dann ist L der Zerfallungskorper von
f € M[X], und f ist separabel iiber M. Nach Induktionsvoraussetzung ist
M = Fixy(Gal(L : M)). Also gilt Fixz(Gal(L : K)) < M.

Sei g := Irr(a, K) und n := grad(g). Dann ist 1,a,...,a" " eine Basis von
M = K (a) iiber K (Satz 27.3, Einfiihrung in die Algebra und Zahlentheorie).
Sei nun « € Fixy,(Gal(L : K)). Zu zeigen ist a € K.

«a ist eine Linearkombination der Basiselemente 1,a,...,a" !, z.B.

a=ky+kia+- -+ kn—lan_17

k; € K. a € K ist gleichbedeutend mit o = k.
Da g das Minimalpolynom von a ist und a eine Nullstelle von f, wird f

n—1

von g geteilt. Da f separabel ist, ist auch g separabel. Seien a1, ...,a, die
verschiedenen Nullstellen von g in L. O.B.d.A. sei a = a;.
Fiir alle i € {1,...,n} existiert ein Isomorphismus ¢; : K(a) — K(a;) mit

pi(a) = a; und ¢; | K = idg (Folgerung 29.2, Einfithrung in die Algebra
und Zahlentheorie). Jedes ¢; laBt sich zu einem Isomorphismus ®; : L — L
fortsetzen (Satz 29.3, Einfithrung in die Algebra und Zahlentheorie).

Offenbar ist jedes @, ein Element von Gal(L : K). Wegen « € Fixy(Gal(L :
K)) gilt ®;(«) = « fiir alle ¢ € {1,...,n}. Damit ist fiir alle ¢

a=®i(ko+kia+ -+ kn1a""") = ko + kra; + - + kn1a]
Also hat das Polynom
hi=(ko— )+ kX + 4k, 1 X" € Fixg(Gal(L : K))[X]

die n verschiedenen Nullstellen ai,...,a,. Wegen grad(h) = n — 1 mufl h
das Nullpolynom sein. Es gilt also a = kg, was zu zeigen war. O

Satz 1.16(iv) liefert sofort

Folgerung 1.17. Sei L : K eine endliche galoissche Kdpererweiterung und
M eine Korper mit K < M < L. Dann ist auch L : M galoissch.

Satz 1.18. Sei L : K eine endliche galoissche Kdrpererweiterung und M
e Korper mit K < M < L. Dann gilt:
(i) M : K ist galoissch genau dann, wenn M : K normal ist.
(i) M : K st normal genau dann, wenn fir alle p € Gal(L : K) gilt:
p[M] = M.

Beweis. Da L : K galoissch ist, ist L : K auch separabel (Satz 1.16). Mit
L : K ist aber auch M : K separabel. Zusammen mit Satz 1.16 zeigt das (i).

Da M : K separabel ist, existiert nach dem Satz vom primitiven Element
ein ¥ € M mit M = K(v¥) (Satz 31.2, Einfithrung in die Algebra und
Zahlentheorie). Ein beliebiges Element a € M hat nun die Form a = ¢o +
c19 + -+ + 19" mit Koeffizienten ¢; € K (Satz 27.3, Einfiihrung in die
Algebra und Zahlentheorie).
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Angenommen M : K ist normal. Dann liegen alle Nullstellen von Irr(¢, K)
in M (siehe Definition 32.1, Einfithrung in die Algebra und Zahlentheorie).
Sei nun ¢ € Gal(L : K). ¢ bildet ¢ wieder auf eine Nullstelle von Irr(¢, K)
ab, also ist p(a) € M. Es folgt p[M] C M. Da aber auch ¢! ein Element
von Gal(L : K) ist, gilt ¢ 1[M] C M und somit p[M] = M.

Sei nun [M] = M fiir alle ¢ € Gal(L : K). Es geniigt zu zeigen, dafl M
der Zerféllungskorper eines Polynoms f € K[X] ist (Satz 32.1, Einfiihrung
in die Algebra und Zahlentheorie).

Setze
= I (X - o).
peGal(L:K)

Nach Voraussetzung liegen alle Nullstellen von f, nédmlich die ¢(19), in M.
M ist also Zerfillungskorper von f. Es bleibt f € K[X] zu zeigen.

Wie im Beweis von der Richtung (i)=-(iii) von Satz 1.16 sieht man, da8
die Koeffizienten von f in Fixy(Gal(L : K)) liegen. Da L : K endlich und
galoissch ist, ist Fixz(Gal(L : K)) = K und somit f € K[X]. O
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1.3. Hauptsitze der Galoistheorie. Sei L : K endliche, galoissche Kor-
pererweiterung. Das Ziel dieses Abschnittes ist es, eine bijektive Korrespon-
denz zwischen den Untergruppen der Galoisgruppe von L : K und den
Zwischenkorpern von L : K herzuleiten.

Es sei Z := {Z : Z ist Korper und es gilt K < Z < L} die Menge der
Zwischenkérper von L : K und U := {U : U ist Untergruppe von Gal(L :
K)} die Menge der Untergruppen der Galoisgruppe von L : K.

Weiter sei @z : Z — U die Abbildung, die jedem Z € Z die Gruppe
Gal(L : Z) zuordnet und ¥y z : U — Z die Abbildung, die jeder Gruppe
U € U den Korper Fixy,(U) zuordnet.

Das Hauptergebnis des néchsten Satzes sagt, da8 ® z;, und ®y =z bijektiv
und invers zueinander sind. Einen Uberblick gibt das folgende Schema.

| {idg}

L
]\ Pz u

Z =Fix (U) U =Gal(L: 2)

]\ by, =z j
— .
K Gal(L : K)
Satz 1.19 (Hauptsatz der Galoistheorie). Mit den obigen Voraussetzungen
und Bezeichnungen gilt:

(i) ®zy und Py z sind bijektiv und zueinander invers. Mit anderen Wor-
ten, fiir jeden Zwischenkdrper Z von L : K ist Z = Fixp(Gal(L : K))
und fiir jede Untergruppe U von Gal(L : K) ist U = Gal(L : Fix(U)).

(ii) Sind Uy und Uy Untergruppen von Gal(L : K) und Fy und F» die
zugehorigen Fixpunktkorper, so gilt

Ui <U; & Fy < Fy.
D.h., ®z 4 und ®y z sind ordnungsumkehrend (beziiglich <).
(iii) Sei U eine Untergruppe von Gal(L : K) und F der zugehdérige Fiz-
punktkéorper. Dann gilt
[L: F)=|U| sowie[F:K|=[Gal(L: K):U],

wobei [Gal(L : K) : U] der Index von U in Gal(L : K) ist.
(iv) Sei U eine Untergruppe von Gal(L : K), F der zugehérige Fizpunkt-
korper und ¢ € Gal(L : K). Dann ist

Fixp(pUp™") = ¢[F).

(v) Sei U eine Untergruppe von Gal(L : K) und F der zugehirige Fiz-
punktkorper. Dann gilt:
a) U ist genau dann Normalteiler in Gal(L : K), wenn F : K ga-
lotssch ist.
b) Falls U Normalteiler in Gal(L : K) ist, so gilt

Gal(F: K) = Gal(L: K)/Gal(L : F).

Beweis. (i) Wir zeigen
Py,zoPzy =idz
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und
(I)Z,Z/{ o (I)Z/{,Z = idu .

Sei Z € Z,also K < Z < L. Nach Folgerung 1.17 ist L : Z galoissch. Also

gilt
Z =Fixp(Gal(L : Z)) = (Py,z 0 Pz ) (2).

Seinun U € U, also U < Gal(L : K). Nach Folgerung 1.17 ist L : Fix 1 (U)
galoissch. Es gilt also |Gal(L : Fixy(U))|= [L : Fix(U)] nach Satz 1.16.
Offenbar ist U < Gal(L : Fixy(U)). Nach Satz 1.12 ist |U|= [L : Fixz(U)].
Da L : K und damit auch Gal(L : Fixy,(U)) endlich ist, folgt

U= Gal(L : FiXL(U)) = (CI)Z,Z/{ o (I)M,Z)(U)-

(ii) folgt unmittelbar aus den Definitionen.

(iii) Wie im Beweis von (i) ist L : F' galoissch und es gilt U = Gal(L : F)).
Nach Satz 1.16 ist |U|= [L : F|. Nach der Korpergradformel ist [L : K] =
[L: F]-[F : K]. Zusammen mit [L : K] =|Gal(L : K)|=|U| -[Gal(L : K) : U]
folgt [F: K] = [Gal(L : K) : U].

(iv) Sei @ € F und ¢ € U. Wegen 1)(a) = a ist (povop 1) (p(a)) = ¢(a).
Es folgt ¢(a) € Fixz(eUp™1). Das zeigt ¢[F] C Fixy(eUp™1).

Das gleiche Argument liefert

o~ [Fix (pUp™ )] € Fixp (™ (U™ )(9™) ") = Fix (U) = F.
Daraus folgt Fixy, (pUep™1) C p[F].

(v) Fiir a) sei U Normalteiler von Gal(L : K). Fiir alle ¢ € Gal(L : K)
ist also pUp ™t = U. Wegen (iv) gilt nun ¢[F] = F fiir alle ¢ € Gal(L : K).
Aus Satz 1.18 folgt, daf§ F': K galoissch ist.

Ist umgekehrt F' : K galoissch, so ist wegen Satz 1.18 ¢[F] = F fiir
alle p € Gal(L : K). Wegen (iv) gilt also F = Fixy(eUp™!) fiir alle ¢ €
Gal(L : K). Da @ z nach (i) bijektiv ist, impliziert das pUp ™! = U fiir
alle ¢ € Gal(L : K). U ist also Normalteiler von Gal(L : K).

Fiir b) sei U Normalteiler von Gal(L : K). Sei ¢ € Gal(L : K). Wie im
Beweis von a) ist ¢[F] = F. Damit gilt ¢ | F' € Gal(F : K). Die Abbildung
h:Gal(L: K) — Gal(F : K);p — ¢ | F ist ein Homomorphismus, dessen
Kern genau Gal(L : F) ist. Nach dem Homomorphiesatz fiir Gruppen ist
das Bild von h isomorph zu Gal(L : K)/Gal(L : F). Gal(L : K)/ Gal(L : F)
hat die Ordnung [L : K]/[L: F] = [F : K]. Nach a) ist F' : K galoissch.
Damit ist die Ordnung von Gal(F' : K) ebenfalls [F' : K] (nach Satz 1.16).
h ist also surjektiv. Es folgt Gal(L : K)/Gal(L : F) = Gal(F : K).

O
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Satz 1.20. Sei L : K eine endliche, galoissche Korpererweiterung, Uy, Us
Untergruppen von Gal(L : K) und Fy, Fy die zugehorigen Fizpunktkérper.
Weiter sei U die kleinste Unetergruppe von Gal(L : K), die Uy und Us
umfafSt, also die von Uy und Us erzeugte Untergruppe. Schlieflich sei F der
von F1 und Fy erzeugte Unterkorper von L. Dann gilt:

(1) FIXL(U) =F Nk

(ii) FiXL(Ul N Ug) =F

Beweis. (i) Die Elemente von U sind endliche Produkte von Elementen von
Ui und Us. Also lassen die Elemente von U die Elemente von Fj N Fy
punktweise fest. Damit gilt F} N Fy < Fixy(U). Aus Uy, Us < U folgt aber
Fixy (U) < Fy, F; nach Satz 1.19 (ii). Das zeigt die Behauptung.

(ii) Wegen Uy NUy < Uy, Us gilt FYy, Fo < FiXL(Ul N Ug) (Satz 1.19 (ii))
und damit auch F < Fixp(U; N Us). Da L : F galoissch ist, gilt F =
Fixy(Gal(L : F)). Aulerdem ist Gal(L : F') < Uy, Uy (Satz 1.19 (ii)), also
Gal(L : F) < U; NUs. Nochmalige Anwendung von Satz 1.19 (ii) liefert nun
FiXL(UlﬂUQ)gF. O

Sind F und F' Unterkorper eines Korpers L, so wird mit E- F' der kleinste
Unterkorper von L bezeichnet, der E und F umfafit. Man beachte, dal £- F
iiblicherweise mehr Elemente enthélt als nur die Produkte von Elementen
von F/ und F.

Satz 1.21 (Translationssatz). Sei F' : K eine beliebige K drpererweiterung
und E : K eine endliche, galoissche Erweiterung. Dann sind auch E : ENF
und E - F : F endlich und galoissch und es gilt

Gal(E-F:F)~Gal(E: ENF).

Beweis. EN F ist ein Zwischenkorper von E : K. Nach Folgerung 1.17 ist
mit £ : K auch £ : F N F endlich und galoissch. Nach Satz 1.16 ist E
Zerfallungskorper eines separablen f € K[X]. Seien ay,...,q, die Null-
stellen von f in F, also E = Klag,...,a,]. Wegen K < F gilt E- F =
Flai,...,ap]. E- F ist also der Zerféllungskorper von f iiber F', und damit
ist E- F : F endlich und galoissch (Satz 1.16).

Seip € Gal(E-F : F). Wegen K < F gilt ¢ | K =idg. Da E : K normal
und algebraisch ist, gilt p[E] = E, denn fiir jedes a € E ist ¢(a) ja wieder
eine Nulstelle von Irr(a, K), also ein Element von E. (Man erinnere sich an
den Beweis von Satz 1.18 (ii).) Insbesondere ist ¢ | E ein Autmorphismus
von E, der EN F punktweise fest 143t.

Betrachte also die Abbildung

h:Gal(E-F:F)—Gal(E:ENF);p— ¢ | E.

h ist offenbar ein Homomorphismus. ¢ € Gal(E - F : F) liegt genau dann
im Kern von h, wenn ¢ [ £ = idg ist. Da ¢ aber F' punktweise festlafit und
E-F von E und F' erzeugt wird, ist ¢ genau dann die Identitédt auf E, wenn
o die Identitdat auf E - F' ist. Der Kern von h besteht somit nur aus idg.f.
Also ist h injektiv.

Es bleibt zu zeigen, dafl h surjektiv ist. Der Fixpunktkorper von Gal(E-F' :
F) ist genau F. Damit ist der Fixpunktkorper von h[Gal(E - F' : F')| genau
F N E. Nach Satz 1.19 kann das nur der Fall sein, wenn h[Gal(E - F : F)| =
Gal(FE : ENF) gilt, da E: EN F ja galoissch ist. h ist also surjektiv. O
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Satz 1.22. L : K sei eine Korpererweiterung, und L1 und Lo seien Zwi-
schenkorper dieser Erweiterung. Die Erweiterungen Ly : K und Lo : K seien
endlich und galoissch, und es gelte L1 N Lo = K. Dann gilt:

(i) Ly - Ly : K ist endlich und galoissch.

(ii) Gal(Ly- Lo : K) = Gal(L; : K) x Gal(Lg : K)

Beweis. (i) Da Ly : K und Lo : K endlich und galoissch sind, existieren

separable Polynome fi, fo € K[X], so daf§ L; der Zerféllungskorper von f;

ist fiir ¢ = 1,2 (Satz 1.16). Offenbar ist L; - Ly der Zerfiallungskorper (iiber

K) von fy - fo. Nach Satz 1.16 ist Ly - Ly : K damit endlich und galoissch.
Fiir (ii) betrachte die Abbildung

h:Gal(Ly-Ly: K)— Gal(L; : K) x Gal(Lo, K); 0+ (¢ | L1,¢ | La).

Wie im Beweis von Satz 1.21 sieht man, daf fiir alle ¢ € Gal(L;-Ls : K) und
i = 1,2 die Einschréankung ¢ [ L; in der Tat ein Element von Gal(L; : K)
ist.

Offenbar ist h ein Homomorphismus. Weiterhin ist & injektiv. Ist nédmlich
@[ Ly =idr, und ¢ [ Ly =idp,, so ist ¢ selbst die Identitat auf L; - Lo, da
Lqi- Ly javon L und Ly erzeugt wird.

Es bleibt zu zeigen, dafl h surjektiv ist. Da L1-Lo : K endlich und galoissch
ist, gilt nach Satz 1.16

|Gal(Ly - Lo : K)|=[Ly-Lo: K] =[L1-Ly: Lo - [Ly: KJ.
Da nach Satz 1.21 auch Lq- Lo : Lo endlich und galoissch ist und Gal(Lq - L :
Lo) = Gal(L; : K) gilt, ist
[Ll . L2 : LQ] . [Lg : K] :|Gal(L1 . L2 : L2)| . |Gal(L2 : K)’
=|Gal(L; : K)| - |Gal(Le : K)|=|Gal(L; : K) x Gal(Ly : K)| .
Damit ist h surjektiv. O
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1.4. Auflésbare Gruppen. Auflésbare Gruppen sind ein wichtiges Hilfs-
mittel beim Studium der Auflésbarkeit von Polynomgleichungen der Form
f(x) =0 durch “Wurzelausdriicke”.

Definition 1.23. Eine Gruppe G heifit genau dann aufldsbar, wenn eine
(endliche) Folge Ny, ..., Ny von Untergruppen von G existiert, so daf gilt:
(i) {e}=Np < < No=G
(ii) Fiir jedes i < k ist N;+1 Normalteiler in N; mit abelschem Quotienten
Ni/Nit1.

Jede abelsche Gruppe G ist auflésbar. (Ny = G, N1 = {e}.) Es sind aber
auch viele nicht-abelsche Gruppen auflésbar.

Lemma 1.24. Jedes homomorphe Bild einer auflésbaren Gruppe ist auflds-
bar.

Beweis. Sei G auflosbar, z.B. G = Ny > --- > Nj, = {e}, wobei die N; die
Auflosbarkeit von G bezeugen. Sei H eine weitere Gruppe und ¢ : G — H
ein Epimorphismus. Man erinnere sich, daf3 Epimorphismen Normalteiler
auf Normalteiler abbilden. Daraus folgt, dafi fiir alle ¢ < k die Gruppe
©[Niy1] ein Normalteiler von ¢[N;] ist. Offenbar ist ¢[Ng] einelementig und
¢[No] = H.

Um nachzuweisen, dafl H auflésbar ist, geniigt es nun zu zeigen, daf die
Quotienten ¢[N;]/p[N;+1] abelsch sind. Sei i < k. Betrachte die Abbildung

¢ 2 Ni/Niyr — @[Nil/¢[Nita]; aNi — o(a)@[Ni].
Es ist leicht zu sehen, daf} 1 wohldefiniert ist. Auflerdem ist ¢ ein surjektiver
Homomorphismus. Nach Satz 6.1 (iv) aus der Einfiihrung in die Algebra und

Zahlentheorie ist jedes homomorphe Bild einer abelschen Gruppe abelsch.
Damit ist ¢[V;]/@[N;+1] abelsch. O

Lemma 1.25. Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G. Dann ist
G auflosbar, falls N und G/N auflosbar sind.

Beweis. Sei G/N = My > --- > My, = {eg/n }, wobei die M; die Auflosbar-
keit von G/N bezeugen, und N = Ny > --- > N; = {en}, wobei die N;
die Auflosbarkeit von N bezeugen. ¢ : G — G/N; g — gN sei die Quotien-
tenabbildung. Es ist leicht nachzurechnen, dafl die Folge

G:go_l[Mo]Z---Zcp_l[Mk]:N:Noz...ZNl

die Auflosbarkeit von G bezeugt. Man beachte némlich, dal aus den Ho-
momorphiesétzen fiir Gruppen folgt, dafl fiir jedes i < k der Quotient
o Y[M;) /¢~ [M;y1] isomorph zu M;/M;, 1 ist. O

Lemma 1.26. Sei G eine p-Gruppe, also |G|= p™ fiir eine Primzahl p und
einmn > 0. Dann ist G auflosbar.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch induktion iiber n. Die Aussage gilt
fir n = 1, da Gruppen von Primzahlordnung zyklisch und damit abelsch
(also auch auflsbar) sind.

Sei n > 1. Setze Z := {x € G : Vg € G(zg = gx)}. Z ist das Zentrum
von G. Es folgt unmittelbar aus der Definition, da3 Z ein abelscher Normal-
teiler von G ist. AuBerdem ist Z # {e}. Z besteht némlich genau aus den
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Elementen von G, die nur zu sich selbst konjugiert sind, wie zum Beispiel
das neutrale Element.

Fiir jedes ¢ € G ist die Anzahl der zu g konjugierten Elemente (ein-
schliefllich g selbst) ein Teiler von |G]. (Siehe Einfithrung in die Algebra und
Zahlentheorie, Satz 8.1.) Falls die Anzahl der zu g konjugierten Elemente
grofer als 1 ist, ist sie also ein Vielfaches von p. Da |G| ein Vielfaches von
p ist, mufl es mehr als ein Element geben, dafl nur zu sich selbst konjugiert
ist. Es folgt, da Z mehr als ein Element hat.

Da Z abelsch ist, ist Z auflosbar. |G/Z] ist eine p-Potenz, deren Exponent
echt kleiner als n ist. Nach Induktionvoraussetzung ist G/Z also auflésbar.
Nach Lemma 1.25 ist G auflésbar. O

Bemerkung 1.27. S, sei die symmetrische Gruppe iiber n Elementen, al-
so die Gruppe der Permutationen einer n-elementigen Menge. A,, sei die
Untergruppe der geraden Permutationen, also der Produkte einer geraden
Anzahl von Transpositionen. A,, ist ein Normalteiler von S,, vom Index 2.

Sy ist abelsch, also auflosbar. Ag ist nicht-trivialer Normalteiler von Sj.
As hat die Ordnung 3, ist also auflésbar. S3/As hat die Ordnung 2 und ist
damit abelsch. Also ist S3 auflésbar.

S4 hat den Normalteiler A4, und A4 hat einen Normalteiler N der Ord-
nung 4. N ist als p-Gruppe auflosbar. Die Quotienten S4/A4 und Ay/N
haben die Ordnung 2, beziehungsweise 3, sind also abelsch. Damit ist Sy
auflosbar.

Etwas schwieriger zu zeigen ist
Satz 1.28. S, ist genau dann auflosbar, wenn n < 4 gilt.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus den beiden folgenden Lemmata zusam-
men mit der obigen Bemerkung.

Lemma 1.29. Jede Untergruppe einer aufiosbaren Gruppe ist aufiosbar.

Beweis. Sei G auflésbar und U < G. G = Ny > --- > N = {e} bezeuge
die Auflosbarkeit von G. Fiir ¢ < k setze M; := U N N;. Fiir jedes 1 < k
ist M; 1 Normalteiler in M;. Der Quotient M;/M;,1 ist isomorph zu einer
Untergruppe von N;/N;i1, ndmlich zu {uN;11 : v € U}, also abelsch. Die
Folge der M; bezeugt also die Auflosbarkeit von U. O

Lemma 1.30. Die alternierende Gruppe A, besitzt fiir n > 5 keinen Nor-
malteiler N # A,,, fir den A, /N abelsch ist.

Beweis. Sei n > 5. Angenommen N ist Normalteiler von A,, mit abelschem
Quotienten A,,/N. Sei (abc) ein beliebiger Zyklus der Linge 3. Setze = :=
(abd) und y := (ace). Verschiedene Buchstaben stehen hierbei fiir verschie-
dene Elemente der Menge auf der S,, operiert. Dann ist zyx 'y~ = (abc).
Da A,,/N abelsch ist, ist zyz~ty~! € N. Also ist (abc) € N. N enthilt also
jeden Zyklus der Lange 3.

Um nun N = A, zu zeigen, geniigt es zu beweisen, da A, von den
Zyklen der Liange 3 erzeugt wird. Offenbar wird A, von Elementen der
Form o o 7, 0 und 7 Transpositionen, erzeugt. Sind ¢ und 7 nicht disjunkt,
so ist o o 7 ein Zyklus der Lénge 3 oder die Identitédt. Seien nun ¢ und
7 disjunkte Transpositionen, also zum Beispiel 0 = (ab) und 7 = (cd).
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Dann gilt (ab) o (cd) = (cbd) o (acb). o o T ist also Produkt von Zyklen der
Lénge 3. Damit erzeugen die Zyklen der Lénge 3 die Gruppe A,, und es gilt
N =A,. O

Beweis von Satz 1.28. Nach Bemerkung 1.27 ist 5, auflosbar fiir n < 4. Sei
nun n > 5. Dann hat S, eine Untergruppe, die zu Sy isomorph ist. Damit
hat S,, auch eine Untergruppe, die zu As isomorph ist. A5 ist aber nicht
auflosbar, da As nach Lemma 1.30 keinen nicht-trivialen Normalteiler mit

abelschem Quotienten besitzt. Nach Lemma 1.29 ist S,, also nicht auflésbar.
O

Definition und Bemerkung 1.31. Sei GG eine Gruppe und N ein Normal-
teiler von G. Die von {zyz~'y~! : x,y € G} erzeugte Untergruppe K(G)
von G, die Kommutatoruntergruppe von G, ist ein Normalteiler von G. G/N
ist genau dann abelsch, wenn K (G) eine Teilmenge von N ist.

Beweis. Die Elemente von K (G) sind endliche Produkte von Elementen der
Form zyxz~'y~!. Um zu zeigen, dal K (G) ein Normalteiler von G ist, geniigt
es nachzurechnen, daf die Elemente der Form xyz~'y~! unter Konjugation
abgeschlossen sind. Seien x,y, z € G. Dann ist

-1 1

z(zyr ly ™2 = 2z ey 2w T 2y 1) 7L

Das zeigt, daB K(G) Normalteiler ist.

G/N ist genau dann abelsch, wenn fiir alle z,y € G gilt: xy N = yzN. Das
gilt aber genau dann, wenn fiir alle z,y € G gilt: zyxz 'y~ € N. Letzteres
ist siquivalent dazu, da8 die von den Elementen der Form zyz ~'y~! erzeugte
Untergruppe von G, namlich K(G), eine Untergruppe von N ist. O
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1.5. Auf6sbarkeit von Polynomen durch Radikale. In diesem Ab-
schnitt wird die Frage untersucht, wann sich die Nullstellen eines Polynoms
durch “Wurzelausdriicke” darstellen lassen. Fiir quadratische Polynome ist
das moglich mit den bekannten Formeln (p, g-Formel fiir normierte Polyno-
me und a, b, c-Formel im allgemeinen Fall).

Fiir kubische Polynome gibt es die Formel von Cardano, und seit Mitte
des 16. Jahrhunderts kennt man auch Formeln fiir Polynome 4. Grades. 1826
bewies Abel, dafi es entsprechende Formeln fiir Polynome hoheren Grades
nicht geben kann.

Mit Hilfe der Galoistheorie werden wir im folgenden diejenigen Polyno-
me charakterisieren, fiir die eine entsprechende Formel existiert. Wir be-
schrinken uns dabei auf Korper der Charakteristik 0.

Zunichst eine Vorbemerkung {iber Einheitswurzeln.

Bemerkung 1.32. Sei K ein Korper der Charakteristik 0. Dann ist jedes
Polynom f € K[X] separabel iiber K (Bemerkung 32.4, Einfithrung in die
Algebra und Zahlentheorie). Sei n > 0 und E der Zerféllungskorper von
X™ — 1 iiber K. Dann ist F : K endlich und galoissch.

X™—1 besitzt in E nur einfache Nullstellen, da (X" — 1)’ = n- X"~ ! nur
die Nullstelle 0 hat. (Siehe Bemerkung 16.5, Einfithrung in die Algebra und
Zahlentheorie.) Die Nullstellen von X™ — 1 bilden wegen

a"=1Ab0"=1= (ab)" =1
und
a"=1=(aH"= (") =1
eine Gruppe F, beziiglich der Multiplikation. FE, ist zyklisch und hat die
Ordnung n. (Man erinnere sich, dafy nach Satz 30.2, Einfiihrung in die Alge-
bra und Zahlentheorie, jede endliche Untergruppe der multiplikativen Grup-
pe eines Korpers zyklisch ist.)

Die Elemente von FE, heiflen n-te FEinheitswurzeln. Ein erzeugendes Ele-
ment ¢ von E,, heiit primitive n-te Einheitswurzel. Es gilt £ = K (().

Gal(E : K) ist abelsch. Sei namlich ¢ primitive n-te Einheitswurzel. Jedes
¢ € Gal(EF : K) ist dann festgelegt durch ¢(¢). Falls ¢ € Gal(E : K) die
primitive Einheitswurzel ¢ auf ¢! € E, abbildet, so bezeichne ¢ mit ;.
Jedes ¢ € Gal(E : K) hat die Form ;. Es gilt

(i 0 )(Q) = ¢ = (@5 0 @) ()-
Satz 1.33. Sei K ein Korper der Charakteristik 0, der alle n-ten Einheits-
wurzeln enthdlt. (D.h., X™ — 1 zerfillt iber K in Linearfaktoren.) Dann
gilt:

(i) Sei b eine Nullstelle von X™ — a € K[X] in einem Erweiterungskorper
von K. Dann ist K(b) endlich und galoissch und Gal(K(b) : K) ist
zyklisch.

(ii) Sei L : K endlich und galoissch, so daf3 Gal(L : K) zyklisch ist mit
Ordnung n. Dann ezistiert b € L mit L = K(b), wobei b Nullstelle
eines Polynoms X" — a € K[X] ist, also n-te Wurzel eines Elementes
von K.

Beweis. (i) Sei ¢ primitive n-te Einheitswurzel in K, also

En: {17€7"'7Cn_1}‘
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Die Nullstellen von X" — a sind dann b,b(,...,b¢" 1. K(b) ist also der
Zerfallungskoérper von X™ — @ iiber K. Damit ist K(b) : K endlich und
galoissch.

p € Gal(K(b) : K) ist eindeutig bestimmt durch ¢(b); und ¢(b) hat die
Form b(®. Bezeichne ¢ € Gal(K (b) : K) mit ¢;, falls p(b) = b(* gilt. Definiere
h:Gal(K(b) : K) — Zy durch h(y;) := i+ nZ.

Da fiir jedes p € Gal(K(b) : K) die Restklasse i + nZ durch ¢(b) = b(*
eindeutig bestimmt ist, ist A wohldefiniert. Auflerdem ist h injektiv. Wegen
(i 0 ;) (b) = b(*T = ;4 ;(b) ist h ein Gruppenhomomorphismus. Nach
dem Homomorphiesatz fiir Gruppen ist Gal(K(b) : K) also isomorph zu
einer Untergruppe von Z, und damit zyklisch.

(ii) Sei Gal(L : K) = {id, ¢, ...," 1}. Nach Folgerung 1.3 sind die Ele-
mente von Gal(L : K) linear unabhéngig als Elemente des L-Vektorraumes
ADbb(L, L). Fiir jede n-te Einheitswurzel ¢ ist also

Yi=id4Cp+ o+

verschieden von der Nullabbildung. Also existiert ein ¢ € L mit b := 1(c) #
0. (id+Cp+ -+ + " 1pn~! heiit die Lagrangesche Resolvente.)
Wegen " =id und ("™ =1 gilt

p(b) = p(c) + ¢ (c) + -+ (" () =
CHCp(e) + -+ " ) + ) = ¢

Also ist p(b™) = ("™ = b". Damit liegt b" im Fixpunktkorper von Gal(L :
K), dh, b" € K.

Nach (i) ist K(b) : K endlich und galoissch. Wir zeigen: ist ¢ primitive
n-te Einheitswurzel, so gilt L = K (b).

Klar ist K < K(b) < L. Aufgrund der Voraussetzungen des Satzes gilt
[L : K| = n. Es geniigt daher [K(b) : K] > n zu zeigen. Fiiri € {0,...,n—1}
gilt ©'(b) = (7. Andereseits ist ©’(b) Nullstelle von Irr(b, K). Also hat
Irr(b, K) mindestens die n Nullstellen (%0, i € {0,...,n — 1}. Es folgt
[K(b) : K| > n. O

Definition 1.34. Sei F : K eine Korpererweiterung.

(i) E: K heifit reine Radikalerweiterung, falls E die Form K (b) hat, wobei
b Nullstelle eines Polynoms X™ — a mit a € K ist (d.h., falls L aus K
durch Adjunktion einer n-ten Wurzel eines Elementes von K entsteht).

(ii) E : K heifit Radikalerweiterung, falls eine endliche Korperkette K =
Ky < K; <--- <K, = L existiert, in der jede Erweiterung K, : K;
eine reine Radikalerweiterung ist.

Definition 1.35. Sei K ein Korper und f € K[X]. f heifit dber K durch
Radikale aufiésbar, falls der Zerfallungskorper von f in einer Radikalerwei-
terung von K enthalten ist (d.h., falls sich die Nullstellen von f als “ver-
schachtelte Wurzelausdriicke” von Elementen in K schreiben lassen).
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Lemma 1.36. Sei f € K[X]| irreduzibel, E der Zerfillungskorper von f
tber K und o € E Nullstelle von f. Dann ist f genau dann tber K durch
Radikale auflisbar, wenn K («) in einer Radikalerweiterung von K enthalten
15t.

Beweis. Falls f durch Radikale auflosbar ist, so ist nach Definition F in einer
Radikalerweiterung von K enthalten. Insbesondere ist K («) als Teilmenge
von E in einer Radikalerweiterung von K enthalten.

Sei nun K («) in einer Radikalerweiterung von K enthalten. Wir zeigen,
da auch F in einer Radikalerweiterung von K enthalten ist.

Seien aq,...,a, die Nullstellen von f in E. O.B.d.A. sei o« = «a7. Da
f irreduzibel ist, gilt K(a) = K[X]/(f) = K(o;) fir alle ¢ € {1,...,n}.
Also ist jedes K(«;) in einer Radikalerweiterung von K enthalten. Eine Ra-
dikalerweiterung entsteht durch Adjunktion von Wurzeln. Adjungiert man
alle Wurzeln, die man braucht, um die verschiedenen K (o) zu erzeugen, so
erhilt man eine Radikalerweiterung von K, die K(«asq,...,ay) umfafit. O

Satz 1.37. Sei K ein Kdrper der Charakteristik 0 und E : K endlich und
galoissch. Dann ist E genau dann in einer Radikalerweiterung von K ent-
halten, wenn Gal(E : K) auflosbar ist.

Aus diesem Satz ergibt sich sofort ein Kriterium fiir die Auflésbarkeit von
Polynomen durch Radikale.

Folgerung 1.38. Sei K ein Kdorper der Charakteristik 0. Dann ist f €
K[X] genau dann durch Radikale auflésbar, wenn die Galoisgruppe des Zer-
fallungskorpers E von f iiber K auflésbar ist.

Fiir den Beweis des Satzes stellen wir zunéchst folgendes fest:

Lemma 1.39. Fulls G eine auflésbare Gruppe ist, so existieren ein k € N
und eine Folge Ny, ..., Ny von Untergruppen von G, so daf$ gilt:
(i) NO =G und Nk = {6}
(ii) Fir allei €{0,...,k—1} ist Ni11 Normalteiler von N; mit zyklischem
Quotienten N;/Nji1.

Beweis. G = Ny > --- > N = {e} bezeuge die Auflosbarkeit von G. So eine
Folge Ny, ..., Ni nennen wir eine Auflésung von G. Wir kénnen annehmen,
da die N; paarweise verschieden sind. Da wir nur endlichen Gruppen G
betrachten, kénnen wir auflerdem annehmen, daf3 & maximal ist in dem
Sinne, dafl es keine ldngere Auflésung von G gibt, in der die auftretenden
Untergruppen paarweise verschieden sind.

Wir zeigen, dafl N;/N;1; fiir alle i € {0,...,k—1} zyklisch ist. Angenom-
men fiir ein ¢ ist das nicht der Fall.

Wihle ein a € N;/N;;1, das von €N, /Nit1 verschieden ist. Die von a in
N;/N;1;1 erzeugte Untergruppe M ist ein Normalteiler, da N;/N;;1 abelsch
ist. AuBlerdem ist M # N;/N;y1, da N;/N;;1 nicht zyklisch ist. Sei h : N; —
N;/N;y1 die Quotientenabbildung. Dann ist h~1[M] ein Normalteiler von
N;, und N;;1 ist ein Normalteiler von h~[M]. Der Quotient h~1[M]/N; 1
ist eine Untergruppe von N;/N; 41, also abelsch. Der Quotient N;/h~1[M] ist
isomorph zu (N;/N;11)/M, also homomorphes Bild einer abelschen Gruppe
und damit auch abelsch.
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Insgesamt ist N, ..., N;, h"Y[M], Niy1, ..., Ny eine Auflssung von G mit
paarweise verschiedenen Untergruppen. Ein Widerspruch zur Maximalitét
von k. ]

Beweis von Satz 1.37. Sei auflésbar und Gy, ..., G eine Auflésung der Ga-
loisgruppe Gal(E : K). Nach Lemma 1.39 kénnen wir annehmen, dafl alle
Quotienten G;/Gj+1 zyklisch sind.

Fiir jedes i € {0,...,k} sei K; der Fixpunktkérper von G;. Fiir alle
i €{0,...,k — 1} ist K;41 : K; also endlich und galoissch mit zyklischer
Galoisgruppe, z.B. mit der Ordnung n;. Sei n das kleinste gemeinsame Viel-
fache der n; und ¢ primitive n-te Einheitswurzel.

Fiir jedes i € {0,...,k} sei K} := K;({). Offenbar ist K3 : Ky eine reine
Radikalerweiterung. Fiir alle i € {0,...,k—1}ist K;11 : K;41NK galoissch.
Wegen K; < K;11 N K] ist Gal(K;41 @ Kiy1 N K) eine Untergruppe von
Gal(K;+1 @ K;), also zyklisch.

Nach Satz 1.21 ist Gal(K;1 : K;11 N K[) isomorph zu Gal(K},; : K}).
Nach Satz 1.33 (ii) ist K, : K eine reine Radikalerweiterung. Insgesamt
ist K, : K also eine Radikalerweiterung. Offenbar gilt £/ = K} < K.

Fiir die andere Richtung des Satzes sei L : K eine Radikalerweiterung
mit £ < L. Da K die Charakteristik 0 hat, ist L : K separabel. Da L : K
endlich ist, existiert nach dem Satz vom primitiven Element ein ¢ € L mit
L = K(v). Nach Lemma 1.36 ist der Zerféllungskorper von Irr(¢, K) eine
Radikalerweiterung von K. Indem wir L eventuell vergréfern, kénnen wir
also annehmen, daf3 L bereits Zerfallungskorper eines Polynoms iiber K ist.
Damit ist die Erweiterung L : K galoissch.

K =Ky < --- < K; = L sei eine Korperkette, so dafl fiir jedes i €
{0,...,1 — 1} die Erweiterung K, : K; eine reine Radikalerweiterung ist,
etwa K; 1 = K;( %/a;) mit a; € K; und n; > 0. Sei n das kleinste gemein-
same Vielfache der n; und ¢ primitive n-te Einheitswurzel iiber K.

Fiir jedes i € {0,...,1} sei K := K;(¢). Nach der Bemerkung iiber n-te
Einheitswurzeln ist K : Ko galoissch mit abelscher Galoisgruppe Gal(K :
Kp). Nach Satz 1.19 (v) ist Gal(L : Kj) Normalteiler in Gal(L : Ky) und
Gal(L : Ko)/ Gal(L : K{) isomorph zu Gal(Kj : Kp), also abelsch.

Nach Satz 1.33 (i) ist fiir alle ¢ € {0,...,l — 1} die Korpererweiterung
K, : K} galoissch mit zyklischer Galoisgruppe Gal(K}, ; : K;). Nach
Satz 1.19 (v) ist Gal(L : K} ;) Normalteiler von Gal(L : K;) und Gal(L :
K7)/ Gal(L : K ;) isomorph zu Gal(K} ; : K7), also abelsch.

Damit ist Gal(L : Ky),Gal(L : K{),...,Gal(L : K;) = {idp} eine
Auflésung von Gal(L : K). E : K ist galoissch, und damit ist, wieder
nach Satz 1.19 (v), Gal(L : E) Normalteiler von Gal(L : K) mit Gal(L :
K)/Gal(L: F) = Gal(E : K). Also ist Gal(E : K) homomorphes Bild einer
auflosbaren Gruppe und damit selber auflésbar. ]
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Bemerkung 1.40 (Die Galoisgruppe als Permutationsgruppe). Sei E der
Zerféllungskorper von f € K[X], und seien ay,...,q, € E die Nullstellen
von f. Es gilt also £ = K(aq,...,q,). Jedes ¢ € Gal(E : K) bildet die
Nullstellen von f wieder auf Nullstellen von f ab. Da mit ¢ auch ¢! ein
Element von Gal(E : K) ist, ist ¢ | {a1,...,a,} eine Permutation der
Nullstellen von f. Da E iiber K von den «; erzeugt wird, ist ¢ bereits durch
diese Permutation von {a1, ..., a,} eindeutig bestimmt. Also ist Gal(E : K)
isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,,.

Ist f irreduzibel, so operiert Gal(E : K) transitiv auf den Nullstellen von
f,d.h, firallei,j € {1,...,n} existiert ein ¢ € Gal(E : K) mit ¢(a;) = ¢;.
Fiir alle ¢ und j existiert namlich ein Isomorphismus ¢ : K(«o;) — K(cy),
der K punktweise festlaBt und «; auf «; abbildet. (¢ existert, da K (o)
und K () beide iiber K zu K[X]/(f) isomorph sind.) Der Isomorphismus
1 148t sich, wie im Beweis fiir die Eindeutigkeit des Zerfallungskorpers, zu
einem Automorphismus von ganz F fortsetzen.

Bemerkung 1.41. Nach Lemma 1.29 ist jede Untergruppe einer auflésba-
ren Gruppe auflésbar. Nach Bemerkung 1.27 ist die symmetrische Gruppe
Sy, auflosbar fiir n < 4. Sei K ein Koérper der Charakteristik 0 und f € K[X]
ein Polynom mit Grad < 4. Weiter sei F der Zerfiallungskorper von f iiber
K. f habe n Nullstellen. Da der Grad von f hochstens 4 ist, ist n < 4. Nach
Bemerkung 1.40 ist Gal(E : K) isomorph zu einer Untergruppe von S, und
damit auflésbar. Nach Satz 1.37 ist f also durch Radikale auflosbar.

In den Ubungen wird gezeigt, daf die Galoisgruppe des Zerfillungskdrpers
von X® — 6X? + 3 iiber Q isomorph zu Sj ist. Da S5 nach Satz 1.28 nicht
auflésbar ist, ist X° — 6X2 + 3 nach Satz 1.37 iiber Q nicht durch Radikale
auflosbar.
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1.6. Die Galoisgruppe der allgemeinen Gleichung. Sei K ein Korper,
K[Xy,...,X,] der Polynomring iiber K in den Unbestimmten Xy,...,X,
und L := K(Xi,...,X,) der Quotientenkoérper von K[X,...,X,] (der
Korper der rationalen Funktionen in den Unbestimmten Xq,...,X,). g €
L heifit symmetrisch, wenn g bei jeder Permutation der Xq,...,X, un-
verdndert bleibt. (Jede Permutation der X; induziert einen Automorphis-
mus von L. g ist symmetrisch, falls g im Fixpunktkorper der Gruppe dieser
Automorphismen liegt.)
Betrachte das Polynom

fX)=(X=X1)- (X = X,) =50X" —s1 X" L4 4 (=1)"s, X°.

f heidt allgemeine Gleichung tiber K. Die Koeffizienten sg, ..., s, heiflen die
elementarsymmetrischen Polynome von K[X1 ..., X,].

Sei M := K(so,...,sn). Dann ist L der Zerfallungskorper von f € M[X].
f ist separabel. Damit ist L : M ein galoissche Korpererweiterung.

Satz 1.42. Gal(L: M) =S,

Beweis. Nach Bemerkung 1.40 permutiert jedes ¢ € Gal(L : M) die Null-
stellen Xq,..., X, von f. Jede Permutation 7 von {X1,...,X,} induziert
einen Automorphismus

7L L 9(X1,...,Xy) . g(m(Xy),...,m(Xy)) '
h(Xy,...,X,) h(m(X1),...,7(Xpn))
Wie man leicht sieht, 148t 7 die Polynome sy, ..., s, fest (und natiirlich auch
die Elemente von K). Damit ist 7 € Gal(L : M). Das zeigt Gal(L : M) =
Shn- O

Bemerkung 1.43. K habe die Charakteristik 0. Da .S,, nach Satz 1.28 nur
fiir n < 4 auflésbar ist, ist die allgemeine Gleichung iiber K fiir n > 5 nicht
durch Radikale auflosbar.

Jedes symmetrische Polynom g € K[Xy,...,X,] liegt offenbar im Fix-
punktkorper von Gal(L : M), also in M. Das liefert sofort

Satz 1.44 (Hauptsatz iiber symmetrische Polynome). Sei K ein Korper der
Charakteristik 0. Dann laf$t sich jedes symmetrische g € K(X1,...,X,,) dar-
stellen als Quotient von Polynomen in den elementarsymmetrischen Poly-
nomen Sq, ... ,S, mit Koeffizienten in K.

Es gibt auch eine allgemeinere Formulierung dieses Satzes fiir symmetri-
sche Polynome {iber kommutativen Ringen R mit 1.

Bemerkung 1.45. Sei G eine Gruppe der Ordnung n. Dann ist G iso-
morph zu einer Untergruppe von S, (Satz 5.1, Einfithrung in die Algebra
und Zahlentheorie). Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie besitzt L : M
einen Zwischenkorper F' mit Gal(L : F') = G, ndmlich den Fixpunktkorper
einer zu G isomorphen Untergruppe von Gal(L : M) = S,,.

Also tritt jede endliche Gruppe auf als Galoisgruppe einer endlichen, ga-
loisschen Korpererweiterung. Es ist nicht bekannt, ob jede endliche Grup-
pe auch als Galoisgruppe einer endlichen, galoisschen Korpererweiterung
mit dem Grundkorper Q auftritt. Safarevic hat gezeigt, dafl zumindest je-
de auflosbare endliche Gruppe als Galoisgruppe einer endlichen, galoisschen
Korpererweiterung der Form FE : Q auftritt.
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2. KREISTEILUNG UND KONSTRUKTION REGELMASSIGER n-ECKE

In diesem Abschnitt werden wir diejenigen n bestimmen, fiir die sich das
regelméfBige n-Eck mit Zirkel und Lineal aus der Einheitsstrecke konstruieren
148t. Legt man ein regelméfiges n-Eck so auf die Gauflsche Zahlenebene C,
dafl sich der Mittelpunkt im Nullpunkt befindet und eine Ecke der Punkt
1 € R ist, so sind die Ecken des n-Ecks genau die n-ten Einheitswurzeln.

Wir beginnen mit einigen Betrachtungen zu n-ten Einheitswurzeln. Im
folgenden sei K ein Korper der Charakteristik 0. In Bemerkung 1.32 wurde
festgestellt, dafl die n-ten Einheitswurzeln beziiglich der Multiplikation eine
zyklische Gruppe E,, im Zerfallungskoérper L von X™ — 1 iiber K bilden. L
heilt der n-te Kreisteilungskorper iber K.

Die Ordnung von E, ist n. Die Elemente von F, der Ordnung n sind
die primitiven n-ten Einheitswurzeln. Ist ( primitive n-te Einheitswurzel,
so ist ¢’ genau dann ebenfalls primitive n-te Einheitswurzel, wenn i und
n teilerfremd sind. Es gibt also genau (n) primitive n-te Einheitswurzeln.
(¢ ist die Eulersche p-Funktion, die zu jedem n € N die Anzahl der zu n
teilerfremden m € {1,...,n} liefert.)

Definition 2.1. Seien (1,...,(y,) die primitiven n-ten Einheitswurzeln

iiber K. Das Polynom &, x := f:(?)(X — () heifit n-tes Kreisteilungs-
polynom uber K. Falls sich K aus dem Zusammenhang ergibt, schreiben wir
®,, anstelle von ®,, k.

Lemma 2.2. ¢, g € K[X]

Beweis. Sei L der Zerfallungskorper von X™ — 1 iiber K. Dann ist L : K
endlich und galoissch. Die Elemente von Gal(L : K) permutieren die n-ten
Finheitswurzeln, und ihre Einschréinkungen auf FE, sind Automorphismen
von E,,. Damit bilden die Elemente von Gal(L : K) primitive n-te Einheits-
wurzeln wieder auf primitive n-te Einheitswurzeln ab. Die Elemente von
Gal(L : K) induzieren also Automorphismen von L[X], die ®,, i wieder auf
®,, k abbilden. Damit liegen die Koeffizienten von ®,, i im Fixpunktkorper
von Gal(L : K), also in K. O

Satz 2.3. X" —1=[],, ®d

Beweis. Sei d ein Teiler von n. Dann ist jede Nullstelle von X% — 1 auch
Nullstelle von X" — 1. Eine n-te Einheitswurzel ¢ ist genau dann primitive
d-te Einheitswurzel, wenn d die Ordnung von ( in FE, ist. Jede n-te Ein-
heitswurzel ist also Nullstelle genau eines ®4. Da X™ — 1 und [] din ®,; keine

mehrfachen Nullstellen besitzen, gilt X" — 1 = Hd‘n b, O

Satz 2.4. ¢, ¢ € Z[X]

Beweis. Wir beweisen den Satz durch vollstidndige Induktion iiber n. Fiir
n=1ist &, =X — 1.

Sei L der n-te Kreisteilungskorper. Angenommen fiir alle d < n ist &4 €
Z[X]. Nach Satz 2.3 ist der Rest bei Polynomdivision von X" — 1 durch
Hd|n/\d7$n &, null. Die Division erfolgt aber in Z[X], da Hd\n/\d;én d,4 nor-
miert ist und nach der Induktionsvoraussetzung ganzzahlige Koeffizienten
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hat. Also liegt
o X"—1

Hd|n/\d;£n ®q
in Z[X]. O
Satz 2.5. ®,, ist irreduzibel in Z[X] (und damit auch in Q[X], siehe Be-
merkung 24.1, Einfihrung in die Algebra und Zahlentheorie).

Dy,

Beweis. Seien g, f € Z[X] mit ®,, = f - g, f irreduzibel. Da ®,, normiert
ist, sind auch f und g normiert. Sei ¢ Nullstelle von f in C, also  primitive
n-te Einheitswurzel.

Wir zeigen: Ist p Primzahl und teilerfremd zu n, so ist auch (P Null-
stelle von f. Wiederholte Anwendung zeigt dann, daf} alle primitiven n-ten
Einheitswurzeln Nullstellen von f sind. Es folgt, dal ¢ konstant ist.

Angenommen, p ist eine zu n teilerfremde Primzahl, fiir die f((P) # 0
ist. Dann ist (P primitive n-te Einheitswurzel, also Nullstelle von ®,,. We-
gen f(¢P) # 0 ist ¢P Nullstelle von g. g(XP) ist also ein Polynom mit der
Nullstelle ¢. Wegen f = Irr(¢, Q) ist g(XP) ein Vielfaches (in Q[X]) von f.

f und g(XP) sind normiert und damit primitiv (der gréBte gemeinsame
Teiler der Koeffizienten ist jeweils 1). Nach dem Lemma von GauB} (Satz
21.4, Einfithrung in die Algebra und Zahlentheorie) existiert ein h € Z[X]
mit £(X) - h(X) = g(X?).

Wir betrachten die Situation modulo p. Sei * : Z[X] — Z,[X] die von
der Quotientenabbildung Z — Z,;a — a + pZ induzierte Abbildung. Man
erinnere sich, daf} fiir Kérper der Charakteristik p die Abbildung a — a? ein
Homomorphismus ist. In Z,[X] gilt also

F(X) - h(X) = g(XP) = g(X)""

Sei fo € Zy[X] ein irreduzibler Teiler von f. Dann teilt fo auch g. Damit
ist f2 ein Teiler von f-g. Es gilt aber f-g = ®,. ®, ist ein Teiler von
X" —1eZ,[X].

Die Ableitung von X" — 1 € Z,[X] ist (n + pZ)X"~!. Da Da n und p
teilerfremd sind, hat diese Ableitung im n-ten Kreisteilungskorper iiber Z,,
nur die Nullstelle 0. Also hat X™ — 1 im n-ten Kreisteilungskorper iiber Z,
nur einfache Nullstellen. (Siche Bemerkung 18.5, Einfiihrung in die Algebra
und Zahlentheorie.) X™ —1 wird in Z,[X] aber von f& geteilt und hat damit
eine doppelte Nullstelle in seinem Zerfallungskoérper. Ein Widerspruch. [

Satz 2.6. Sei L der n-te Kreisteilungskdrper iber Q. Dann ist Gal(L : Q)
tsomorph zur primen Restklassengruppe Z.7,.

Beweis. Sei ( € L primitive n-te Einheitswurzel und o € Gal(L : Q). Dann
ist o0(¢) wieder primitive n-te Einheitswurzel, z.B. o(¢) = ¢* fiir ein zu n
teilerfremdes 7, und o ist eindeutig bestimmt durch o(¢). In Bemerkung 1.32
haben wir gesehen, dafl die Abbildung h: Gal(L : K) — (Z},-);0 — i+ nZ
ein injektiver Homomorphismus ist.

Da ®,, irreduzibel ist, ist ®,, = Irr(¢, Q). Da ®,, den Grad ¢(n) hat, L : Q
endlich und galoissch ist und L aus Q durch Adjunktion einer Nullstelle von
®,, entsteht, gilt |Gal(L : K)|= ¢(n). Also ist h surjektiv und damit ein
Isomorphismus. U
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2.1. Konstruktion regelmifliger n-Ecke mit Zirkel und Lineal. Wir
setzen den folgenden Satz als bekannt voraus. (Siehe Satz 28.1, Einfiithrung
in die Algebra und Zahlentheorie.)

Satz 2.7. a € R laft sich genau dann mit Zirkel und Lineal aus den Punk-
ten 0 und 1 konstruieren, wenn eine Korperkette Q = Ko < --- < K,;, mit
a € Ky, existiert, so daf fiir alle i < m der Grad der Erweiterung [K; 1 : Kj]
genau 2 ist (wenn also K;11 aus K; durch Adjunktion einer Quadratwurzel
eines Elementes von K; entsteht). Insbesondere ist fir konstruierbare o € R
der Grad der Erweiterung Q(«) : Q eine Zweierpotenz.

Wir benétigen eine Variation dieses Satzes fiir n-Einheitswurzeln. Um ein
regelméfBiges n-Eck zu konstruieren, geniigt es in der Zahlenebene C den
Punkt ¢ = cos 2% + i sin 27” zu konstruieren.

Lemma 2.8. ( ist genau dann konstruierbar, wenn eine Korperkette Q =
Ky <--- < K, existiert mit [K;41 : K;] =2 fir allei € {0,...,m — 1} und
(e K.

Beweis. Angenommen, Q = Ky < --- < K, ist eine Korperkette wie oben.
Mit ¢ ist auch ¢+ ( ein Element von K,,,. Damit ist ( + { € R konstruierbar
nach Satz 2.7. Also ist auch ¢ konstruierbar.

Sei nun ¢ konstruierbar. Dann ist auch (+( konstruierbar, und es existiert
eine Kérperkette Q = Ko < -+ < Ky, mit [Kit1 : K;] = 2 fiir alle ¢ €
{0,...,m =1} und ¢ + ¢ € K. Setze Kpy1 = Ky (). Wegen isin 28 =

—(1- (%4)2) ist [Kpy1 @ K] = 2, falls K41 # K. Das zeigt die
Existenz der gewiinschten Korperkette. U

Bei der Konstruktion regelméfiger n-Ecke spielen die Fermatschen Prim-
zahlen eine wesentliche Rolle.

Definition 2.9. Eine Primzahl p # 2 der Form 2™ 4 1 heifit Fermatsche
Primzahl.

Lemma 2.10. Ist p = 2™ + 1 eine Primzahl mit p # 2, so ist m eine
Zweierpotenz (also p von der Form 22" 4 1).

Beweis. Sei m =1 - s und r # 1 ungerade. Dann gilt
2m + 1 — (28 + 1)(25(7”—1) _ 28(1“—2) + . 28 + 1)
Also ist 2™ + 1 keine Primzahl. O
22 +1=3,22 +1=5,2"+1=17,22 +1 =257 und 22" + 1 = 65537
sind Fermatsche Primzahlen. 22° + 1 ist keine Primzahl. Man vermutet, daf
es nur endlich viele Fermatsche Primzahlen gibt.

Wir sammeln ein paar einfache Feststellungen iiber die Konstruierbarkeit
regelméfBiger n-Ecke. Offenbar gilt

Lemma 2.11. Ist das regelmdfSige n-Eck konstruierbar und m|n, so ist auch
das regelmdajige m-FEck konstruierbar.

Lemma 2.12. Seien k und [ teilerfremde natiirliche Zahlen. Sind sowohl
das regelmdajige k-Eck als auch das regelmdssige I-Eck konstruierbar, so ist
auch das regelmdfige k - I-Eck konstruierbar.
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Beweis. Nach dem Fuklidischen Algorithmus existieren A\, u € Z mit Ak +
ul = 1. Es gilt 2”7’“ + @ = % Geeignete Addition bzw. Subtraktion der
Winkel 27” und 2T7r liefert also den Winkel % ]

Da sich Winkel mit Zirkel und Lineal halbieren lassen, gilt schlieflich

Lemma 2.13. Fiir | > 0 ist das regelmdifige 2'-Eck mit Zirkel und Lineal
konstruierbar.

Die wesentliche Information zur Berechnung derjenigen n, fiir die das
regelméflige n-Eck konstruierbar ist, liefert

Lemma 2.14. Fir eine Primzahl p > 2 ist das regelmdfsige p-Eck genau
dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn p Fermatsche Primzahl ist.

Beweis. Sei () := cos 27” + ¢sin 27”, also ¢, primitive p-te Einheitswurzel.

Angenommen das regelméflige p-Eck ist konstruierbar. Nach Lemma 2.8
ist dann [Q((p) : Q] eine Zweierpotenz.

Andererseits ist [Q((p) : Q] = p — 1 nach Satz 2.6. Also ist p Fermatsche
Primzahl.

Fiir die andere Richtung sei p Fermatsche Primzahl. Nach Satz 2.6 ist die
Erweiterung Q((p) : Q ist endlich und galoissch mit Gal(Q((p) : Q) = Z;,.
Die prime Restklassengruppe Z,, ist zyklisch von der Ordnung p — 1. Da p
eine Fermatsche Primzahl ist, existiert ein m mit p = 2™ + 1.

Es ist leicht zu sehen, daf eine Folge Uy, ..., U,, von Untergruppen von
Gal(Q(¢p) : Q) existiert mit

{id} =Up < --- < Uy = Gal(Q(Gp) : Q)

und |U;|= 2¢ fiir alle 4. Offenbar gilt [U;11 : U;] = 2 fiir alle i € {0,...,m—1}.
Der Hauptsatz der Galoistheorie liefert eine Korperkette

Q=Ko< < Kpn=Q()
mit [Kiy1 ¢ K;] = 2 fiir alle @ € {0,...,m — 1}. Die Konstruierbarkeit des
regelméiffigen p-Ecks folgt nun aus Lemma 2.8. U

Mit diesen Vorbereitungen konnen wir diejenigen n, fiir die das regelméafi-
ge n-Eck konstruierbar ist, bestimmen.

Satz 2.15. Das regelmdflige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal
konstruterbar, wenn n die Form 2™ - pi...p, hat, wobei die p; paarweise
verschiedene Fermatsche Primzahlen sind.

Beweis. Hat n die oben angebene Form, so ist das regelméflige n-Eck kon-
struierbar nach Lemma 2.12, Lemma 2.13 und Lemma 2.14.

Ist das n-Eck konstruierbar und pi* ...p%" die Primfaktorzerlegung von
n mit paarweise verschiedenen p;, so ist jedes p; # 2 Fermatsche Primzahl
nach Lemma 2.11 und Lemma 2.14.

Angenommen fiir ein 7 ist «; > 1. Dann ist auch das regelméflige p?—Eck
konstruierbar. Nach Lemma 2.8 ist also [Q((p,) : Q] eine Zweierpotenz. Nach
Satz 2.6 ist aber [Q(,2) : Q] = ©(P?) = pi - (pi — 1). Letzteres ist aber nur
fiir p; = 2 eine Zweierplotenz. Daraus folgt, dal n die oben angegebene Form
hat. O



SKRIPT ZUR VORLESUNG ALGEBRA (ALGEBRA II) 25

3. DIE SYLOW-SATZE

In diesem Abschnitt werden wichtige Sétze {iber die Struktur endlicher
Gruppen bewiesen.

3.1. Operationen von Gruppen auf Mengen.

Definition 3.1. Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Abbildung
GxX — X;(g,z) — g-x heiBBt Gruppenoperation (G operiert auf X), wenn
fir alle g, h € G, alle x € X und das neutrale Element e von G gilt:

(i) (gh) -z =g-(h-x)

(ii) e-x ==z
Fir x € X heiit G-z :={g-z : g € G} der G-Orbit (oder einfach Orbit)
von x. G, :=={g € G : g-x =z} heifit der Stabilisator von x.

Wie man leicht nachrechnet, induziert jede Gruppenoperation G x X —
X;(g,z) — g - x einen Homomorphismus von G in die Gruppen Sy der
Permutationen der Menge X, indem man jedes g € G auf die Permutation
x — g - x abbildet. Umgekehrt liefert jeder Homomorphismus ¢ : G — Sx
eine Gruppenoperation (g,z) — ©(g)(z). In gewissem Sinne sind Gruppen-
operationen also das gleiche wie Homomorphismen von Gruppen in Permu-
tationsgruppen.

Im folgenden sei Gx X — X;(g,x) — ¢-x immer eine Gruppenoperation.

Lemma 3.2. Fir jedes x € X gilt:

(i) Gy ist eine Untergruppe von G.
(il) |G- 2|=[G: Gy

Beweis. Fiir (i) seien g, h € G,. Dann ist (gh)-x = g-(h-z) = g-x = x, also
gh € G. AuBlerdem ist fiir g € G, auch g € G, dag -z =91 (g-2) =
e-x = x, wobei e das neutrale Element von G ist.
Fiir (ii) seien g,h € G. Dann gilt
gtheG, gt - (h-x)=coh-z=g-
g und h liegen also genau dann in derselben Linksnebenklasse von G, wenn

g-x = h-x gilt. Die Abbildung gG, — ¢ - x ist also eine Bijektion zwischen
der Menge der Linksnebenklassen von G, und G - z. O

Lemma 3.3. Fiir x,y € X sind die Orbits G - ¢ und G -y entweder gleich
oder disjunkt. Die Relation {(z,y) : 3g.h € G(g -z = h-y)} ist also eine
Aquivalenzrelation (die Orbit-Aquivalenzrelation ).

Beweis. Angenommen g-z = h-y. Dann gilt = (¢~ 'h)-y. Alsoist z € G-y
und damit G-z C G -y. Vertauscht man x und y, so ergibt sich G-y C G- .
Also gilt G- x = G - y. Daraus folgt die Behauptung. O

Satz 3.4. Sei V C X eine Menge, die jeden Orbit in genau einem Punkt
schneidet. (Man nennt V' ein Vertretersystem fiir die Orbits.) Dann gilt:

Xl= Y[6: 6]
eV

Beweis. Nach Lemma 3.3 ist X die disjunkte Vereinigung der Orbits. Nach
Lemma 3.2 ist die Méchtigkeit eines Orbits G - z genau [G : G,]. Das liefert
die Behauptung. O
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Definiert man die Menge der Fizpunkte der Gruppenoperation als
Fixx(G) ={xr € X :Vge G(g-z =)},
so 148t sich Satz 3.4 auch schreiben als

Folgerung 3.5. Sei V C X ein Vertretersystem fiir die Orbits. Dann gilt:

X|=[Fixx(G) + > [G:Gy]
z€EVAIG:Gy|>1

Mit Hilfe dieser Folgerung kénnen wir folgenden Fixpunktsatz beweisen:

Satz 3.6. Ist p eine Primzahl und G ein Gruppe der Ordnung p”, die auf
einer endlichen Menge X operiert, so ist | X |=|Fixx(G)| (mod p). Ins-
besondere gibt es mindestens einen Fizpunkt, falls | X | und p teilerfremd
sind.

Beweis. Sei V' C X ein Vertretersystem fiir die Orbits. Nach Folgerung 3.5
ist
X[ - Fixx(G)]= Y [G:Gl.
2€VAG:G|>1

Jeder Summand auf der rechten Seite dieser Gleichung ist ein von 1 verschie-
dener Teiler von p”, also ein Vielfaches von p. Damit ist die Summe durch p
teilbar. Sind |X| und p teilerfremd, so mufl [Fixx (G)| also von 0 verschieden
sein. U

Wichtig ist folgendes Beispiel einer Gruppenoperation: I sei die Menge al-
ler Untergruppen der Gruppe G. Dann operiert G auf & durch Konjugation,
d.h., mittels der Abbildung G x U — U; (g,U) — gUg~!.

Fiir U € U schreibt man N (U) anstelle von Gy. N(U) ist der Normalisa-
tor von U in G. N(U) ist die grofite Untergruppe von G, in der U Normal-
teiler ist.

Fiir jedes U € U ist der Orbit von U genau die Menge der zu U konju-
gierten Untergruppen von G. Lemma 3.2 liefert sofort

Satz 3.7. Die Anzahl der verschiedenen zu einer Untergruppe U wvon G
konjugierten Untergruppen ist [G : N(U)].

G operiert auch auf sich selber durch Konjugation, also durch (g,h) —
ghg™!. Der Stabilisator G4 eines Elementes g € G bzgl. Konjugation heifit,
wie im Falle der Konjugation von Untergruppen, der Normalisator von g
und wird mit N(g) bezeichnet. Wie man leicht sieht, ist Fixg(G) genau das
Zentrum Z(G) = {h € G : Yg € G(gh = hg)} von G. Im Beweis von Lemma
1.26 wurde gezeigt, daf jede p-Gruppe, also jede Gruppe, deren Ordnung ei-
ne (von 1 verschiedene) Potenz der Primzahl p ist, ein nichttriviales Zentrum
hat.

Das 143t sich miihelos aus Satz 3.6 ableiten: Ist G eine p-Gruppe, so ist
| Z(G) |=| Fixg(G) |=| G |= 0(mod p). Da Z(G) mindestens das neutrale
Element enthilt, ist |Z(G)|# 0. Damit ist |Z(G)|> 1.
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3.2. Sylow-Untergruppen.

Definition 3.8. Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Eine
Untergruppe U von G heifit p-Sylow-Untergruppe von G, falls die Ordnung
von U die hochste p-Potenz ist, die die Ordnung von G teilt.

Wir zeigen, dafl p-Sylow-Untergruppen immer existieren. Dazu bené&tigen
wir ein Lemma {iber abelsche Gruppen.

Lemma 3.9. Sei G eine endliche abelsche Gruppe und p eine Primzahl, die
die Ordnung von G teilt. Dann hat G eine Untergruppe der Ordnung p.

Beweis. Sei n # 0 ein gemeinsames Vielfaches aller Ordnungen von FEle-
menten von GG. Man nennt solch ein n einen Fxponenten von G. Wir zeigen
induktiv, daff die Ordnung von G eine Potenz von n teilt. Fiir |G|= 1 ist das
klar.

Sei |G|> 1. Dann existiert ein g € G mit g # eg. Sei H die von g erzeugte
zyklische Gruppe. Wegen ¢" = eq ist n ein Vielfaches von |H|. Wie man
leicht sieht, ist n ein Exponent von G/H. Nach Induktionsannahme teilt
|G/H| eine Potenz von n. Wegen |G|= [G : H|- |H]| teilt damit auch |G| eine
Potenz von n.

Angenommen p teilt |G|. Nach dem eben Gezeigten teilt p jeden Expo-
nenten von GG. Also enthélt G ein Element g, dessen Ordnung ein Vielfaches
von p ist. Sei m die Ordnung von g. Dann hat g% die Ordnung p. Die von
g erzeugte zyklische Gruppe ist die gesuchte Untergruppe von G. ]

Satz 3.10. Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Dann hat G
eine p-Sylow- Untergruppe.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion iiber die Ordnung von G.
Der Fall |G|= 1 ist klar. Sei also |G|> 1.

Angenommen G hat eine echte Untergruppe H, so daf [G : H] teilerfremd
zu p ist. Nach Induktionsannahme hat H eine p-Sylow-Untergruppe P. Da p
den Index von H in G nicht teilt, ist die hochste p-Potenz, die |H]| teilt, auch
die hochste p-Potenz, die |G teilt. Also ist P auch p-Sylow-Untergruppe von
G.

Wir koénnen also annehmen, dafl der Index jeder echten Untergruppe von
G ein Vielfaches von p ist. G operiert auf sich selber durch Konjugation. Das
Zentrum Z(G) von G ist genau die Menge der Fixpunkte beziiglich dieser
Gruppenoperation. Nach Folgerung 3.5 teilt p die Ordnung von Z(G). Nach
Lemma 3.9 hat Z(G) eine Untergruppe H der Ordnung p. Da die Elemente
von H mit allen Elementen von G kommutieren, ist H ein Normalteiler von
G.

Sei h: G — G/H; g — gH die Quotientenabbildung. Nach Induktionsan-
nahme hat G/H eine p-Sylow-Untergruppe P. Sei p” die hochste p-Potenz,
die |G| teilt. Dann ist p"~! die hochste p-Potenz, die |G/H| teilt. Also hat
P die Ordnung p"~!. h=![P] hat die Ordnung p - p"~! = p". Also ist h=[P]
p-Sylow-Untergruppe von G. O

Satz 3.11. Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt:

(i) Jede p-Gruppe H < G ist in einer p-Sylow-Untergruppe von G enthal-
ten.
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(ii) Fir jede p-Gruppe H < G und jede p-Sylow-Untergruppe P < G exi-
stiert ein g € G mit gHg~' < P. Insbesondere sind alle p-Sylow-
Untergruppen von G konjugiert.

(iii) Die Anzahl der p-Sylow-Untergruppen von G ist kongruent zu 1 modulo
p und teilt |G]|.

Beweis. Sei S die Menge der p-Sylow-Untergruppen von GG. G operiert auf
S durch Konjugation. Sei P ein Element von S. P ist eine Untergruppe
des Stabilisators Gp von P beziiglich Konjugation. Da die Ordnung von P
bereits die hochste p-Potenz ist, die |G| teilt, ist [G : G p] teilerfremd zu p.
Also ist die Méchtigkeit des Orbits Sp von P teilerfremd zu p.

Angenommen H < G ist eine p-Gruppe mit |H|> 1. Dann operiert H
auf Sp durch Konjugation und Sp zerfillt in paarweise disjunkte Orbits
beziiglich der Operation von H. Nach Satz 3.6 hat die Operation von H auf
Sp einen Fixpunkt P’. H ist eine Untergruppe von G p/, dem Normalisator
von P’

Da jede Untergruppe einer Gruppe Normalteiler ihres Normalisators ist,
gilt gP' = P'g fiir alle g € H. Damit ist HP' Untergruppe von G und P’
Normalteiler von HP’. Da HP'/P’ zu H/(HNP’) isomorph ist, ist |H P’/ P’|
eine Potenz von p. Also ist auch |HP’| eine Potenz von p. Da P’ aber p-
Sylow-Untergruppe ist, folgt daraus HP' = P’. Insbesondere ist H < P’
Das zeigt (i). Ist H selbst p-Sylow-Untergruppe, so gilt sogar H = P’. Das
zeigt (ii). Aus (ii) folgt sofort Sp = S.

Sei schliefllich H = P. Dann gibt es genau einen einelementigen Orbit der
Operation von H auf S, ndmlich {P}. (Wir haben nédmlich oben gezeigt, dafl
H < P’ fiir jeden Fixpunkt P’ der Operation von H auf S gilt.) Die Michtig-
keiten aller anderen Orbits sind von der Form [P : U] fiir echte Untergruppen
U von P, also Vielfache von p. Damit ist |S| kongruent zu 1 modulo p. We-
gen |S|=|Sp|= [G : Gp] ist die Anzahl der p-Sylow-Untergruppen ein Teiler
von |G]. O

Man kann sogar zeigen, daf fiir alle p-Potenzen p*, die |G| teilen, die
Anzahl der Untergruppen von G der Ordnung p*® kongruent zu 1 modulo p
ist. (Siehe zum Beispiel Meyberg: Algebra.) Wir begniigen uns mit

Folgerung 3.12. Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und p*® ein
Teiler von |G|. Dann hat G eine Untergruppe der Ordnung p°.

Beweis. Nach Satz 3.10 hat G eine p-Sylow-Untergruppe P. Offenbar teilt
p® die Ordnung von P. Es geniigt zu zeigen, dafl P eine Untergruppe der
Ordnung p® hat.

Nach Lemma 1.26 ist P auflosbar. Sei P = Py, Py,..., P, = {eg} eine
Auflésung von P maximaler Linge mit paarweise verschiedenen P;. Wie
man leicht sieht, haben alle Quotienten P;/P;;; die Ordnung p. Damit ist
s < k und P, hat die Ordnung p°. U
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4. KORPERTHEORIE
4.1. Algebraisch abgeschlossene Korper.

Definition 4.1. Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes
nichtkonstante Polynom f € K[X] iiber K in Linearfaktoren zerféllt.

Lemma 4.2. Sei K ein Korper. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) K ist algebraisch abgeschlossen.
(ii) Jedes nichtkonstante Polynom f € K[X] hat eine Nullstelle in K.
(iii) K hat keine echte algebraische Erweiterung.

Beweis. (i)=-(ii) ist klar. Angenommen K erfiillt (ii). Dann haben alle irre-
duziblen Polynome {iber K hochstens den Grad 1. Damit hat jede einfache
algebraische Erweiterung von K, also jede algebraische Erweiterung, die
iiber K von einem Element erzeugt wird, den Grad 1 und ist damit nicht
echt. Daraus folgt (iii).

Wenn K (iii) erfiillt, so haben alle irreduziblen Polynome iiber K einen
Grad < 1. Da jedes Polynom in irreduzible Faktoren zerfillt, zerfillt jedes
Polynom iiber K in Linearfaktoren. Das zeigt (iii)=-(i). O

Wir zeigen nun den Fundamentalsatz der Algebra, der zuerst von Gaufl
bewiesen wurde.

Satz 4.3. C ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Wir bendtigen zwei Tatsachen aus der reellen Analysis:

1. Jedes f € R[X] ungeraden Grades hat eine reelle Nullstelle.
2. Fiir jedes a > 0 hat 22 — a eine reelle Nullstelle.

Beide Tatsachen folgen aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige reelle Funk-
tionen.

Zum Beweis des Satzes: Es geniigt zu zeigen, daf kein Polynom f € C[X]
mit Grad > 1 irreduzibel ist.

Angenommen f € C[X] hat Grad > 1 und ist irreduzibel. Sei E der
Zerfillungskorper von f iiber C. Dann ist F eine echte Erweiterung von C.
Da FE : C endlich ist, ist auch E : R endlich. Nach dem Satz vom primitiven
Element existiert ein a € E mit E = R(«). Sei F der Zerfallungskorper von
Irr(a, R). Dann ist F' : R endlich und galoissch und es gilt £ < F.

Betrachte Gal(F' : R). Angenommen |Gal(F : R)| hat einen ungeraden
Teiler ¢ > 1. Nach Satz 3.10 hat Gal(F : R) eine 2-Sylow-Untergruppe P.
Da t die Ordnung von Gal(F' : R) teilt, ist P # Gal(F : R). Fixp(P) ist
damit eine echte Erweiterung von R von ungeradem Grad. Das widerspricht
aber 1.

|Gal(F' : R)| ist also eine Zweierpotenz. Damit ist auch |Gal(F : C)| eine
Zweierpotenz. Nach Folgerung 3.12 hat Gal(F : C) eine Untergruppe H
vom Index 2. Fixp(H) ist eine Erweiterung von C vom Grad 2. Also ist
Fixp(H) = C(/2) fiir ein geeignetes z € C. Sei ¢ € R mit Z =|z| (cos ¢ +
isin ). Nach 2 ist /|| € R. Also gilt

Vz=" |z|(cos§—|—isin§) eC.

Ein Widerspruch. O
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Lemma 4.4. Sei E : K eine Kérpererweiterung und F = {a € E :
a ist algebraisch iiber K}. Dann gilt:

(i) F ist ein Korper, nimlich der algebraische Abschlufl von K in E.
(ii) F ist der algebraische Abschlufi von F in E.

Beweis. Fiir (i) seien a,b € F, b # 0. Dann ist K(a,b) : K algebraisch und
damit auch endlich. Also sind a - b und ¢ algebraisch iiber K und damit in
F.

Fiir (ii) sei @ € FE algebraisch iiber F', zum Beispiel a Nullstelle von
bo + b1 X + - + bpX* € F[X]. Dann ist K[a,bg,...,b] : K endlich und
damit auch algebraisch. Also ist a € F. O

Satz 4.5. Sei E : K eine Kdrpererweiterung und E algebraisch abgeschlos-
sen. Weiter sei F' der algebraische Abschluf$ von K in E. Dann ist F' alge-
braisch abgeschlossen.

Beweis. Sei f € F[X]. Da E algebraisch abgeschlossen ist, hat f eine Null-
stelle @ € E. Da a algebraisch iiber F' ist, ist a € F nach Lemma 4.4. Es
folgt die Behauptung. O

Definition 4.6. Sei F : K eine Korpererweiterung. E heif3t der algebraische
Abschlufl von K (oder auch die algebraische Hiille von K), falls E : K
algebraisch ist und E algebraisch abgeschlossen.

Satz 4.7. Jeder Kiorper K besitzt einen algebraischen Abschluf.

Beweis. Wir benétigen einige elementare Tatsachen aus der Mengenlehre.
Zwei Mengen A und B heiflen gleichmdchtig, falls es eine Bijektion zwischen
ihnen gibt. Man schreibt in diesem Fall |A|=|B|. Wir schreiben |A|<|B],
falls es eine Injektion von A nach B gibt. Man kann zeigen, daf§ |A|=|B| zu
|A|<|B| A |B|<|A| dquivalent ist. B ist echt grofier als A, wenn |A|<|B]| gilt,
jedoch nicht |A|=|B|. Es la8t sich zeigen, daf§ je zwei Mengen beziiglich <
vergleichbar sind.
Folgende mengentheoretische Tatsachen werden gebraucht:

1. Fiir jede Menge A existiert eine Menge B, die echt grofler ist als A.

2. Sei K ein unendlicher Ring. Dann ist |K[X]|=|K].

3. Ist F eine unendliche Familie endlicher Mengen und |A|=|F|, so ist
UF<IA]

4. Sei A C B und B unendlich und echt gréfier als A. Dann ist B\ A
gleichméchtig mit B.

Um zu zeigen, dafl K einen algebraischen Abschlufl hat, geniigt es nach
Satz 4.5 zu zeigen, dafl K iiberhaupt einen algebraisch abgeschlossenen Er-
weiterungkorper besitzt. Wir konnen annehmen, daf§ K unendlich ist, indem
wir gegebenenfalls von K zu K(X) iibergehen. Wie man leicht sieht, ist
K(X) immer unendlich. Wegen 1. existiert eine Menge M, die echt grofier
ist als K. Wir kénnen annehmen, daf§ K eine Teilmenge von M ist.

Betrachte die Menge

P:={(E,®,0): ECMA(E,®,Q) ist ein Kérper A
(K,+,) < (E,®,0) AE: K ist algebraisch}.
P ist durch die Relation < (die Teilkorperrelation) halbgeordnet.
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Jede Kette in P besitzt eine obere Schranke. Sei namlich
{(Ei,@i,Qi) S I}

eine Kette in P. Wie man leicht nachrechnet, ist

(U E,Jei U @z’)
iel  iel el

ein Element von P und eine obere Schranke der Kette. Nach dem Zornschen
Lemma besitzt P also ein maximales Element E.

Wir zeigen, dafl E algebraisch abgeschlossen ist. Da E : K algebraisch ist,
gibt es fiir jedes a € E ein Polynom f € K[X] mit f(a) = 0. Wegen 2. ist
|K[X]|=|K]|. Jedes nichtkonstante Polynom hat nur endlich viele Nullstellen.
Nach 3. ist damit |E|<|K|, also |E|=|K|. Da M echt grofler ist als K, und
damit auch als E, ist M \ E gleichméchtig mit M geméif 4.

Falls E nicht algebraisch abgeschlossen ist, so existiert ein irreduzibles Po-
lynom f € E[X], welches einen Grad > 1 hat. Sei F' ein Erweiterungskorper
von E, in dem f eine Nullstelle a hat. Dann ist E(a) isomorph zu E[X]/(f).
Wegen 2. ist |E(a)|=|E[X]/(f)|<|E|=|K]|. Damit ist in M geniigend Platz,
um eine zu F(a) isomorphe Kérpererweiterung von E unterzubringen. Ein
Widerspruch zur Maximalitédt von FE. ]

Im Folgenden wird gezeigt, dafl die algebraische Hiille eines Korpers bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Wir beweisen einen etwas stérke-
ren Satz, der den Satz iiber die Eindeutigkeit des Zerfiallungskorpers eines
Polynoms verallgemeinert.

Definition 4.8. Sei K ein Kérper und M C K[X]. Ein Erweiterungskorper
E von K heiit Zerfillungskorper von M dber K, falls jedes Polynom f €
M iiber E in Linearfaktoren zerfillt und £ aus K durch Adjunktion der
Nullstellen der f € M entsteht.

Bemerkung 4.9. Ist E der Zerfillungskorper von M C K[X] iiber K, so
ist die Erweiterung F : K algebraisch, da alle Elemente von E in einer
endlichen Erweiterung von K enthalten sind. Auflerdem existiert fiir alle
M C K[X] der Zerfillungskoérper E von M iiber K. Wihle némlich einen
algebraischen Abschlufl F' von K und setze

E:= K({a € F : « ist Nullstelle eines f € M}).

Lemma 4.10. Sei K ein Kérper. Der Zerfillungskirper E von K[X] dber
K ist ein algebraischer Abschlufl von K.

Beweis. Nach Bemerkung 4.9 ist E : K algebraisch. Auflerdem zerfallt jedes
Polynom f € K[X] iiber E in Linearfaktoren. Sei ¢ € E[X] und « eine
Nullstelle von g in einem Erweiterungskérper von E. Dann ist « algebraisch
iiber E und damit auch iiber K. Also existiert ein Polynom f € K[X], dessen
Nullstelle « ist. Nach Wahl von E gilt dann a € E. Also ist E algebraisch
abgeschlossen. O

Satz 4.11. Seien K und K' Korper und ¢ : K — K' ein Korperisomorphis-
mus. ¢ : K[X] — K'[X] sei der von ¢ induzierte Isomorphismus zwischen
K[X] und K'[X]. Weiter sei M C K[X| und M’ :=p[M].



32 STEFAN GESCHKE

Sind E und E' Zerfillungskorper von M beziehungsweise M’ tiber K be-
ziehungweise K', so lift sich ¢ zu einem Isomorphismus ¢ : E — E’ fort-
setzen.

Aus diesem Satz erhilt man sofort

Folgerung 4.12. Sei K ein Kiorper und M C K[X]. Dann ist der Zer-
fallungskorper von M iber K bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Insbe-
sondere ist der algebraische Abschlufl von K als Zerfillungskérper von K[X]
tber K bis auf Isomorphie eindeutig bestimmd.

Beweis von Satz 4.11. Sei H die Menge aller injektiven Homomorphismen
von einem Zwischenkorper von E : K nach E’, die ¢ fortsetzen. H ist
geordnet durch C. (Beachte, daf fiir 0,7 € H genau dann o C 7 gilt, wenn
7 eine Fortsetzung von o ist.)

Wie man leicht nachrechnet ist fiir jede Kette (0;)icr in H die Verei-
nigung | J;c; oi ein injektiver Homomorphismus von einem Zwischenkorper
von F : K nach E’, der ¢ fortsetzt, also ein Element von H. Nach dem
Zornschen Lemma hat H ein maximales Element 1) : L — E’, wobei L ein
Zwischenkorper von F : K ist.

Wir zeigen L = E. Angenommen L # E. Dann existiert ein « € E'\ L,
das Nullstelle eines f € M ist. Offenbar ist o algebraisch iiber L. Sei 1)
die Fortsetzung von v auf L[X]. (Die Funktionswerte von ¢ liegen also in
E’[X].) Wie man leicht sieht, ist

L(er) = LIX]/(Irr(ev, L)) = [L[X]]/ (4 (Trr(ev, L)) = p[L] (o),
wobei o eine Nullstelle von ¥ (Irr(a, L)) in einem Erweiterungskérper von
¥[L] ist. Der kanonische Isomorphismus, den man dabei zwischen L(«) und
Y[L](«) erhilt, ist eine Fortsetzung von .

Wegen Irr(a, L)[f in LIX] gilt o(Irr(a, L)[B(f) = B(f) in BILIX]] =
W[L][X]. Wegen p(f) € M’ ist ¢ € E' und damit ¢[L](a/) C E’. Also hat
1) eine echte Fortsetzung in H. Ein Widerspruch zur Maximalit&t von .

SchlieBlich ist ¥ auch surjektiv: Da E alle Nullstellen aller f € M enthélt,
enthilt ¢[E] alle Nullstellen aller f’ € M’. Da aber E’ durch Adjunktion
der Nullstellen der f" € M’ zu K’ entsteht, folgt daraus ¢[E] = E'. O
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4.2. Separable und inseparable K&érpererweiterungen.

Definition 4.13. Sei F : K eine Korpererweiterung.
(i) a € E heiit inseparabel iiber K, falls o algebraisch iiber K ist, aber
nicht separabel.
(ii) E : K heifit inseparabel, falls E : K algebraisch ist, aber nicht separa-
bel.
(iii) E : K heifit rein inseparabel, falls jedes o € E'\ K inseparabel iiber K
ist.
(iv) a € E heifit rein inseparabel iber K, falls K (o) rein inseparabel ist.

Satz 4.14. Sei E : K eine Korpererweiterung. Dann ist
Hy(FE:K):={a€ E: «ist separabel iber K}
ein Zwischenkdorper von E : K, ndmlich die separable Hiille von K in E.

Inbesondere ist fiir jedes M C E die Erweiterung K(M) : K genau dann
separabel, wenn jedes Element von M separabel tiber K ist.

Beweis. Seien o, 3 € Hy(E : K), f # 0. Dann sind Irr(a, K) und Irr(5, K)
separabel. Also ist der Zerfiallungskorper von Irr(a, K) - Irr(8, K) galoissch
iiber K und damit auch separabel iiber K. Also sind « - 3, a + (3, % und
a — (3 separabel iiber K. Damit ist Hs(E : K) ein Korper. O

Satz 4.15. Sei F : K eine Korpererweiterung und p # 0 die Charakteristik
von K. Weiter sei o € E algebraisch tiber K und f := Irr(a, K). Angenom-
men f ist ein Polynom in XP°, aber nicht in XP', etwa f(X) = g(X?").
Dann gilt:

(i) e ist die kleinste Zahl derart, daf$ o separabel iiber K ist. Insbesondere
ist o genau dann separabel tiber K, wenn e = 0 ist.

(i1) g ist irreduzibel und separabel. Sind (1,..., 3, die paarweise verschie-
denen Nullstellen von g im Zerfillungskorper von g, so gilt im Zer-
fillungskorper von f die Gleichung f = (X —aq)?" ... (X — a,.)P° fiir
eindeutig bestimmte o; mit afe = ;. Insbesondere haben alle Nullstel-
len von f dieselbe Vielfachheit.

(iii) Ist K endlich, so gilt stets e = 0.

Beweis. (i) Mit f ist auch g irreduzibel in K[X], da
¢ : K[X] — K[X]; h(X) — h(XP")

ein Homomorphismus ist und eine Zerlegung von g somit auch eine Zerlegung
von f liefert. Nach Definition von e ist ¢’ # 0. Damit ist g separabel. Offenbar
ist o” eine Nullstelle von g. Also ist aP” separabel iiber K.

Fiir alle i < e ist o”" eine Nullstelle von h, falls h(X?') = f(X) ist. Mit
dem gleichen Argument wie fiir die Irreduzibilitit von ¢ sieht man, dafl h
irreduzibel ist. Wegen i < e ist h ein Polynom in XP. Damit gilt »’ = 0.
Also ist h nicht separabel. Es folgt, dal o nicht separabel ist.

(ii) Es gilt

f(X) = g(XP") = (XP" = B1)...(XP" = 3,).
Sei o Nullstelle von X?° — ;. Dann ist
X7 =B = X" — ol = (X — o)

e
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nach den binomischen Regeln in kommutativen Ringen der Charakteristik
D O

Im Folgenden wird gezeigt, dafl mit den Korpererweiterungen E : L und
L : K auch E : K separabel ist. Wir bené6tigen dazu

Lemma 4.16. Sei E : K eine algebraische Korpererweiterung und o € E.
Sei p # 0 die Charakteristik von K. Dann gilt:
(i) « ist genau dann separabel iber K, wenn K(a) = K(aP) gilt.
(i) Ist E : K separabel, so ist E = K(EP) mit EP := {a? : o € E}. Ist
E : K endlich und E = K(EP), so ist E : K separabel.

Beweis. (i) Sei « nicht separabel iiber K. Dann ist nach Satz 4.15 Irr(a, K)
ein Polynom in X7, etwa Irr(a, K) = g(X?). oF ist Nullstelle von g. Damit
gilt

[K(a?) : K] < grad(g) < grad(Irr(o, K)) = [K () : K].

Sei nun « separabel {iber K. Dann ist a separabel iiber K (a?). Also besitzt
Irr(a, K (aP)) keine mehrfachen Nullstellen. Andererseits ist o Nullstelle von
XP —aP € K(aP)[X]. Es gilt XP —af = (X — a)P. Also ist Irr(o, K (o)) =
X — a und damit o € K(aP), also K(a) = K(aP).

(ii) Sei E : K separabel. Offenbar gilt K(EP) < E. Wir zeigen E <
K(EP). Sei a € E. Wegen (i) ist K(a) = K(af) < K(EP). Also gilt E <
K(EP).

Sei nun £ = K(EP) und E : K endlich. Es ist zu zeigen, dafl F : K

separabel ist. Dazu zeigen wir zuné&chst

(x) Sind a,...,q,, € E linear unabhéingig iiber K, so auch o, ..., ah,.

Da FE : K endlich ist, kénnen wir annehmen, dafl die o; bereits eine Basis von
E iiber K bilden. Es geniigt nun zu zeigen, daf} die a! den K-Vektorraum
E erzeugen. Es ist klar, daB8 die o den KP-Vektorraum EP erzeugen. E =
K(EP) enthilt aber nur K-Linearkombinationen von Elementen aus EP.
Also erzeugen die «; den K-Vektorraum E. Das zeigt ().

Angenommen es gibt ein o € E, welches nicht separabel iiber K ist. Nach
Satz 4.15 ist Irr(e, K) ein Polynom in X7, etwa Irr(a, K) = ag + a1 X? +
-+ + ap, XP". Dann sind 1,aP,...,aP" linear abhéngig tiber K. Nach (x)
sind auch 1,q,...,a" linear abhéngig iiber K. Das ist aber nicht moglich,
da grad(Irr(a, K)) = pn > n ist. O

Satz 4.17. Seien K < L < E Korper, L : K separabel und o € E separabel
tiber L. Dann ist o auch separabel tiber K.

Beweis. Hat K die Charakteristik 0, so ist jede Korpererweiterung von K
separabel. Wir konnen also annehmen, dal K die Charakteristik p # 0
hat. Sei Irr(o, L) = agp + a1 X + - - - + a, X™ € L[X]. Nach Voraussetzung ist
Irr(a, L) separabel. Betrachte Lo := K (aq, ..., a,). Wegen Ly < List Ly : K
separabel. Nach Lemma 4.16 ist Ly = K (L}). Betrachte L := Lo(c).

Dann ist Lq : Ly separabel, da Irr(«, Lg) = Irr(a, L) separabel ist. Nach
Lemma 4.16 ist damit L1 = Lo(L¥). Wegen Ly < L folgt

L = K(LY)(L}) = K(LY).

Da Lq : K endlich ist, liefert eine weitere Anwendung von Lemma 4.16, dafl
L; : K separabel ist. Damit ist « separabel iiber K. O
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Definition und Bemerkung 4.18. Sei E : K eine Korpererweiterung,
H(E : K) die separable Hiille von K in E und H,(E : K) der algebraische
Abschlu8 von K in E. Dann gilt

K <H,E:K)< Hy,(E:K)<E.
[E: Kls:=[Hs(E : K) : K] heifit Separabilititsgrad von E : K. [E : K|; :=
[Hy(E : K) : Hy(E : K)] heiit Inseparabilititsgrad von E : K. Hy(E : K)
ist eine separable Erweiterung von K. H,(E : K) : Hy(E : K) ist eine rein
inseparable Erweiterung. Jedes o € E'\ H,(E : K) ist transzendent {iber K.

Satz 4.19. Sei K ein Korper der Charakteristik p # 0, E ein Erweite-
rungskorper von K und o € E. Dann gilt:
(i) Falls o rein inseparabel iber K ist, so hat Irr(a, K) die Form XP° —b.
(ii) Ist o Nullstelle von XP° —b € K|[X], so ist o rein inseparabel iiber K.

Beweis. (i) Wir konnen annehmen, dafl « kein Element von K ist. Sei e so
gewihlt, daf Irr(a, K) ein Polynom in X?° ist, etwa Irr(a, K) = g(X?),
aber nicht in X?°"". Wir zeigen, dafl g den Grad 1 hat.

Angenommen nicht. Nach Satz 4.15 ist a?° separabel iiber K. Offenbar
gilt o”° € K (o). Da g aber kein lineares Polynom ist, gilt a?° ¢ K. Das ist
ein Widerspruch zu der Vorausetzung, dafl « rein inseparabel iiber K ist.

(ii) Sei c € K(a) \ K, etwa ¢ = ag + a1 + - - - + a, ™ mit a; € K fiir alle
i. Wir zeigen, da8 ¢ nicht separabel iiber K ist. Wegen o = b € K gilt

d:=c" = age +ad o 4 4 adl o e K.
Also ist ¢ Nullstelle von X?° —d € K[X]. Wegen X?° —d = (X — ¢)P" hat
XP° — d nur die Nullstelle ¢. Damit ist ¢ inseparabel iiber K. ]
Folgerung 4.20. Sei K ein Korper der Charakteristik p # 0, E Erweite-
rungskorper von K und o € E. Dann gilt:

(i) « ist genau dann rein inseparabel iber K, wenn « pc-te Wurzel (fir
geeignetes e € N) eines Elementes von K ist.

(il) E : K ist genau dann rein inseparabel, wenn E nur p¢-te Wurzeln (fir
geeignete e € N) von Elementen aus K enthdlt.

Folgerung 4.21. Seien K < M < E Kérper und o € E. Dann gilt:
(i) Falls « rein inseparabel iber K ist, so auch tiber M.
(ii) Sind E : M und M : K rein inseparabel, so auch E : K.

Beweis. Hat K die Charakteristik 0, so ist K vollkommen und die Behaup-
tungen sind trivialer Weise erfiillt. Wir kénnen also annehmen, dafi K die
Charakteristik p # 0 hat. (i) und (ii) folgen nun unmittelbar aus den ent-
sprechenden Teilen von Folgerung 4.20. O

Definition und Bemerkung 4.22. Sei £ : K eine Korpererweiterung.
Dann ist

H.(E:K):={«a € E: «aist rein inseparabel iiber K}

ein Korper, namlich der rein inseparable oder auch perfekte Abschluf$ von K
mn FE.

Beweis. Ubung. U
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Satz 4.23. Sei K ein Korper der Charakteristik p # 0 und E : K normale
Korpererweiterung. Dann gilt:

(i) E: H.(F : K) ist normal und separabel.
(i) E=H(F:K)-Hy(F:K)und K=H,(E: K)NHs(F: K).
(iii) Hs(E : K) : K ist normal und separabel.

)

(iv) Es ist
Gal(E: H (F:K))=Gal(E: K)=Gal(Hs(F : K) : K).

Insbesondere ist [E : H.(E : K)| = [Hs(F : K) : K|, falls E : K
endlich ist.

Beweis. (i) und (ii): Ubung. (iii) Sei o € H(E : K). Da E : K normal ist,
liegen alle Nullstellen von Irr(a, K) in E. Wegen o € H (E : K) besitzt
Irr(ev, K) nur einfache Nullstellen. Also liegen alle Nullstellen von Irr(a, K)
in Hy(F : K).

(iv) Sei ¢ € Gal(E : K) und a« € H,(E : K). Nach Satz 4.19 hat
Irr(a, K) die Form X?° —b = (X — a)?". Da ¢(a) Nullstelle von Irr(a, K)
ist und Irr(a, K) nur die eine Nullstelle o hat, ist () = «. Also liegen
alle Elemente von H,(E : K) im Fixpunktkérper von Gal(E : K). Also ist
Cal(E : K) = Gal(E : H.(E : K)). Das Ubrige liefert der Translationssatz

zusammen mit (ii). O

Lemma 4.24. Sei E : K eine endliche und normale Kdorpererweiterung
und M ein Zwischenkdrper. Weiter sei Mg := Hy(M : K). Dann existieren
genau [Ms : K] injektive Kdrperhomomorphismen von M nach E, die K
elementweise festlassen.

Beweis. Nach Satz 4.23 ist Hs(E : K) : K normal und separabel. Da E : K
endlich ist, ist auch M : K endlich. Nach dem Satz vom primitiven Element
existiert ein a € Mg mit My = K(«). Irr(a, K) hat genau [M; : K] Nullstel-
len in Hy(E : K). Sei f € Hg(E : K) eine Nullstelle von Irr(a, K'). Wegen
K(a) 2 K[X]/(Irr(a, K)) = K () existiert genau ein injektiver Homomor-
phismus ¢ : My — Hy(E : K) mit p(a) = 3, der K elementweise festlét.
Da alle Nullstellen g von Irr(a, K) in Hg(FE : K) liegen, ist das Bild eines
jeden injektiven Homomorphismus’ von My = K («) nach E ein Unterkorper
von Hy(E : K). Also gibt es genau [M; : K| injektive Homomorphismen von
M nach E.

Sei ¢ injektiver Homomorphismus von M, nach E. Da E : K endlich und
normal ist, ist F Zerfdllungskorper iiber K. Nach Satz 4.11 148t sich ¢ zu
einem Automorphismus von FE fortsetzen. Insbesondere 148t ¢ sich zu einem
injektiven Homomorphismus @ : M — E fortsetzen. @ ist dabei eindeutig
bestimmt.

Sei ndmlich o € M \ My. Da M : M, rein inseparabel ist, hat Irr(a, M)
nur die Nullstelle «.. Also ist die Fortsetzung der Identitéit von Mg auf M
eindeutig bestimmt. Daraus ergibt sich die Eindeutigkeit von .

Insgesamt ergibt sich, dafl es genau [Mj : K] injektive Homomorphismen
von M nach E gibt. O

Analog zu Lemma 4.24 erhilt man
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Lemma 4.25. Seien K < M7 < My < FE Kérper und E : K endlich und
normal. Ist ¢ : M1 — E ein injektiver Homomorphismus, der K element-
weise festlafit, so lafit sich ¢ auf genau [Hs(Ma : My) : My] Arten zu einem
injektivem Homomorphismus von Mo nach E fortsetzen.

Satz 4.26. Seien K < L < FE Kérper und E : K endlich. Dann gilt:
(i) [F:K|]s=[F:L]s-[L: Kl
(i) [E:K];=[E:L];-[L:K];

Beweis. Nach der Korpergradformel geniigt es, (i) zu zeigen. Sei E eine
endliche Erweiterung von E, die normal iiber K ist. Wegen der Endlichkeit
von F : K existiert eine solche Erweiterung. Nach Lemma 4.24 existieren
genau [F : Kl|s = [Hs(E : K) : K| injektive Homomorphismen von E
nach E, die K elementweise festlassen. Ebenso existieren genau [L : K],
injektive Homomorphismen von L nach E, die K elementweise festlassen.
Nach Lemma 4.25 148t sich jeder dieser Homomorphismen auf genau [E : L],
Arten zu einem injektiven Homomorphismus von E nach E fortsetzen. Es
gibt also genau [F : L]s - [L : K]s injektive Homomorphismen von F nach
E, die K elementweise festlassen. Lemma 4.24 liefert nun (i). O
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4.3. Transzendente Korpererweiterungen.

Definition 4.27. Sei L : K eine Korpererweiterung, aq,...,a, € L und
S CL.

(i) a1,...,a, sind algebraisch unabhdingig (oder auch transzendent) ber
K, falls f(ai,...,a,) # 0 fiir alle f € K[X1,...,X,] mit f # 0 gilt.
(Sonst sind ag, ..., a, algebraisch abhdingig iber K.)

(ii) S ist algebraisch unabhingig (oder auch transzendent) iber K, falls
jede endliche Teilmenge von S transzendent iiber K ist.

(iii) S ist eine Transzendenzbasis von L : K, falls S iiber K transzendent
ist und L : K(S) algebraisch.

(iv) L : K ist rein transzendent, falls es eine Transzendenzbasis B von L : K
gibt, fiir die L = K(B) gilt.

(v) Eine Transzendenzbasis B von L : K heifit separierend, falls L : K(B)
separabel ist.

Bemerkung 4.28. Sei K ein Koérper. Dann ist { X} eine separierende Trans-
zendenzbasis von K(X) : K. Fiir alle n > 0 ist {X"} ebenfalls Trans-
zendenzbasis von K(X) : K, da K(X) : K(X") algebraisch ist. Hat K
die Charakteristik p # 0 und ist n ein Vielfaches von p, so ist {X"} keine
separierende Transzendenzbasis von K (X) : K, da K(X) : K(X"™) nicht
separabel ist.

Lemma 4.29. Sei L : K eine rein transzendente Kdrpererweiterung und B
eine Transzendenzbasis von L : K mit L = K(B). Dann gilt:

(i) Seien by,..., b, paarweise verschiedene Elemente von B. Dann ist die
Abbildung

bi, ... bn
SO‘K'()(l’7)(”)_)'[((()177bn)7gf—>f(l’77)

g(bl, . 7bn)
ein Isomorphismus.

(ii) Die Elemente von L haben die Form f(by,...,b,)/g(b1,...,by), wobei
f und g Polynome aus K(X1,...,X,) sind, g # 0 und by,...,b, € B

paarweise verschieden.
(iii) Jedes o € L\ K st transzendent tber K.

Beweis. (i) Wegen der algebraischen Unabhéngigkeit der b; iber K ist fiir
jedes g # 0 auch g(b1,...,b,) # 0. Damit ist ¢ wohldefiniert. Es ist klar,
daf} ¢ ein surjektiver Homomorphismus ist. Wegen der algebraischen Un-
abhéngigkeit der b; iiber K enthélt der Kern von ¢ nur 0. Damit ist ¢ ein
Isomorphismus.

(ii) Fiir jedes o € L existieren paarweise verschiedene by,...,b, € B mit
a € K(by,...,by,). Die Behauptung folgt nun aus (7).
(iii) Sei
fb1,..., bp)
a=—"-—"-—<=€cL\K
g(bl,...,bn) \

mit f,g € K[X1,...,X,], g # 0 und by,...,b, € B paarweise verschieden.
Nach Satz 21.6, Einfiihrung in die Algebra und Zahlentheorie, ist der Po-
lynomring K[X7,...,X,] ein ZPE-Ring. Nach eventuellem Kiirzen kénnen
wir annehmen, dafl f und g teilerfremd sind.
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Angenommen,
f(b1, ..., by) f™(byy ..., by)
ap + a5 g, T = )
O by, . bn) g (b1, .., by)
fiir gewisse ag, ..., a,, € K. Nach (i) ist das dquivalent dazu, daf§ in in dem
Koérper K(X,...,X,) die Gleichung
ao+a1§+-~+amf—m =0

gilt. Multiplikation mit ¢" liefert, dafl g ein Teiler von f" ist. Da 1 der
grofite gemeinsame Teiler von f und ¢ in K[X4,...,X,] ist, folgt g € K.
Wir kénnen daher ¢ = 1 annehmen. Also ist ag + a1 f + -+ + amf™ = 0.
Wegen o ¢ K ist f aber nicht konstant. Ein Widerspruch. O

Lemma 4.30. Sei L : K eine Korpererweiterung und B C L transzendent
tiber K. Dann ist B genau dann Transzendenzbasis von L : K, wenn B eine
mazimal transzendente Menge tiber K ist.

Beweis. Sei B eine Transzendenzbasis von L : K und o € L\ B. Dann
ist o algebraisch iiber K (B). Also existiert ein von 0 verschiedenes Polynom
f € K(B)[X]|mit f(a) =0, etwa f = ao+---+a,X". Nach Lemma 4.29 hat
a; die Form f;(b1,...,by,)/gi(b1,...,by) fir gewisse fi,g; € K[X1,...,X,]
mit g; # 0 und gewisse paarweise verschiedene by,...,b, € B. Wir kénnen
annehmen, dafl m und die b; nicht von ¢ abhéngen. Multipliziert man die
Gleichung f(«) = 0 mit dem Produkt der Nenner der a;, so erhiilt man eine
Gleichung, die zeigt, dafl o und b1, ..., b, algebraisch abhéingig tiber K sind.
Also ist B eine maximale transzendente Menge iiber K.

Sei nun B eine maximale transzendente Menge iiber K und o € L. Ist
a € B, so ist « algebraisch iiber K(B). Ist a & B, so ist BU {a} wegen der
Maximalitét von B algebraisch abhéngig iiber K. Also existieren bq,...,b, €
B und ein Polynom f € K[Xy,..., Xp4+1] mit f # 0und f(b1,...,by, ) = 0.
Nun ist g(X) := f(b1,...,bn,X) € K(B)[X] und g(a) = 0. Wegen der
algebraischen Unabhéngigkeit der b; iiber K ist g # 0. Also ist « algebraisch
iiber K(B). Das zeigt, da} B eine Transzendenzbasis von L : K ist. O

Satz 4.31. Sei L : K eine Kdrpererweiterung und A C L transzendent iber
K. Dann hat L : K eine Transzendenzbasis B mit A C B. Insbesondere hat
jede Korpererweiterung eine Transzendenzbasis.

Beweis. Betrachte die Menge
H:={BCL:AC Bund B ist transzendent iiber K }.

H ist durch C halbgeordnet. Wegen A € H ist H # (). Wie man leicht
sieht, ist die Vereinigung einer Kette in H wieder ein Element von H. Jede
Kette in H hat also eine obere Schranke in H. Nach dem Zornschen Lemma,
existiert ein maximales Element B von H. Nach Lemma 4.30 ist B eine
Transzendenzbasis von L : K. Nach Definition von H ist A C B. |

Folgerung 4.32. Fiir jede Korpererweiterung L : K existiert ein Zwischen-
kérper M, so daff L : M algebraisch ist und M : K rein transzendent.
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Satz 4.33. Sei {b1,...,b,} eine Transzendenzbasis der Kdrpererweiterung
L : K mit paarweise verschiedenen b;. Dann hat jede Transzendenzbasis von
L : K die Mdchtigkeit n.

Der Satz gilt auch im Unendlichen: Alle Transzendenzbasen einer festen
Korpererweiterung haben dieselbe Méchtigkeit.

Beweis von Satz 4.33. Wir benutzen ein Analogon zum Steinitzschen Aus-
tauschsatz in der linearen Algebra:

Behauptung 4.34. Seien a1,...,a, € L algebraisch unabhéngig iiber K
und r < n. Bei geeigneter Numerierung der b; ist dann

{al,... ,ar,bT+1,...,bn}

eine Transzendenzbasis von L : K.

Aus dieser Behauptung folgt sofort der Satz: Wir kénnen annehmen, daf}
n die minimale Mé&chtigkeit einer Transzendenzbasis von L : K ist. Sei B
eine weitere Transzendenzbasis von L : K. Wegen der Minimalit&t von n
existieren paarweise verschiedene ai,...,a, € B. Die a; sind algebraisch
unabhéngig, da B eine Transzendenzbasis ist. Geméfi der Behauptung ist
{ai,...,a,} bereits eine Transzendenzbasis von L : K. Da Transzendenzba-
sen maximal algebraisch unabhéngig sind, folgt B = {a1,...,a,}.

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber . Fiir » = 0 ist nichts
zu zeigen. Sei also r > 0 und die Behauptung bereits gezeigt fiir r — 1. Seien
ai,...,a, € L algebraisch unabhéngig iiber K. Nach Induktionsannahme ist
bei geeigneter Numerierung der b; die Menge {aq,...,a,—1,b,...,b,} eine
Transzendenzbasis von L : K. Also ist a, algebraisch iiber

K(al,... ,CL,«_l,b,«,... ,bn)

Insbesondere sind a,, by, ..., b, algebraisch abhingig iiber K(aq,...,a,-1).
Also existiert ein nichtkonstantes Polynom

fe K(al,...,ar_l)[X,Yr,...,Yn]

mit f(ay,by,...,by) =0.

Wegen der algebraischen Unabhéngigkeit von aq,...,a,-1,b,,...,b, sind
by, ...,b, algebraisch unabhingig iiber K(aq,...,a,—1). Daher kommt X
echt in f vor. Da a, iiber K transzendent ist, kommt auch ein Y;, r <1 < n,
echt in f vor. O.B.d.A. komme Y, in f echt vor.

Wir zeigen, dal L : K(ai,...,a,,by41,...,b,) algebraisch ist. Wegen
flap, by, ... by) =0 ist b, algebraisch iiber K(ay,...,a,,br41,...,b,). Also
ist

K(ai,...,ap,bpy... b)) K(a1,...,0p,bp31,...,bp)
algebraisch. Da L : K(ay,...,a,-1,b,...,by,) algebraisch ist, ist auch
L:K(ay,...,ap,bpy...,0y)

algebraisch. Also ist L : K(ay,...,ar,by41,...,by,) algebraisch.
Schliefllich sind aq,...,a,br41,...,b, algebraisch unabhéngig iiber K:
Angenommen nicht. Dann existiert ein nichtkonstantes Polynom

ge K[Xy,..., X0
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mit g(ay,...,ar,bp41,-..,b,) =0. Wegen der algebraischen Unabhéngigkeit
von ai,...,0r—1,bp11,...,by tiber K kommt X, echt in g vor. Also ist a,
algebraisch iiber K(aq,...,a,-1,b41,...,b,). Damit ist aber

L:K(al,...,ar_l,br+1,...,bn)

algebraisch. Also ist auch b, algebraisch iiber K(ai,...,a,—1,b741,-..,bn),
im Widerspruch dazu, da8 {a1,...,a,-1,by,...,b,} eine Transzendenzbasis
von L : K ist. O

Nach Satz 4.33 ist folgende Definition sinnvoll:

Definition 4.35. Sei L : K eine Korpererweiterung und B eine Transzen-
denzbasis von L : K. Dann heifit Trg(L : K) :=|B| der Transzendenzgrad
von L : K.

Satz 4.36. Seien K < M < L Korper, A eine Transzendenzbasis von
L : M und B eine Transzendenzbasis von M : K. Dann ist AU B ei-

ne Transzendenzbasis von L : K und es gilt AN B = (. Insbesondere ist
Trg(L : K) = Trg(L : M) + Trg(M : K).

Beweis. Da zwar jedes b € B algebraisch iiber M ist, aber kein a € A, gilt
AN B = (. Wir zeigen, dafl AU B iiber K transzendent ist.

Angenommen, es gibt paarweise verschiedene a1,...,a, € A und paar-
weise verschiedene by,...,b,, € B, so dal a1,...,a,,01,...,b,, iber K al-
gebraisch abhéngig sind. Dann existiert ein nichtkonstantes Polynom

f EK[Xl,...,Xn,Yl,...,Ym]

mit f(ay,...,an,b1,...,bm) = 0. Wegen der algebraischen Unabhéngigkeit
der b; kommt mindestens ein X; echt in f vor. Damit ist aber

g(Xl,...,Xn) = f(Xl,...,Xn,bl,...,bm)

ein nichtkonstantes Polynom tiber M mit g(aq,...,a,) = 0, im Widerspruch
zur algebraischen Unabhéngigkeit der a; iiber M.

Es bleibt zu zeigen, dal L : K(A U B) algebraisch ist. Sei « € L. Da A
Transzendenzbasis von L : M ist, ist « algebraisch iiber M(A). Gelte etwa

co+caa+---+ca =0

fiir gewisse ¢; € M(A), die nicht alle 0 sind. Indem wir die ¢; mit ihrem
Hauptnenner multiplizieren, kénnen wir annehmen, daf} alle ¢; bereits in
MA] liegen.

Offenbar ist « algebraisch iiber K(cg,...,c,). Insbesondere ist « alge-
braisch iiber K(cg,...,c., AU B). Um zu zeigen, dal « iiber K(A U B)
algebraisch ist, geniigt es nun, die Algebraizitit aller ¢; iiber K(A U B) zu
zeigen.

Jedes ¢; ist aber ein Polynom in endlich vielen Elementen von A mit
Koeffizienten in einer Menge {mj...,ms} C M. Wir kénnen annehmen,
daBl s und die m; dabei nicht von ¢ abhéngen. Jedes m; ist algebraisch
iitber K(B), da B eine Transzendenzbasis von M : K ist. Damit ist die
Koérpererweiterung K (myq,...,mg, B) : K(B) algebraisch. Also ist auch

K(mi,...,ms,AUB): K(AUB)

algebraisch. Da aber alle ¢; in K(my,...,ms, AU B) liegen, ist schliefilich
auch K(cy,...,¢,, AUB) : K(AU B) algebraisch. O
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4.4. Transzendente Zahlen. Transzendente Zahlen sind diejenigen Ele-
mente von C, die transzendent iiber QQ sind. Die komplexen Zahlen, die
algebraisch iiber Q sind, heiflen algebraische Zahlen. Beispiele reeller trans-
zendenter Zahlen sind e und 7.

Zunéchst stellen wir fest, dafl es unendlich viele reelle transzendente Zah-
len gibt. Das wurde zuerst von Cantor gezeigt.

Satz 4.37. Es gibt unendlich viele reelle transzendente Zahlen.

Beweis. Bekanntlich ist Q abzahlbar und R nicht. Es gibt auch nur abzihl-
bar viele Polynome iiber Q. Jedes Polynom iiber @ hat nur endlich viele
Nullstellen. Also gibt es nur abzihlbar viele Nullstellen von Polynomen iiber
Q. Jede algebraische Zahl ist aber Nullstelle eines Polynoms iiber Q. Daher
gibt es nur abzihlbar viele algebraische Zahlen. Also sind {iberabzihlbar
viele reelle Zahlen transzendent. U

Der folgende Satz von Liouville liefert eine Moglichkeit, transzendente
Zahlen zu erkennen.

Satz 4.38. Ist a € R irrational und algebraisch vom Grad m tber Q, so
gibt es eine Konstante ¢ = c(a) € R, so daf8 fir alle p,q € Z mit ¢ > 0 gilt:

a—=|>—
al qm

p‘ c

Beweis. Sei f € Z[X] ein irreduzibles Polynom mit f(a) = 0. Dann hat
f den Grad m. Da Q die Charakteristik 0 hat, ist f separabel. Also ist a
einfache Nullstelle von f. Damit gilt f/(a) # 0. Die Ableitung von f im
Sinne der Algebra stimmt mit der Ableitung im Sinne der Analysis iiberein.
Damit gibt es zu € :=|f’(a)|> 0 ein § > 0 mit

(1) Do) T @__ af(a)
q

= f'(a)] <e=|f(a)]

fiir alle p,q € Z mit ¢ # 0 und ‘g — a‘ < 6. Aus (1) folgt

< ()]s

Fiir alle p,q € Z mit ¢ > 0 und ‘g —a‘ < ¢ gilt nun

‘p - 1 1

[ — a/ _ . —,

q 2-[f'(a)l ¢

Fiir p,q € Z mit ¢ > 0 und ‘% —a‘ > 0 gilt offenbar ‘g —a‘ > qim. Also
leistet ¢ := min {W, 1) } das Gewdiinschte. O

Folgerung 4.39. Seia € R. Gibt es zu jedem n € N ganze Zahlen p und q

mit g > 2, so dafs 0 < ‘g — a‘ < an gilt, so ist a transzendent.
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Beweis. Sei ¢ > 0 und m > 0. Wahle s so, dafl 2% <cgilt. Zun:=m+s
existieren p,q € Z mit ¢ > 2 und

1 c
a — B' < 95 m < q—m
Damit folgt die Transzendenz von a aus Satz 4.38, falls a irrational ist.
Angenommen, a ist rational. Dann gibt es r,s € Z mit s > 0 und a = <.

Dann gilt fiir m mit 2™~ > s und alle p, ¢ € Z mit ¢ > 2

0<

o p|_|ra—sp N i N 1 L

q sq | sq¢ 2ml.g T g™
Das widerspricht aber der Voraussetzung. Damit ist a irrational und somit
auch transzendent. O

Beispiel 4.40. Fiir b € Z mit b > 2 erfiillt

1 1
a _sz'_ T +b6+b24+
die Voraussetzungen von Folgerung 4.39 und ist damit transzendent.

Ohne Beweis zitieren wir den folgenden Satz von Thue, Siegel und Roth:

Satz 4.41. Ist a € C algebraisch und € > 0, so gilt ‘2 — a‘ > 7% fir alle
bis auf endlich viele rationale Zahlen mit p,q € Z und q > 0.

q
unendlich viele rationale Zahen § mit p,q € Z und q > 0 gilt, so ist a

transzendent.

Folgerung 4.42. Gibt es zu a € C ein € > 0, so dafl ‘g —a‘ < —— fir

Besonders interessant ist es natiirlich, die Transzendenz konkret gegebener
Zahlen wie zum Beispiel e und m nachzuweisen. Das gelang Hermite 1873
fir e und Lindemann 1882 fiir 7. Wir werden nur die Transzendenz von e
nachweisen.

Satz 4.43. ¢ ist transzendent.

Beweis. Fiir ein Polynom f € R|x] betrachte die Summe F(z) := f(x) +
f'(x)+ f"(x) 4+ ... der Ableitungen von f. Da f ein Polynom ist, ist diese
Summe endlich. Es gilt

%e‘rF(:r) =—e¢ "F(x)+e "F'(x) = —e " f(2).

Durch integrieren erhilt man

e “F(x)— F(0) =— /Or et f(t)dt

beziehungsweise
xT
(2) e’ F(0) — F(x) = ez/ e tf(t)dt
0
Angenommen, e ist algebraisch. Dann gibt es ag, ..., a, € Z mit

(3) ap+aje+---+ane” =0
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In (2) setzen wir x = k und multiplizieren mit ay. Das liefert aze*F(0) —
apF (k) = —ayc, mit ¢ = —eF fok et f(t)dt. Summation iiber k liefert nun,
unter Verwendung von (3),

(4) Z akF(k) = Z QARCk.
k=0 k=0
Wir betrachten nun diese Gleichung fiir das Polynom

1 -1

f(z):= = 1)!:1:7" (x—=1)P...(x —n)P,
wobei p eine Primzahl p > max{ag,n} sei.

Wie man leicht sieht, ist F'(k) fiir & € {0,...,n} eine ganze Zahl. Fiir
k € {1,...,n} ist p ein Teiler von F(k). p ist aber kein Teiler von F(0).
Damit ist p kein Teiler von Y }_, arF (k) und >"}_, arF(k) eine ganze, von
0 verschiedene Zahl, also vom Betrag her > 1. Fiir die ¢ in (4) gilt nach
dem Mittelwertsatz

k
o= ek/ et f(t)dt = T8 f(&)k
0

_ ke 1 GG 1P (G =)k

(p—1)!
fiir ein & € [0, k]. Also gilt
en(nn-i-l)P
cp| £ ———— — 0 fiir p — oo.
A ]
Damit ist | > _qarck| < 1 fiir geniigend grofie p. Zusammen mit (4) ergibt
sich ein Widerspruch zu | >"}_,arF(k)| > 1. O

4.5. Einfache transzendente Erweiterungen.

Definition 4.44. Eine Korpererweiterung L : K heifit einfach, falls es ein
a€ L\ K mit L = K(a) gibt.

Satz 4.45. Sei K(X) : K eine einfache transzendente K drpererweiterung

und v € K(X)\ K. Dann hat u die Form % fiir gewisse teilerfrem-
de Polynome f,g € K[X]| mit g # 0. Der Grad von u sei deg(u) :=

max{deg(f),deg(g)}. Dann gilt:
(i) w ist transzendent iber K.
(i) X st Nullstelle von f(Y)—u-g(Y) € K(u)[Y] und f(Y) —u-g(Y) ist
irreduzibel in K (u)[Y].
(iii) X ist algebraisch dber K(u) und [K(X) : K(u)] = deg(u).
Beweis. (i) folgt aus Lemma 4.29 (iii).

(ii) Offenbar ist X Nullstelle von f(Y) —u - g(Y). Um zu zeigen, dafl
fY)—=u-g(Y) iiber K (u) irreduzibel ist, geniigt es, die Irreduzibilitit tiber
Ku] zu zeigen. Angenommen f(Y) —u-g(Y) ist reduzibel in K[u][Y], etwa

fY)=u-g(Y) = (1Y) +u- fo(Y)) - f3(Y).
(Da f(Y)—wu-g(Y) in u linear ist, tritt in der Zerlegung nur ein Faktor auf,
der w enthélt.) Dann ist f(Y) = f1(Y) - f3(Y) und g(Y) = fo(Y)- f3(Y). Also
ist f3(Y") gemeinsamer Teiler von f(Y') und g(Y). Wegen der angenommenen
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Teilerfremdheit von f und g folgt daraus f3 € K. Also ist f(Y) —u-g(Y)
unzerlegbar iiber Klu].

(iii) folgt aus (ii) zusammen mit der Feststellung, dafl der Grad von f(Y')—
u-g(Y) genau max{deg(f),deg(g)} ist. Letzteres folgt aus der Transzendenz
von u iiber K. O

Folgerung 4.46. Sei v € K(X). Dann gilt K(u) = K(X) genau dann,

wenn u die Form Z))gig fiir gewisse a,b,c,d € K mit ad — bc # 0 hat.

Beweis. Gilt K(u) = K(X), so ist X algebraisch iiber K(u) vom Grad 1.
Daraus folgt u = Z))gidb gemifl Satz 4.45. Dabei ist aX + b kein Vielfaches
von ¢X +d und cX + d kein Vielfaches von a X + b. Daraus folgt ad — bc # 0.

Ist ad —bc # 0 und u = Zﬁﬁ so ist u € K, da aX 4+ b und ¢X + d dann
teilerfremd sind. Auflerdem ist X algebraisch iiber K (u) vom Grad 1 nach

Satz 4.45. Also gilt X € K(u) und damit auch K(X) = K(u). O

Als néchstes bestimmen wir die Galoisgruppe einer einfachen transzen-
denten Korpererweiterung K (X) : K. Sei ¢ € Gal(K(X) : K). Dann
gilt K(X) = K(¢(X)), also ¢(X) = %t fiir gewisse a,b,¢,d € K mit
ad + be # 0.

Sei umgekehrt u = (c@((ig € K(X) gegeben mit a,b,¢,d € K und ad+bc #

0. Dann ist ¢ : K(X) — K(u); % — % ein Isomorphismus, der K

elementweise festlafit. Wegen K (u) = K(X) ist ¢ ein Automorphismus von
K(X).

Die Elemente von Gal(K(X) : K) entsprechen also den 2 x 2 Matrizen
iiber K mit nicht verschwindener Determinante. Zwei invertierbare Matrizen
(‘C’s) und (Z,/ db:) entsprechen genau dann demselben Automorphismus von
K(X), wenn (Cl-?((i_s = (Clll})((—j:g gilt, wenn also ein e € K mit (ZZ) =e- (Z//s:)
existiert.

Das zeigt

Definition und Bemerkung 4.47. Sei Glo(K) die Gruppe der invertier-
baren 2 x 2-Matrizen iiber K. Dann ist

U:z{(éS):aEK/\a;éO}

ein Normalteiler in Gly(K), und PGly(K) := Glo(K)/U ist isomorph zu
Gal(K(X) : K)

Zum Abschlufl der Kérpertheorie beweisen wir noch den Satz von Liiroth.

Satz 4.48. Sei K(X) : K eine transzendente Kérpererweiterung und L ein
Zwischenkorper mit K S L < K(X). Dann hat L die Form K(u) fir ein
geeignetes u € K(X).

Beweis. Sei v € L'\ K. Nach Satz 4.45 ist X algebraisch iiber K (v). Also ist
X algebraisch iiber L. Sei f(Y)=Y"+a;Y" 1 +... +a, :=Irr(X, L). Da
X nicht tiber K algebraisch ist, existiert ein j € {1,...,n} mit a; ¢ K. Wir
zeigen L = K (u) fiir u := a;.

Nach Satz 4.45 ist u = % fiir gewisse teilerfremde Polynome g,h €
).

K[X] mit h # 0. Sei m := deg(u). Nach Satz 4.45 ist [K(X) : K(u)] = m.

—
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Wegen K(u) < L und [K(X) : L] = n ist m > n und m = n gilt genau
dann, wenn L = K (u) ist.

X ist Nullstelle des Polynoms ¢g(Y) —u - h(Y) € L[Y]. Also gibt es ein
q(Y) € L[Y] mit

(0 9(Y)—u-h(Y)=q¥)fY).
Sei ¢p(X) € K[X] ein normiertes Polynom von minimalem Grad, so da8
¢i(X) = ¢o(X) - a; fir alle ¢ € {1,...,n} ein Element von K[X] ist. Dann
ist
FX,Y) = co(X) - F(Y) = co(X)Y™ + - + cn(X) € K[X, Y],

und F(X,Y) ist primitiv als Polynom in Y, d.h., die ¢;(X) sind teilerfremd.

Der Y-Grad von F(X,Y) ist n. Wegen v = a; = 9X) und da g9(X) und

R(X
h(X) teilerfremd sind, hat F'(X,Y") einen X-Grad > m(. I%rsetzt man v in (%)
durch % und die Koeffizienten von ¢ durch die entsprechenden Ausdriicke
in X, so sieht man, da F(X,Y) ein Teiler von ¢g(Y)h(X) — g(X)h(Y) in
K(X)[Y] ist. Wegen ¢g(Y)h(X) — g(X)h(Y),F(X,Y) € K[X,Y] und da
F(X,Y) als Polynom in Y primitiv ist, existiert ein Polynom Q(X,Y) €
K[X,Y] mit

(k) g(Y)R(X) = g(X)M(Y) = Q(X, Y)F(X,Y).

Da der X-Grad der linken Seite von (xx) nicht gréfler als m ist und der von
F(X,Y) nicht kleiner als m, sind beide Grade = m und es gilt Q(X,Y) =
QYY) € K[Y]. Da Q(Y) als Polynom in Y iiber K[X] nur invertierbare
Koeffizienten hat, ist Q(Y) primitiv. Da auch F(X,Y") als Polynom in Y
primitiv ist, ist Q(Y)F(X,Y) als Polynom in Y {iber K(X) primitv. Aus
Symmetriegriinden ist die linke Seite von (x*) auch als Polynom in X iiber
K[Y] primitiv. Damit ist Q(Y) = Q € K. Also ist der X-Grad von F(X,Y)
gleich dem Y-Grad von F(X,Y) und es gilt n = m, was zu zeigen war. [
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5. MODULN

Moduln gehoren zu den wichtigsten algebraischen Strukturen. Die Theorie
der Moduln ist eine Verallgemeinerung der linearen Algebra und hat viele
Anwendungen in verschiedenen Bereichen der Mathematik, zum Beispiel in
der Darstellungstheorie von Gruppen.

5.1. Linksmoduln.

Definition 5.1. Sei R = (R, +,-) ein Ring und M = (M, +) eine abelsche
Gruppe. M zusammen mit einer d&uBeren Verkniipfung (Skalarmultiplikati-
on

)

Rx M — M;(r,m)—r-m

heift ein R-Linksmodul (oder Linksmodul iber R), wenn fir alle r,r1,79 € R
und alle m, my,mg € M gilt:

(i) (ri4re) - m=r-m+ry-m

(i) r-(m1+me) =7 -my+7r-ms

(iii) (ri7re) -m =11 - (rg-m)
Hat R eine 1, so heifit der Modul unitdr, wenn zusétzlich 1-m = m fiir alle
m € M gilt. Zur Abkiirzung schreiben wir fiir 7 - m meistens rm.

Rechtsmoduln werden analog zu den Linksmoduln definiert. Die &ufle-
re Verkniipfung ist dabei eine Abbildung M x R — M;(m,r) — m - r.
Aus den Axiomen (i)-(iii) fiir Linksmoduln erh#lt man durch Spiegelung
die entsprechenden Axiome fiir Rechtsmoduln. Man beachte, dal ein R-
Rechtsmodul nicht genau dasselbe (bis auf die Schreibweise) sein muf, wie
ein R-Linksmodul. Wenn R nicht kommutativ ist, mufl man beim Ubergang
vom Links- zum Rechtsmodul auch die Multiplikation auf R “umdrehen”,
um dquivalente Strukturen zu erhalten.

Wir werden R-Linksmoduln M mit g M bezeichnen und R-Rechtsmoduln
N mit Ng. Ist M sowohl R-Linksmodul als auch S-Rechtsmodul, so bezeich-
net man M als (R, S)-Bimodul (und schreibt pMg).

Beispiel 5.2. a) Sei (G,+) eine abelsche Gruppe. Fiir n € Nund g € G
wird n - g rekursiv definiert durch

0-g:=0und (n+1)-z:=n-z+x.

Auflerdem sei (—n)-z := —(n-z) fiir alle n € N. Mit der &uleren Verkniipfung
Z x G — G;(n,g) — n-gist G ein unitirer Z-Linksmodul.

b) Ist R ein Ring, so ist R mit der Multiplikation auf R als duflerer
Verkniipfung ein R-Linksmodul. Dieser Modul ist genau dann unitér, wenn
R eine 1 hat.

c¢) Ist K ein Schiefkérper, so sind die unitidren K-Linksmoduln genau die
Linksvektorraume (ein Begriff, der hoffentlich selbsterkléirend ist) iiber K.

d) Ist M eine abelsche Gruppe, R ein Ring und definiert man die duflere
Verkniipfung R x M — M durch (r,m) — r-m := 0, so wird M ein
R-Linksmodul. Moduln dieser Art nennt man trivial.

e) Ist G eine abelsche Gruppe und R der Endomorphismenring von G, so
ist G zusammen mit R x G — G;(r,g) — r(g) ein R-Linksmodul.

Definition 5.3. Sei g M ein Modul. Eine nichtleere Menge U C M heifit
Untermodul von M, wenn gilt:
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(i) U ist eine Untergruppe von M und
(ii) fiir alle w € U und alle r € R ist ru € U

Fiir (ii) kann man auch kiirzer RU C U schreiben.

Beispiel 5.4. a) Sei G eine abelsche Gruppe. Betrachtet man G als Z-
Modul zG, so sind die Untermoduln genau die Untergruppen.

b) Ist R ein Ring, so sind die Untermoduln von g R genau die Linksideale
von R.

c¢) Ist K ein Koérper und Ky unitdrer K-Modul, also K-Vektorraum, so
sind die Untermoduln von gV genau die linearen Unterrdume von V.

d) Ist RM ein Modul, dann ist fiir jedes m € M die Menge Rm := {rm :
r € R} ein Untermodul von pM. (Man beachte, dal m selbst nicht in Rm
liegen mu$.)

Definition 5.5. Sei pM ein R-Modul. Ein Untermodul U von M heif3t
zyklisch, falls U die Form Rm fiir ein m € M hat.

Bemerkung 5.6. Mit den iiblichen Beweisen fiir Gruppen, Ringe und Vek-
torrdume beweist man auch fiir Moduln folgende Aussagen:

a) Ist gM ein R-Modul und (U;);er eine Familie von Untermoduln, so ist
Micr Ui ein Untermodul von gM. Ist A € M, so ist

Rr(A) = ﬂ{U : U ist ein Untermodul von M mit A C U}

der von A erzeugte Untermodul von M. Ist M unitér, so besteht R(A) genau
aus den (endlichen) R-Linearkombinationen von Elementen von A.
Anstelle von r({ai,...,a,}) schreibt man meist r(ay,...,a,). AuBerdem
wird das R bei g(-) oft weggelassen.
Im unitéren Fall gilt (a) = Ra fiir alle a € M. Allgemein gilt nur

(a) =Za+ Ra={na+ra:n¢cZrec R}

A C M heiit ein Erzeugendensystem von M, falls M = (A) ist. M heifit
endlich erzeugt, wenn M ein endliches Erzeugendensystem hat.

Ist (U;)icr eine Familie von Untermoduln von M, so setzt man » ;. ; U; :=
(U;er Ui) und bezeichnet ) . ; U; als die innere Summe der U;. Eine Summe
> icr Ui heiflt direkt, wenn sich die 0 nur auf triviale Weise als Summe von
Elementen der U; darstellen 148t. Fiir direkte Summen schreibt man EBZ.G 1 Ui
beziehungweise U1 @ Uy @ - - - @ U,.

Ist U ein Untermodul von rM, so wird auf der Faktorgruppe M /U eine
duBere Verkniipfung R x M/U — M/U durch r- (m+U) :==r -m+U
definiert. Wegen rU C U ist diese Verkniipfung wohldefiniert. M /U wird
dadurch zu einem R-Linksmodul.

Definition 5.7. Seien R ein Ring und gM und gN R-Moduln. Eine Ab-
bildung f : M — N heifit R-Modulhomomorphismus (oder auch R-linear),
falls f ein Gruppenhomomorphismus ist und zusétzlich f(rm) = r - f(m)
fiir alle r € R und alle m € M gilt.

Kern und Bild von R-Modulhomomorphismen sind wie iiblich definiert
und sind Untermoduln der entsprechenden R-Moduln. Wie auch bei Grup-
pen und Ringen gelten folgende Sétze:
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Satz 5.8. Ist f : RM — grN ein Modulhomomorphismus, so gilt f[M] =
M/ Ker f.

Satz 5.9. Sind U und V' Untermoduln eines Moduls rM, so gilt (U +
V) V=U/(UnV).

Satz 5.10. Sind U und V' Untermoduln eines Moduls pM mit U C V', so
gilt (M/U)/(V/U) = M/V.

Definition 5.11. Sei pM ein Modul und a € M. Dann heiit Ann(a) =
{r € R: ra = 0} der Annullator von A. Ann(a) ist ein Linksideal von R
(also ein Untermodul von rR). Es gilt Ra = R/ Ann(a).

Fiir einen Untermodul U von pM definiert man

Ann(U) :={r € R:ru=0 fiir alle u € U}.

Es gilt Ann(U) = (,cp Ann(u). Ann(U) ist ebenfalls ein Linksideal von R.

a € M heifit Torsionselement, falls Ann(a) # {0} ist. Ein Modul ohne
Torsionselemente # 0 heiit torsionsfrei. Ist gRM # {0} torsionsfrei, so hat
R keine Nullteiler.

Satz 5.12. Sei R ein Integritditsring und M ein R-Linksmodul. Weiter sei
Tor(M) := {a € M : a ist Torsionselement}. Dann ist Tor(M) ein Unter-
modul von M, und M/ Tor(M) ist torsionsfrei.

Beweis. Sei a € Tor(M) und r € R. Dann existiert ein s € R mit s # 0 und
sa = 0. Es ist s(ra) = (sr)a = (rs)a = r(sa) = 0. Also ist ra € Tor(M). Sei
b ein weiteres Element von Tor(M) und ¢ € R mit ¢ # 0 und ¢b = 0. Dann
ist st(a +b) = t(sa) + s(tb) = 0. Da R Integritétsring ist, ist st # 0. Damit
ist a + b € Tor(M).

Sei nun a + Tor(M) ein Torsionselement von M/ Tor(M) und s € R mit
s # 0 und s(m + Tor(M)) = 0 + Tor(M). Dann ist sm € Tor(M). Also
existiert t € R mit ¢t # 0 und t(sm) = 0. Es gilt (ts)m = t(sm) = 0. Da R
Integritétsring ist, ist ts # 0. Also ist m € Tor(M). Das zeigt m+ Tor(M) =
0 + Tor(M) und damit die Torsionsfreiheit von M/ Tor(M). O

5.2. Direkte Produkte und Summen von Moduln.

Definition 5.13. Sei R ein Ring und (M;);cs eine Familie von R-Linksmo-
duln. Auf dem mengentheoretischen Produkt

P=]]M = {f:[—>UMZ' Vi€ I(f(i) eMi)}
i€l el

definieren wir die Moduloperationen + : Px P — Pund - : Rx P — P

punktweise: Fiir alle f,g € P, alle i € I und alle r € R sei

(f+9)() = f()+9(@)  und  (r-f)(@) =7 f{).
Mit diesen Operationen wird P zu einem R-Linksmodul, dem direkten Pro-
dukt der M;. Ist I =0, so ist P = {0}.

@MZ’ = {f € HMZ : f(i) # 0 nur fiir endlich viele ¢ € I}
icl i€l

ist ein Untermodul von [[,.; M;, die (duflere) direkte Summe der M;. Fiir
endliches I ist [[,.; M; = @, M;.



50 STEFAN GESCHKE

Wie man leicht nachrechnet, gilt

Satz 5.14. Sei R ein Ring und (M;);e; eine Familie von R-Linksmoduln.
a) Ist m: I — I eine Permutation, so ist

[T = ][ Mgy und @ Mi = @5 M.

el i€l el el

b) Ist (I;)jcs eine Partition von I, so ist

[[a=]] ][ | wnd PrMi=P P M

icl jeJ \i€l; el JjeJ \i€l;

Fiir ein direktes Produkt [],.; M; werden in natiirlicher Weise Modulho-
momorphismen 7; : [[,.; M; — Mj, j € I, durch 7;(f) := f(j) definiert.

Dual dazu werden fiir jede direkte Summe €, ; M; Modulhomomorphis-
men o : M; — @,;c; M;, j € I, durch a;(m) := (m;)ier definiert, wobei
m; :=m sei und m; := 0 fiir ¢ # j.

Satz 5.15. Sei pA ein Modul und (M;);cr eine Familie von R-Linksmoduln.
a) Fiir jedes i € I sei p; : A — M; R-linear. Dann gibt es genau eine R-
lineare Abbildung ¢ : A — Hz’eMi M;, so daf fiir alle j € I gilt: p; = mj 0.
b) Fiir jedes i € I seivp; : M; — A R-linear. Dann gibt es genau eine
R-lineare Abbildung ¢ : @,;c; M; — A, so dap fiir alle j € I gilt: 1; = poay;.

Bemerkung 5.16. Die innere direkte Summe einer Familie (M;);e; von
Untermoduln eines Modul M isomorph zur &dufleren direkten Summe der
Familie.

5.3. Freie Moduln. Im folgenden sei R stets ein Ring mit 1, und alle
vorkommenden Moduln seien unitér.

Definition 5.17. Sei gM ein Modul und mq,...,m, € M. mq,...,my,
heiflen linear unabhdingig, falls fiir alle r{,...,r, € R mit Z?Zl rim; = 0
gilt: 7, = 0 fiir alle ¢ € {1,...n}. S C M heifit linear unabhdingig, wenn jede
endliche Teilmenge von S linear unabhéngig ist.

S C M heifit Basis von M, wenn M von S erzeugt wird und S linear
unabhéingig ist. M heifit frei, wenn M eine Basis hat. Ist S C M eine Basis
von M, so heilit M frei tiber S.

Satz 5.18. Ein Modul pM ist genau dann frei iber S C M, wenn M die
direkte Summe der zyklischen Untermoduln R -s, s € S, ist und S keine
Torsionselemente enthdlt. Das ist genau dann der Fall, wenn sich jedes m €
M eindeutig schreiben lifit als Summe der Form ) _grss mit rs € R.

Beweis. Wie in der linearen Algebra siecht man, daf3 S genau dann eine Basis
von M ist, wenn sich jedes Element von M eindeutig als R-Linearkombination
von Elementen von S schreiben 14£t.

Ist M die direkte Summe der R-s, s € S, und enthélt S keine Torsionsele-
mente, so rechnet man schnell nach, daf3 sich jedes Element von M eindeutig
als R-Linearkombination von Elementen von S schreiben 1d8t. Umgekehrt
sieht man leicht, dafl das Erzeugnis einer linear unabhéngigen Menge T' di-
rekte Summe der zyklischen Moduln R - ¢, t € T, ist. ]
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Folgerung 5.19. a) Ist gM frei, so ist M isomorph zu einer direkten Sum-
me von Kopien von R.
b) Ist RM endlich erzeugt und frei, so existiert ein n € N mit M = R".

Beweis. Nur b) bedarf eines Beweises. Sei E C M ein endliches Erzeugen-
densystem von M und B C M eine Basis von M. Jedes e € FE ist eine
R-Linearkombination endlich vieler Elemente von S. Es werden also nur
endlich viele Elemente von S bendtigt, um alle Elemente von E zu erzeu-
gen. Eine endliche Teilmenge T von S, deren Erzeugnis alle Elemente von
E enthéilt, erzeugt aber bereits M. Als Teilmenge von S ist T linear un-
abhéngig. Also ist T" eine Basis von M. Also hat T eine endliche Basis. Die
Behauptung folgt nun aus a). O

Im Gegensatz zu Vektorraumbasen kénnen Basen desselben Moduls ver-
schiedene Michtigkeiten haben. Jedoch gilt

Satz 5.20. Ist R ein kommutativer Ring mit 1 und rM ein freier Modul,
so haben je zwer Basen von M dieselbe Mdchtigkeit.

Beweis. Sei I ein maximales Ideal von R. Dann ist R/I ein Korper. I M ist
ein Untermodul von M. Wie man leicht nachrechnet, ist M/IM ein R/I-
Vektorraum. Sei nun S eine Basis von M. Dann ist M = @, g Rs. Daraus
folgt IM = @ I's und damit auch

M/IM = P(Rs/Is) = P R/I.
seS seS

Damit ist die Méchtigkeit von S genau die Dimension von M/IM als R/I-
Vektorraum. O

Definition 5.21. Die Méchtigkeit einer Basis eines freien, unitédren Moduls
iiber einem kommutativen Ring nennt man den Rang des Moduls.

Freie Moduln haben folgende universelle Eigenschaft:

Lemma 5.22. Ist gM ein freier Modul iber S, rN ein weiterer Modul
und f : S — N eine beliebige Abbildung, so existiert genau eine R-lineare
Abbildung h: M — N mith [ S = f.

Beweis. Sei m € M. Dann gibt es eindeutig bestimmte r; € R, s € S, mit
m = Y . cgTss. Setze h(m) := > _orsf(s). Wie man leicht nachrechnet
leistet h das Gewiinschte. Da man keine Wahl bei der Definition von h hat,
ist h auch eindeutig bestimmt. O

Folgerung 5.23. Jeder unitire Modul ist homomorphes Bild eines freien
Moduls.

Beweis. Sei pIN ein unitdrer Modul. Dann ist M := €,y R ein freier
Modul. Fiir n € N sei e, : N — R die Abbildung, die bei n den Wert 1
hat und sonst 0. Die Menge {e,, : n € N} ist eine Basis von M. Sei f die
Abbildung, die jedem e,, das Element n von N zuordnet. Nach Lemma 5.22
1a8t sich f zu einem Homomorphismus h : M — N fortsetzen. Offenbar ist
h surjektiv. O
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5.4. Moduln iiber Hauptidealringen. Ziel dieses Abschnittes ist es, end-
lich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen zu klassifizieren. Im folgenden
sei R stets ein Hauptidealring.

Ein wichtiger Satz auf dem Wege zum angestrebten Klassifikationssatz
ist der sogenannte Elementarteilersatz, der auch viele andere Anwendungen
hat. Wir verallgemeinern zunéchst den Begriff des Ranges eines Moduls.

Definition 5.24. Der Rang rg(M) eines Moduls g M ist das Supremum (in
N U {oco}) der Michtigkeiten von linear unabhingigen Teilmengen von M.

Satz 5.25. (Elementarteilersatz) Sei rF ein endlich erzeugter freier Mo-
dul und M ein Untermodul von F vom Rang n. Dann existieren Elemente
X1,...,xn € F, die Teil einer Basis von F sind, und a1, ...,a, € R\ {0},
so dafs gilt:

(i) a1x1,...,anxy, ist eine Basis von M und

(ii) fiir allei e {1,...,n—1} ist a; ein Teiler von a;i;.
Dabei sind die Elemente aq, ..., a, bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmdt,
unabhdngig von der Wahl von x1,...,x,. Man nennt ai,....a, die Ele-

mentarteiler von M.

Wir zeigen den Elementarteilersatz ohne die Eindeutigkeitsaussage. Zum
Beweis benétigen wir den Begriff des Inhalts cont(x) eines Elementes = € F.

Sei y1,...,Yy, eine Basis von F. Dann existieren cq,...,¢, € R mit z =
c1y1 + -+ + cpyp. cont(x) ist definiert als der grofite gemeinsame Teiler von
Cl,...,Cn. Man beachte, dafl cont(z) eigentlich eine Aquivalenzklasse von

assoziierten Elementen von R ist.

Um zu zeigen, dafl cont(z) nicht von der Wahl der Basis y1,...,y, ab-
héngt, betrachte man den R-Linksmodul F'* aller Homomorphismen von F'
nach R. Die Menge {p(x) : ¢ € F*} ist ein Ideal von R. Da R Hauptidealring
ist, existiert ¢ € R mit (¢) = {¢(x) : ¢ € F*}. Wir zeigen, dafl cont(z) = ¢
gilt.

cont(x) ist eine Linearkombination der ¢;. Also existieren ay,...,a, € R
mit cont(z) = ajc; + -+ - + apcy,. Fiir jedes i € {1,...,n} sel ¢; € F* der
Homomorphismus, der y; auf 1 abbildet und alle y;, j # 4, auf 0. Setzt man
© = a1p1 + -+ + appn, so ergibt sich p(z) = cont(z). Da ¢1,..., ¢, eine
Basis von F™* ist, ist cont(z) ein Teiler von ¢ (z) fiir alle ¢ € F*. Das zeigt
cont(x) = c.

Lemma 5.26. In der Situation von Satz 5.25 gilt:

(i) Zu jedem x € F existiert ¢ € F* mit o(x) = cont(x).

(ii) Fiir alle x € F und alle ¢ € F* ist cont(x) ein Teiler von (x).
(iii) Es gibt ein x € M, so daf$ cont(z) alle cont(y), y € M, teilt.

Beweis. (i) und (ii) wurden bereits gezeigt. Fiir (iii) betrachte man die Men-
ge aller Ideale (cont(y)), y € M. Da R Hauptidealring ist, gibt es unter diesen
Idealen eines, welches beziiglich C maximal ist. Sei z € M so gewiéhlt, dal
cont(z) dieses maximale Ideal erzeugt. Wéhle ¢ € F* mit ¢(x) = cont(x).
Wir zeigen zunéchst, dafi ¢(x) alle ¢(y), y € M, teilt.

Sei y € M und d grofiter gemeinsamer Teiler von ¢(z) und ¢(y). Dann
gibt es a,b € R mit d = ap(x) + bp(y), also mit p(ax + by) = d. Wegen
(ii) ist cont(az + by) ein Teiler von d und wegen d|p(x) sogar von cont(z).
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Die Maximalitéitseigenschaft von z impliziert nun cont(ax + by) = cont(x).
Insbesondere ist cont(z) ein Teiler von d und damit auch von ¢(y). Also
teilt o(z) alle (y), y € M.

Um cont(x)| cont(y) zu erhalten, geniigt es nach (i) zu zeigen, daf p(z) fiir
alle ¢ € F* ein Teiler von 1 (y) ist. Da ¢(z) nach (ii) ein Teiler von 9 (x) ist
o),
o(z)
ersetzen und damit ¢(y) = 0 annehmen. Durch nochmalige Anwendung

dieses Argumentes kénnen wir v durch v — %g@ ersetzen und ¥ (z) = 0

annehmen. Unter diesen Voraussetzungen sei d grofiter gemeinsamer Teiler
von ¢(x) und ¥(y), etwa d = ap(x) + bip(y) fir geeignete a,b € R. Dann
gilt

und nach dem eben gezeigten auch von ¢(y), kénnen wir y durch y —

(¢ +¥)(ax + by) = ap(x) + bip(y) = d.

Mit (ii) folgt daraus cont(az +by)|d. Da d ein Teiler von ¢(x) ist, ergibt sich
cont(azx +by)|p(z). Die Maximalitétseigenschaft von x liefert nun cont(az +
by) = ¢(x). Hieraus folgt ¢(x)|d und wegen d|i(y) wie gewiinscht p(x)[1(y).

U

Beweis von Satz 5.25. Wir beweisen den Satz durch zwei Induktionen iiber
den Rang n von M. Mit der ersten Induktion zeigen wir, daf} jeder Unter-
modul M von F frei ist. Diese Aussage benutzen wir im zweiten Induktions-
beweis, um die Existenz der x; und der a; zu zeigen.

Man beachte, dafl M torsionfrei ist. Daher gilt im Falle n = 0 auch M =
{0}, und es ist nichts zu zeigen. Sei also n > 0. Nach Lemma 5.26 (iii)
existiert ein € M mit cont(z)|cont(y) fiir alle y € M. Nach Lemma 5.26
(i) existiert ein ¢ € F* mit p(xr) = cont(z). Wegen der Definition von
cont(z) gibt es ein x; € F mit x = p(z)x1. x1 ist dabei eindeutig bestimmt.
Sei nun F’ der Kern von ¢ und M’ := M N F’. Dann gilt M = Rz & M'.
Jedes y € M 148t sich ndmlich schreiben als

s )

Da nach Lemma 5.26 ¢(x) ein Teiler von ¢(y) ist und da wegen M # {0}
o(z) # 0 gilt, ist der erste Summand in der Darstellung von y ein Element
von Rx. Der zweite Summand liegt in M’, da er sowohl im Kern von ¢ liegt,
als auch in M. Es ist klar, daf} die Summe direkt ist.

Auf dhnliche Weise, unter Ausnutzung der Tatsache, dafl ¢(x1) = 1 ist,
sieht man F' = Azq @ F'. Wegen M = Az @ M’ gilt rg(M') < rg(M). Nach
Induktionvoraussetzung ist M’ also frei. Damit ist aber auch M frei. Das
beendet den ersten Induktionsbeweis.

Den zweiten Induktionsbeweis fithren wir in gleicher Weise, bis wir zu
den Zerlegungen F = Azqy & F' und M = Ax & M’ gelangen. Nach dem
ersten Induktionsbeweis ist F’ als Untermodul eines freien Moduls frei. Also
haben wir nach Induktionsvoraussetzung die Aussage des Satzes fiir M’ < F’
zur Verfiigung. Es existieren also Elemente zo,...,z, € F’, die sich zu
einer Basis von F’ ergéinzen lassen, sowie ag, ..., a, € R mit a;|a;+1 fiir alle
i € {2,...,n — 1} und der Eigenschaft, da} aszs,...,a,x, eine Basis von
M’ ist.

Insgesamt sind dann z1,...,z, Teil einer Basis von F' = Az & F’. Setzt
man a; := ¢(x), so bilden ajz1,...,a,z, eine Basis von M = Ax & M'. Es
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bleibt lediglich ai|as zu zeigen. Dazu wihlt man o € F* mit ¢o(x2) = 1.
(2 existiert, da xo Teil einer Basis von F' ist. Nach Lemma 5.26 gilt dann
o(z)|p2(azz2) und damit aqlas. O

Aus dem Elementarteilersatz 148t sich leicht der Klassifikationssatz fiir
endlich erzeugte Moduln tber Hauptidealringen ableiten.

Folgerung 5.27. Sei pM ein endlich erzeugter Modul. Dann ist M die
direkte Summe von endlich vielen zyklischen Moduln.

Beweis. Sei {mi,...,my} ein Erzeugendensystem von M. Fiiri € {1,...,n}
sei e; der i-te Einheitsvektor in R™. Da R™ frei iiber {ey, ..., e,} ist, existiert
ein Homomorphismus h : R — M, der jedes e; auf m; abbildet. Da die m;
den Modul M erzeugen, ist h surjektiv. Sei K < R"™ der Kern von h. Nach
dem Elementarteilersatz existieren Elemente x1,...,xp € R"™, die Teil einer
Basis z1,...,z, von R" sind, und ay,...,a; € R, so daB a1x1,...,apxk eine
Basis von K ist.

Nach dem Homomorphiesatz fiir Moduln ist M isomorph zu R"/K. We-
gen R" = Rx1®---@®Rxy, und K = a1 Rz, @ - - - DagRxy, ist R/ K isomorph
zu R/a1R @ -+ @ R/aiR ® R" . Das zeigt die Behauptung. O

Da abelsche Gruppen Z-Moduln sind, ergibt sich folgender Klassifikati-
onssatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen:

Folgerung 5.28. Sei GG cine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann ist G
isomorph zu einer Gruppe der Form

Zq, @"'@Z%@va
wobei jedes q; eine Primzahlpotenz ist. Dabei ist n der Rang von G.

Beweis. Nach Folgerung 5.27 ist G die direkte Summe von endlich vielen zy-
klischen Gruppen. Jede unendliche zyklische Gruppe ist isomorph zu Z. Jede
endliche zyklische Gruppe ist isomorph zu einer Gruppe der Form Z,,. Ist
m =qi ...q die Zerlegung von m in paarweise teilerfremde Primzahlpoten-
zen, so ist Z,, nach dem chinesischen Restsatz isomorph zu Zg, ®- - -®Z,,. 0O
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6. FREIE GRUPPEN

Definition 6.1. Es sei A eine Menge, Alphabet genannt. Ein Tupel w =
(a,...,a,) € A™ heifit Wort iiber A. Ublicherweise wird w geschrieben als
aj ...a,. Die Menge aller Worter iiber A bezeichnet man mit W(A). Das
leere Wort (das einzige Element von A°) wird mit e bezeichnet. (Wir nehmen
dabei e € A an.)

Sind v = (a1,...,a,) und v = (by,...,b,) Worter iiber A, so definiert
man u-v:=uv = (a1,...,an,01,...,bp).

Die Abbildung - : W(A)x W (A) — W (A) ist eine innere Verkniipfung auf
W (A), die assoziativ ist. Neutrales Element beziiglich dieser Verkniipfung
ist offenbar e. Man beachte W (0) = {e}.

Sei nun B eine beliebige Menge und B~! eine zu B disjunkte Menge
gleicher Michtigkeit. Die Abbildung -=': B — B~1;b — b~! sei eine Bijek-
tion. Die Umkehrabbildung von -~! bezeichnen wir ebenfalls mit -~!. Fiir
b€ BUB™! nennen wir b=! € BU B~! das formale Inverse von b.

Wir betrachten die Halbgruppe W (B U B™1).

Definition 6.2. Ein Wort w = z122...7, € (B U B™1)" heifit reduziert,
wenn kein x; neben seinem formalen Inversen steht, d.h., wenn x; # z; +11 fiir
alled € {1,...,n—1} gilt. Sei Wy := Wy(BUB™!) die Menge der reduzierten
Wérter in W := W(B U B~1). (Man beachte, daf e ein reduziertes Wort
ist.)

Die Reduktionsabbildung p : W — Wy ist wie folgt rekursiv definiert: Ist
w € W ein reduziertes Wort, so sei p(w) := w. Ist w € W kein reduziertes
Wort, so existieren u,v € W und b € BU B~ mit w = ubb~'v. Setze

p(w) = p(uv).
Lemma 6.3. a) p(w) = w fiir alle w € Wy.
)

b) p(p(w )) p(w) fir allew € W.
c) plubb=1v) = p(uv) fiir alle u,v € W und alle b€ BU B™1.
)

d) p(uwv) = p(p(u)v) = p(up(v)) fir alle u,v € W.

Beweis. Beweis iiber durch Induktion die Lingen von Wortern. U

Wir betrachten nun die von p auf W induzierte Aquivalenzrelation R C
W x W, die durch

(u,v) € R p(u) = p(v)
definiert ist, und zeigen, dafl R mit der Multiplikation auf W vertréglich ist.
Dazu miissen wir nachweisen, daf$ fiir alle u,v,w € W mit p(u) = p(v) auch

puw) = p(vw) und p(wu) = p(wv) gelten. Nach Lemma 6.3 gilt aber fir
u,v,w € W mit p(u) = p(v)

pluw) = p(p(u)w) = p(p(v)w) = p(vw)
und
p(wu) = p(wp(u)) = p(wp(v)) = p(wo).
Damit ist auf der Menge F(B) := W(B U B~!)/R der R-Aquivalenzklassen

das Produkt ([u], [v]) — [u][v] := [uv] wohldefiniert. Dabei bezeichnet [u] die
R-Aquivalenzklasse von u € W.



56 STEFAN GESCHKE

Satz 6.4. F(B) zusammen mit dem Produkt ([u], [v]) — [uv] ist eine Grup-
pe. Das neutrale Element ist [e]. Fiir alle by, ... b, € BUB  ist [by' ... b
das zu [b1 ...by] inverse Element von F(B).

Beweis. Es ist klar, dafl F'(B) mit dem Produkt ([u], [v]) — [uv] eine Halb-
gruppe ist. Da e neutrales Element von W ist, ist [e] neutrales Element von
F(B). Wegen

p(by.. byt b ) =e
und

pbyt bty by) = e
ist [by ... byt zu [by ... by] invers. O

Die Abbildung B — F(B);b + [b] ist injektiv. Deshalb 1&8t sich B als

Teilmenge von F(B) auffassen.

Definition 6.5. F(B) heifit die von B frei erzeugte Gruppe oder die freie
Gruppe fiiber B.

Lemma 6.6. In jeder Aquivalenzklasse aus F(B) gibt es genau ein redu-
ziertes Wort.

Beweis. Wegen p(p(w)) = p(w) gilt (p(w),w) € R fiir alle w € W. Damit
enthilt jede R-Aquivalenzklasse mindestens ein reduziertes Wort. Seien nun
u,v € W reduziert mit (u,v) € R. Dann gilt u = p(u) = p(v) = v. O
Lemma 6.7. Aufler [e] enthilt F(B) kein Element endlicher Ordnung.

Beweis. Sei w € W ein reduziertes Wort # e. Dann existieren r, s € N mit
s # 0 sowie

bi,...,bp,a1,...,a5 € BuB™!
mit

w="by...byay...ash; .. b
und a; # a; *. Offenbar gilt fiir alle n > 0

[w]" = [by...bp(ay...as) b .. b7 # [e].
O

Satz 6.8. Sei G eine Gruppe und f : B — G eine Abbildung. Dann existiert

genau ein Homomorphismus h : F(B) — G, der f fortsetzt. (Hierbei wird
jedes b € B mit [b] € F(B) identifiziert.)

Beweis. Wir setzen f zunéchst auf BU B~ fort. Fiir jedes b € B sei f(b) =
f(b) und f(b=1) = f(b)~!. Man rechnet leicht nach, da8 die Abbildung

h:F(B) — G;[(b1,...,by)] — f(b1)... f(by)
ein Homomorphismus ist. Die Eindeutigkeit von h folgt aus der Tatsache,
dal F(B) von B erzeugt wird. O

Folgerung 6.9. Jede Gruppe ist homomorphes Bild einer freien Gruppe
und damit auch isomorph zu einem Quotienten einer freien Gruppe.

Beweis. Nach Satz 6.8 1afit sich die Abbildung idg : G — G zu einem
Homomorphismus h : F(G) — G fortsetzen. Offenbar ist h surjektiv. Sei K
der Kern von h. Nach dem Homomorphiesatz ist G isomorph zu F(G)/K.

O
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6.1. Prisentierungen von Gruppen und Wortprobleme. Die freie
Gruppe iiber einer Menge X ist die Gruppe, die von X erzeugt wird und
in der keine Relationen zwischen verschiedenen Elementen gelten aufler de-
nen, die von den Gruppenaxiomen vorgeschrieben werden. Wir wollen nun
Gruppen konstruieren, in die von einer vorgebenen Menge erzeugt werden
und in denen zusétzliche Relationen zwischen den Erzeugern gelten.

Sei X eine beliebige Menge. Relationen zwischen den Elementen von X
sind Gleichungen der Form z ...z, = e mit 1,...,2, € X U X!, wobei
e fiir das neutrale Element der (noch zu konstruierenden) Gruppe steht.
Sei N der Normalteiler in F'(X), der von ...z, erzeugt wird. Dann gilt
in F(X)/N die Gleichung T1...7, = ep(x)/n, wobei T; jeweils die N-
Nebenklasse von x; bezeichnet.

Allgemeiner kann man fiir eine Menge M von Relationen den von der Men-
ge{xy...zy: (21... 2y =€) € M} erzeugten Normalteiler N (M) von F(X)
betrachten. Fiir jede Relation (x; ...z, =€) € M gilt dann in F(X)/N(M)
die Gleichung 71 ... T, = ep(x)/N(M)- Ublicherweise wird F(X)/N (M) mit
G(X|M) bezeichnet. G(X|M) hat folgende universelle Eigenschaft:

Satz 6.10. Sei M eine Menge von Relationen zwischen den Elementen von
X, G eine Gruppe und f : X — G eine Abbildung. Weiter sei f : XUX ! —
G die eindeutig bestimmte Fortsetzung von f, die mit -—' vertauscht. Falls
f(x1)... f(xn) = eq fir jede Relation (z1...1, =€) € M gilt, so existiert
genau ein Homomorphismus h : G(X|M) — G, so daf$ h(z - N(M)) = f(z)
fir alle x € X gult.

Beweis. Sei g : F(X) — G der eindeutig bestimmte Homomorphismus, der
f fortsetzt. Wegen der Eigenschaften von f ist N(M) eine Teilmenge des
Kerns von g. Damit existiert genau ein Homomorphismus

h:GX|M)=FX)/N(M)— G
mit den geforderten Eigenschaften. O

Definition 6.11. Eine Gruppe G heifit endlich praisentierbar, falls es eine
endliche Menge X und eine endliche Menge M von Relationen zwischen den
Elementen von X mit G = G(X|M) gibt.

Ist X = {z1,...,2,} und M = {myq,...,my}, so schreibt man anstelle
von G(X|M) auch gerne G(z1,...,Tp|m1,...,mg).

Beispiel 6.12. a) Die zyklische Gruppe Z,, ist endlich prisentierbar. Es gilt
némlich Z,, = G(z|z" =e).
b) Die Diedergruppe ist endlich présentierbar. Es gilt

Dy = G(d, sld” = e, 8% = e, (ds)? = ¢).

Sei X eine endliche Menge und M eine endliche Menge von Relationen
zwischen den Elementen von X. Das Wortproblem der Gruppe G(X|M) ist
die Aufgabe, fiir jedes gegebene Wort w € W (X U X~!) in endlich vielen
Schritten zu entscheiden, ob [w] in N(M) liegt, d.h., ob der Ausdruck w
interpretiert in G(X|M) gleich dem neutralen Element ist. Gesucht ist also
ein Algorithmus.

Boone und Novikov konnten 1955 eine endlich préisentierte Gruppe ange-
ben, deren Wortproblem nicht 16sbar ist.



