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2 STEFAN GESCHKE
EINLEITUNG

In der Mathematik II fiir Physiker und Physikerinnen beschéftigen
wir uns mit Differential- und Integralrechnung im R”. Am Ende werden
auch noch unendlich-dimensionale Hilbertraume diskutiert. Die Vorle-
sung wird sich hauptséachlich nach [2], [3] und [5] richten. Die anderen

Biicher in der Literaturliste stellen eine gute Ergdnzung dar.
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1. DIFFERENTIALRECHNUNG IM R"
1.1. Metrische Rdume und Topologie des R".
Definition 1.1. Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abil-

dung
d: X x X —[0,00),

so dass fiir alle x,y, 2 € X Folgendes gilt:

(1) d(z,y) = 0 gilt genau dann, wenn x = y ist.
(2) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)
(3) d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) bestehend aus einer Menge
X und einer Metrik d auf X. Fiir x,y € X ist d(z,y) der Abstand von
x und y. Oft sprechen wir auch einfach von einem metrischen Raum

X, ohne die Metrik auf X explizit anzugeben.

Definition 1.2. Sei V' ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung
l-]|:V—=R
heift Norm, falls fiir alle z,y € V und alle A € R Folgendes gilt:

(1) ||z]| = 0 gilt genau dann, wenn = = 0 ist.
(2) Azl = [A] - [Jl]
(3) [z +yll < [l=]] +[ly]l

Ist || - || eine Norm auf dem reellen Vektorraum V, so ist (V,|] - ||) ein

normierter Vektorraum.

Satz 1.3. Ist (V. ||-]|) ein normierter Vektorraum, so ist die Abbildung
d:VxV =R (z,y) — ||z — vyl

eine Metrik auf V.

Beispiel 1.4. Auf R" betrachtet man verschiedene Normen. Fiir x =

(x1,...,2,) € R" sei
[|2]loe = max(la1], ..., [zn])
die Maximumsnorm von x. Fiir p € R mit 1 < p < oo sei

lallp = (Jaal” + -+ Jaal?)'?
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die p-Norm von z. Fiir p = 2 erhélt man die euklidische Norm,
die die euklidische Metrik auf R" induziert. Wann immer wir nichts
anderes schreiben, betrachten wir die euklidische Norm und Metrik auf
R™.

Definition 1.5. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir a € X und r > 0
sel
B(a,r) ={z € X : d(a,z) <r}
die offene Kugel um a mit Radius 7.
Eine Menge U C X heift Umgebung von =z € X, falls ein ¢ > 0
mit B(z,e) C U existiert. Insebesondere ist B(z,¢) selbst Umgebung

von z, die e-Umgebung von x.

Satz 1.6 (Hausdorffsches Trennungsaxiom). Sei X metrischer Raum
und x,y € X verschieden. Dann existieren Umgebungen U und V' wvon
x bzw. y mit UNV = (.

Definition 1.7. Eine Teilmenge U eines metrischen Raums X heifit
offen, falls U Umgebung jedes ihrer Punkte ist, d.h., wenn zu jedem
x € U ein ¢ > 0 mit B(z,e) C U existiert.

Beispiel 1.8. Offene Kugeln B(a, ) sind offen.
Ein Interval der Form (a,b) C R ist offen bzgl. der tiblichen Metrik

(z,y) = |z —yl.

Bemerkung 1.9. Eine Menge U C R” ist genau dann offen bzgl. der

Maximumsnorm, wenn sie bzgl. der euklidischen Norm offen ist.

Satz 1.10. Sei X ein metrischer Raum. Dann gelten folgende Aussa-
gen:

(1) @ und X sind offene Teilmengen von X .

(2) Sind U und V offene Teilmengen von X, so auch UNV.

(3) Sei I eine Indexmenge, und fir jedes i € I sei U; eine offene

Teilmenge von X. Dann ist auch die Vereinigung \J,.; U; offen.

Man kann auch den Begriff der Metrik unterdriicken und nur die

Familie der offenen Mengen auf einem Raum betrachten.

Definition 1.11. Sei X eine Menge. Eine Familie 7 von Teilmengen

von X heifst Topologie auf X, falls Folgendes gilt:
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1) 0, X er
(2) Firalle UV eTist UNV € 7.
(3) Sei I eine Indexmenge, und fiir jedes i € I sei U; € 7. Dann ist

auch (J,., U; € 7.

Ist 7 eine Topologie auf X, so ist (X, 7) ein topologischer Raum.

i€l

Die Elemente von 7 sind die offenen Teilmengen von X.

Eine Teilmenge U eines topologischen Raums ist Umgebung eines
Punktes © € X, falls eine offene Menge O C X mit x € O C U exi-
stiert. Ein topologischer Raum ist Hausdorff, falls je zwei verschiedene

Punkte disjunkte Umgebungen besitzen.

Bemerkung 1.12. Wie in einem metrischen Raum ist eine Teilmenge
eines topologischen Raums genau dann offen, wenn sie Umgebung jedes
ihrer Punkte ist.

Die offenen Mengen eines metrischen Raums X bilden eine Topologie
auf X, die von der Metrik induzierte Topologie. Nicht jede Topologie
wird von einer Metrik induziert. Satz 1.6 besagt, dass von Metriken
induzierte Topologien Hausdorff sind.

Bemerkung 1.9 besagt, dass die euklidische Metrik und die zur Maxi-

mumsnorm gehoérende Metrik auf R™ dieselben Topologien induzieren.

Definition 1.13. Sei X ein metrischer Raum. Eine Menge A C X
heifst abgeschlossen, wenn ihr Komplement X \ A offen ist.

Fiir eine Teilmenge Y von X heifst ein Punkt z € Y Randpunkt
von Y, falls jede Umgebung von x sowohl Elemente von Y als auch von
X \'Y enthélt. Die Menge aller Randpunkte von Y bildet den Rand

von Y und wird mit 0Y bezeichnet.

Satz 1.14. Sei X ein metrischer Raum und Y C X. Dann gelten
folgende Aussagen:

(1) Die Menge Y \ 0Y ist offen.

(2) Die Menge Y U QY ist abgeschlossen.

(3) Die Menge OY ist abgeschlossen.

Definition 1.15. Sei X metrischer Raum und Y € X. Dann heiflen
Y =Y \ dY das Innere von Y und Y =Y U Y der Abschluss von
Y.

1.2. Grenzwerte und Stetigkeit.
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Definition 1.16. Sei X ein metrischer Raum und (z,),en eine Folge
von Punkten in X. Die Folge konvergiert gegen einen Punkt x € X,
falls fiir jede Umgebung U von x ein ny € N existiert, so dass fiir alle
n > ng gilt: x, € U.

Falls (x,)nen gegen z konvergiert, so heift x der Grenzwert von

(n)nen und wir schreiben lim,, o =, = .

Bemerkung 1.17. Eine Folge (z,)nen von Punkten in einem metri-
schen Raum (X, d) konvergiert genau dann gegen x € X, wenn fiir alle

e >0 ein ny € N existiert, so dass fiir alle n > ny gilt: d(z,z,) < €.

Satz 1.18. Eine Folge ((x}, ..., 2}))ken von Punkten in R™ konvergiert
genau dann gegen einen Punkt (z',... x") € R", wenn fiir alle i €

{1,...,n} die Folge (x%)ren gegen ' konvergiert.

Satz 1.19. Sei X ein metrischer Raum und A C X. Dann ist A genau
dann abgeschlossen, wenn jede Folge in A, die gegen einen Punkt in X

konvergiert, bereits gegen einen Punkt in A konvergiert.

Definition 1.20. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,)nen
ist Cauchy, wenn fiir alle € > 0 ein ng € N existiert, so dass fiir alle

n,m > ng gilt: d(x,, x,) < €.
Bemerkung 1.21. Jede konvergente Folge ist Cauchy.

Definition 1.22. Ein metrischer Raum X heifst vollstdndig, wenn
jede Cauchy-Folge in X gegen einen Punkt in X konvergiert. Ein nor-
mierter Vektorraum, der bzgl. der von der Norm induzierten Metrik

vollstandig ist, heiit Banachraum.
Satz 1.23. R™ ist vollstindig (bzgl. der euklidischen Metrik).

Bemerkung 1.24. Wahrend die Eigenschaft einer Folge konvergent
zu sein nur von der Topologie abhéangt, hingt die Eigenschaft Cauchy
zu sein von der Metrik ab. Von zwei Metriken, die dieselbe Topologie

erzeugen, kann eine vollstdndig sein, die andere nicht.

Satz 1.25. Ist X ein metrischer Raum und A C X, so ist A ebenfalls
ein metrischer Raum mit der auf A eingeschrinkten Metrik.

a) Ist A ein vollstindiger metrischer Raum, so ist A abgeschlossen
m X.
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b) Ist X wollstindig, so ist A genau dann abgeschlossen in X, wenn

A wollstindig ist.
Definition 1.26. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Dann

ist
diam(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}
der Durchmesser von A.
A heifst beschrénkt, falls diam(A) < oo ist.

Bemerkung 1.27. Eine Teilmenge A eines metrischen Raums (X, d)
ist genau dann beschriankt, wenn es a € X und r > 0 gibt, so dass
A C B(a,r) gilt.

Satz 1.28. Sei X ein vollstandiger metrischer Raum und (A,)nen eine

Folge nichtleerer, abgeschlossener Teilmengen von X mit

lim diam(A4,) =0,

n—o0

so dass fir allen € N gilt: A,.1 C A,. Dann existiert genau ein Punkt
a € \pen An-

Definition 1.29. Seien X und Y metrische Rdume und = € X. Eine
Funktion f : X — Y heifit stetig im Punkt x, wenn fiir jede Folge
(Tn)nen in X, die gegen x konvergiert, gilt: lim,, ., f(x,) = f(x).

Eine Funktion f : X — Y heifst stetig, wenn f in jedem Punkt x € X
stetig ist.

Satz 1.30. Sei dx eine Metrik auf X, dy eine Metrik aufY , x € X und
f: X =Y eine Funktion. Dann sind die folgende Aussagen dquivalent:
(1) f ist stetig in x
(2) Fir alle e > 0 existiert 6 > 0, so dass fir alle 2’ € X mit
dx(z,2") < 0 gilt: dy (f(z), f(2')) < e. Etwas kompakter aufge-
schrieben:
Ve > 030 > 0V2' € X(dx(x,2') <0 = dy(f(z), f(2) <e)
(3) Fiir jede Umgebung U wvon f(x) ist f~'[U] eine Umgebung von
x.

Satz 1.31. Eine Funktion f : X — Y ist genau dann stetig, wenn jede
offene Menge O CY ein offenes Urbild f~[O] hat.

Satz 1.32. Seien X, Y und Z metrische Riume und f : X =Y und
g:Y — Z Funktionen.
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a) Sind f und g stetig, so ist auch go f: X — Z stetig.
b) Ist f stetig in einem Punkt x € X und g stetig im Punkt f(x),
dann ist g o f stetig 1tm Punkt x.

Satz 1.33. Sei X ein metrischer Raum und f : X — R™ eine Funktion.
Dann ist [ genau dann stetig, wenn jede Komponentenabbildung
fi: X = R, ie{l,...,n}, stetig ist, wobei die f; dadurch bestimmt
sind, dass fir alle x € X gilt: f(z) = (fi(x),..., fu(z)).

Satz 1.34. Folgende Abbildungen sind stetig:

add :RXxR —R;(z,y)—x+y
mult :RxR—=R;(z,y)—~z-y
div : R x R* = R; (z,y) — oy *

Korollar 1.35. Polynome in mehreren Veranderlichen sind stetig.

Definition 1.36. Sei X eine Menge und (Y, d) ein metrischer Raum.
Weiter sei (f,,)nen eine Folge von Funktionen von X nach Y. Die Folge
(fn)nen konvergiert gleichméfiig gegen eine Funktion f : X — Y,

wenn Folgendes gilt:

Ve > 03ng € NVn > noVe € X(d(f(x), fo(z)) < e)

Satz 1.37. Konwvergiert eine Folge stetiger Funktionen von einem me-
trischen Raum X in einen metrischen Raum'Y gleichmdf$ig gegen eine
Funktion f: X =Y, so ist auch f stetig.

Bemerkung 1.38. Sei X eine Menge. Eine Funktion f : X — R ist
beschrankt, falls ein K > 0 existiert, so dass fiir alle x € X gilt:
|f(z)] < K. B(X) sei die Menge aller beschriankten Funktionen von
X nach R. Fiir f € B(X) ist die Supremumsnorm ||f||s definiert
als sup{|f(x)| : z € X}. (B(X),|| - ||s) ist ein normierter Vektorraum.
Die gleichméfige Konvergenz einer Folge von Funktionen in B(X) ist

aquivalent zur Konvergenz bzgl. der Supremumsnorm.

Satz 1.39. Seien (V|| - ||v) und (W,||-||lw) normierte Vektorrdume.
Eine lineare Abbildung f : 'V — W ist genau dann stetig, wenn ein
¢ > 0 emistiert, so dass fiir alle x € V' gilt:

F@)lw < e [lz]lv
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Definition 1.40. Fiir eine stetige lineare Abbildung f zwischen nor-

mierten Vektorrdumen (V.|| - [|y) und (W, || - ||w) ist

A1} = sup{[[f (@)[lw - 2 € V Allz]ly =1}

die Norm von f.

Bemerkung 1.41. Nach Satz 1.39 ist die Norm einer stetigen linearen
Abbildung stets endlich. Ist f : V' — W stetig und linear, so gilt fiir
alle x € V-

L @)llw < (LA v

Beispiel 1.42. Fiir a,b € R mit a < b sei C([a,b]) der Raum der ste-
tigen Funktionen von [a, b] nach R, versehen mit der Supremumsnorm.
a) Die Abbildung I : C([a,b]) — R; f — ff f(x)dz ist stetig mit
Norm (b — a).
b) Fiir a < b sei C'([a,b]) der Raum der einmal stetig differenzierba-

ren Funktionen von [a,b] nach R, versehen mit der Supremumsnorm.

Die Abbildung
D:CH([0,1]) = C([0,1]); f — f'
ist nicht stetig.

1.3. Kompaktheit.

Definition 1.43. Fiir eine Familie &/ von Teilmengen einer Menge X
sel

UU:{xeX: es gibt U € Y mit = € U}.
Ist U ={U;:i €I}, soist JU = U, Us.

Sei nun X ein metrischer Raum und K C X. Eine Familie &/ von
Teilmengen von X heikt offene Uberdeckung von K, wenn alle U €
U offen sind und K C |JU gilt.

K heift kompakt, wenn fiir jede offene Uberdeckung ¢ von K ein
n € Nund Uy, ...,U, € U existieren, so dass bereits K C U;U---UU,
gilt. Wir nennen {Uy,...,U,} eine endliche Teiliiberdeckung von
U.

Bemerkung 1.44. K ist genau dann eine kompakte Teilmenge von
X, wenn K eine kompakte Teilmenge des metrischen Raums K ist.

Kompaktheit ist also unabhédngig von dem umgebenden Raum.
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Beispiel 1.45. Sei X ein metrischer Raum und (z,),en eine konver-
gente Folge in X mit Grenzwert x € X. Dann ist {z, : n € N} U {x}
kompakt.

Lemma 1.46. Jeder kompakte metrische Raum ist vollstandig und be-

schrankt.

Beweis. Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum, der nicht vollstan-
dig ist. Dann existiert eine Cauchy-Folge (x,,)nen, die in X nicht kon-

vergiert. Fiir jedes n € N sei
U, ={z € X :3e>03Imy € NYm > my(d(zp,z) >27" +¢)}.

Die Mengen U, sind offen und es gilt X = UneN U,. Da X kompakt
ist, existiert ein & € N mit X = Uizo U, = Ug. Da die Folge (z,)nen
Cauchy ist, existiert aber ein ng € N, so dass fiir alle n,n’ > ng gilt:
d(xp, xy) < % Damit ist x,, ¢ U, ein Widerspruch.

Um zu zeigen, dass ein kompakter Raum beschrankt ist, wéhlen wir
ein 7 € X und betrachten die Uberdeckung { B(z,n) : n € N}. Da diese
Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung hat, existiert ein n € N mit
X = B(z,n). Damit ist X beschrankt. O

Definition 1.47. Ein metrischer Raum X ist total beschrankt, wenn
fiir jedes € > 0 endlich viele offene Kugeln vom Radius € geniigen, um

X zu iiberdecken.

Satz 1.48 (Heine-Borel). Ein metrischer Raum ist genau dann kom-

pakt, wenn er total beschrinkt und vollstindig ist.

Beweis. Es ist klar, dass jeder kompakte metrische Raum total be-
schrankt ist. Nach Lemma 1.46 ist jeder kompakte metrische Raum
auch vollstdndig. Sei nun X ein metrischer Raum, der total beschrankt
und vollstéandig ist, aber nicht kompakt.

Es sei U eine offene Uberdeckung von X, die keine endliche Teiliiber-
deckung hat. Wir wéhlen nun eine Folge (A, ),en von abgeschlossenen
Teilmengen von X wie folgt. Setze Ag = X.

Angenommen wir haben fiir ein n € N schon eine Menge A,, C X so
gewahlt, dass A,, nicht von endlich vielen Mengen in U tiberdeckt wird.
Da X total beschrankt ist, existieren k, € N und af,...,ap € X mit

A, € B(ay,27")U---UB(a; ,27").
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Mindestens eine der Mengen B(a},27") N A,, wird nicht von endlich
vielen Elementen von U tiberdeckt. Wéhle ¢ € {1,...,k,}, so dass
B(al',27™) N A,, nicht in der Vereinigung von endlich vielen Elementen
von U und setze A,1 = B(a?,27") N A,.

Beachte, dass A, einen Durchmesser < 277! hat. Wegen A, D
Ay O Ay O ... und lim, ,, diam(A,) = 0 existiert genau ein = €
N~y An. Da U eine Uberdeckung von X ist, existiert ein U € U mit
x € U. Da U offen ist, gibt es ein n € N mit B(z,2-27""!) C U. Wegen
r € A, und diam(A, 1) < 27" gilt damit A,,; C U. Das ist aber

ein Widerspruch dazu, dass A, 1 nicht in der Vereinigung von endlich

vielen Elementen von U enthalten ist. O

Satz 1.49. FEine Teilmenge von R™ ist genau dann kompakt, wenn sie

beschrinkt und abgeschlossen ist.

Lemma 1.50. Seien X und Y metrische Riume und f : X — Y
stetig. Ist X kompakt, so auch f[X].

Korollar 1.51. Sei X ein metrischer Raum und f : X — R stetig. Ist
K C X kompakt, so nimmt [ auf K ein Minimum und ein Maximum
an.

Satz 1.52 (Bolzano-Weierstrals). Fin metrischer Raum X ist genau
dann kompakt, wenn jede Folge (x,,)nen €ine konvergente Teilfolge (T, )ken
hat.

Beweis. Angenommen, jede Folge in X hat eine konvergente Teilfolge.
Wir zeigen, dass X vollstandig und total beschrénkt ist. Sei (x,)nen
eine Cauchy-Folge in X. Ist x Grenzwert einer konvergenten Teilfolge
von (,)nen, o konvergiert die ganze Folge (x,,)nen bereits gegen x, da
sie Cauchy ist. Damit ist X vollstandig.

Angenommen, X ist nicht total beschrankt. Dann existiert ¢ > 0, so
dass X nicht die Vereinigung von endlich vielen e-Kugeln ist. Wahle

eine Folge (x,,)nen, so dass fiir alle n € N gilt:
xn, € X\ (B(xg,e)U---UB(x,_1,¢))

Diese Folge hat keine konvergente Teilfolge, ein Widerspruch.
Sei nun X kompakt. Angenommen, (z,),eny hat keine konvergen-

te Teilfolge. Dann existiert fiir jedes x € X ein €, > 0, so dass in
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B(z,e,) nur endlich viele Glieder der Folge (2, ),en liegen. Die Familie
{B(z,e,) : * € X} ist dann eine offene Uberdeckung von X, die keine
endliche Teiliberdeckung hat. Ein Widerspruch. U

Korollar 1.53. Jede beschrinkte Folge in R™ hat eine konvergente Teil-
folge.

Definition 1.54. Seien X und Y metrische Rdume. Eine Funktion
f: X — Y heiltt gleichmaflig stetig, falls gilt:

Ve > 030 > OV, 2’ € X(dx(z,2") <6 = dy(f(z), f(2')) <e)

Satz 1.55. Seien X und Y metrische Riume, X kompakt. Dann ist
jede stetige Funktion f : X —'Y sogar gleichmdflig stetig.

Beweis. Sei f : X — Y stetig und € > 0. Wir bezeichnen offene Kugeln
in X mit By und offene Kugeln in Y mit By. Fiir jedes z € X wiéhle ein
d; > 0 mit f[Bx(z,0,)] € By(f(x),e/2). Da X kompakt ist, existieren

n € Nund z4,...,x, mit
X = BX(JU1,5a:1/2) U--- UBx(ZL‘n,(an/Q).

Sei § = min(d,,/2,...,0,,/2).

Nun sei € X. Dann existiert i € {1,...,n} mit z € Bx(z;,6,/2).
Wegen 6 < 6., /2 und d(z, x;) < d,,/2 gilt Bx(z,d) C Bx(x,d,,;). Damit
ist f[Bx(x,0)] C By(f(x;),e/2). Wegen f(x) € By(f(z;),e/2) gilt
By (f(x;),e/2) C By(f(x),e). Es ist also f[Bx(x,0)] C By(f(z),¢).
Das zeigt die gleichméfige Stetigkeit von f. U

2. DIFFERENTIALRECHNUNG IM R"

2.1. Kurven im R".

Definition 2.1. Eine Kurve im R" ist eine stetige Abbildung f : [ —
R™, wobei [ ein Intervall in R ist. Das Intervall I kann dabei die Form
b, ], [b,d), (a,c] oder (a,d) haben, wobei a,b, ¢,d € RU{—00, 00} mit
a<b<c<d.

Jede Kurve f : I — R" wird durch n Komponentenabbildungen
fi o I - Ry i e{l,...;n}, mit f(x) = (fi(z),..., fu(x)) fir alle
x € I gegeben. Die Kurve f ist (stetig) differenzierbar, wenn alle f;

(stetig) differenzierbar sind.
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Ist f: I — R™differenzierbar und ¢ € I, soist f'(t) = (fi(t),..., f.(t))

der Tangentialvektor der Kurve f zum Parameterwert ¢. Der Vek-
f'(t)
THGII

Eine stetig differenzierbare Kurve f : I — R™ heifst regular, wenn

tor ist der Tangenteneinheitsvektor.
alle f'(t), t € I, von 0 verschieden sind. Ein Parameterwert ¢ € I mit
f'(t) = 0 heift singulér.

Beispiel 2.2. Seien f : [} — R" und g : I, — R" zwei regulire Kur-
ven. Fiir die Parameterwerte t; € I und ty € I, gelte f(t1) = g(t2).
Dann versteht man unter dem Schnittwinkel ¢ der Kurven f und g
bei den Parameterwerten ¢; und ¢, den Winkel zwischen den Tangen-
tialvektoren f’(t1) und ¢'(t2). Der Winkel 9 wird bestimmt durch die

Gleichun
e (). o (12))

17 GO g ()1

Definition 2.3. Seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R™ eine
Kurve. Weiter seien tg, ...t € Rmita =1ty <t; <--- <t, =0bund

cosv =

d > 0. Dann sind ¢y, . .., t; eine Unterteilung von [a, b] mit Feinheit
9, wenn fiir alle s € {1,... k} gilt: t;, —t;_1 < 9.

Die Kurve f heifit rektifizierbar mit Lange L, wenn fiir jedes € > 0
ein § > 0 existiert, so dass fiir jede Unterteilung to, . .., ¢ von [a, b] mit
Feinheit o gilt:

<e€

L— ZHf(tz) — f(tiz1)||

Satz 2.4. Jede stetig differenzierbare Kurve f : [a,b] — R™ ist rektifi-

zierbar mit Linge
b
L= [ I

Definition 2.5. Seien a,b,c,d € R mit a < b und ¢ < d. Weiter
sei f @ [¢,d] - R™ eine Kurve und ¢ : [a,b] — [c,d] eine bijektive
stetige Abbildung. Dann ist f o ¢ : [a,b] — R™ wieder eine Kurve,
die durch die Parametertransformation aus f hervorgeht. Sind so-

1

wohl ¢ als auch ¢! stetig differenzierbar, so nennt man ¢ eine C'-

Parametertransformation.

Bemerkung 2.6. Ist ¢ : [a,b] — [c,d] eine Parametertransformati-

on, so ist ¢ entweder streng monoton wachsend oder streng monoton
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fallend. Im ersten Fall heifst o orientierungserhaltend, im zweiten
orientierungsumkehrend.

Ist ¢ eine C'-Parametertransformation, so gilt fiir alle ¢ € [a,b]:
¢'(t) # 0. In diesem Fall ist ¢ genau dann orientierungserhaltend,
wenn fiir alle t € [a, b] gilt: ¢'(t) > 0.

Ist f:[c,d] — R™ eine differenzierbare Kurve und ¢ : [a,b] — [c, d]

eine C'-Parametertransformation, so gilt fiir g = fop und alle ¢ € [a, b]:

g'(t) = f(e) - (1)
Insbesondere ist der Tangentialvektor von g beim Parameterwert ¢ ein
skalares Vielfaches des Tangentialvektors von f beim Parameterwert
©(t). Die entsprechenden Tangenteneinheitsvektoren sind gleich, falls
@ orientierungserhaltend ist, und sonst entgegengesetzt gleich.
Wegen der Rektifizierbarkeit der Kurven f und ¢ sind ihre Léngen
gleich. Es gilt also

[ g lide= [ £l e ®ldt = [ 117 ) las

2.2. Partielle Ableitungen. Bisher haben wir Ableitungen von Kur-
ven, also von Funktionen von einer Teilmenge von R nach R", betrach-
tet. Jetzt wenden wir uns Ableitungen von Funktionen von einer Teil-

menge von R"™ nach R zu.

Definition 2.7. Sei U C R" und f : U — R eine Funktion. Der Graph
von f ist die Menge

{(z,y) eUxR: f(x) =y}
Fiir jedes c € R ist
Ni{e) = {z € U f(z) = c}

die Niveaumenge von f zum Wert c. Im Fall n = 2 nennt man die
Niveaumengen auch Hoéhenlinien.

Sei nun U C R” offen, a € U und v € R" ein Vektor der Lange
1. Dann ist folgender Grenzwert, falls ertiberhaupt existiert, die Rich-
tungsableitung von f an der Stelle a in Richtung v:

a+ hv) — fla
D f(e) = i L0 18) = 110




MATHEMATIK II FUR PHYSIKER UND PHYSIKERINNEN 15

Die Richtungsableitungen in Richtung der Einheitsvektoren e; heifsen
partielle Ableitungen von f an der Stelle a und werden mit D; f(a)
oder g—i(a) bezeichnet.

Eine Funktion f : U — R heilst partiell differenzierbar wenn
auf ganz U alle partiellen Ableitungen existieren. Die Funktion f heifst
stetig differenzierbar, wenn die partiellen Ableitungen auf ganz U exi-

stieren und stetig sind.

Bemerkung 2.8. Die i-te partielle Ableitung von f im Punkt a =

(aq,...,a,) lasst sich berechnen, in dem man die Abbildung

Z; — f(CLl? .o ,ai,1,$i,&i+1, .. 7a’n)

im Punkt a; ableitet.

Beispiel 2.9. Sei f(z1,79) = z1€%*2 + 23 + 22. Dann ist %(al,ag) =

e?2 4+ 3af und g—gfz(al, az) = 2a;€**2 + 2as.

Definition 2.10. Sei U C R" offen und f : U — R partiell differen-
zierbar. Dann heifit der Vektor

grad f(z) = (S—i(x), e SL (x))
der Gradient von f im Punkt z.
Anstelle von grad f schreibt man auch Vf und fasst V als vektor-
wertigen Differentialoperator V = ( o .2 ) auf.

Oz’ ) Oxp

Satz 2.11. a) Seien U C R™ offen, I C R ein Intervall mit mehr als

einem Elementund g : I — U und f : U — R geniigend differenzierbare
Abbildungen. Dann gilt fir alle x € 1

(f o g)'(x) = (grad f(g(x)), g'(x)),

wobei (-,-) das tbliche Skalarprodukt auf R™ bezeichnet.
b) Seien U C R™ offen und f,g : U — R geniigend differenzierbare
Abbildungen. Dann ist

grad(fg) =¢g-grad f + f - grad g.

Teil a) dieses Satzes ist eine Instanz der Kettenregel im Hoherdimen-

sionalen, die wir spater beweisen.
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Definition 2.12. Sei U C R" offen. Ein Vektorfeld auf U ist eine
Abbildung v : U — R". Der Gradient einer partiell differenzierbaren
Funktion f: U — R ist also ein Vektorfeld.

Ist v : U — R" partiell differenzierbar, d.h., sind alle Komponenten-
funktionen v; : U — R, 1 <1 < n, partiell differenzierbar, so heifst die

Funktion

% + + Ovn
8x1 8xn
die Divergenz des Vektorfeldes v.

dive =

Bemerkung 2.13. Rein formal ist dive = (V,v). Ist U C R" offen
und sind f : U — Rund v = (vq,...,v,) : U — R" partiell differen-
zierbar, so gilt

div(fv) = (grad f,v) + fdive
beziehungsweise

(V, fo) =(Vf,0) + f(V,0).
Definition 2.14. Sei U C R"” offen und f : U — R eine Abbildung.

Die Funktion f ist 1-mal partiell differenzierbar, wenn sie partiell dif-
ferenzierbar ist. Die Funktion f ist 1-mal stetig partiell differenzierbar,
wenn die partiellen Ableitungen stetig sind. Fiir n > 1 ist f n-mal
(stetig) partiell differenzierbar, wenn die partiellen Ableitungen von f

(n — 1)-mal (stetig) partiell differenzierbar sind.

Satz 2.15. Sei U C R" offen und f : U — R zweimal stetig partiell
differenzierbar. Dann gilt fir alle i,j € {1,...,n} und alle a € U:

D;D;f(a) = D;D;f(a)

Beweis. Wir kénnen n = 2,4 =1, j = 2 und a = (0,0) annehmen.
Anstelle von (x1,x5) schreiben wir (z,y). Zunéchst wihlen wir § > 0
mit (—6,9) x (—0,8) CU. Fir y € R sei Fy(z) = f(x,y) — f(z,0).

Sei nun (z,y) € (=4,0) x (—=0,9). Nach dem Mittelwertsatz existiert
ein § € (—0,0) mit |{| < [z] und Fy(z) — F,(0) = x - F,(§). Es gilt
F(§) = Dif(§,y) — D1f(§,0). Der Mittelwertsatz, angewendet auf
die Funktion y — D, f(&,y) liefert ein n € (—4,6) mit |n| < |y| und
Dif(&y) — D1f(£,0) =y - DaDyf(€,m). Wir erhalten damit

f(z,y) = f(z,0) = £(0,y) + £(0,0) = F,(z) — F,(0)
= - F,(&) = z(D1f(&,y) — D1f(£,0)) = 2y - D2Dy f(€,n).
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Analog existieren &,7 € (—6,6) mit |£] < |z|, |7] < |y| und

Fiir xy # 0 ergibt sich

D1D2f<g, 77) - D2D1f(§7 77)

Dabei hiingen ¢, &, 7 und % von z und y ab. Lisst man nun (z,y)
gegen (0,0) laufen, so streben auch (£,7) und (£,%) gegen (0,0). Aus

der Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen von f folgt nun

D1D2f(0, O) = Dngf(O, 0)-

Bemerkung 2.16. Man schreibt fiir D;D; f auch
o f
axiaxj ‘
Fiir D;D; f schreibt man auch

of

ox

=LA

Definition 2.17. Sei U C R? offen und v : U — R? ein partiell
differenzierbares Vektorfeld mit Komponentenfunktionen v; : U — R,
1 <4 < 3. Dann ist das Vektorfeld

(87)3 8112 81}1 8’03 81)2 81)1 >
rotv =

8x2 B 81‘37 81'3 B 8$17 8901 (9.%’2
die Rotation von v. Formal kann man rot v auffassen als das Vektor-
produkt V x v.

Bemerkung 2.18. Ist f : U — R zweimal stetig partiell differenzier-
bar, so ist rot grad f = 0. Damit ein stetig partiell differenzierbares Vek-
torfeld v Gradientenfeld einer differenzierbaren Funktion f : U — R

sein kann, muss also rot v = 0 gelten.

Definition 2.19. Sei U C R" offen und f : U — R zweimal stetig

differenzierbar. Dann setzt man

: >*f 0*f
Af—dlvgradf—g—x%—i--~+ax%.
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Dabei heifst A der Laplace-operator. Die Differentialgleichung A f =
0 heiftt Potentialgleichung und ihre Losungen harmonische Funk-

tionen.

2.3. Totale Differenzierbarkeit. Wir interpretieren Differenzierbar-
keit als Approximierbarkeit durch lineare Abbildungen und verallge-
meinern die Differenzierbarkeit reeller Funktionen auf Funktionen von

Teilmengen von R™ nach R™.

Definition 2.20. Sei U C R” offen. Eine Abbildung f : U — R™
heift im Punkt x € U (total) differenzierbar, falls es cine lineare
Abbildung A : R" — R™, eine Umgebung V' C R™ des Nullvektors
und eine Funktion ¢ : V' — R™ gibt, so dass Folgendes gilt:

(1) Fiir alle £ € V ist
fx+8) = fz) + AE) + ¢(6).

(2)
©(£)

50 Tlell
Bemerkung 2.21. a) Die lineare Abbildung A in der Definition der
Differenzierbarkeit von f im Punkt x ist die Ableitung von f an der
Stelle x. A lasst sich als Matrix auffassen und wir kénnen anstelle von
A(&) einfach A& schreiben.

b) Ist ¢ auf einer Umgebung von 0 definiert und gilt

im @ =

&0 |[¢]]
so verwendet man die Schreibweise (&) = o(|[¢||) und schreibt fiir die
Gleichung f(z + &) = f(z) + AE + p(€) auch

f(x+8) = f(x) + AC + o([[¢]])-

0,

Satz 2.22. Sei U C R" offen und f : U — R™ eine Abbildung,
die im Punkt x € U total differenzierbar ist mit der Ableitung A =
tenabbildungen f; : U — R, 1 < i < m, sind in x partiell differenzierbar
mit D; fi(x) = ai;.
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Definition 2.23. Ist f : U — R™ differenzierbar in x € U, so nennt

Il e R

oder auch die Funktionalmatrix von f im Punkt x und bezeichnet
die Matrix A mit D f(z) oder J¢(z).

Satz 2.24. Sei U C R" offen und f : U — R partiell differenzierbar.
Die partiellen Ableitungen von f seien stetig im Punkt x. Dann ist f

total differenzierbar im Punkt x.

Korollar 2.25. Sei U C R” offen und f : U — R™ partiell differen-
zierbar. Weiter seien die partiellen Ableitungen von f stetig im Punkt

x € U. Dann ist f in x total differenzierbar.

Korollar 2.26. Sei U C R" offen und f : U — R™ stetig partiell

differenzierbar. Dann ist f stetig.

Satz 2.27 (Kettenregel). Seien U C R™ und V' C R™ offen und g :
U— R™ und f: V — R¥ Abbildungen mit g{U] C V. Die Abbildung
g sei im Punkt © € U differenzierbar und f sei im Punkt y = g(z)
differenzierbar. Dann ist f o g : U — R* im Punkt x differenzierbar
und es gilt

D(fog)(x) = Df(g(x)) - Dg(x).

Satz 2.28. Sei U C R” offen und f : U — R eine stetig differenzierbare
Funktion. Dann gilt fir jedes © € U und jeden Vektor v € R™ mit
o] =1

Dy f(z) = (v, grad f(z)).

2.4. Die Taylorformel im Hoéherdimensionalen.

Definition 2.29. Fiir ein n-Tupel o« = (v, . .., ;) natiirlicher Zahlen
sei o) = a1 + -+ a, und al = aglag! -+ -y

Ist f eine |a|-mal stetig differenzierbare Funktion, so setzt man
D*f =D"Dy*...Dp f,

wobei D" die «a;-te partielle Ableitung nach der i-ten Variablen be-
zeichnet.

Fir z = (z1,...,2,) € R™ sei

o o1 Qa2 «@
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Satz 2.30. Sei U C R" offen und f : U — R eine k-mal stetig differen-
zierbare Funktion. Seien x € U und & € R™ mit {z+t§ : t € [0,1]} C U.
Dann ist die Funktion g : [0,1] — R;t — f(x + t£) k-mal stetig diffe-

renzierbar und es gilt

k' N
g (t) = Y =Dl +tE)E".
la|=k
Satz 2.31 (Taylorsche Formel). Sei U C R" offen, x € U und £ € R"
ein Vektor mit {x+t€ :t € [0,1]} CU. Weiter seik >0und f : U — R

k-mal stetig differenzierbar. Dann existiert ein 6 € [0, 1] mit

f(l’—i—f): Z%@g”'zw

lal<k ' |o|=k

€.

Korollar 2.32. Sei U C R" offen, x € U und § > 0 mit B(x,0) C U.
Weiter sei k > 0 und f : U — R k-mal stetig differenzierbar. Dann gilt
fir alle § € B(x, )

fere =3 P g,

lo| <k

3. INTEGRALRECHNUNG IM R"

3.1. Das Riemannsche Integral im Hoherdimensionalen.

Definition 3.1. Ein abgeschlossener Quader im R” ist eine Menge
der Form @ = [ay,b1] X [ag,ba] X -+ X [an, by], wobel ay, b, ..., an, by,
reelle Zahlen sind, so dass fiir alle i € {1,...,n} gilt: a; < b;. Mit V(Q)
bezeichnen wir das Volumen (b; —ay)-(ba—az) ... (b, —a,) des Quaders
Q.

Eine Zerlegung eines Intervalls [a, b] ist eine endliche Folge a = ® <
ct <. < =b. Eine Zerlegung Z eines Quaders [a;, by] X - - - X [ay,, by)
ist ein Produkt

{0,y o D

von Zerlegungen der Intervalle [aq, by], . .., [a,, by].
Fiir eine Zerlegung Z von () wie oben sei Q(Z) die Menge aller

Quader der Form [c¢2' ™!, ¢!'] x -+ x [¢»~!, ¢/n] mit

n r n

(s oyin) €{1, o kil x-oo x {1, 0 k)
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Die Feinheit der Zerlegung Z ist der maximale Durchmesser eines
Quaders in Q(Z).

Sei nun f : Q — R eine beschrinkte Funktion und Z eine Zerlegung
von Q. Fiir jedes P € Q(Z) sei £p ein Element von P. Die zugehorige
Riemannsche Summe ist definiert als

R(f,(&p)rean) = Y f(p)-

PeQ(2)

Die Funktion f ist Riemann-integrierbar, falls S € R exisitiert,
so dass fiir jedes € > 0 ein 0 > 0 existiert, so dass fiir jede Zerlegung
von @ mit Feinheit < § und jede Wahl von £p € P, P € Q(Z), gilt:

1S — R(f, (€p)Peaz))| < ¢

In diesem Falle nennen wir .S das Integral von f iiber () und schreiben

fQ x)dx fir f.
Wir definieren die Untersumme von f auf @) beziiglich Z als

U(f,Z)= Y inf{f(z):z€ P} - V(P)

PeQ(Z)

und die entsprechende Obersumme als

O(f,Z) = Z sup{f(x) :x € P}-V(P).

PeQ(Z)

Lemma 3.2. Sei f : Q — R beschrinkt und Riemann-integrierbar.

Dann existiert fir alle e > 0 eine Zerleqgung Z von @ mit
O(f,Z)-U(f,Z) <e.
In diesem Fuall ist
/Qf(m)d(x) =sup{U(f,Z) : Z ist Zerlegung von Q}
= inf{O(f,Z) : Z ist Zerlegung von Q}.
Beweis. Sei f : () — R Riemann-integrierbar, S = fQ x)dzr und

e > 0. Dann existiert § > 0, so dass fiir jede Zerlegung Z von @) mit
Feinheit < ¢ und jede Wahl von &p € P, P € Q(Z), gilt:

S = R(f. (€r)rean)| < 5

Sei nun Z eine Zerlegung von @) mit Feinheit < §.
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Wahlt man fiir jedes P € Q(Z) Punkte &p,np € P mit
£
.z €P)— S

und

f(€p) —int{f(@): 2 € P} < 1o

so erhalt man
O(f,Z) — R(f,(€p)rea(z)) <

1 ™

und

R(f7 (nP)PEQ(Z)) - U(f7 Z) <
Nach Wahl von ¢ gilt

|R(f, (€p)reaiz)) — R(f, (np)peoz))| < %

B o

und damit
Aufierdem gilt 0 < S —U(f,Z) < 5und 0 < O(f,Z) - S < 5. Es folgt

/ flz)d(z) =sup{U(f, Z) : Z ist Zerlegung von Q}
Q
=inf{O(f, Z) : Z ist Zerlegung von Q}.
U

Definition 3.3. Eine Menge A C R™ ist eine Nullmenge (eine Menge
vom Mafs 0), wenn es fiir jedes ¢ > 0 eine Folge (Q;);en von Quadern

in R™ mit folgenden Eigenschaften gibt:

(1) AC UieN Qi
(2) YF,V(Q) <

Man beachte, dass es bei dieser Definition egal ist, ob man offene oder
abgeschlossene Quader betrachtet. Das Volumen eines offenen Quaders

definieren wir auf die naheliegende Weise.

Satz 3.4. Die Vereinigung von abzdihlbar vielen Nullmengen ist wieder

eine Nullmenge.

Definition 3.5. Fiir eine Funktion f: Q — R und z € @ sei

=0 \ ¢eB(z,6)NQ §€B(z,e

osc(f,z) = lim ( sup  f(§) — inf)me(§)>
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die Oszillation von f an der Stelle z.

Beachte, dass f genau dann stetig im Punkt x ist, wenn osc(f,z) =0

ist.

Satz 3.6 (Lebesguesches Integrabilitdtskriterium). Fine beschrinkte
Funktion f : QQ — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn die

Menge der Unstetigkeitsstellen von f eine Nullmenge ist.

Beweis. Sei f : () — R beschrankt und Riemann-integrierbar. Fiir je-
des k € Nsei B, = {r € Q : osc(f,z) > 27%}. Falls die Menge der
Unstetigkeitsstellen von f keine Nullmenge ist, so existiert £ € N, so
dass By keine Nullmenge ist. Dann existiert ¢ > 0, so dass es keine
Uberdeckung von B;, mit abzihlbar vielen Quadern vom Gesamtvolu-
men < ¢ gibt.

Nun gilt fiir jede Zerlegung Z von @)

O(f, 2) = U(f, Z) > 2 e,

ein Widerspruch zu Lemma 3.2.

Sei andererseits die Menge der Unstetigkeitsstellen von f eine Null-
menge und € > 0. Aulerdem sei M € R eine Zahl, so dass fiir alle
x € @ die Ungleichung —M < f(x) < M gilt. Dann existiert eine Fol-
ge (Qi)ien von offenen Quadern, so dass alle Unstetigkeitsstellen von f

in einem der @); liegen und auferdem

Z V(Qi) < M

ieN
gilt.
Fiir jedes = € @, so dass f stetig in x ist, wihle ein , > 0, so dass
3
sup  f(z)— inf f(z) <
£€B(,02)NQ ) £eB(2,0:)NQ (=) 2V (Q)

gilt. Dann ist
O ={Q;:i e N}U{B(z,0,) : [ ist stetig in ¢}

eine offene Uberdeckung von @. Da @ kompakt ist, existiert ein § > 0,
so dass jede fiir jede Zerlegung Z von ) mit Feinheit < 6 und jedes
P e Q(Z) ein U € O existiert mit P C U. Man sieht nun leicht, dass
O(f, Z) = U(f,Z) < e gilt. Fiir jede Wahl von {p € P, P € Q(Z), gilt
U(f, Z) < R(f.(€p)peo(z)) < O(f, 2).
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Fiir je zwei Zerlegungen Z und Z’ von @ gilt U(f,Z) < O(f,2").

Damit existiert
S =sup{U(f,Z) : Z ist Zerlegung von Q}.

Fiir jede Zerlegung Z von Q ist U(f,Z) < S < O(f,Z). Es folgt, dass
fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir jede Zerlegung Z von Q)
mit Feinheit < § und jede Wahl von {p € P, P € Q(Z), gilt:

|S — R(f,({p)peaiz))| < €

Insbesondere ist f Riemann-integrierbar. U

Korollar 3.7. [Riemannsches Integrabilititskriterium/ Eine beschrink-
te Funktion f : Q@ — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn fir
allee > 0 eine Zerlegung Z von Q) ezistiert, so dass O(f, Z)—=U(f, Z) <
e gilt.

Korollar 3.8. Jede stetige Funktion f : Q — R ist Riemann-integrierbar.

Satz 3.9 (Satz von Fubini). Sei Q, ein abgeschlossener Quader in R?
und @, ein abgeschlossener Quader in R7. Dann ist ) = @, X @, ein
abgeschlossener Quader in RPT9. Ist f : Q — R Riemann-integrierbar

und existiert

g(y) = [ f(z,y)dx
Qx

fiir jedes feste y € Q, so ist g auf ), Riemann-integrierbar, und es

/Q Py, y) = /Q y ( 5 f(x,y>da:) dy.

Beweis. Sei € > 0. Nach Korollar 3.2 existiert eine Zerlegung Z von @)
mit O(f,Z) — U(f,Z) < e. Die Zerlegung Z hat die Form Z, x Z,,
wobei Z, und Z, Zerlegungen von @), beziehungsweise (), sind.

Sei nun P € Q(Z,). P ist von der Form [s1,t1] X -+ X [s,,1,] fiir

gewisse reelle Zahlen s1,t1,...,5,,t,. Zy X {s1,t1} X -+ x {s4,t,} ist

qilt

eine Zerlegung von (), x P. Fiir ein festes y € P und x € @, sei
hy(x) = f(x,y). Fiir jedes y € P ist g(y) < O(hy, Z,). Daher gilt

V(P)-sup{y € P:g(y)} < O(f, Z: x P).
Summation iiber alle P € Q(Z,) liefert

O(9,Zy) < O(f, Z, x Zy).
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Analog erhélt man
U(f,Z, x Z,) <Ul(g, Z,).

Also gilt
0(97 Zy) - U(g7 Zy) <E.

Damit ist g Riemann-integrierbar.

Auferdem folgt

Korollar 3.10. Seien Q, € RP und @), C R? Quader. Weiter sei
f Qs x Qy = R Riemann-integrierbar. Existiert sz f(z,y)dx fir

gy)dy = /Q f(z,y)d(z, ).

Y

g

jedes y € Q, und existiert ny f(z,y)dy fir jedes x € Q., so gilt

/ ( o f(ﬂc,y)dx> dy = /z ( o f(a:,y)dy> do.

Von nun an lassen wir die Klammern bei Mehrfachintegralen weg.

Y

Korollar 3.11. Sei Q = [ay,b1] X « -+ X [an, by] C R™ ein Quader und
f Q@ — R Riemann-integrierbar. Angenommen, alle im Folgenden

auftretenden Integrale existieren. Dann gilt

/Qf(:z:)da::/ajn.../:f(xl,...,xn)dml...dxn.

3.2. Inhalt und Jordan-Messbarkeit.

Definition 3.12. Eine beschriankte Menge A C R” ist Jordan-mess-
bar, wenn ihre charakteristische Funktion y 4 auf einem abgeschlosse-
nen Quader integrierbar ist, der A umfasst. Dabei ist fiir x € R™ der
Funktionswert y4(z) definiert als 1, falls € A gilt, und sonst als 0.
Ist A Jordan-messbar, so ist der Inhalt |A| von A definiert als das In-
tegral von y 4 liber einen abgeschlossenen Quader, der A umfasst. Man
beachte, dass |A| nicht von der Wahl des Quaders abhéngt.

Satz 3.13. FEine beschrinkte Menge A C R"™ ist genau dann Jordan-

messbar, wenn ihr Rand eine Nullmenge ist.
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Beweis. Sei Q C R” ein Quader, der A umfasst. Die Funktion y 4 nach
Satz 3.6 genau dann iiber () integrierbar, wenn die Menge ihrer Unste-
tigkeitsstellen eine Nullmenge ist. Die Menge der Unstetigkeitsstellen

von Y4 ist aber genau der Rand von A. U
Definition 3.14. Sei A C R" Jordan-messbar und f : A — R eine
beschrankte Funktion. Fiir alle x € R™ sei

f(z), falls z € A,

0, sonst.

fa(z) =

Die Funktion f ist Riemann-integrierbar, wenn die Funktion f, auf
einem abgeschlossenen Quader () C R™, der A umfasst, integrierbar

ist. In diesem Falle setzt man

/A f(w)dz = /Q Fale)dz.

Satz 3.15. Sei A C R" Jordan-messbar und seien f,g : A — R
Riemann-integrierbar. Weiter seien ¢ € R, m = inf{f(x) : = € A}

und M = sup{f(x) : x € A}. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Die Funktionen fg und f + g sind auf A Riemann-integrierbar
und es gilt

[+ a@is= [ e+ [ gy

(2) Die Funktion cf ist auf A Riemann-integrierbar und es gilt

/Acfda::c/Af(:c)d:c.

(3) Die Funktion |f| ist Riemann-integrierbar und es gilt

/Aﬂl’)dﬂﬂ S/A]f(x)]dq:.

(4) Gilt fir ein o > 0 und alle x € A die Ungleichung g(x) > «, so
ist f/g Riemann-integrierbar.
(5) Es gilt

m|A| < /Af(x)dx < M|A|.

Satz 3.16. a) Sind A, B C R" Jordan-messbar, so auch AUB, AN B
und A\ B.
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b) Sind A, B C R" Jordan-messbar und ist f Riemann-integrierbar
auf A und B, so ist f Riemann-integrierbar auf AUB, ANB und A\ B
und es gilt

f(z)dx = / f(z)dx +/ f(z)dx — f(z)dx.
AUB A B ANB
Insbesondere gilt |AU B| = |A| + |B| —|AN B.

Definition 3.17. Eine Menge A C R" heiftt Jordansche Nullmenge,
falls A Jordan-messbar ist und den Inhalt 0 hat.

Lemma 3.18. Fine Menge A C R" ist genau dann eine Jordansche
Nullmenge, wenn fiir jedes ¢ > 0 eine endliche Uberdeckung aus Qua-

dern existiert, deren Gesamtvolumen kleiner als € ist.

Beispiel 3.19. Eine kompakte Menge ist genau dann eine Nullmenge,

wenn sie eine Jordansche Nullmenge ist.

Satz 3.20. a) Sei A C R" eine Jordansche Nullmenge und f : A — R
beschrinkt. Dann ist [, f(x)dz = 0.

b) Seien A, B C R™ Jordan-messbar mit |AN B| = 0. Dann ist eine
Funktion f : AU B — R genau dann Riemann-integrierbar, wenn f

auf A und auf B Riemann-integrierbar ist und es gilt

f(z)dx = / f(z)dx +/ f(z)dz.
AUB A B
Insbesondere gilt |AU B| = |A| + | B|.
Satz 3.21. Sei A C R™ Jordan-messbar und f,g : A — R Riemann-

integrierbar, so dass fir alle x € A gilt: g(x) < f(z). Dann ist die
Menge

G={(z,y) eR"xR:x € ANg(z) <y < f(x)}

Jordan-messbar und es gilt
6= [ (= g)w)i.

Beweis. Die Jordan-Messbarkeit von G folgt aus der Tatsache, dass
der Rand von G eine Nullmenge ist. Seien () C R" ein Quader, der A
umfasst, und a,b € R so, dass fir alle z € A gilt: a < g(x) < f(z) <b.
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Es sei x4 : R® — R die charakteristische Funktion von A und x¢ :
R — R die von G. Nach dem Satz von Fubini ist

|G| = / xa(r,y)d(z,y) // xa(x,y)dydx
Q><[ab [a,b]

/ / 2)dydi = / xa(@) - (f - g)(@)de = / (f = )(x)da

g

3.3. Die Transformationsformel fiir Integrale. Die Transformati-
onsformel ist eine Verallgemeinerung der Integration durch Substituti-
on (Kettenregel) auf hohere Dimensionen.

Wir betrachten zunéchst eine lineare Abbildung ® : R — R". Die
Ableitung von @ ist die Abbildung ® selbst. Damit ist fiir alle x € R"
die Jakobi-Matrix D®(x) einfach die zu ® gehorige Matrix M Sei A =
[0,1] x -+ x [0,1]. Dann ist ®[A] der von den Spalten der Matrix M
aufgespannte Spat mit dem n-dimensionalen Volumen |det(M)|. Fiir
jeden Quader P C R" ist das Volumen von ®[P] genau |P| - |det(M)].

Eine Grenzwertbetrachtung mit Hilfe von Ober- und Untersummen
zeigt, dass fiir jede kompakte, Jordan-messbare Menge A C R” und
jede stetige Funktion f : ®[A] — R die Gleichung

flayds = [ F(@(e) - |decan]at
3[A] A

gilt.
Diese Gleichung lasst sich auf Parametertransformationen verallge-

meinern, die nicht linear sind.

Satz 3.22 (Transformationsformel). Sei U C R™ offen und
o:U—R"

injektiv und stetig differenzierbar, so dass die Determinante
det(D®(x))

entweder auf ganz U positiv oder auf ganz U negativ ist. Ist A C U
kompakt und Jordan-messbar und f : ®[A] — R stetig, so ist P[A]

Jordan-messbar, f Riemann-integrierbar auf ®[A] und

fladds = [ f(B(0) - |der(DB(O)dr
3[4 A
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Wir wenden uns zunéchst der Jordan-Messbarkeit von ®[A] zu.

Definition 3.23. Sei A C R? und f : A — RY. Die Funktion f ist
Lipschitz-stetig mit Konstante K, falls fiir alle x,y € A mit z #£ y
Folgendes gilt:
[f(z) — f(y)]
|z =y
Lemma 3.24. Ser p < q, U C R? offen und ® : U — RY Lipschitz-
stetig. Ist N C U eine kompakte Jordansche Nullmenge, so ist auch

< K.

O[N] eine Jordansche Nullmenge.

Lemma 3.25. Sei U C R? offen und ® : U — RY stetig differenzierbar.

Seix € U unde >0, so dass B(x,e) C U gilt. Dann ist ® auf B(x,e) C
U Lipschitz-stetig.

Lemma 3.26. Sei p q, U C R? offen und ® : U — RY stetig

<
differenzierbar. Ist N C U eine kompakte Jordansche Nullmenge, so
auch ®[N].

Im Folgenden bendtigen wir noch zwei Satze iiber differenzierbare

Funktionen.

Satz 3.27 (Umkehrsatz, Satz iiber die inverse Funktion). Se: U C R™
offen und f : U — R" stetig differenzierbar. In einem Punkt £ € G sei
Df (&) invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung W C U wvon &
und ein € > 0, so dass f die Umgebung W bijektiv auf V = B(f(§),¢)
abbildet. Die Umkehrung g : V- — W der auf W eingeschrinkten Funk-

tion f ist stetig differenzierbar und es gilt

Dg(f(€)) = (Df(€))~".

Satz 3.28. Sei U C R"™ offen und f : U — R™ stetig differenzierbar.
Fiir jedes x € U sei D f(x) invertierbar. Dann ist fir jede offene Menge
W C U auch die Menge f[W] offen.

Lemma 3.29. Se: U C R" offen und ® : U — R" stetig differenzierbar,
so dass die Matriz D®(x) fir alle x € U invertierbar ist. Ist A C U
kompakt und Jordan-messbar, so ist auch ®[A] kompakt und Jordan-

messbar.

Beweisskizze fiir Satz 3.22. Aus Lemma 3.29 folgt, dass ®[A] Jordan-

messbar ist, falls A kompakt und Jordan-messbar ist.
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Fiir die eigentliche Transformationsformel betrachten wir zunéchst
den Fall, dass ® linear ist. Dann ist D®(z) fiir alle x dieselbe Matrix
M.

Sei @ ein kompakter Quader mit ®[A] C @, sei g : @ — R die
Fortsetzung von f, die auf @ \ ®[A] konstant 0 ist, und sei € > 0. Da
f integrierbar ist, existiert 6 > 0, so dass fiir jede Zerlegung Z von @)
mit Feinheit < ¢ gilt:

O(9,2)—U(g,7Z) < e.

Sei N € N, so dass alle Funktionswerte von f zwischen —N und N
liegen, und sei @@’ ein kompakter Quader, der A umfasst. Weiter sei h
die Fortsetzung von f o ® auf (), die aukerhalb von A verschwindet.
Wihle nun ¢ > 0 so klein, dass fiir jede Zerlegung Z’ von @' mit
Feinheit < ¢’ die Summe der Inhalte der P € Q(Z’), fiir die ®[P] den

Rand eines Quaders in Q(Z) schneidet, hochstens SN Taan] st
Nun gilt
O(h-|det(M)[, 2"y = > sup{f(y):y € ®[P]}-|D[P]]
PeQ(z’)
£
PeQ(2)
£

und analog

Uh-|det(M)],2) = Ulg,2) - .

Damit ist
O(h - |det(M)|,Z’) —U(h- |det(M)|,Z’) < 2¢.

Also folgt aus der Integrierbarkeit von f die Integrierbarkeit von f o ®
und es gilt

/ f(®(t)) - | det(M)|dt = f(z)d.
A B[A]

Der allgemeinen Fall der Transformationsformel ergibt sich nun aus
der Tatsache, dass eine Parametertransformation ® sich an einer Stelle
x durch die Abbildung ¢ — ®(z) + D®(z)(£ — =) approximieren lésst.
Insbesondere ist fiir einen kleinen Quader P, der x enthalt, der Inhalt
von ®(P) ungefihr |det(D®(z))| - |P|. O
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Beispiel 3.30. Wir betrachten die Abbildung
® : [0,00) x [0,27] = R?; (r,a) = (rcosa,rsina).
Es gilt
Dd(a, 1) = ( Cf)SOé —rsin o > .
sina  rcosa
Damit ist
det(D®(a, 7)) = rcos® a + rsin® o = 7.

Sei K = {(x,y) € R* : 22 +y? < R?} der Kreis mit Mittel-
punkt 0 und Radius R. Der Inhalt des Kreises ist [, 1d(z,y). Es gilt
K = ®][[0,27] x [0, R]]. Wir wollen die Transformationsformel benut-
zen, um das Integral zu berechnen. Leider ist ® nicht injektiv auf
0, 27] x [0, R]. Allerdings sind die Menge ([0, 27| x {0}) U ({0} x [0, R])
der problematischen Punkte und ihr Bild unter ® Jordansche Nullmen-
gen.

Es zeigt sich, dass sich die Transformationsformel trotzdem anwen-
den lasst. Es gilt

K| :/Kld(x,y):/O%/OR]det(D(I)(a,r)ﬂdrda

27 R 27 1
= / / rdrda = / —R?da = mR?
0 0 0o 2

4. INTEGRATION AUF MANNIGFALTIGHEITEN

4.1. Mannigfaltigkeiten.

Definition 4.1. Sei k < n und U C R offen. Eine stetig differenzier-
bare Abbildung ¢ : U — R heifit Immersion, falls die Matrix Dp(z)
fiir alle z € U den Rang k hat.

Eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R" ist eine Men-
ge M C R" so dass es zu jedem Punkt x € M eine offene Menge
U C R*, eine offene Teilmenge V von M mit z € V und eine Immersi-
on p: U — R" gibt, die U homéomorph auf V' abbildet.

Ein Homo6omorphismus ist dabei eine stetige Bijektion, deren Um-
kehrabbildung ebenfalls stetig ist. Man beachte, dass die Menge M
selbst ein metrischer Raum ist. Die offenen Teilmengen von M sind
genau die Mengen der Form M N O, wobei O C R” offen ist.
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Eine Immersion, die eine offene Teilmenge U von R¥ homéomorph
auf ein offene Teilmenge M NV von M abbildet, heifst Karte von
M. Eine Familie (p;);e; von Karten heifst Atlas von M, falls M die
Vereinigung der Bilder der ¢;, 7 € I, ist.

Ein Diffeomorphismus ist eine stetig differenzierbare Bijektion, deren

Umkehrabbildung stetig differenzierbar ist.

Lemma 4.2 (Kartenwechsel). Sei M eine k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von R™ und seien ¢y : Uy — Vi und @y : Uy — Vo zwei
Karten von M. Weiter seien Wi = @7 '{[ViNVa] und Wy = o5 [ViNVs].
Dann ist T = go;l o (1 | Wh) ein Diffeomorphismus von Wy nach Wi.

4.2. Gramsche Determinante und Integration. Im Folgenden sei
M immer eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R”. Das Ziel
dieses Abschnittes ist es, unter geeigneten Voraussetzungen das Inte-
gral einer Funktion f : M — R zu definieren. Ist ¢ : U — V eine
Karte von M und verschwindet f auferhalb von M \ V, so enthélt
die Abbildung f o ¢ bereits alle Informationen, die wir iiber f haben
miissen. Wir wissen, wann und wie wir f o ¢ integrieren konnen, aber
leider héngt das Integral [,(f o ¢)(z)dz von der Karte ¢ ab. Das Inte-
gral von f iiber M sollte jedoch unabhéngig von den gewéahlten Karten
sein. Auch sollten Integrale iiber offene Teilmengen von R¥, die sich als
k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten von R™ auffassen lassen, mit

den bisher definierten Integralen zusammenfallen.

Definition 4.3. Sei ¢ : U — V eine Karte von M und seien ¢1, ..., ¢,

die Komponentenfunktionen von . Fiir 7,5 € {1,...,k} und x € U sei

9i5(x) = Z 8%2:(1-33) ' 6@}(;),

v=1

also

Die Abbildung g : U — R;z +— det((g;;(x))1<i j<k) ist die Gramsche

Determinante von M beziiglich der Karte .

Bemerkung 4.4. Es lasst sich zeigen, dass
g(x) = Y (det((Dig;(r))1<ij<))’
1< <ig

gilt. Damit ist die Gramsche Determinante immer positiv.
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Definition 4.5. Sei U C R” eine beschrinkte offene Menge, o : U — V
eine Karte von M und f : M — R eine Funktion, die auferhalb von
M\ V verschwindet. Weiter sei g die Gramsche Determinante beziiglich
. Dann heifst f integrierbar iiber M, falls die Funktion

z = fo(r))v/g(z)

iiber U integrierbar ist. In diesem Fall setzt man

| gas = | ftet@)vataas

Dabei benutzen wir dS um anzudeuten, dass iiber eine verallgemeinerte

Flache (englisch surface) integriert wird.

Damit diese Definition sinnvoll ist, sollte | 4 JdS nicht von der Wahl
der Karte ¢ abhéngen.

Lemma 4.6. Seien U,U C R* beschrinkt und offen, p : U — V
und @ : U — V Karten von M, g und § die zugehérigen Gramschen
Determinanten und f : M — R eine Funktion, die auferhalb von VNV

verschwindet. Dann ist die Funktion

h:U—= Rz flpx)yVg(z)
genau dann integrierbar, wenn

h:U = Ri€ = f(2(9))V(E)

integrierbar ist und es qilt

Lﬁ@wxzzﬁ@mg

Beweis. Wir setzen W = ¢~ [VAV] und W = ¢~ [VNV]. Nach Lemma
4.2 existiert ein Diffeomorphismus 7 : W — W mit ¢ | W = ¢or. Mit
Hilfe der Kettenregel kann man g berechnen. Es gilt

9(&) = det((D2(€))" - Dp(¢)
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Damit ist
V§(&) = |det(D7(€))| - V9(7(£)).

Nach der Transformationsformel fiir Integrale gilt

/ dx—/ fle(®@) - g(x)dx
/ fle ) - | det(D7(€))] - /g(7(€))de
_ /W COREGL T RIG:

Das zeigt die Unabhéngigkeit unserer Definition des Integrals [ o fAS
von der Wahl der Karte. O

Wir verallgemeinern nun Definition 4.5 auf mehrere Karten.

.....

U; beschrénkt sind. Wahle Funktionen «; : M — [0,1], j = 1,...,m,

mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir alle j verschwindet «; auferhalb von V;.

(2) Fiir alle x € M ist 3777 a(z) = 1.

(3) Fiir alle j ist «j o ¢, auf U; integrierbar.
Die Familie (¢)1<j<m ist eine integrierbare Partition der Eins, die
der Uberdeckung {V; : 1 < j < m} subordiniert ist. Zum Beispiel

konnen wir o als die charakteristische Funktion der Menge

VVj=Vj\<Uw>

i<j
wahlen.

Eine Funktion f : M — R ist iiber M integrierbar, falls fiir alle
j € {1,...,m} die Funktion, die z € V; auf f(z) und alle x € M \ 'V
auf 0 abbildet, auf M integrierbar ist. In diesem Fall setzt man

/Mde:jifMajde.

Lemma 4.8. Sei f : M — R eine Funktion. Dann sind die Integrier-
barkeit von f auf M und der Wert des Integrals fM fdS unabhdingig von
der Wahl des Atlasses, beziiglich dessen das Integral definiert wurde.
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..........
77777777

----------

gen subordinierte Partitionen der Eins. Es gilt > )" a;& = «; und
Z?:l a;a; = q;. Es folgt

Z/ ajdlde:/ a; fdS
=1 M M
und

k
> / a;dy fdS = / ay fdS.
=M M

Damit gilt

k m
;/Majfdks*:;/Malde.

Das zeigt die Unabhéngigkeit des Integrals von der Wahl des Atlasses.
g

Beispiel 4.9. Wir berechnen die Oberfliche der Einheitssphére
St ={(z,y,2) e R®: 2? + > + 22 = 1}.
Fir a € (—7/2,7/2) und § € (0, 27) sei
o(a, B) = (cos acos B, cos asin 3, sin ).
Setze U = (—7/2,7/2) x (0,27). p : U — S! ist eine Karte von S*. Die

Punkte von S!, die nicht von ¢ getroffen werden, sind die Elemente

der Menge

A = {(cosacosf,cosasinfB,sina) : f =0 und o € [—7/2,7/2|}
= {(cosa,0,sina) : « € [-7/2,7/2]}
Wir konnen eine Karte ¢ : U — V fir S* mit A C V wiihlen. Dann
ist (o, @) ein Atlas fiir S'. Es seien g und g die zu ¢ und ¢ gehérigen
Gramschen Determinanten. Sei o : S* — [0, 1] die charakteristische

Funktion von S'\ A und & : S* — [0, 1] die von A.
Nach Lemma 4.6 ist

[ aas = [ a(x(e) Vi@
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unahéngig von der Wahl der Karte ¢, solange nur A C ¢[U] gilt. Mit
einer geeigneten Wahl von ¢ sieht man, dass |, g1 @dS = 0 gilt. Damit

erhalten wir

[911d5:[g1ad5=/[]1-de.

Es gilt
—sinacos 3 —cosasin 8
Dy(a,5) =] —sinasinf cosacosf3
COos (v 0

Sei (gij)ijer2 = (Dp)" - De. Dann ergibt sich

gii(a, B) = sin® a cos? B + sin® arsin® 3 + cos®
=sin® a4 cos’ o = 1,

g12(a, B) = g21(a, B) = sin v cos v sin v cos cv—sin v cos e sin F cos 5 = 0

und
gaa(a, B) = cos® asin? B + cos® arcos® B = cos® .
Also gilt
g(a, B) = det((Dp)" - Dp) = cos?a.
Damit ist

2r  pw/2 2
/ 1dS = / cos adx :/ / cos adad3 :/ 2df = 4m.
st U 0 J-n/2 0

4.3. Der Satz von Gauss. Wir formulieren und beweisen nun eine
wichtige Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Integral- und Diffe-
rentialrechnung auf héhere Dimensionen, ndmlich den Satz von Gauss.
Dazu betrachten wir Mannigfaltigkeiten, die als Rand von kompakten

Mengen auftreten.

Definition 4.10. Sei A C R"” kompakt. A ist ein Kompaktum mit
glattem Rand, falls es fiir jeden Randpunkt x € 0A von A eine offene
Umgebung U C R™ der Null, eine offene Umgebung V' C R"™ von x und
eine Immersion ¢ : U — V mit ¢(0) = z gibt, die U homoémorph auf
V abbildet und U N {(x1,...,2,) : 21 <0} auf VN A.
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Es ist klar, dass der Rand JA eines Kompaktums A mit glattem
Rand eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R" ist. Fol-
gende Definition interessiert uns vor allem fiir Mannigfaltigkeiten, die

als Rand auftreten.

Definition 4.11. Sei M C R” eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit
und x € M. Ein Vektor v € R” ist ein Tangentialvektor von M
im Punkt z, falls es ¢ > 0 und eine stetig differenzierbare Kurve
f:(—=g,e) = M mit f(0) =z und f'(0) = v gibt. Der Tangentialraum
T, (M) von M im Punkt z ist der Vektorraum aller Tangentialvektoren

von M im Punkt z.

Lemma 4.12. Sei ¢ : U — V eine Karte der k-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M und x € U. Dann wird Ty)(M) von den Spalten der
Matriz Dp(x) erzeugt. Insbesondere ist der Tangentialraum von M im

Punkt x k-dimensional.

Beweis. Sei zunéchst v € T,,(M) und f : (—&,e) — M eine stetig diffe-
renzierbare Kurve mit f(0) = z und f’(0) = v. Wir kénnen annehmen,
dass f[(—e,e)] C V gilt. Es gilt f = o (¢ 'of). Nach der Kettenregel
ist
vf'(0) = Dyp((¢~" 0 £)(0)) - D(¢~" o £)(0).

Damit liegt v in dem Unterraum von R", der von den Spalten der
Matrix Dp(z) erzeugt wird.

Sei umgekehrt v von der Form Dy(z)-w fiir ein w € R*. Wihle e > 0
so, dass fir alle t € (—¢,¢) gilt: x 4+ tw € U. Setze f(t) = p(r + tw).
Nach der Kettenregel ist dann v = Dy(x) - w = f'(0) € Ty, (M). O

Definition 4.13. Sei M C R”" eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit
und z € M. Ein Vektor v € R" ist ein Normalenvektor von M im
Punkt z, falls v auf allen w € T,(M) senkrecht steht.

Ist A C R" ein Kompaktum mit glattem Rand, so ist A eine (n—1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R". Fiir jeden Punkt z € 0A
ist T,(0A) ein (n — 1)-dimensionaler Unterraum von R”. Damit ist der

Raum der Normalenvektoren von 0A in jedem Punkt eindimensional.

Satz 4.14. Sei A C R" ein Kompaktum mit glattem Rand und v € 0A.
Dann existiert genau ein Normalenvektor v von 0A im Punkt x mit
lv| = 1, so dass fir ein e > 0 und alle t € (0,¢) gilt: x +tv & A. Der
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Vektor v ist der aufiere Einheitsnormalenvektor von A im Punkt

x.

Fiir den Beweis dieses Satzes benutzen wir folgendes Lemma, dass
auch eine Methode liefert, den dufseren Normaleneinheitsvektor zu be-

rechnen.

Lemma 4.15. Sei A C R" ein Kompaktum mit glattem Rand und
x € 0A. Dann existiert eine offene Umgebung V- C R™ von x und eine
stetig differenzierbare Funktion f:V — R mit

(1) AnV={xeV: f(x) <0},

(2) grad f(z) # 0 fiir alle x € V und

(3) 0ANV ={z eV : f(x) =0}.

Man kann zeigen, dass (3) bereits aus (1) und (2) folgt.

Beweis. Sei U C R"™ eine offene Umgebung von 0, U C R" eine offene
Umgebung von x und ¢ : U — V eine Immersion, die U homéomorph
auf V und U N {(z1,...,2,) : 1 < 0} auf V N A abbildet. Fir y € V
sei f(y) die erste Koordinate von ¢~!(y). Es ist klar, dass (1) und (3)
erfiillt sind. Fiir (2) beachte, dass nach Satz 3.27 die Ableitung Dy~ (y)
fiir alle y € V' vollen Rang hat. Der Gradient grad f(y) ist einfach die

erste Zeile von Dy~ (y) und damit von 0 verschieden. O

Beweis von Satz 4.14. Sei V. C R” eine offene Umgebung von = und
f:V — R wie in Lemma 4.15. Der Vektor
_ grad f(z)
" Tgrad f()]

leistet das Gewiinschte. U

Definition 4.16. Fiir ein Kompaktum A C R"™ mit glattem Rand und

x € 0A sei v(z) der dukere Normaleneinheitsvektor von A im Punkt x.

Satz 4.17 (Satz von Gauss). Sei A C R™ ein Kompaktum mit glattem
Rand und O C R™ eine offene Menge mit A C O. Dann gilt fiir jedes
stetig differenzierbare Vektorfeld F': O — R"”
/ div F(z)dx = / (F(z),v(x))dS.
A 0A

Fiir den Beweis von Satz 4.17 betrachten wir zunéchst zwei Spezi-
allfalle.
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Lemma 4.18. Unter den Voraussetzungen des Satzes Gauss sei () C A
ein offener Quader und verschwinde F' auferhalb von Q. Dann gilt der
Satz von Gauss fir F und A.

Beweis. Wir konnen F' als Summe von n Vektorfeldern schreiben, die
jeweils nur in einer Komponente nicht verschwinden. Es geniigt, das
Lemma fiir die einzelnen Summanden zu beweisen. Inhaltlich ist es
egal, welche der Komponenten nicht verschwindet. Wir kénnen daher
annehmen, dass nur die erste Komponentenfunktion F; von £’ von Null
verschieden ist. Wir schreiben @ als (a,b) x V. Nach dem Satz von
Fubini und dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung gilt

| [ oA
/AdIV F(z)dz = 8—:61(35)6135

OF
// 8951 (1, ..., zp)drid(xs, . .., x,)

:/V[Fl(xl,..., DS Z0d(2a, . @)

:/Od(:cg,...,:cn) = 0.
v
U

Fiir den zweiten Spezialfall des Satzes von Gauss benotigen wir zu-

néchst eine Methode, die Gramsche Determinante zu berechnen.

Lemma 4.19. Sei k < n und seien A und B zwei n x k-Matrizen.
Firl < <--- <ip <nsei A; ; die Matriz, die aus den Zeilen
0,...,% der Matrix A besteht. Entsprechend definieren wir B;, ., .

Dann gilt

det(ATB): Z det(Ail ik)det(Bih---,ik)'

-----

Lemma 4.20. Sei U C R™! offen, I = (a,b) ein Intervall und h :

U — I eine stetig differenzierbare Funktion. Weiter seien
A={(z1,...,2n) €U X2, < h(xy,...,25-1)}

und
M={(x1,...,2,) €U X I :2,=h(x1,...,2,-1)}.



40 STEFAN GESCHKE

Firx e M seiv(x) = (11(x),...,v,(x)) der duflere Normaleneinheits-
vektor von A im Punkt x. Weiter sei f : R" — R eine stetig differen-
zierbare Funktion, die auflerhalb einer kompakten Teilmenge von U x I

verschwindet. Dann gilt fur allei € {1,...,n}
of(x) ,
/A@—xidx = /Mf(x)yz(x)ds.

Beweis. Wir berechnen zunéchst v(z) fiir x € M. Beachte, dass M eine

Mannigfaltigkeit ist, die durch die eine Karte
0:U—=R" (1,...,20-1) = (21, .., Tp_1,h(T1,. .., 2H_1))

parametrisiert wird. Fir 7,5 € N sei §;; = 1, falls ¢« = j gilt, und
d;j = 0, sonst. Der Tangentialraum von M and der Stelle x wird auf-
gespannt Spalten der Matrix Dg(xq,...,2,_1), also von den Vektoren
(0i1y -+ s Oim, Dih(x1, ..., 2p_1)). Wie man leicht sieht, steht der Vektor

vV = (—Dlh(l’l, PN ,l’n_l), ey —Dn_lh(flfl, PN ,l’n_l), 1)

senkrecht auf den Erzeugern des Tangentialraums und ist damit ein
Normalenvektor von M im Punkt z. Da die letzte Komponente von v

positiv ist, zeigt v nach aufsen. Es gilt

lv| = /14 |grad h(zy, ..., 20 1)]2

D' ./]-/' o .. (]: pa—
V; (ZL’) Zh( D il 1)

B \/1+ lgrad g(xy, ..., 20 1)]?

und
1

Vn(l‘) == .

V14| grad h(zy, ..., 20 1)]?
Wir berechnen nun die Gramsche Determinante g von ¢ and einer
Stelle (z1,...,2,-1) € U. Fiir i € {1,...,n} sei A" die Matrix, die

entsteht, wenn man die i-te Zeile der Matrix von Do(xq,..., 2T, 1)

wegldsst. Nach Lemma 4.19 ist

g(x1, .. Tp) :‘ Z (det A2

Es gilt det A" = 1 und fiir allei € {1,...,n — 1} ist

|det AZ‘ = ’Dlh(ﬁﬂl, . ,.fll'nfl)‘.
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Damit ist
2
g(xy, ... ) =14 |grad h(xy, ..., 2, 1)

Sei nun i € {1,...,n}. Wir untersuchen zunéchst den Fall i = n. Es

ist

of(x) Mattn) O f (x)
/A . dx—/U/a o dr,d(zy,. .., Ty 1)

= /(f(a:l, oy T, By, )= f(21, - X, )y L dX,
U

= / f(;l’)b ey Ip—1, h(l’l, . ,.fn,l))dl'l . dl’n,1
U

:/U(f'l/n)(go(xl,...,xn1))\/g(:c1,...,a:n1)d951...d:cn1
~ [ (s-wis

Nun sei i € {1,...,n — 1}. Definiere F': U x I — R durch

F(xy,...,xp_1,2) = / f(xy, ..., x,)dx,.

Es gilt
OF (x1,...,Xp 1,2
( - Oz - ):f(xla"‘wrn—l?'z)
und oF( ) - o
Tlyeooy Tpo1,2
1 - 1 :/a a_xi(g;l,,..,xn)dxn-
Nach der Kettenregel gilt
) h(z1,...;Tn—1)
al'i /a f(ﬂfl, . ,"L'n)dl’n
B F(x Tp—1, h(z Tp_1))
_8@ 1y--+54n-1, 1y-++sdn-1
h(Z1,.esTr—1) o
_ / a—i(xl, . )drs
8h($1, . ,.]Tn,l)

+f(l’1,...,l‘n_l,h(llfl,...,l'n_l)) O

Da f aufserhalb einer kompakten Teilmenge von U x I verschwindet,

verschwindet die Funktion

h(x1,.esTn—1)
(ml,...,xn_l)H/ flxy, ... x,)dx,
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aufserhalb einer kompakten Teilmenge von U. Es folgt

o h(z1,.oyTn—1)
/ o / f(xh"-uxn)dxn dl’l...dl’n_l =0.
U i a

Damit gilt

of(z) , / /h(xl ----- 1) 9 f
/A axl dx - U a axl (‘CI:]-? s 7xn)d~rn dx]_ . d.fl:n_]_
) h(Z1,.sTr—1)
- /Uax / f(xl,--.,l’n)dl‘n dl’l...dl‘n_l

0g(x1, ..., Ty
—/f(xl,...,wn1,g(:c1,...,a:n1)) 9(@s l)dxl...dxn,l
U

8$i
= /M f(z)v(x)dS
U

Korollar 4.21. Sei U C R"! offen, I = (a,b) ein Intervall und h :

U — I eine stetig differenzierbare Funktion. Weiter seien
A={(z1,...,zn) €U X2, < h(xy,...,2-1)}

und

M ={(xy,...,2,) €U X I :2,=h(x1,...,2,-1)}.
Fir x € M sei v(x) = (1n(x),...,vn(x)) der dufere Normalenein-
heitsvektor von A im Punkt x. Weiter sei F : R" — R™ ein stetig
differenzierbares Vektorfeld, das auflerhalb einer kompakten Teilmenge

von U x I verschwindet. Dann gilt fir alle i € {1,...,n}

/didexz/ (F,v)dS.
A M

Lemma 4.22. Sei A C R" eine kompakte Menge und O eine Familie
offener Mengen mit A C |JO. Dann ezistiert eine endliche Familie
F stetig differenzierbarer Funktionen von R™ nach [0, 1] mit folgenden
FEigenschaften:
(1) Fir alle f € F existiert U € O, so dass f auferhalb von U
verschwindet.

(2) Fir allex € Aist ) ;7 f(x) = 1.

F ist eine der Uberdeckung © subordinierte, stetig differenzierbare Par-
tition der Fins auf A.
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Beweis. Fur t € R sei

e_ﬁ, falls |t| < 1, und

g(t) =
0, falls |t| > 1.

Die Funktion g ist beliebig oft differenzierbar. Setze
G(t) =) g(t—k).

Dann ist GG auf ganz R von 0 verschieden und fiir alle t € R und k € Z
gilt G(t) = G(t — k). Setze nun
) =24
G(t)
Dann ist h beliebig oft differenzierbar, verschwindet auferhalb von
[—1,1] und fir alle t € R gilt
> h(t—k)=1.
keZ
Fir e > 0 und n > 0 sei F(e,n) die Familie aller Funktionen f :
R™ — R, so dass ki1, ..., k, € Z existieren, so dass fiir alle t1,...,t, € R
gilt:

flt, .. tn) = Hh((ti — ki)/e)

Beachte, dass jede Funktion f € F(e,n) auferhalb eines Wiirfels der
Form [[;_,(k; — ¢, k; + ¢) verschwindet.

Da A kompakt ist, existiert ¢ > 0, so dass fiir alle z € A folgen-
des gilt: Falls f € F(e,n) auf z nicht verschwindet und U € O eine
Umgebung von z ist, so verschwindet f aufserhalb von U.

Sei nun F die Familie der Funktionen f € F(g,n), die nicht auf ganz

A verschwinden. Diese Familie von Funktionen leistet das Gewlinschte.
O

Lemma 4.23. Sei A C R" ein Kompaktum mit glattem Rand und x €
OA. Dann ezistieren i € {1,...,n} und ein offener Quader Q C R",
so dass OA auf Q) der Graph einer stetig differenzierbaren Funktion

h:(LCl,...,$i,1,l’i+1,...,l’n)'-)l'i
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ist. Mit anderen Worten, wenn @Q; die Projektion von Q) auf die von

der i1-ten Koordinate verschiedenen Koordinaten ist, so ist

0AHQ: {(I‘l,...,ﬂfn) e R": (ZL‘l,...,l‘i_l,IH_l,...,,In) GQi

Ax; = h(gjl, SRS oF T I/ o7 I I axn)}

Beweis von Satz 4.17. Fir jedes x € A sei U, C R" ein offener Qua-
der, der entweder ganz im Innern von A liegt oder dessen Abschluss
in einem offenen Quader enthalten ist, auf dem 0A der Graph einer
Funktion wie in Lemma 4.23 ist. Dann ist O = {U, : * € A} eine
offene Uberdeckung von A. F sei eine endliche, O subordinierte, stetig
differenzierbare Partition der Eins auf A. Die zwei bisher bewiesenen
Spezialfille des Gaussschen Satzes zeigen, dass der Satz fiir die Vek-
torfelder f - F, f € F gilt. Auf A gilt ' =3 » f - F. Daraus folgt
der Satz fiir F. O

4.4. Der Satz von Stokes. Im Satz von Gauss tritt ein sogenanntes

Flussintegral auf, das heifst ein Integral der Form

/M (F,)ds,

wobei M eine n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und
v ein Normaleneinheitsvektorfeld von M ist. Das Flussintegral misst
den Fluss des Vektorfeldes F' durch die “Flache” M in Richtung des
Normalenfelds v.

Fiir eindimensionale Untermannigfaltigkeiten lésst sich auf dhnliche
Weise ein Arbeitsintegral definieren. Sei f : [a,b] — R™ eine stetig
differenzierbare Kurve mit nirgends verschwindender Ableitung. Fiir
ein Vektorfeld F' : R" — R"™ definieren wir das Arbeitsintegral von F
entlang des Weges f als

F,7)ds = F(f(x)), f'(x))dx,
/ﬂ(am< ) /a< (@), (@)

wobei 7 das Einheitstangentialvektorfeld der Kurve f[(a,b)] in der
Durchlaufrichtung von f bezeichnet. Wir schreiben ds anstelle von d.S,
um das Integral {iber eine Kurve von dem Integral iiber eine Fléche zu
unterscheiden. Das Arbeitsintegral misst die Arbeit, die verrichtet wird,

wenn man sich entlang des Weges f durch das Vektorfeld F' bewegt.
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Definition 4.24. Sei D C R? ein Kompaktum mit glattem Rand. Ist
® : D — R? injektiv, zweimal stetig differenzierbar und haben alle
Jacobimatrizen von ® den Rang 2, so heifst ® eine Stokesflache. Der

Einfachheit halber werden wir auch ®[D] eine Stokesflache nennen. Die
®[D] berandende Kurve 0®[D] ist die Menge ®[0D].

Der Satz von Stokes besagt, dass das Flussintegral der Rotation ei-
nes Vektorfeldes iiber eine Stokesfliche gleich dem Arbeitsintegral des
Vektorfeldes iiber die die Stokesfliche berandende Kurve ist. Hierbei

sind gewisse Orientierungen zu beriicksichtigen.

Satz 4.25 (Satz von Stokes). Sei ® : D — R3 eine Stokesfliche und
F : ®[D] — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann ist

/ (F,T)ds = / (rot F,v)dS.
o[ D] (D]

Dabei zeigen die Normalenvektoren v(w) in Richtung des Daumens
der rechten Hand, wenn 0D in Richtung der Finger der rechten Faust

durchlaufen wird.

Beweis. Wir fiihren den Satz von Stokes auf den Satz von Gauss in
der Ebene zuriick. Sei zunéchst F' ein Vektorfeld, bei dem alle bis auf
eine Komponente verschwinden. Wir nehmen an, dass die ersten beiden
Komponenten verschwinden. Der Fille, dass die erste und letzte bezie-
hungsweise die beiden letzten Komponenten, lassen sich vollkommen
analog behandeln.

Um die Notation etwas kompakter zu gestalten, schreiben wir im

Folgenden @1, fiir 221, @3, fiir 222 und so weiter. Dabei steht (z,y)

Ay
immer fiir einen Punkt aus D. Entsprechend schreiben wir Fj; fiir g—ff

und so weiter. Dabei steht (x1, 29, x3) immer fiir einen Punkt in ®[D].

Fiir z,y € D gilt dann

(ot Pyt (G % 57 ) e

= ((F32, = F31,0) (2(x,9)),
(P - O3y — Dy - Py, Py - Pry — Py - P, *) (7,y))
= F3 (P2, @3y — PoyP3s) — F31(P3,P1y — P3,P1y)
= (F51 D1y + F50P9) - (P — P3,).



46 STEFAN GESCHKE

Andererseits ist

div ((Fg o CID) : @37;7 —(F3 0] @) : (I)gm)
a(Fg o (I)) @2CI>3 8(F3 o (D)
ox st (F5o0) Oyox oy
_a(FgoCI))q) _8(F30(I))
N ox % oy

0?d,
0x 0y

Py, — (F309)-

- Dy,

Wegen
3(F3 O (I))

oL
= (grad Iy, — ) = F51 D1, + F3oPop + F3P3,
ox ox

und
a(F3 o) CI>)

oy = F31Dqy + F3®Dyy + F33P3,

folgt
diV ((F3 (@) (I)) . (I)3y, —(Fg @) CI)) . q)gx) = (F?)lq)lac —I— F32¢2m) . (Cbgy — (I)gx)

Mit anderen Worten: Das Flussintegral der Rotation von F' iiber ®[D]
ist gleich dem Flachenintegral der Divergenz des Vektorfeldes

G:D— R2; (l’,y) = (F3(<D('r7y)) ’ (I)3y(x7y>7 _F?)(Cb(xay)) ' (bgz(x,y))
iiber D, also

/ (rot F, U)dS:/didex.
(D] D

Sei nun n : 9D — R? das dukere Normaleneinheitsvektorfeld von D.
Fir x € 0D steht der Einheitstangentialvektor t(x) von 0D senkrecht
auf n(z). Wird 9D entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen, so ist
n(z) = (t2(x), —t1(x)). Das Flussintegral von G iiber 0D ist dann

/8D(G,n>ds _ /8D<G, (b, —t1))ds
:/ (Fy0®) By, -ty + (Fyo®) - by, - t) ds

= / (F30®) - (grad @3, t)ds
oD

Sei nun ¢ : (a,b) — 0D eine Karte von 0D, wobei die Durchlauf-

richtung wieder entgegen dem Uhrzeigersinn ist. Wir nehmen zunéchst



MATHEMATIK II FUR PHYSIKER UND PHYSIKERINNEN 47

an, dass F auferhalb von [(a, b)] verschwindet. Dann ist
/8 (B0 @) (grad . )ds
= [ F@ () - G 210, 600) | Ot
= [ B@() - (oo, F )
= [ Bt - @0y = [ (poys

[0D]
Indem man F' mit Hilfe einer differenzierbaren Partition der Eins zer-
legt, lasst sich fiir alle F', bei denen erste und zweite Komponente ver-

schwinden, die Gleichung
/ (G,n)ds = / (F,T)ds
oD o[oD]

Nach dem Satz von Gaull in der Ebene ist

/ (G,n)ds = / div Gdzx.
oD D
Es folgt der Satz von Stokes fiir ®[D] und F.

Dieselben Argumente zeigen den Satz fiir Vektorfelder, bei denen

beweisen.

die erste und dritte beziehungsweise die zweite und dritte Komponente
verschwinden. Der allgemeine Fall ergibt sich wieder durch Zerlegung
eines gegebenen Vektorfeldes in drei Vektorfelder, bei denen jeweils

zwei Komponenten verschwinden. U

5. HILBERTRAUME

Definition 5.1. Sei V' ein Vektorraum iiber K = R oder K = C. Eine
Abbildung (-,-) : V x V' — K heift inneres Produkt, falls fiir alle
A € K und alle v, v, w € V gilt:
1) (v,v) >0, wobei (v,v) = 0 genau dann gilt, wenn v = 0 ist.
(v, w) = (w,v)

v+, w) = (v,w) + V', w)
(4) (Av,w) = Mo, w)

Dabei bezeichnet A die zu A\ konjugierte komplexe Zahl.
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Beachte, dass im reellen Fall fiir alle A\ € K die Gleichung A = X
gilt. Aus (2) folgt schon, dass (v, v) fiir alle v € V reell ist. Aus (2)—(4)
folgt, dass fiir alle A € K und alle v, w,w" € V gilt:

(v, w+w') = (v,w) + (v,w') und (v, \w) = M\v, w)

Satz 5.2 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Ist V' ein reeller oder
komplexer Vektorraum mit einem inneren Produkt (-,-), so gilt fir alle

u,v € V die Ungleichung
[ (w, 0] < Jul] - [[v]],

wobei ||ul| fir \/{u,u) steht.

Satz 5.3. Ist (-,-) ein inneres Produkt auf dem K-Vektorraum V', so

definiert ||[v|| = \/|{v,v)| eine Norm auf V.

Definition 5.4. Ein K-Vektorraum V mit einem inneren Produkt
heifst Prahilbertraum. Ist V' ein Prahilbertraum, der beziiglich der
von dem inneren Produkt induzierten Norm vollsténdig ist, so heifit V/

Hilbertraum.

Beispiel 5.5. a) Auf C" definiert

<($17-"7xn)7(y1>"'?yn)> :xlgl + +xnyn

ein inneres Produkt. Die Einschrdnkung auf R” ist ein inneres Produkt
des reellen Vektorraums R".

b) ¢? sei der Vektorraum der reell- beziechungsweise komplexwerigen

Z |z, |* < oo

neN

Folgen (z,)nen mit

Die Vorschrift
<($n)n€N7 (yn)nEN> = Z xnyn

neN
definiert ein inneres Produkt, das ¢ zu einem Hilbertraum macht.

Fiir die néchste wichtige Klasse von Beispielen stellen wir zunéchst
fest, dass sich auch Funktionen, die auf unbeschriankten Teilmengen

von R definiert sind, unter Umsténden sinnvoll integrieren lassen.

Definition 5.6. Sei (a,b) C R ein offenes Intervall, wobei ¢ = —o0
und/oder b = oo auch erlaubt sind. Weiter sei f : (a,b) — R eine
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Funktion, die auf jedem kompakten Teilintervall von (a,b) Riemann-
integrierbar ist.

Sei ¢ € (a,b). Dann ist f auf (a,b) uneigentlich integrierbar, falls

A=1
tim [ f(ay
B=1
tin [ )i

existieren. In diesem Fall setzt man

/bf(x)dx: f(z)de = A+ B.
a (a,b)

die Grenzwerte

und

Ist M C R™ eine Menge, fiir die wir die Integrierbarkeit von Funk-
tionen f : M — R definiert haben, so ist eine Funktion f : M — C
integrierbar, falls sowohl der Realteil Re(f) als auch der Imaginérteil

Im(f) integrierbar ist. Wir setzen dann

/Mfdx:/MRefdm+i-/MImfdm.

Definition 5.7. Sei M C R"™ kompakt oder M = (a,b), wobei a = —oc0
und b = oo erlaubt sind. Eine Funktion f : M — C ist quadratinte-
2

grierbar, wenn die Funktion x — |f(z)|* auf M integrierbar ist.

Lemma 5.8. Seien f,g : M — C quadratintegrierbar. Dann ist die
Funktion fg: M — C integrierbar. Die Abbildung (-,-) definiert durch

(o) = | fats

erfillt (2)-(4) in Definition 5.1 sowie (f, f) > 0. Definieren wir wieder
I fIl = /{f, f), so erhalten wir eine Halbnorm, die alle Aziome fir
eine Norm erfillt, aufler, dass aus ||f|| = 0 nicht unbedingt f = 0 folgt.

Satz 5.9 (Parallelogrammgleichung). Ein normierter Vektorraum V
1st genau dann ein Prahilbertraum, wenn fir alle x,y € V die Paralle-

logrammygleichung
|z +ylI* + [l — ylI* = 2||2[|* + 2[]y||*

qgilt.
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Satz 5.10. a) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann existieren ein
vollstandiger metrischer Raum Y und eine abstandstreue (isometri-
sche) Einbettung e : X — Y. Der Abschluss von e[X] in'Y heifit die
Vervollstindigung von X.

b) Sei V' ein Préhilbertraum. Dann ist die Vervollstandigung von V'

ein Hilbertraum.

Beispiel 5.11. Sei K = R oder K = C und M wie in Definition 5.7.
Sei V' der K-Vektorraum der quadratintegrierbaren Funktionen von M
nach K und sei Vj der Unterraum der Funktionen f € V mit (f, f) = 0.
Der Raum V/V; ist K-Vektorraum mit einem inneren Produkt, das von
(-,-) induziert wird. Die Vervollstindigung L*(M) von V/Vj ist dann
ein Hilbertraum.

Legt man anstelle des Riemann-Integrals das Lebesguesche Integral
zugrunde, so sind mehr Funktionen quadratintegrierbar und der Quoti-
ent, der V/Vj entspricht, ist bereits ein vollstdndiger metrischer Raum.

Alternativ kann man auch die stetigen quadratintegrierbaren Funk-
tionen auf der Menge M betrachten. Falls M gutartig ist, also zum
Beispiel ein Quader oder ein Intervall, so bilden die quadratintegrieb-
aren Funktion auf M bereits einen Préahilbertraum, da fiir jede stetige
Funktion f: M — C gilt:

/|f|2dx:() s f=0
M

Die Vervollstandigung dieses Prahilbertraums ist dann der Hilbertraum
L*(M).
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