Das zur Zeit populérste Axiomensystem der Mengenlehre ist das Zermelo-Fraen-
kelsche (ZF) zusammen mit dem Auswahlaxiom (AC, ZF+AC=ZFC). Die Sprache,
in dem dieses Axiomensystem formuliert ist, ist die Sprache der erststufigen Logik
mit den zweistelligen Relationssymbolen € und =. Im wesentlichen lisst sich die
gesamte Mathematik in dieser Sprache formulieren. Die Existenz der iiblicherweise
betrachteten Strukuren (die natiirlichen Zahlen, die reellen Zahlen, der vollstéindige
Graph mit sieben Ecken, die Stone-Czech-Kompaktifizierung von N, der Dualraum
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von L*°([0,1])) und ihre bekannten Eigenschaften lassen sich in ZFC zeigen.

Die Axiome lauten wie folgt (wir verwenden hemmungslos offensichtliche Abkiir-

zungen):

(1)
(2)

(3)

(4)

Nullmengenaxiom.
Jz(xz = 0)
Extensionalitdtsaxiom.
VaVy(Vz(z e x = z € y) — x =)
Fundierungsaxiom.

Vo(z #£0 — Iy eavzez(z €y))

Aussonderungsaxiom (eigentlich ein Axiomenschema). Fiir jede Formel
&(x,y1,--.,Yn), in der y nicht frei vorkommt, ist

Vyi .. . Vy,Vz3ywWe(z ey = x € 2 Ad(z,y1,. ., Yn))

ein Axiom.
Paarmengenaxiom.

VaVydz(x € z Ay € z)
Vereinigungsaxiom.
VF3AVY € F(Y C A)

Ersetzungsaxiom (wieder ein Axiomenschema). Fiir jede Formel
&(z, Y, Y1, ,Yn), in der Y nicht frei vorkommt, ist

VY VAV € A3lyd(x, ¥, 91, -5 Yn)

— 3YVz € AJy € Yo(z,y,51,- .., Yn))

ein Axiom.
Unendlichkeitsaxiom.

Jx(@ ez AVy ex(yU{y} € x))
Potenzmengenaxiom.
VeIyVz(z Cx — 2z € y)
Auswahlaxiom.

Vax3R(R ist Wohlordung auf z)

1
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2. DER UNVOLLSTANDIGKEITSSATZ

Oft formuliert man die Gédelschen Unvollsténdigkeitssétze fiir Theorien, die tiber
die natiirlichen Zahlen reden. Da sich die natiirlichen Zahlen in der Mengenlehre
definieren lassen (als die Menge w der Ordinalzahlen «, so dass kein 5 < « eine
Limesordinalzahl ist) und man in ZFC beweisen kann, dass zum Beispiel die Peano-
Axiome in w gelten, treffen die Unvollstandigkeitssidtze auch auf ZFC zu:

Satz 2.1. Sei T eine Theorie, die ZFC umfasst und rekursiv axiomatisierbar ist.
a) Wenn T widerspruchsfrei ist, so gibt es eine Aussage ¢ in der Sprache von
T, so dass weder ¢ noch —¢ aus ZFC folgen.
b) Falls T widerspruchsfrei ist, so ist die Aussage Con(T) in T weder beweisbar
noch widerlegbar.

Insbesondere trifft dieser Satz fiir T' =ZFC zu.

Teil b) des Satzes zeigt, dass wir, wenn wir die gesamte Mathematik innerhalb
von ZFC aufbauen wollen, nicht zeigen konnen, dass ZFC widerspruchsfrei ist, es
sei denn, ZFC ist widerspruchsvoll. Wir werden in folgenden immer annehmen,
das ZFC widerspruchsfrei ist. Es gibt auch keinen Grund zu glauben, dass diese
Annahme falsch ist.

Ein Beispiel fiir eine Aussage ¢ wie in Teil a) des Satzes ist die Kontinuums-
Hypothese CH, also die Aussage

¢ = 772N0 = N1“~

Wie werden spéter zeigen, dass CH in ZFC weder beweisbar noch widerlegbar ist.

Teil b) des Satzes liefert ebenfalls eine Aussage ¢ wie in Teil a), aber Con(ZFC)
ist von etwas technischerem Charakter als CH.

In der Mengenlehre kann man etwas leichter eine Intuition fiir die Aussage
Con(T) fiir eine rekursiv axiomatisierbare Theorie T' gewinnen als in der Zahlen-
theorie, innerhalb der man die Unvollstdndigkeitssétze tiblicherweise formuliert. In
der Mengenlehre kann man formulieren, was ein Modell einer Theorie ist. Da der
Vollstandigkeitssatz, wie alle allgemein akzeptierten Sétze der Mathematik, in ZFC
bewiesen werden kann, bedeutet Con(7T') in jedem Modell M von ZFC einfach, dass
die Theorie (ein Objekt in M), die man erhélt, wenn man die rekursive Definition
von T in M anwendet, in M ein Modell hat.

Da sich Con(ZFC) in ZFC nicht beweisen lésst, gibt es auch ein Modell von
ZFC, in dem es kein Modell von ZFC gibt. Man beachte, dass das letzte ZFC
im vorigen Satz verschieden vom vorletzten ZFC ist. Das vorletzte ZFC meint die
(metamathematische) Theorie, die wir auf ein Blatt Papier schreiben kénnten, wenn
wir unendlich viel Zeit (und Tinte) héitten. Das zweite ZFC bezeichnet das Objekt
in M, welches in M die rekursive Definition von ZFC erfiillt.

Das Modell M haben wir im wesentlichen durch syntaktische Uberlegungen (der
Unvollstandigkeitssatz) gewonnen. Wir haben den Unvollstdndigkeitssatz in Form
eines relativen Konsistenzresultats angewendet, ndmlich in der Form ,wenn ZFC
widerspruchsfrei ist, dann auch ZFC+- Con(ZFC)“. Wir sagen kurz ,,— Con(ZFC)
ist konsistent”, da wir ZFC immer als die zugrunde liegende Theorie annehmen
(und auch iblicherweise annehmen, dass ZFC widerspruchsfrei ist).

Im folgenden werden wir relative Konsistenzbeweise nicht so sehr durch syntakti-
sche Betrachtungen, als vielmehr durch mehr oder weniger explizite Konstruktionen
von Modellen fiihren.

Ubung 2.2. Zeige, dass aus Con(ZFC) nicht Con(ZFC 4 Con(ZFC)) folgt.

Wir sagen daher ,,die Konsistenzstirke von ZFC 4 Con(ZFC) ist echt grofier als
die von ZFC* oder einfach ,,ZFC+ Con(ZFC) ist stirker ZFC*. Wir werden spéter
noch einmal auf die Konsistenzstirke von ZFC+ Con(ZFC) zuriickkommen.
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3. DIE KONSISTENZ DES FUNDIERUNGSAXIOMS

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass ZF widerspruchsfrei ist, falls ZF ohne
das Fundierungsaxiom widerspruchsfrei ist. Das ist ein sogenannter relativer Kon-
sistenzbeweis, da nur gezeigt wird, dass das Fundierungsaxiom relativ konsistent
ist mit dem Rest von ZF, nicht aber, dass ZF wirklich konsistent ist. Wegen des
Godelschen Unvollstandigkeitssatzes lasst sich die Konsistenz von ZF innerhalb von
ZF bzw. ZFC, dem Axiomensystem in dem wir Mathematik betreiben, auch nicht
beweisen. Es ist trotzdem sinnvoll, die Konsistenz des Fundierungsaxioms relativ
zu den anderen Axiomen zu zeigen, und zwar aus zwei Griinden.

Zum einen sind die anderen Axiome von ZF natiirliche Abschlusseigenschaften
der Klasse aller Mengen, die man benétigt, um sinnvoll Mathematik zu betreiben
(wobei bei einigen Axiomen deutliche Abschwichungen sicher fiir die meisten An-
wendungen ausreichend sind). Beim Fundierungsaxiom ist das nicht so klar. Der
Sinn des Fundierungsaxiom ist es eher, innerhalb der Mengenlehre ein angenehmes
Bild des Universums, der Klasse aller Mengen, zu liefern. Es ist gut zu wissen, dass
man diese angenehme Struktur des Universums voraussetzen kann, ohne Gefahr zu
laufen, in neue Widerspriiche zu geraten.

Zum anderen verdeutlicht der Beweis der relativen Konsistenz des Fundierungs-
axioms ein paar wichtige Ideen, wie man relative Konsistenzbeweise fithren kann,
und das ohne technisch sehr anspruchvoll zu sein.

ZF~ sei ZF ohne das Fundierungsaxiom.

Satz 3.1. Wenn ZF~ widerspruchsfrei ist, dann auch ZF.

Beweis. Angenommen, ZF ™ ist widerspruchsfrei. Dann gibt es nach dem Vollstéindig-
keitssatz der Priadikatenlogik ein Modell (V, €) von ZF~. Wir benutzen (V, €) um
ein Modell von ZF zu konstruieren. Dazu stellen wir uns zunéchst vor, in V zu
leben. Die Ordinalzahlen sind die Ordinalzahlen von V', die Kardinalzahlen sind
die von V' und so weiter. Fiir a € Ord sei V,, definiert durch

(1) VO = (Z)

(ii) Vos1 :=P(Vy)

(iii) Vo :==Us<, Vs, falls o eine Limesordinalzahl ist.

Durch Induktion iiber Ord rechnet man nach, dass (Vy)acord eine beziiglich C
streng monoton wachsende Folge transitiver Mengen ist.

WF sei die Klasse aller Mengen z, fiir die es ein @ € Ord mit =z € V,, gibt,
also WF = (U, corq Va- Fiir jedes 2 € WF sei rk(z) die kleinste Ordinalzahl a mit
x € Voi1. tk(x) ist der Rang von x. Beachte, dass jede Ordinalzahl o ein Element
von WF ist und rk(a) = « gilt.

Wir zeigen, dass (WF, €) ein Modell von ZF ist. Das Nullmengenaxiom ist offen-
bar erfiillt. Aus der Transitivitit der V,, folgt, dass auch WF transitiv ist. Damit
erfiillt WF das Extensionalitéitsaxiom. Das Aussonderungsaxiom folgt aus der Kon-
struktion der V,,. Ist ndmlich z ein Element von V,, so auch jede Teilmenge von .
Unendlichkeits-, Vereinigungs- und Paarmengenaxiom rechnet man leicht nach.

Fiir das Ersetzungsaxiom sei F' eine Funktion, d.h., eine Klasse von Paaren,
so dass jede Menge in nicht mehr als einem Paar aus der Klasse als linker Partner
vorkommt. Betrachte die Funktion rk oF. Fiir jedes x € WF sind, da V Ersetzungs-
und Aussonderungsaxiom erfiillt, F[z] und (rkoF)[z] Mengen. Wir miissen eine
Obermenge von F'[z] finden, die ein Element von WF ist. Setze o := sup((rk oF)[z]).
Es gilt Flz] C Vo1 und Voqq € Voo € WF. Das zeigt das Ersetzungsaxiom fiir
WF.

Es bleibt, das Fundierungsaxiom zu zeigen, das einzige Axiom, dass in V even-
tuell verletzt ist. Sei x € WF. Wéhle y €  von minimalen Rang. Dann ist y ein
€-minimales Element von z, da fiir alle y, 2 € WF mit z € y gilt: rk(z) < rk(y). O
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Dieser Beweis weist einige Subtilitdten bzw. Unschérfen auf. Zunéchst einmal
ist es ungeschickt, ein Modell von ZF~ mit (V, €) zu bezeichnen, auch wenn diese
Bezeichnung sehr intuitiv ist, da wir ja iiber Modelle der Mengenlehre reden. Wenn
wir von Modellen reden, stellen wir uns vor, dass wir, wie in der Algebra und in der
Analysis auch, in einem Universum leben, das die Axiome von ZFC, oder auch einer
anderen sinnvollen Mengenlehre, erfiillt, und dass die Modelle bzw. Strukturen,
iiber die wir reden, Mengen sind. V ist aber eigentlich reserviert als Name fiir die
Allklasse in dem Universum, in dem wir leben. Aulerdem braucht die zweistellige
Relation des betrachteten Modells von ZF ™~ natiirlich nicht die wirkliche €-Relation
zu sein. Formal sollte das betrachtete Modell von ZF ™ also mit (M, E) oder &hnlich
bezeichnet werden.

Die Klasse (in M) WF, ein rein syntaktisches Objekt, haben wir stillschweigend
mit der Teilmenge von M identifiziert, die aus denjenigen Elementen von M besteht,
auf die die Formel, die WF definiert, in der Struktur (M, E) zutrifft. Dann haben wir
nachgerechnet, dass die Teilmenge WF von M zusammen mit der Einschriankung
von E auf diese Menge ein Modell von ZF ist.

Es ist auch moglich, im Beweis von Satz 3.1 die Welt auflerhalb von M voéllig
zu ignorieren. In diesem Fall ist die Schreibweise (V, €) wieder angemessen, da wir
nun Wesen in dem Modell von ZF~ sind und V in der Tat fiir uns die Allklasse
ist. Genauso ist € fiir uns die wirkliche €-Relation. Wie oben definieren wir die
Klasse WF. Allerdings ist die Aussage “WF ist ein Modell von ZF” nun nicht mehr
sinnvoll, da nur eine Menge Modell von Formeln sein kann. Trotzdem kann man
formalisieren, dass WF zusammen mit der Einschrinkung von € auf WF von auflen
betrachtet ein Modell einer Formel ist.

Sei C' eine Klasse und ¢ eine Formel in der Sprache der Mengenlehre. Die Relati-
vierung ¢¢ von ¢ auf C erhélt man aus ¢ in dem man alle Quantoren der Form 3z
durch dz € C und alle der Form Vz durch Vz € C ersetzt. “WF ist ein Modell von
ZF” konnen wir nun wie folgt ausdriicken: Fiir jedes Axiom ¢ von ZF gilt ¢"VF.

Beim Nachweis von ¢WF fiir jedes Axiom ¢ von ZF tritt eine Schwierigkeit auf,
die im Beweis von Satz 3.1 verschwiegen wurde, aber wesentlich ist. Um zum Bei-
spiel die Relativierung des Paarmengenaxioms auf WF zu beweisen, startet man
mit z,y € WF und zeigt, dass {z,y} wieder in WF liegt. Die Existenz von {z,y}
ist klar, da unser Universum V alle Axiome von ZF™ erfiillt. Es ist aber nicht so
klar, dass die Menge, die wir in V' mit {x, y} bezeichnen, auch in WF die (relativier-
te) Definition von {z,y} erfiillt. Zum Gliick ist die Formel, die {x,y} definiert, so
einfach, dass das in diesem Falle keine Problem bereitet. Betrachten wir aber eine
Klasse C mit {z,y, 2}, z,y € C, die nicht die Menge z enthélt, so erfiillt {z,y, z} in
C' die Definition von {z,y}. Es muss also nicht jedes Element von C' in C' dieselben
FEigenschaften haben wie in V.

An dieser Stelle ist es angebracht, das Konzept der Absolutheit einzufiihren.

Definition 3.2. Sei C eine Klasse und ¢(z1,...,2,) eine Formel. Die Formel ¢
heifit absolut iiber C, falls gilt:

Va1, xn € C(d(x1,...,2,) & gbc(:cl,...,a:n))

Eine Funktion (moglicherweise eine echte Klasse) heifit absolut iiber C, wenn ihre
definierende Formel absolut iiber C' ist.

Es ist klar, dass quantorenfreie Formeln iiber jeder Klasse absolut sind. Quan-
toren der Form Jx € y oder Vx € y heiflen beschriankt, alle anderen unbeschrankt.
Eine Formel ¢ ist Ay, wenn ¢ nur beschrinkte Quantoren enthélt. Folgendes Lemma
hilft einem iiblicherweise weiter, wenn nach nachweisen will, dass gewisse Mengen
relativ zu einer Klasse C dieselben relevanten Eigenschaften haben wie relativ zu
V.
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Lemma 3.3. Ag-Formeln sind absolut iiber transitiven Klassen.

Sei C eine Klasse, die ein gewisses Fragment ZF* von ZF erfiillt. Angenommen,
aus ZF* folgt, dass die Formel ¢ zu einer Ag-Formel Aquivalent ist. Dann ist ¢
absolut iiber transitiven Klassen, die ZF* erfiillen. Daraus folgt, dass Schnitte, Ver-
einigungen, Paarmengen, geordnete Paare, die leere Menge usw. absolut sind iiber
transitiven Klassen, die ZF~ ohne das Potenzmengen- und ohne das Unendlichkeits-
axiom erfiillen. Aufpassen muss man nur bei (). () ist im wesentlichen auch ab-
solut iiber transitiven Klassen, allerdings muss man dabei [ () ausschlieBen. () () ist
némlich iiblicherweise definiert als V', und das ist natiirlich nicht absolut.

Die Funktion a +— V, ist insofern absolut iiber transitiven Klassen, die ein
geniigend grosses Fragment von ZF (genug, um z.B. den Rekursionssatz zu bewei-
sen) erfiillen, als dass die Formel ¢(x,«), die besagt, dass x Element von V, ist,
iiber solchen Klassen absolut ist. Aus dieser Absolutheit der V,, folgt iibrigens, dass
WF ein Modell der Aussage V' = WF ist. Per Induktion iiber die €-Relation kann
man leicht zeigen, dass V' = WF &quivalent zum Fundierungsaxiom ist (wenn man
die anderen Axiome voraussetzt).
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4. ELEMENTARE SUBMODELLE UND DAS REFLEXIONSPRINZIP

In der Modelltheorie kennt man den Begriff des elementaren Submodells bzw. der
elementaren Unterstruktur. Sei (M, F) eine Menge mit einer zweistelligen Relation.
N C M heift elementares Submodell von M, falls fiir jede Formel ¢(z1,...,2,) in
der Sprache der Mengenlehre und fiir alle aq,...,a, € N gilt:

(N,EﬂNz) ’:¢(ala"'7an)<:>(MaE) ':¢(a1a"'aan)

Der Godelsche Unvollstdndigkeitssatz und noch schérfer Tarskis ,,undefinability of
truth“-Theorem verbieten es, Mengen zu konstruieren, die, zusammen mit der ent-
sprechend eingeschriankten €-Relation, elementare Submodelle von V sind. Es gibt
also keine Mengen, iiber denen alle Formeln absolut sind.

Wie wir bald sehen werden, ist es jedoch moglich, fiir endlich viele Formeln eine
transitive Menge M zu finden, so dass jede dieser Formeln absolut iiber M ist!.
Wegen des Kompaktheitssatzes ist diese Feststellung enorm niitzlich. Der Kom-
paktheitssatz besagt, dass eine Menge von Formeln genau dann widerspruchsfrei
ist, wenn jede endliche Teilmenge widerspruchsfrei ist. Anders ausgedriickt, wenn
wir aus einer Menge von Formeln einen Widerspruch ableiten kénnen, so kénnen
wir diesen Widerspruch bereits aus einer endlichen Teilmenge der Formelmenge
ableiten.

Um zum Beispiel die Konsistenz von ZFC+—-CH zu zeigen, kann man so tun,
als ob es eine transitive Menge M gibe, die Modell von ZFC ist. Mit Hilfe von M
konstruieren wir dann ein Modell von ZFC+—CH. Da wir nur zeigen miissen, dass
jede endliche Teilmenge von ZFC+—-CH konsistent ist, geniigt es aber, Modelle fiir
jede endliche Teilmenge von ZFC+—-CH zu konstruieren. Und fiir eine gegebene
endliche Teilmenge von ZFC+—-CH geniigt es uns zu wissen, dass M Modell einer
gewissen endlichen Teilmenge von ZFC ist. Und die Existenz solcher M folgt aus
dem sogenannten Reflexionsprinzip.

Zunéchst stellen wir folgendes fest:

Lemma 4.1. Sei C eine Klasse und ¢1,..., ¢, eine Folge von Formeln, die ab-
geschlossen ist unter der Bildung von Teilformeln. Die ¢y seien ohne Allquanto-
ren geschrieben. Dann sind ¢1,. .., ¢, genau dann absolut iber C, wenn fiir jedes

6i(Y1, ..., Ym) von der Form Jxd;(z,y1,. .., Ym) gilt:
Yy, .. Ym € C(3zd,(x, 41, ..., ym) — Jz € Cdj(x, Y1, .., Ym))

Beweis. Induktion iiber den Formelaufbau. O

Satz 4.2 (Reflexionsprinzip). Sei W : Ord — V' eine Funktion mit folgenden
Eigenschaften:
(i) Fir alle a, 8 € Ord mit o < g ist W(a) C W(P).
(ii) Ist vy eine Limesordinalzahl, so gilt W () = U,, W(a).
(it)) V = Uncom W(@).
Fiir jede Folge ¢1,..., ¢, von Formeln und jedes a € Ord ezistiert dann ein 8 €
Ord mit 8 > «, so dass die ¢; iber W(3) absolut sind.

Beweis. Seien ¢q, ..., ¢, Formeln und o € Ord. Wir kénnen annehmen, dass die
Folge ¢1,..., ¢, unter der Bildung von Teilformeln abgeschlossen ist. Nach Lem-
ma 4.1 geniigt es, § > « zu finden, so dass fiir jedes ¢;(y1,...,ym) der Form

Fxdi(z,y1,. .., ym) gilt:
(*) vyla cosYm € W(ﬁ)(gl'qu(l’,yl, B aym:) —dr e W(ﬂ)¢j(x7y1a cee 7ym))

IBald werden wir auch einen Weg kennenlernen, Modelle M von ZFC zu konstruieren, in denen
es abzidhlbare transitive Mengen gibt, die Modell von ZFC sind, was M aber nicht weif3.
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Fiir jedes i € {1,...,n} definieren wir eine Funktion F; : Ord — Ord wie folgt:
Angenommen ¢;(y1, - - ., Ym) hat die Form 3z, (x,y1, ..., Ym). Dann sei
Gi(bl, ey bm) = O,
falls =3x¢;(x, b1, ..., by). Falls 3z¢;(x,b1,...,bn), so sel G;(b1,...,bn) das klein-
ste n € Ord mit 3z € W(n);(x, b1, ..., by). Fiir £ € Ord sei
F; (&) :==sup{G;(b1,...,bm) : b1,..., b, € W(§)}.

Falls ¢ nicht mit einem Existenzquantor beginnt, so sei F;(£) := 0 fiir alle £ € Ord.
Wihle nun eine Folge (8k)kecw wie folgt: Gy sei a. Fiir k € w sei

5k+1 = max(ﬁk +1, Fl(/Bk)a - 7Fn(/3k))
Setze 3 1= supyc,, B

Fiir alle ¢ < 8 und alle ¢ € {1,...,n} ist dann F;(§) < (. Damit erfiillt 8 die
Formel (x) fiir alle i € {1,...,n}. Also sind ¢4, ..., ¢, absolut iiber W (). O

Beachte, dass zum Beispiel die Funktion a — V,, die Voraussetzungen von Satz
4.2 erfiillt.
Mit einem ganz ahnlichen Beweis erhélt man

Satz 4.3 (Satz von Loéwenheim-Skolem, abwérts). Sei (M, E) eine Menge mit
einer zweistelligen Relation. Fir jedes X C M existiert ein elementares Submodell
N C M von M mit X C N und |N|< max(]X], o).

Beweis. Wie im Beweis von Satz 4.2 geniigt es, N C M zu finden, so dass fiir jede
Existenzformel Jz¢(x, y1,...,y,) und alle by, ..., b, € N gilt:

M = Jxg(x,by,...,b,) = es gibt a € N mit N = ¢(a,by,...,b,).

Dazu weisen wir jeder Formel ¢(x,y1,...,yn) eine Funktion fy : M™ — M zu.
Fixiere irgendein ay € M. Seien by,...,b, € M. Falls es a € M mit M |
¢(a,b1,...,by) gibt, so sei fy(b1,...,b,) ein solches a. Falls so ein a nicht existiert,

so sei fy(b1,...,by) := ag. Die Funktionen f, heiflen Skolem-Funktionen.

Fir X C M sei sk(X) der Abschluss von X unter sdmtlichen f;. Da es nur
abzihlbar viele Formeln gibt, gilt [sk(X)|< max(|X],Ro). sk(X) heifit die Skolem-
Hiille von X. Es ist klar, dass in N := sk(X) sdmtliche Existenz-Aussagen mit
Parametern aus N wahr sind, die in M wahr sind. Also ist N ein elementares
Submodell von M. O

Wenn unser Universum V' alle Axiome von ZFC erfiillt, so ergibt sich folgendes
Bild: Fiir jede endliche Teilmenge von ZFC gibt es ein « € Ord, so dass V,, Modell
dieser endlichen Teilmenge von ZFC ist. Das folgt aus dem Reflexionsprinzip. Nach
dem Satz von Lowenheim-Skolem hat V,, ein abzéhlbares elementares Submodell
M. Da € fundiert ist, hat M einen transitiven Kollaps N. Da (M, €) zu (N, €)
isomorph ist, erfiillt auch N die vorgegebene endliche Teilmenge von ZFC. Jede
endliche Teilmenge von ZFC hat also ein abz#hlbares, transitives Modell. Man
beachte jedoch, dass die Quantifikation iiber endliche Teilmengen von ZFC in der
Metasprache erfolgt. Sonst héitten wir in ZFC bewiesen, dass ZFC konsistent ist.

Es ist auch moglich, abzahlbare, transitive Modelle gewisser unendlicher Teilmen-
gen von ZFC zu konstruieren. Mit dem Argument von eben, Satz von Léwenheim-
Skolem und Mostowski-Kollaps, geniigt es, transitive Mengen zu finden, die viele
Axiome von ZFC erfiillen. Zum Beispiel erfiillen die V,, einige Axiome und sogar
recht viele, falls « eine Limesordinalzahl ist. Weitere wichtige Modelle fiir grofie
Teile von ZFC sind die H,: Fiir eine Menge X sei

trel(X) == XU Jxul J°Xu...
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die transitive Hiille von X. Wie man leicht nachpriift, ist trcl(X) die kleinste tran-
sitive Obermenge von X. Fiir jede unendliche Kardinalzahl  sei

H(k) :={X :ftrel(X)|< K}.
Ist k reguldr und {iberabzihlbar, so erfiillt H, alle Axiome von ZFC bis auf, unter
Umsténden, das Potenzmengen-Axiom. Eine regulire Kardinalzahl £ > R heifit
stark unerreichbar, falls gilt:
VA < K(2) < k)
Ist x stark unerreichbar, so gilt V, = H, und H, ist Modell von ZFC.

Ubung 4.4. Zeige Hy, =V,.
Ubung 4.5. Welche Axiome von ZFC gelten in (V,, €)?

Ubung 4.6. Gib ein Axiom von ZFC an, welches in (Vi,, €) gilt, aber nicht in
(HNU 6)’
Welche Folgerung aus ZFC gilt in (Hy,, €), aber nicht in (Vi,, €).

Wir stellen noch eine Methode vor, wirklich abzdhlbare transitive Modelle von
ZFC zu bekommen. Der Haken an dieser Methode ist, dass sie nicht etwa in jedem
beliebigen Universum V' ein abzdhlbares transitives Modell von ZFC liefert (was
aus den oben genannten Griinden auch nicht geht), sondern dass sie ein Modell
(M, E) von ZFC liefert, in dem es eine aus der Sicht von M abzéhlbare transitive
Struktur (N, EN N?) gibt, die von aufien (auBerhalb von M) betrachtet ein Modell
von ZFC ist.

Definition 4.7. Wir betrachten die Sprache der Mengenlehre bereichert durch das
Konstantensymbol §. Mit V5 < V' bezeichnen wir das Formelschema, dass fiir jede
Formel ¢(z1,...,xz,) in der Sprache der Mengenlehre (ohne §) die Aussage

Vo, .. n € Vs(p(z1,. .. 20) — ¢V (z1,...,2p))
enthélt.
Lemma 4.8. Fulls ZFC konsistent ist, so auch ZFC+Vs < V.

Beweis. Nach dem Kompaktheitssatz geniigt es zu zeigen, dass jede endliche Teil-
menge von ZFC+Vs < V konsistent ist.
Sei (M, E) ein Modell von ZFC und T eine endliche Teilmenge von ZFC+V; < V.

Da T endlich ist, gibt es auch nur endlich viele Formeln ¢q,..., ¢,, fir die eine
Aussage der Form
VE1, ... T € Vs(di(z1,...,2m) < qb:/‘s(acl, cey Tm))

in T auftritt.

Wir argumentieren nun in M. Nach dem Reflexionssatz existiert o € Ord, so
dass die ¢; iiber V, absolut sind. Interpretiert man nun § in M durch «, so ist
(M, E) Modell von T (genauer, (M, E, «) ist Modell von T). O

Korollar 4.9. Falls ZFC konsistent ist, so gibt es ein Modell (M, E) von ZFC und
N € M, so dass gilt:

(1) (M,E) | ,N ist abzihlbar und transitiv®
(2) {z € M:(x,N) € E},E) erfillt genau dieselben Aussagen in der Sprache
der Mengenlehre wie (M, E) und ist insbesondere Modell von ZFC.

Achtung: Dass ({x € M : (z,N) € E}, E) Modell von ZFC ist, ist zwar dquiva-
lent dazu, dass fiir jede Aussage ¢ €ZFC die Aussage ¢ in M gilt. Das heifit aber
nicht, dass M glaubt, dass N Modell von ZFC ist. Das liegt daran, dass das, was M
fiir ZFC hélt, wenig mit dem wirklichen ZFC, das wir kennen, zu tun haben muss.



MODELLE DER MENGENLEHRE 9

Beweis von Korollar 4.9. Sei (M, E,«a) ein Modell von ZFC+V; < V. Wir argu-
mentieren in M. Durch Anwendung des Satzes von Lowenheim-Skolem auf V,
erhilt man ein abzéhlbares Ny, welches elementares Submodell von V, ist. N sei
der transitive Kollaps von Ny. Wie man leicht nachrechnet, leistet N das Gewiinsch-
te.

Man beachte, dass N (in M) zwar isomorph zu Ny ist und damit dieselben
Aussagen erfiillt, aber iiblicherweise nicht elementares Submodell von V, ist. O
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5. DIE KONSTRUKTIBLEN MENGEN

Wir definieren, in ZF, eine Klasse L, die ZFC+GCH erfiillt. GCH ist dabei die
Aussage

Vi € Card(k > Rg — 2% = k™).

L ist Godels Universum der konstruktiblen Mengen. Da wir die Konsistenz von AC
mit ZF zeigen wollen, werden wir bei den folgenden Argumenten AC iiblicherweise
nicht benutzen. Falls AC doch einmal benutzt wird (an unwesentlichen Stellen fiir
das Entwickeln der Theorie), so wird darauf hingewiesen.

5.1. Definierbarkeit. Die Konstruktion von L verlduft &hnlich der Konstruktion
von WF. Allerdings werden wir nicht in jedem Schritt die volle Potenzmenge des
bisher Konstruierten nehmen, sondern die Menge der definierbaren Teilmengen des-
sen, was wir bereits konstruiert haben. Dazu miissen wir uns ein paar Gedanken
iiber Definierbarkeit machen.

Zunédchst mul man wissen, was eine Formel ist. Wir beschridnken uns dabei auf
die Sprache der Mengenlehre. Wie iiblich ist eine Formel eine Folge von Zeichen.
Es ist sinnvoll, als Alphabet die natiirlichen Zahlen zu wihlen. Man legt also zum
Beispiel fest, dass 0 das Zeichen fiir die Relation € ist, 1 das Zeichen fiir =, 2 das
Zeichen fiir A und so weiter. In dem Alphabet gibt es unendlich viele Zeichen fiir
Variablen. Formeln sind nun einfach endliche Folgen von Zeichen, also eigentlich
Abildungen von einer natiirlichen Zahl nach w, die gewissen syntaktischen Regeln
geniigen. Jeder Formel ¢ in der Metasprache ldsst sich nun eine endliche Folge
[¢] von natiirlichen Zahlen zuordnen, in dem man die Zeichen von ¢ in die ent-
sprechenden natiirlichen Zahlen unseres Universums iibersetzt. Die Menge [¢] in
unserem Universum ist die Gédelisierung von ¢. Man beachte, dass das Godelisieren
in der Zahlentheorie etwas aufwendiger ist, weil man da nicht iiber endliche Folgen
etc. reden kann.

Mit Hilfe des Rekursionssatzes kann man nun eine Formel fml(x) in der Meta-
sprache hinschreiben, die definiert, wann die Menge x eine Formel ist. Per Induktion
iiber den Formelaufbau zeigt man dann, dass fml([¢]) fiir jede metasprachliche For-
mel ¢ erfiillt ist.

Wiederum mit Hilfe des Rekursionsatzes kann man eine Formel sat(z,y, z) hin-
schreiben, die folgendes aussagt:

(i) Es gibt ein n € w, so dass y eine Formel mit n freien Variablen ist,

(ii) es gibt x1,...,2, € z mit z = (21,...,2,) und
(iii) (x,€) erfiillt die Formel y wenn man die freien Variablen mit zq,..., 2,
interpretiert.

Durch Induktion iiber den Formelaufbau zeigt man dann, dass fiir jede Formel
¢(x1,...,2,), jede Menge M und alle aq,...,a, € M gilt:

oM(ay, ..., an) > sat(M, [$], (a1,...,an))

Die Relation = kénnen wir damit als definierbare Klasse in V' auffassen (wobei wir
= nur fiir Strukturen der Form (M, €) betrachten. Aber der allgemeine Fall geht
genauso durch).

Man beachte, dass wir uns bei der Definition von sat der Tatsache bedient haben,
dass es in der Mengenlehre moglich ist, Mengen ay, ..., a, als eine Menge, ndmlich
als n-Tupel, zu kodieren. Das ist nétig, weil eine Formel wie sat eine feste Anzahl von
freien Variablen haben muss (bzw. automatisch hat, sonst wére es keine Formel).

Es ist nun problemlos moglich, eine Formel hinzuschreiben, die die Formelmenge
ZFC definiert. Ist man etwas allgemeiner bei der Definition von sat, so kann man
auch die Giiltigkeit von Formeln in Strukturen der Form (M, E) definieren. Damit
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kann man dann auch eine Formel Con(z) hinschreiben, die sagt, dass die Formel-
menge x ein Modell hat. Der schon oft angefiihrte Unvollstdndigkeitssatz sagt nun
einfach, dass die Formel Con(ZFC) nicht aus ZFC ableitbar ist. Beachte, dass das
ZFC in Con(ZFC) eine in V definierte Formelmenge ist (die eben so definiert ist,
wie wir ZFC als Formelmenge definieren wiirden), wihrend das zweite ZFC das
metasprachliche Axiomensystem ist.

Sei nun M eine Menge. Eine Menge P C M heifit definierbar, wenn es eine
Formel ¢(x,y1,...,yn) gibt, so dass fiir gewisse by,...,b, € M gilt:

P:{GEMZ(M7€) ):(b(a,bl,...,bn)}

Mit Hilfe von sat kann man eine Definition der Funktion D angeben, die jeder
Menge M die in (M, €) definierbaren Teilmengen von M zuordnet. Fiir jede Formel
o(x,y1,---,yn) in der Metasprache kann man zeigen, dass fiir alle M und alle
bi,...,b, € M gilt:

{x e M:oM(z,by,...,b,)} € D(M)

Lemma 5.1. Fir alle M gilt:
(1) D(M) € P(M).
(2) Ist M transitiv, so gilt M C D(M).
(3) VX C M(|X|< w — X € D(M)).
(4) (AC) M|z w —[D(M)|=|M].

Beweis. (1) ist klar. Fiir (2) sei M transitiv und a € M. Dann ist a = {z € M :
x € a}. Damit ist a eine definierbare Teilmenge von M, also a € D(M).

(3) ist weniger trivial, als es aussieht. Aus der Tatsache, dass V glaubt, dass
X endlich ist, folgt nédmlich nicht, dass ein n in der Metasprache sowie aq,...,a,
existieren mit X = {a1,...,a,}. Es konnte passieren, dass es in V' mehr natiirliche
Zahlen gibt, als nur 0, 1,2 usw. Wir koénnen jedoch in V mittels vollstdndiger In-
duktion iiber die natiirlichen Zahlen von V beweisen, dass alle endlichen X C M
definierbar sind.

Es ist klar, dass die leere Menge definierbar ist. Sei nunn € wund f:n+1 —
X eine Bijektion (alles in V). Nach Induktionsannahme ist f[n] eine definierbare
Teilmenge von M, zum Beispiel f[n] = {x € M : M = ¢(z,b1,...,by)} fir
geeignete by, ..., b, € M. Dann ist

fin+1ll={zeM:ME ¢(x,b1,...,bpn) VT =>bpi1},

wobel by, 11 := f(n) sei.
(4) folgt aus der Tatsache, dass es nur abzihlbar viele Formeln und fiir jedes n
nur |M| n-Tupel von Parametern in M zum Einsetzen in Formeln gibt. (]
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5.2. Definition und elementare Eigenschaften von L.

Definition 5.2. Durch Rekursion iiber a € Ord definiert man L, wie folgt:
(1) LO = 0
(ii) La+41 :=D(Ly)
(ili) La :=Ugq L. falls o eine Limesordinalzahl ist.
Weiter sei L := |J,corq La die Klasse der konstruktiblen Mengen.

Mittels transfiniter Induktion iiber alle Ordinalzahlen ergibt sich aus Lemma 5.1
sofort

Lemma 5.3. Fir alle a € Ord ist L, transitiv. Fir alle o, 8 € Ord mit o < 3 st
L, C Lg.

Insgesamt erfiillt die Funktion a — L, damit die Voraussetzungen des Reflexi-
onsprinzips (Lemma 4.2) relativ zu L. Wie man leicht sieht, kann man das Reflexi-
onsprinzip auch in diesem Falle anwenden. Wir werden das spéter ausnutzen.

Ubung 5.4. Sei (Wa)acora eine bzgl. C wachsende, stetige Folge von Mengen.
Stetig heifit hierbei, dass fiir jede Limesordinalzahl § gilt: Ws = (.5 Wa. Formu-
liere und beweise einen Reflexionssatz relativ zu W := (J,co,q Wa- (Der Satz soll
aussagen, dass Formeln vom Typ ¢" (z1,...,x,) bereits in einem W, reflektiert
werden. Man orientiere sich bei der genauen Formulierung an Lemma 4.2.)

Definition 5.5. Fiir jedes x € L sei p(z) := min{« € Ord : © € L,41} der L-Rang
von .

Lemma 5.6. Fir alle a € Ord gilt:
(1) Lo ={z e L:px) < a};
(2) a €L und p(a) = «;
(3) Lo NOrd = «;
(4) L, € Loz+1;
(5) Jede endliche Teilmenge von L, ist Element von La1.

Beweis. (1) ist klar. (2) folgt sofort aus (3). Wir beweisen (3) mittels transfiniter
Induktion iiber «. Der Induktionsanfang, Lo N Ord = ) = 0, und die Limesschritte
sind einfach. Sei also a € Ord und L, NOrd = a. Dann ist & € D(L,,), da « einfach
die Menge der Ordinalzahlen in L,, ist. Hierbei wird benutzt, dass die Definition von
Ordinalzahlen Ag ist und damit absolut tiber der transitiven Klasse L. Also gilt
a+1C Lyy1. Wegen L, NOrd = « ist keine Ordinalzahl 8 > o« Teilmenge von L.
Also ist keine Ordinalzahl 5 > « Element von Lq;. Es folgt Loy NOrd = a + 1.

(4) ist klar. (5) folgt aus Lemma 5.1(3). O

Lemma 5.7. a) Fir alle o € Ord gilt L, C V.
b) Fiir allen € w gilt L, = V,,.
¢) L,=V,.
d) (AC) Fiir alle « > w ist |La|=|o.

Beweis. Teil a) folgt sofort mittels transfiniter Induktion. Teil b) folgt per Induktion
iiber n € w unter Ausnutzung von Lemma 5.1(3). Teil c) folgt aus Teil b). Teil d)
folgt mittels transfiniter Induktion aus ¢) zusammen mit Lemma 5.1(4). O

5.3. ZF in L. Wir setzen nur voraus, dass V' ZF erfiillt und rechnen ZF in L nach.
Satz 5.8. L erfillt ZF.

Beweis. L erfiillt das Extensionalititsaxiom, da es transitiv ist. Das Nullmengen-
axiom ist erfiillt wegen () € L. Das Fundierungsaxiom gilt automatisch in Teilklassen
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von V. L erfiillt das Unendlichkeitsaxiom, da w € L gilt und die Eigenschaften von
w gentiigend absolut sind.

Das Aussonderungsaxiom in L zeigt man wie folgt: Sei ¢(x, 1, ..., yn) eine For-
mel und a, by, . ..,b, € L. Wir miissen {z € a : ¢"(z,b1,...,b,)} € L zeigen. Wihle
« € Ord mit a,bq,...,b, € L,. Nach dem Reflexionsprinzip existiert § > «, so
dass ¢ absolut iiber Lg ist (relativ zu L, d.h., wenn man so tut, als ob V' =L gilt).
Es gilt dann

{xca:o(x,by,...,by)} ={zx €a: o™ (x,b1,...,b,)}
Offenbar ist {x € a : ¢*#(x,by,...,b,)} € D(Lg) = Lg41 C L.

Paarmengen-, Vereinigungs-, Potenzmengen- und Ersetzungsaxiom verlangen je-
weils nur die Existenz geniigend grofier Mengen. Gute Kandidaten fiir geniigend
groe Mengen sind die L,. Wir rechnen zum Beispiel das Potenzmengenaxiom
nach.

Sei a € L. Sei o := sup{p(b) : b€ LAb C a} + 1. Dann gilt b € L, fiir alle b € L
mit b C a. Damit ist das Potenzmengenaxiom in L erfiillt. O

5.4. V = L7 Es ist eine naheliegende Frage, ob V' = L sein kann. Ein guter Kandi-
dat fiir ein Modell von ZF +V = L ist natiirlich L selbst. In der Tat gilt V =L in
L, wie wir gleich sehen werden. Das Axiom V = L ist also konsistent mit ZF. Das
ermoglicht viele relative Konsistenzbeweise. Man muss nur zeigen, dass eine gewisse
Aussage ¢ aus V = L folgt, um ihre relative Konsistenz mit ZF zu zeigen. Auf diese
Weise werden wir im néchsten Abschnitt die Konsistenz von AC und GCH mit ZF
zeigen.

Satz 5.9. L ist ein Modell von V = L.

Beweis. Wir wissen bereits, dass alle Ordinalzahlen in L liegen. Um nun (V = L)
zu zeigen, geniigt es L, = LY fiir alle o € Ord nachzuweisen. Das geht mittels
transfiniter Induktion iiber . Der Induktionsanfang, Lo = () = L{, und die Limes-
schritte sind klar.

Sei nun a € Ord und gelte L, = LI&. Loy = Lg+1 ist dann #dquivalent zu
D(Ly) = (D(Ly))". Die Definition von D ist eine Formel, die aber den Parameter
w bzw. ws = J, ¢, w" verwendet. In der Formel wird Rekursion iiber w verwendet.
Die verwendeten Rekursionsvorschriften selbst sind Ag. Wie man leicht nachrech-
net, sind rekursiv definierte Funktionen mit absoluter Rekursionsvorschrift wieder
absolut.

Damit ist D absolut iiber transitiven Klassen, die Modell von ZF ohne das Po-
tenzmengenaxiom sind. (Die Formulierung “Modell von ZF ohne das Potenzmen-
genaxiom” ist niitzlich, weil sie sich einfach hinschreiben lisst und es viele Mengen
gibt, die das erfiillen.) Insgesamt ergibt sich der Satz. O

Die Absolutheitsbetrachtungen im Beweis von Satz 5.9 liefern sofort, dass fiir
jede transitive Klasse M, die Modell von ZF ohne das Potenzmengenaxiom ist und
die alle Ordinalzahlen enthélt, gilt:

L=LMcwMm

In diesem Sinne ist L also das kleinste transitive Model von ZF, dass alle Ordinal-
zahlen enthélt.
Wir werden spéter sehen, dass V' # L relativ konsistent mit ZF ist.
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5.5. AC und GCH in L.
Satz 5.10. V = L implizert AC.

Beweis. Wir zeigen eine starkere Aussage als AC. Wir zeigen, dass man in L ei-
ne zweistellige Relation <1 definieren kann, die eine Wohlordnung auf ganz L ist.
Dazu definiert man rekursiv tiber a € Ord Relationen <, die jeweils Wohlordnun-
gen auf L, sind und Anfangsstiicke voneinander. Die Relation < ist dann einfach
UaGOrd -

Fiir <9 hat man keine andere Wahl, als die leere Relation zu nehmen. Ist ~
eine Limesordinalzahl, so hat man, wenn die <1, Anfangstiicke voneinander werden
sollen, keine andere Wahl, als <.,:= Ua<W <o ZU setzen.

Sei nun <, bereits defininiert. Wir definieren <i,41. Dazu benutzen wir soge-
nannte lexikographische Ordnungen.

Sei (X, C) eine lineare Ordnung. Fiir jedes n € w sei C™ die folgende Ordnung
auf X". Fir z,y € X" mit ¢ # y sei & C" y, falls z(A(x,y)) T y(Ax,y)) gilt,
wobei A(xz,y) := min{i < n : x(¢) # y(i)} ist. Wie man leicht sieht, ist C™ eine
lineare Ordnung auf X", die von CC induzierte lexikographische Ordnung.

Ist C eine Wohlordnung, so ist auch C™ eine Wohlordnung. Sonst gébe es ndmlich
in X™ eine C""-fallende Folge z¢,x1,.... Schreibe z; als (z;1,...,2;,). Nach der
Definition von C™ ist die Folge (z;,1):cw fallend beziiglich der Relation

C:=C U(=NX?).

Da C eine Wohlordnung ist, wird (z;1)ic. irgendwann konstant, sagen wir ab
i1. Die Folge (z;,2)i>i, ist nach Definition von C™ wieder C-fallend in X, wird also
ab einem gewissen io konstant. Wir konnen dabei i5 > i1 wihlen. Auf diese Weise
erhalten wir natiirliche Zahlen 4; < is < --- <4, so dass (x;)i>;, konstant ist fiir
alle k € {1,...,n}. Damit ist aber auch die Folge ((x; 1, ..., i n))i>i, konstant, ein
Widerspruch zur Wahl der z;.

Mit Hilfe der C" definieren wir nun eine Ordnung auf X<* := (J, ., X™. Fiir
z,y € X< mit x # y sei x C<¥ y, falls der Definitionsbereich von x echt kleiner
ist, als der von y oder falls es ein n € w gibt mit z,y € X™ und « =™ y. Mit
im wesentlichen dem gleichen Argument wie fiir C™ sieht man, dass C<“ eine
Wohlordnung ist, falls C eine Wohlordnung ist.

Die Relation <141 sei nun wie folgt definiert: Fiir z,y € L, sei ¢ <oy ¥, falls
x <y y. Fiir alle 2 € L, und alle y € Lot1 \ Lo sei ¢ <lq11 y. Es bleibt der Fall
2,y € Lot1 \ Lo zu betrachten. Seien also x,y € Lay1 \ Ly verschieden. Nach der
Definition von L,+1 sind z,y € D(L,).

Betrachte die iibliche Wohlordnung < auf w. Seien a,b € w<* jeweils <<“-
minimal, so dass fiir gewisse (c1,...,ck), (d1,...,d;) € LSY

(1) z={z¢€ L, :sat(Ly,a,(z,¢1,...,¢ck))}

bzw.
(2) y:{ZELOt :Sat(LOC7b7 (Z7d1""7dl))}

gilt. Wihle ¢ = (c1,...,¢p) € LY sowie d = (dy,...,d;) € LY jeweils <5%-
minimal mit (1) bzw. (2). Setze nun = <41 ¥y, falls entweder a <<¢ b oder a = b
und ¢ <5¥ d.

Man rechnet leicht nach, dass alle <1, Wohlordungen sind. Auflerdem ist fiir alle
a,f € Ord mit o < § die Wohlordung (La, <4) ein Anfangsstiick von (Lg, <3).
Damit ist <:= |J,copq <o €ine Wohlordnung auf ganz L. O

Die Aussage, dass man das gesamte Universum wohlordnen kann, wie wir das
gerade fiir L gezeigt haben, wird mit global choice bezeichnet.
Um GCH in L nachzuweisen, benétigen wir



MODELLE DER MENGENLEHRE 15

Lemma 5.11. Sei k eine regulire Kardinalzahl > w. Dann ist L, ein Modell von
ZF ohne das Potenzmengenaziom.

Beweis. Jede unendliche Kardinalzahl ist Limesordinalzahl. Der Beweis von Null-
mengen-, Extensionalitéits-, Fundierungs-, Paarmengen- und Vereinigungsaxiom in
L geht auch fir L, durch, wenn « eine Limesordinalzahl ist. Wir zeigen das Ausson-
derungsaxiom in L. Sei a € Ly, ¢(z,y1,...,Yyn) eine Formel und by,...,b, € L.
Da k eine Limesordinalzahl ist, existiert ein o < k mit a, by,...,b, € L.

Wir machen jetzt den Beweis des Reflexionsprinzips in L, nach, um zu zeigen,
dass ein B < k existiert, so dass ¢(x,y1,...,yn) in L, absolut iiber Lg ist. Setze
Bo := «. Angenommen, fiir n € w kennen wir bereits 3, € k. Wihle (5,11 € K,
so dass fiir jede Teilformel der Form 3zv(z, 21, ..., zm) von ¢ folgendes gilt: Fiir
alle ¢1,...,¢m € Lg, mit 32 € LoEe(z,¢1,...,¢,) gibt es ein ¢ € Lg,,, mit
Yhe(e ey, ..., c,). Das geht, da fiir alle 7 < & die Méchtigkeit von L., echt kleiner
ist als k.

Da & reguldr ist und > w, ist 8 := sup,,c,, Bn < k. Wie im Beweis des Reflex-
ionsprinzips sieht man, dass ¢(x,y1,...,yn) in L, absolut ist iber Lg.

Damit ist

{xea:¢t(2,by,....,00)y ={x €a: ™ (x,by,...,by)}.
Die Menge auf der rechten Seite der Gleichung ist aber eine definierbare Teilmenge
von Lg, also ein Element von Lgi; und damit von L,. Das zeigt das Aussonde-
rungsaxiom in L.

Es bleibt, das Ersetzungsaxiom nachzurechnen. Sei F' eine Funktion auf L, und
a € L. Wir suchen eine Obermenge von Fla] in L. Sei o < k so, dass a € L,

gilt. Dann ist a C L, und damit |a|<|L.|=|a|< k. Wegen der Regularitét von & ist
sup((po F)la]) < k. Setze B :=sup((po F)[a]) + 1. Dann gilt Fla] C Lg € L,. O

Satz 5.12. V = L impliziert GCH.

Beweis. Angenommen V = L. Sei x eine unendliche Kardinalzahl. Wir zeigen
P(k) C Ly+. Wegen |L.+|= rt folgt daraus 2% = k™.

Sei also A C k. Wihle eine regulire Kardinalzahl A\ > « mit A € Ly. Sei M
ein elementares Submodell von Ly mit L, U{A} C M und |M|= k. M existiert
nach dem Satz von Lowenheim-Skolem. Da M das Extensionalitdtsaxiom erfiillt,
existieren eine transitive Menge T und ein Isomorphismus p : (M, €) — (T, €), der
Mostowski-Kollaps von M.

Da L, transitiv ist und A eine Teilemenge von L,, ist auch L, U {A} transitiv.
Wegen der Eindeutigkeit des Mostowski-Kollaps’ ist pu auf L, U {A} die Identitét.
Insbesondere ist A € T'. Da T isomorph zu M ist und da M ein elementares Submo-
dell von Ly ist, glaubt T, die Vereinigung der L, o € Ord, zu sein. Da T transitives
Modell von ZF ohne das Potenzmengenaxiom ist und wegen der Absolutheit der
Funktion o — L, (und wegen der Absolutheit der Ordinalzahlen) iiber solchen

Klassen gilt
7= |J Lo
aeTNOrd
Wegen der Transitivitdt von T ist "N Ord aber selbst eine Ordinalzahl 5. Damit
ist T = Lg. Insbesondere gilt A € Lg. Wegen |T |= k ist 3 < k*. Das zeigt
,P(H) g LK+' U
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6. FORCING

Ziel dieses Abschnittes ist es, einen Weg zu finden, das Universum zu vergrofiern.
Als Mittel zum Zweck dienen dabei sogenannte generische Filter iiber Halbordnun-
gen.

6.1. Halbordnungen, Filter und dichte Mengen.

Definition 6.1. Sei P eine Menge und < eine zweistellige Relation auf P. (P, <)
ist eine Halbordnung oder auch eine partielle Ordnung, falls gilt:

(i) (Transitivitdt) Vo,y,z e P <yAy <z —z < z)

(ii) (Reflexivitét) Vo € P(z < x)

(iii) (Antisymmetrie) Vo, y e Pz <yAy <z —z=1y))

Die Elemente von P heiflen Bedingungen. Fiir p,q € P mit p < ¢ sagen wir p
erweitert g oder auch p ist stirker als q. Zwei Bedingungen p, g € P sind kompatibel,
falls sie eine gemeinsame Erweiterung haben, d.h., falls es eine Bedingung r € P mit
r < pund r < q gibt. Sonst heiflen p und ¢ inkompatibel. Im diesem Fall schreibt
man p | q. Aus technischen Griinden betrachten wir nur partielle Ordnungen P,
die ein grofites Element haben. Dieses wird mit 1 bezeichnet.

Wenn mehrere Halbordnungen gleichzeitig betrachtet werden, so versieht man
<, 1L und 1 gerne noch mit einem Index, der anzeigt, iiber welche Halbordnung
gerade gesprochen wird. Zum Beispiel wird das grofite Element von P dann mit 1p
bezeichnet.

Wir betrachten ein paar Beispiele. (N, <) ist in unserem Sinne keine Halbord-
nung, weil es kein groftes Element gibt. (N, >) ist in unserem Sinne eine Halbord-
nung, aber langweilig, weil je zwei Elemente kompatibel sind.

Sei O die Menge aller offenen, nichtleeren Teilmengen von R. Dann ist (O, C)
eine sehr schone Halbordnung. Zwei nichtleere, offene Teilmengen von R sind in
dieser Halbordnung genau dann kompatibel, wenn ihr Durchschnitt nicht leer ist.
Das grofite Element von O ist R.

In gewisser Weise dual zu O ist die Halbordnung M aller messbaren Teilmengen
von R, deren Maf} echt grofer als 0 ist. Die Ordnung ist wieder C. Zwei Elemente
von M sind genau dann inkompatibel, wenn ihr Durchschnitt eine Nullmenge ist.
Man beachte, dass die Bezeichnungen M und O keine Standardbezeichnungen sind,
sondern nur ad hoc gewéhlt. In der Literatur betrachtet man diese Halbordnun-
gen iiblicherweise in etwas anderer Form. Anstelle von @ betrachtet man die eng
mit O zusammenhiingende Cohenalgebra C (bitte nicht mit den komplexen Zahlen
verwechseln) und anstelle von M die Maflalgebra B.

Eine weitere, sehr schone Halbordnung ist

Fn(X,2) := {p: p ist Funktion von einer endlichen Teilmenge von X nach 2}

fiir eine beliebige Menge X. Die Ordnung auf Fn(X, 2) ist D, die umgekehrte men-
gentheoretische Inklusion. Das grofite Element von Fn(X,2) ist die leere Funktion.
Zwei Bedingungen p,q € Fn(X,2) sind genau dann kompatibel, wenn ihre Verei-
nigung eine Funktion ist. Man kann sich die Elemente von Fn(X,2) als mogliche
endliche Approximationen einer Funktion von X nach 2 vorstellen. Die Halbord-
nung Fn(w, 2) ist iibrigens fiir unsere Zwecke praktisch dasselbe wie O und C. (Wir
werden spiter feststellen, warum.)

Definition 6.2. Sei (P, <) eine Halbordnung und D C P. Dann liegt D dicht in P,
wenn es fiir alle p € P ein g € D mit g < p gibt. Fiir p € Pist D C P dicht unterhalb
von p, wenn es fiir jedes ¢ < p ein r € D mit r < ¢ gibt. Eine Menge A C P ist
eine Antikette, wenn die Elemente von A paarweise inkompatibel sind. Eine Menge
G C P ist ein Filter, falls gilt:
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(i) VpePVge G(g<p—peG)
(ii) Vp,q € GIr e G(r < pAr <gq)
Ist D eine Familie dichter Teilmengen von P und G C P ein Filter, so heifit G
D-generisch, falls G jedes Element von D schneidet.

Wie sehen dichte Teilmengen von O aus? Ist D C O dicht, so ist X := | D eine
offene Menge, da X Vereinigung offener Mengen ist. Die Dichtheit von D bedeutet,
dass es fiir jede nichtleere, offene Menge U C R ein V € D mit V C U gibt. Da
die leere Menge kein Element von O ist und damit auch nicht von D, folgt, dass
jede nichtleere, offene Menge U C R die Menge X schneidet. Also ist X dicht im
topologischen Sinne.

Sei umgekehrt X C R dicht im topologischen Sinne und offen. Setze D := {V €
O :V C X}. Wegen der Dichtheit von X gilt X N U # ( fiir jede nichtleere, offene
Teilmenge von R. Insbesondere ist fiir alle U € O die Menge V := X N U ein
Element von D, welches U erweitert (im Halbordnungssinne). Also ist D dicht in
0. Beachte, dass die Vereinigung iiber D wieder genau die Menge X ist. Aber nicht
jede dichte Teilmenge von O ist die Menge aller nichtleeren, offenen Teilmengen
einer bestimmten offenen, topologisch dichten Teilmenge von R. Sei zum Beispiel
€ >0 und

D, :={U € 0 : U ist offenes Intervall mit einer Liange < e}.

Jedes D; ist dicht in @ und es gilt | J D. = R. Aber offenbar ist D, # Q.

Sei nun x eine reelle Zahl. Dann ist G, := {U € O : € U} ein Filter in O,
der {D. : € > 0}-generisch ist. Ist umgekehrt G C O ein Filter, der {D;. : € > 0}-
generisch ist, so gibt es genau eine reelle Zahl z mit x € ﬂUEGU' Es gilt jedoch
nicht unbedingt z € (N G.

Ubung 6.3. Betrachte die Halbordnung Fn(w, 2). Zeige:

(1) Ist G C Fn(w, 2) ein Filter, so ist |JG eine Funktion.

(2) Fiir alle n € w ist D,, := {p € Fn(w,2) : n € dom(p)} dicht in Fn(w, 2).

(3) Ist G C Fn(w,2) ein {D, : n € w}-generischer Filter, so ist |JG eine
Funktion von w nach 2.

(4) Fiir jede Funktion f :w — 2 ist die Menge G5 := {p € Fn(w,2) : p C f}
ein {D,, : n € w}-generischer Filter.

Folgender Satz liefert die Existenz ausreichend generischer Filter und ist in Wirk-
lichkeit eine Variante des Baireschen Kategoriensatzes.

Satz 6.4. (Satz von Rasiowa-Sikorsky) Sei (P, <) eine Halbordnung und D ei-
ne abzdhlbare Familie dichter Teilmengen von P. Dann existiert ein D-generischer
Filter G C P.

Beweis. Sei {D,, : n € w} eine Aufzéhlung von D. Wihle eine Folge (pp)new € P

wie folgt: Die Bedingung pg sei ein Element von Dy. Angenommen fiir n € w sei p,

bereits definiert. Wahle p,,+1 < p,, mit p,+1 € Dy y1. Das geht, da D, dicht ist.
Setze nun

G:={peP:Incwp, <p)}

Aus der Definition von G folgt sofort, dass Bedingung (i) in Definition 6.2 erfiillt
ist. Fiir (ii) seien p,q € G. Dann existieren n,m € w mit p, < p und p,, < q.
0.B.d.A. sei n < m. Da die p; eine fallende Folge bilden, gilt p,, < p und p,, < q.
AuBlerdem ist p,, € G. Das zeigt Bedingung (ii) in Definition 6.2.

Fiir die Generizitéit von G sei n € w. Offenbar gilt p, € G. Nach Wahl von p,

ist p, € D,, und damit G N D,, # 0. O
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Ubung 6.5. Seien (4, <4) und (B, <p) abzéhlbar unendliche, dichte lineare Ord-
nungen ohne Endpunkte. Zeige, dass A und B isomorph sind.

Anleitung: Benutze den Satz von Rasiowa und Sikorski. Betrachte dazu die Halb-
ordung IP der endlichen partiellen Isomorphismen zwischen A und B, geordnet durch
umgekehrte Inklusion. Finde eine abzdhlbare Familie D dichter Teilmengen von P,
so dass fiir jeden D-generischen Filter G C P die Funktion | J G ein Isomorphismus
zwischen A und B ist. Man orientiere sich insgesamt an Ubung 6.3.

6.2. Generische Erweiterungen. Um die Konsistenz von ZFC+—-CH zu zeigen,
geniigt es nach dem Kompaktheitssatz der Pradikatenlogik zu zeigen, dass jede
endliche Teilmenge von ZFC+—-CH widerspruchsfrei ist. Natiirlich miissen wir vor-
aussetzen, dass ZFC selbst konsistent ist. Wir stellen uns vor, dass wir in einem
Universum V' leben, das alle Axiome von ZFC erfiillt. Sei F' eine endliche Men-
gen von Aussagen in ZFC+—-CH. Wir zeigen, dass es dann eine endliche Menge F’
von Axiomen in ZFC gibt, so dass wir aus einem abzihlbaren, transitiven Modell
M von F’ ein abzihlbares, transitives Modell N von F konstruieren konnen. Die
Konstruktion von N aus M héngt dabei nicht von der Menge F' ab. Wir werden
einfach so tun, als wire M ein abzé&hlbares transitives Modell von ganz ZFC. Dann
konstruieren wir die Menge N. Wenn wir nun fiir ein Axiom ¢ von ZFC+-CH
nachweisen wollen, dass ¢ in N gilt, so geniigt es zu wissen, dass M eine gewisse
endliche Menge von Axiomen in ZFC erfiillt.

Um endlich viele Axiome von ZFC+—-CH in N nachzuweisen, geniigt es also zu
wissen, dass M eine gewisse endliche Menge von Axiomen von ZFC erfiillt. Und die
Existenz abzéhlbarer transitiver Modelle von beliebigen endlichen Teilmengen von
ZFC folgt aus dem Reflexionsprinzip, dem Satz von Léwenheim-Skolem, und der
Existenz des Mostowski-Kollaps’ von extensionalen, fundierten Strukturen.

Damit kénnen wir, auch wenn wir in ZFC nicht zeigen konnen, dass es abzahlba-
re transitive Modelle von ZFC gibt, doch so tun, als gébe es solche. (In Wirklichkeit
haben wir oben aus der Konsistenz von ZFC die Konsistenz folgender Menge von
Aussagen abgeleitet: Wir fithren in die Sprache der Mengenlehre noch ein Kon-
stantensymbol M ein. Unsere Menge von Aussagen sei ZFC zusammen mit ZFCY
also allen Relativierungen von ZFC-Axiomen nach M, und der Aussage “M ist
abzéhlbar und transitiv”.)

Sei nun M ein abzihlbares transitives Modell von ZFC und (P, <) eine Halb-
ordnung in M. Fiir jedes D € M ist die Eigenschaft, dichte Teilmenge von P zu
sein, absolut iiber M, da die entsprechende Formel A ist. Nach Satz 6.4 existiert
ein Filter G C P, der alle dichten Teilmengen von P schneidet, die Elemente von
M sind. So ein Filter heiit P-generisch dber M. (Man beachte die leichte Inkonsi-
stenz mit der Definition eines D-generischen Filters fiir eine Familie D von dichten
Teilmengen von P.)

Ubung 6.6. Sei (P, <) € M eine Halbordnung, so dass fiir alle p € P zwei Elemente
qo,q1 < p mit gy L g existieren. G sei P-generisch iiber M. Zeige G & M.

Anleitung: Angenommen G € M. Finde eine dichte Menge D € M, die G nicht
schneidet.

Wir wollen nun die generische Erweiterung M[G] von M konstruieren. M|[G]
wird folgende Eigenschaften haben:

(i) MIG] ist ein abzéhlbares, transitives Modell von ZFC,
(i) M C M[G], G € M[G], OrdNM = OrdNM[G] und
(iii) M[G] ist das kleinste Modell von ZFC, das M umfasst und G enthélt.

Wenn die Halbordnung P geschickt gewihlt ist, wird M[G] auch —CH erfiillen.
Um M|[G] zu definieren, benstigen wir das Konzept der P-Namen.
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Definition 6.7. Eine Menge 7 ist ein P-Name, wenn 7 eine Menge von Paaren ist
und fiir jedes Paar (o,p) € 7 gilt: p € P und o ist ein P-Name. M" sei die Klasse
aller P-Namen in M.

Beachte, dass die Definitionen von P-Namen rekursiv ist, wobei die Rekursions-
vorschrift absolut iiber M ist. Ein Element von M ist also genau dann ein P-Name
in M, wenn es P-Name in V ist.

Die Elemente von MF sollte man sich als Namen fiir Elemente von M[G] vor-
stellen. Um aus einem Namen das entsprechende Element von M[G] zu machen,
benutzt man G.

Definition 6.8. Sei G ein P-generischer Filter iiber M. Fiir 7 € MP sei
176 :={og:Ip e G((o,p) €T)}
die Auswertung von T in Bezug auf G. Weiter sei
MIG) := {rg : 7 € M*}.

Man beachte folgendes: G ist iiblicherweise (d.h., aufler in trivialen Féllen) kein
Element von M. Damit brauchen auch die 7¢, 7 € MT, keine Elemente von M zu
sein.

Die Absolutheit der Definition der 7¢ liefert sofort

Lemma 6.9. Ist N transitives Modell von ZFC mit M C N und G € N, so gilt
M[G] C N.

Um M C MJ[G] zu zeigen, miissen wir fiir jedes € M einen Namen & angeben,
fir den x = & gilt.

Definition 6.10. Fiir alle = sei & := {(9, 1p) : y € } der kanonische Name von z.
Lemma 6.11. Fir alle x € M ist g = x.

Beweis. Induktion iiber den Rang von z. Wir benutzen hierbei 1p € G. O
Um G € M[G] zu zeigen, miissen wir einen Namen fiir G angeben.

Definition 6.12. Setze I' := {(p,p) : p € P}.

Lemma 6.13. ' = G.

Beweis. T'g ={pc:p€e G} ={p:pe G} =G. O
Wir sammeln ein paar Eigenschaften von M[G].

Lemma 6.14. a) M|[G] ist transitiv.
b) Fiir alle 7 € MY ist tk(1g) < rk(7).
¢) OrdNM = Ord NM|[G].

Beweis. Fiir a) sei y € M[G] und = € y. Dann existiert ein 7 € M* mit y = 7¢.
Wegen x € y existiert ein Paar (o,p) € 7 mit p € G und og = z. Offenbar ist
x € M[G].

Induktion iiber die Relation € liefert b). In c) folgt Ord NM C Ord NM[G] sofort
aus M C M[G]. Sei nun a € Ord NM[G]. Wihle 7 € M® mit 7¢ = a. Nach b) ist
a =rk(a) <rk(r) € M. Wegen der Transitivitit von M folgt daraus « € M. O

Der einfachere Teil des Nachweises von ZFC in M[G] ist

Lemma 6.15. M|[G] erfillt das Fundierungs-, Extensionalitits-, Paarmengen-,
und Vereinigungsazxiom.
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Beweis. Das Extensionalitdtsaxiom folgt aus der Transitivitéit von M[G]. Das Fun-
dierungsaxiom folgt aus der Fundiertheit von € in V. Fiir das Paarmengenaxi-
om seien x,y € M[G]. Wihle 0,7 € M® mit og = = und 7¢ = y. Setze p :=
{(o,1p), (1, 1p)}. Offenbar gilt p € M¥ sowie pg = {z,y}.

Fiir das Vereinigungsaxiom sei F' € M[G]. Wihle 7 € M¥ mit 7¢ = F. Setze

o:={(p,1p) : Ip,q € PIr € MT((m,p) € T A (p,q) € 7)}.

Offenbar ist 0 € MF.

Wir zeigen |JF C o¢. Sei € |JF. Dann existiert y € F mit € y. D.h., es
gibt m,p € M® und p,q € G mit 7¢ =y, pg = 7, (p,q) € 7 und (7, p) € 7. Nach
Definition von o ist (p, 1p) € o und damit z € og. Das zeigt das Vereinigungsaxiom
in M[G]. O

Die technischen Hilfsmittel, die benétigt werden, um den Rest von ZFC in M|[G]
nachzuweisen, werden im néchsten Abschnitt bereitgestellt. Zunéchst stellen wir
noch ein paar Tatsachen tiber generische Filter fest.

Definition 6.16. Eine Teilmenge D einer Halbordnung P heifit prddicht, wenn die
Menge {p € P: 3q € D(p < q)} dicht ist. D C P heifit prddicht unterhalb von p € P,
falls {r € P: 3¢ € D(r < ¢)} dicht unterhalb von p ist. Eine Menge O C P heifit
offen, falls fiir alle p € P und alle ¢ € O mit p < ¢ gilt: p € O.

Ein gutes Beispiel fiir priadichte Mengen sind maximale Antiketten (maximal
beziiglich C). Ist A C P eine Antikette, so ist A offenbar genau dann maximal,
wenn fiir alle p € P ein ¢ € A existiert, so dass p und ¢ kompatibel sind. Ist also
A maximale Antikette in P, so ist die Menge {p € P: 3¢ € A(p < q)} eine dichte,
offene Teilmenge von P und damit A prédicht.

Umgekehrt enthilt jede dichte Teilmenge von P eine maximale Antikette: Sei
D C P dicht. Wihle A C D maximal mit der Eigenschaft, dass je zwei Elemente
von A inkompatibel sind. Dann ist A eine maximale Antikette in IP. Falls nicht, so
existiert ein p € P, das zu allen Elementen von A inkompatibel ist. Ist ¢ < p und
q € D, so ist auch ¢ zu allen Elementen von A inkompatibel, ein Widerspruch zur
Maximalitdt von A in D.

Lemma 6.17. Sei M abzihlbares, transitives Modell von ZFC, P € M eine Halb-
ordnung und G C P ein Filter.
a) Ist G generisch iiber M und p € P, so gilt

peEG—YqeeG(p Lq).

b) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) G st generisch iber M.
(2) G schneidet jede pridichte Menge D C P mit D € M.
(3) G schneidet jede dichte, offene Menge D C P mit D € M.

¢) Sei p € G. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) G ist generisch iiber M.

(2) G schneidet jede Menge D C P mit D € M, die dicht unterhalb von p ist.

(3) G schneidet jede Menge D C P mit D € M, die pridicht unterhalb von p
15t.

Beweis. a) Ist p € G, so ist p kompatibel zu allen Elementen von G. Fiir die andere
Richtung sei p kompatibel mit allen Elementen von G. Die Menge D := {q € P:
g < pVgq L p}ist dicht in P. Sei ndmlich r € P. Angenommen, r [ p. Dann
dann existiert ¢ € P mit ¢ < r, p. Insbesondere ist ¢ < r und ¢ € D. Das zeigt die
Dichtheit von D. Offenbar gilt D € M. Wegen der Generizitit von G ist DNG # ().
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Sei ¢ € GN D. Da p mit ¢ kompatibel ist, gilt nach der Definition von D: ¢ < p. Es
folgt p € G.

b) Offenbar gilt (2) = (1) = (3). Es bleibt (3) = (2) zu zeigen. Angenommen,
G schneidet jede dichte, offene Teilmenge von P, die Element von M ist. Sei D C P
priadicht und ein Element von M. Dann ist D’ := {p € P : 3¢ € D(p < q)} dicht,
offen und ein Element von M. Nach Annahme ist existiert ein p € G N D’. Nach
der Definition von D’ existiert ein ¢ € D mit p < ¢q. Da G Filter ist, gilt ¢ € G.
Also ist GND # (.

¢) Die Aquivalenz von (2) und (3) sieht man wie die Aquivalenz der entsprechen-
den Aussagen in b). Fiir (1) = (2) sei G generisch iiber M und D € M dicht unter-
halb von p. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass D nur Elemente unterhalb von p
enthélt. Wie im Beweis von a) sieht man, dass die Menge D’ :={q€P:q L p}UD
dicht in P ist. Offenbar ist D’ € M. Wegen der Generiztit von G existiert g € D'NG.
Wegen p € G ist p kompatibel mit g. Also ist ¢ € D und damit G N D # ).

Fiir (2) = (1) geniigt es zu bemerken, dass jede dichte Teilmenge von P auch
dicht unterhalb von p ist. O

6.3. Die Forcing-Relation. Wir brauchen eine Methode, Giiltigkeit von Formeln
in M[G] in gewissem Mafle schon in M zu beschreiben. Das leistet die Forcing-
Relation IF. Auf der linken Seite der Relation stehen dabei Bedingungen aus P und
auf der rechten Seite Formeln aus der Forcing-Sprache. Die Forcing-Sprache besteht
aus allen Zeichenfolgen der Form ¢(ri,...,7,), wobei 7,...,7, P-Namen sind,
¢(x1,...,x,) eine Formel in der Sprache der Mengenlehre mit den freien Variablen
Z1y--., Xy ist und @(71,...,7,) durch Substitution der Variablen 1, ...,x, durch
die Namen 74, ..., T, entsteht.

Definition 6.18. Seien 7y,...,7, € MF, ¢(z1,...,2,) eine Formel und p € P.
Dann setzt man

plEé(r1,...,Tn)
genau dann, wenn fiir alle P-generischen Filter G iiber M mit p € G gilt:

MG o((T)e; - -+ (Tn)a)
Das Zeichen I wird ,,erzwingt* gelesen.

Uberraschender Weise lisst sich die Relation I+ in M definieren, also ohne die
Kenntnis irgendwelcher generischer Filter iiber M. Ziel dieses Abschnittes ist es,
genau das zu zeigen.

Definition 6.19. Fiir eine Formel ¢(71,...,7,) aus der Forcing-Sprache von M sei
[o(r1,...,m)] :={peP:pltod(r,..., ™)}
der Wahrheitswert von ¢(11,..., 7).

Man beachte, dass diese Definition der Wahrheitswerte keine Standard-Definition
ist. Ublicherweise definiert man Wahrheitswerte nur, wenn die Halbordnung P von
der Form B\ {0} ist, wobei B eine vollstindige Boolesche Algebra ist und 0 das
kleinste Element von B. In diesem Falle setzt man

[¢(T1,...,7n)] :=sup{a € B\ {0} :al-&(r1,...,7)}
Da Suprema in allgemeinen Halbordnungen P jedoch nicht existieren miissen, be-
gniigen wir uns mit der oben angegebenen, etwas weniger eleganten Definition von

lo(r1,... 1))

Wir halten ein paar elementare Eigenschaften von Wahrheitswerten fest.

Lemma 6.20. Sei ¢(11,...,7,) eine Formel aus der Forcing-Sprache von M.
Dann ist [¢(71, ..., 7)] eine offene Teilmenge von P. Ist p € P und [¢(11,...,7n)]
prddicht unterhalb von p, so ist p € [¢(71,...,7n)].
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Beweis. Angenommen p I+ ¢(71,...,7,). Sei ¢ < p. Dann gilt p € G fiir jeden
Filter G mit ¢ € G. Insbesondere gilt q IF ¢(71,...,7,). Das zeigt die Offenheit von
[[d)(Tl, e 7Tn)]]-

Sei nun [¢(71,. .., 7,)] pradicht unterhalb von p € P und G P-generisch iiber M
mit p € G. Wegen der Offenheit von [¢(71,...,7,)] ist bereits die Menge

D={qeP:q<pAg€[od(r,...,m)]}

pridicht unterhalb von p. Nach Lemma 6.17 ¢) existiert ¢ € G N D. Wegen ¢ €
[o(71,...,m)] gilt
MI[G] E o((m1)as - -+ (Tn)a)-
Da G beliebig war mit p € G, folgt daraus p IF ¢(11,...,7,), alsop € [d(1, ..., )]
U
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Um zu zeigen, dass I in M definierbar ist, geniigt es natiirlich nachzuweisen, dass
die Abbildung ¢(71,...,7s) — [#(71,...,7,)] in M definierbar ist. Dazu definieren

wir fiir alle Formeln ¢(xq,...,2,) und alle 71,...,7, € MF eine Approximation
[o(m1,...,7)]* von [¢(7,. .., T)] und rechnen nach, dass die beiden Mengen gleich
sind.

In den folgenden Definitionen und Bemerkungen tun wir so, als ob wir in M
leben.

Definition 6.21. Fiir A C P sei
reg(A) := {p € P: A ist pradicht unterhalb von p}

die Regularisierung von A. Wir nennen A C P regulir offen, falls A = reg(A) gilt.
Fiir A, B C P sei

A+ B :=reg(AUB), A-B:=reg(A)Nreg(B) und —A:={peP:Vge A(p L q)}.

FirpePund ACPsei A-p:=p-A:=A- reg({p}) und —p := —reg({p}). Fiir
F CP(P) sei

Z]—' = reg(U}') und H]-' = ﬂ{reg(A) cAe F}

Beachte, dass reg(A) offen ist und alle p € P enthélt, unter denen reg(A) pridicht
ist. Die Menge reg(A) ist die kleinste Obermenge von A mit diesen Eigenschaften.
Alle Teilmengen von P, die durch Anwendung einer der oben definierten Opera-
tionen enstehen, sind reguldr offen. Die Menge aller regulir offenen Teilmengen
von P wird mit ro(P) bezeichnet und ist mit den oben definierten Operationen eine
vollstdndige Boolesche Algebra, die Vervollstindigung von IP. Mittels der Abbildung
e : P — ro(P);p — reg({p}) lasst sich jedes Element von P als Element von ro(P)
auffassen.

Ubung 6.22. a) Zeige, dass das Bild von e in ro(P) dicht liegt. Dabei heiBt eine
Teilmenge D einer Booleschen Algebra A dicht in A, wenn D in A\ {0} dicht ist,
wobei 0 das kleinste Element von A bezeichnet.

b) Seien p,q € P. Zeige, dass e(p) = e(q) genau dann gilt, wenn fiir alle r € P
gilt: r Lper Lg.

¢) Die Halbordnung P heifit separativ, wenn fiir alle p,q € P mit p £ g ein r <p
mit r | g existiert. Zeige, dass e genau dann injektiv ist, wenn P separativ ist.
Definition 6.23. Seien ¢ und 7 P-Namen. Setze

[oer = {lo=p]"-p:(p.p) €7},

[ocrl*:==[{-p+Iperl:(pp) €0}
und
[e=7]":=[c 7] [r Ca]"
Seien ¢(o1,...,0,) und (71, ..., Ty) Formeln in der Forcingsprache. Setze
[o(o1,. - yon) AY(T1, ooy T)]" = [@(o1, oy o) - [(T1y - -],
[p(o1,...;00) VO(T1, ..oy m)]* =01, ..., o) + [W(71, ..., T)]*

und

[[ﬁqﬁ(a'ly e ag’ﬂ)]]* = _[[¢(Ul> e ;Un)]]*'
Sei ¢(x,y1,- - .,yn) eine Formel in der Sprache der Mengenlehre und seien 74, ..., 7,
P-Namen. Setze

[Brp(x,m, ..., )] = Z{[[qi)(a, Tiy.-.,Tn)]* : 0 ist ein P-Name}
und
Ved(x, 11, ..., )] = H{[[(b(o, Tiy...,Tn)]* : 0 ist ein P-Name}.
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Man beachte die subtile Rekursion in dieser Definition. Fiir P-Namen g, o1, 79, 71
sei (o9, 70)R(01,71), falls tk(og) < rk(oy) und rk(7g) < rk(m) oder falls rk(og) <
rk(o1) und rk(7p) < rk(71). Die Relation R ist fundiert. Jo = 7]*, [0 € 7]* und
[o € 7]* werden durch Rekursion iiber R definiert, wobei man zuerst [o C 7]*
und [r C o]* definiert und dann o = 7]*. Der Rest der Definition 6.23 ist eine
gewOhnliche Rekursion iiber den Formelaufbau. Wir betrachten dabei auch ¢ C 7
als atomare Formel.

Lemma 6.24. Sei ¢(11,...,7,) eine Formel in der Forcingsprache von M und
G P-generisch iber M. Dann gilt ¢((11)a,-- -, (Tn)a) in M[G] genau dann, wenn
GN[p(r,...,m)]* # 0 ist.

Beweis. Wir beweisen das Lemma mittels Induktion {iber den Formelaufbau. Be-
achte dabei, dass Formel in der Forcingsprache von M einfach Formeln in der For-
cingsprache sind, bei denen die eingesetzten Namen Elemente von M sind.

Wir betrachten zunéchst atomare Formeln. Um das Lemma fiir atomare Formeln
zu zeigen, benutzen wir Induktion {iber dieselbe fundierte Relation R, mit deren
Hilfe wir [-]* fiir atomare Formeln definiert haben.

Seien o,7 € MF. Angenommen, oG € 7. Dann existieren p € MF und p € G
mit (p,p) € 7 und o¢ = pg. Es gilt (o, p)R(o, 7). Also gibt es nach Induktionsvor-
aussetzung ein ¢ € [o = p]* N G. Wegen p,q € G existiert r € G mit r < p,q. Es
gilt r € J[o=p]*-p C o € 7]*.

Angenommen, G schneidet die Menge

[oepl*=> {lo=0pl"p:(p,p) €7}

Nach Definition von _ ist U{[o = p]* - » : (p,p) € 7} pridicht unterhalb jedes
Elements von [o € p]*. Wegen der Generizitét von G existiert also (p,p) € 7 mit GN
[e =p]*-p#0. Esgilt pe Gund GN[o = p]* # 0. Nach Induktionsvoraussetzung
ist og = pa. Wegen p € G gilt pg € 7. Damit ist og € 7¢.

Sei nun o C 7¢. Angenommen, G N [o C 7]* = 0. Wegen der Generizitéit von
G ist existiert ¢ € GN —[o C 7]*. Es gilt

—focrl =-][{-p+lperl":(p.p) eo} =
Z{ —p+per]):(pp) EU}ZZ{p'—HPETH*5(Pap)€U}

Damit ist | J{p- —[p € 7]* : (p,p) € o} pridicht unterhalb von ¢. Also existiert
(p,p) €Eomit GNp-—[p € 7']]* # (). Insbesondere ist p € G. Damit gilt pg € og.
Auflerdem ist G N [p € 7]* = 0. Nach Induktionsvoraussetzung gilt also pg € 7¢.
Insbesondere ist o € 7.

Sei 0 € 7¢. Dann existiert (p,p) € o mit p € G und pg € 7¢. Nach Induktions-
annahme schneidet G nicht die Menge [p € 7]*. Wegen der Generizitéit schneidet
G dann aber —[p € 7]*. Es folgt, dass G die Menge

p-—lperl"=—(-p+lper]’)
schneidet. Damit ist G disjunkt zu

[o ol =[[{-p+lp el : (o.p) €0}

Gelte nun o¢ = 7¢. Dann ist o¢ C 7¢ und 7¢ C og. Wenn G sowohl Jo C 7]*
als auch [r C o]* schneidet, dann auch [o = 7]*.

Wenn umgekehrt G die Menge [o = 7]* schneidet, dann offenbar auch [o C 7]*
und [r C o]*. Damit gilt ¢ = 7¢. Das schlieit das Argument fiir atomare Formeln
ab.
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Fiir nicht-atomare Formeln benutzen wir Induktion iiber den Formelaufbau. Alle
Fille gehen glatt durch und benutzen Argumente, die wir oben schon genannt haben
(insbesondere miissen wir an ein paar Stellen die Generizitédt von G ausnutzen). [

Mit diesem Lemma bekommen wir relativ leicht

Satz 6.25. Fir alle Formeln ¢(11,...,7n) aus der Forcingsprache von M und alle
p € P ygiltp € [¢p(11,...,7n)] genau dann, wenn p € [p(11,...,m7)]* in M gilt.
Insbesondere ist I in M definierbar.

Beweis. Angenommen p Ik ¢(1,...,7,). Wir zeigen, dass [¢(71,...,7,)]* pradicht
unterhalb von p ist. Angenommen nicht. Dann existiert ein ¢ < p, das mit kei-
nem Element von [¢(71,...,7,)]* kompatibel ist. Nach dem Beweis des Satzes von
Rasiowa-Sikorski existiert ein P-generischer Filter G iiber M mit ¢ € G. Wegen der
Wahl von ¢ ist G disjunkt zu [¢ (74, ..., 7,)]*. Nach Lemma 6.24 gilt in M[G] dann
=¢((T1)a, - - -5 (Tn)). Ein Widerspruch. Das zeigt

H¢(Tla v 7Tn)]] c [[¢(T17 cee 7Tn)]]*'

Sei nun p € [¢(71,...,7)]*. Angenommen es gibt einen P-generischen Filter G
iiber M mit p € G, so dass ¢((11)g, - - -, (Tn)c) in M[G] falsch ist. Nach Lemma 6.24
ist dann GN[=¢(71,...,7)]* # 0. Die Bedingung p ist aber inkompatibel mit allen
Elementen von [-¢(71,...,7,)]*. Ein Widerspruch. Damit gilt p I+ ¢(71,..., 7).
Das zeigt

[[¢(7_13 cee 7Tn)]]* c [[¢(7—17 s ,Tn)]]‘
O

Korollar 6.26. Sei G P-generisch iber M. Fiir eine Formel ¢(71,...,7,) aus der
Forcingsprache von M gilt ¢((11)a, - -, (Tn)a) in M[G] genau dann, wenn es ein
p € G gibt mit plk ¢(11,...,7n).

6.4. ZFC in M[G]. Wie oben sei M ein abzéhlbares, transitives Model von ZFC
und P € M eine Halbordnung. G sei ein P-generischer Filter iiber M.

Satz 6.27. M[G] ist ein Modell von ZFC.

Beweis. Nach Lemma 6.15 sind nur noch Unendlichkeits-, Aussonderungs-, Erset-
zungs-, Potenzmengen- und Auswahlaxiom nachzurechnen. Das Unendlichkeitsaxi-
om gilt in M[G], daw = &g ein Element von M [G] ist. Fiir das Aussonderungsaxiom
sel ¢(x,y1,-..,Yyn) eine Formel und a,by,...,b, € M[G]. Wir zeigen

{r €a: M|G] & ¢(z,b1,...,b,)} € M[G].
Seien o, 71, ..., 7, € MF mit 0¢ = a und (7;)g = b; fiir alle i € {1,...,n}. Setze

p={(m,p):qeP((mq) €ecAp<q)Apl-d(m,71,...,70)}.
Wegen der Definierbarkeit der Forcingrelation in M ist p € M. Wir zeigen pg =
{r € a: M|G] = ¢(x,by1,...,by)}. Sei & € pg. Dann existiert (m,p) € p mit 7g = x
und p € G. Nach Definition von p gilt p IF ¢(7,71,...,7,) und p < ¢ fiir ein ¢ € P
mit (7, ¢q) € o. Damit ist x = 7 € o, und in M[G] gilt ¢(mw, 71,...,70)-

Sei nun x € a mit M[G] = ¢(z,b1,...,b,). Dann existiert (7,¢) € o mit x = g
und ¢ € G. Auflerdem gibt es p € G mit p IF (7, 71,...,7,). Da je zwei Elemente
von G eine gemeinsame Erweiterung in G haben, konnen wir p < ¢ annehmen.
Damit ist (m,p) € p, also © = mg € pg. Das zeigt das Aussonderungsaxiom in
MIG].

Fiir das Ersetzungsaxiom sei ¢(x,y, z1,...,2,) eine Formel und a,by,...,b, €
MIG], so dass gilt:

MI[G] E Vx € aTly(éd(z,y,b1,...,bn))



26 STEFAN GESCHKE

Wihle 0,71, ...,7, € MF mit 0¢ = a und (7;)g = b; fiir alle i € {1,...,n}. Wihle
eine Menge S C M¥, S € M, so dass folgendes gilt: Fiir alle (7,p) € ¢ und alle
q < p mit
gk Ny(d(m,y, 71, Tn))
ist die Menge
{r<q:3peSrko(m,p,m,....,m7))}
dicht unterhalb von ¢. Betrachte den Namen S x {1}. Wir zeigen

M[|G] EVz € a3y € (S x {1}a(P(z,y,b1,...,b,)).

Sei x € a. Dann existiert (7, p) € o mit 7¢ = z und p € G. AuBerdem gibt es ¢ € G
mit ¢ < p und

gk Ny(o(m,y, 11, ..,70))-
Nach Wahl von S gibt es p € Sund r € G mit r < g und r Ik ¢(m, p, 71, ..., Tn).
Damit gilt

MIG] I 6(z, 96, b1y bu),
also insbesondere

M[G] ': Jy € (S X {1})G(¢(xvyv bi,..., bn))

Fiir das Potenzmengenaxiom sei a € M[G]. Wihle 0 € MF mit o = a. Sei
A:={m:3p € P((m,p) € 0)}. Fiir eine Funktion f : A — P(P) sei 74 := {(m,p) :
p € f(m)}. Setze

p:={(7¢,1) : f ist eine Funktion von A nach P(P)}.

Die Definition von p ist dabei in M zu verstehen.
Wir zeigen
M[G] EVz(z Ca— x € pg).
Sei z € M[G] mit z C a. Wihle 7 € MF mit 7¢ = x. Definiere f : A — P(P) wie
folgt: Fiir m € A sei f(7) :={p €P:pl- 7 € 7}. Beachte, dass f eine Funktion in
M ist. Offenbar ist (77)g € pa. Wir zeigen = = 7¢ = (75)¢.

Sei y € . Wegen = C o existiert (m,p) € o0 mit p € G und y = ng. Wihle
g < pmit ¢ € G und ¢ IF 7 € 7. Nach Definition von f gilt y = g € (7¢)g. Sei
nun y € (77)e. Dann existiert (7,p) € 7y mit y = g und p € G. Nach Definition
von f gilt pI- 7 € 7, und damit gilt y = 7¢ € 7¢. Also ist 7¢ = (77)¢. Insgesamt
ist pg eine Obermenge von (P(a))MI[C],

Fiir das Auswahlaxiom sei a € M[G], zum Beispiel a = o mit o € M*. Setze
wieder A := {7 : 3p € P((m,p) € 0)}. Da das Auswahlaxiom in M gilt, gibt es in M
eine Wohlordnung <1 auf A. Wegen M C M|G] ist (A,<) € M[G]. In M[G] kann
man nun eine Wohlordnung <’ auf a wie folgt definieren:

Fiir z,y € a sei z <’ y genau dann, wenn fiir das <-kleinste 7 € A mit 7g = =
und das <-kleinste p € A mit pg = y gilt: m < p. Es ist klar, dass <'€ M[G] eine
Wohlordnung auf a ist. O

Korollar 6.28. Ist ZFC konsistent, so auch ZFC+V#L.

Beweis. Sei M abzéhlbares transitives Modell von ZFC und P € M eine Halbord-
nung, in der unter jeder Bedingung zwei inkompatible Bedingungen existieren, zum
Beispiel P = Fn(w, 2). Sei G’ P-generisch iiber M. Nach Satz 6.27 ist M[G] Modell
von ZFC. Auflerdem ist M[G] transitiv und hat dieselben Ordinalzahlen wie M.
Wegen der Absolutheit der Definition von L gilt LM = LM C M. Wegen G ¢ M
ist daher LM £ M @], also M[G] Modell von ZFC+V+L. O
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7. CH IST UNABHANGIG VON ZFC

In diesem Abschnitt wird mit Hilfe von Forcing gezeigt, dass ZFC weder CH
noch —=CH impliziert. Dass CH mit ZFC konsistent ist, wurde bereits gezeigt, aber
es ist lehrreich, auch noch ein Forcing-Argument dafiir zu sehen.

7.1. Erzwingen von CH. Sei M ein abzahlbares transitives Modell von ZFC. Wir
definieren eine partielle Ordnung P € M, so dass fiir jeden P-generischen Filter G
iiber M gilt: M[G] = CH.

Definition 7.1. In M sei
P:={f:A— P(w): A ist abzihlbare Teilmenge von Ny }.
Die Ordnung auf P sei <:=D.

Sei G P-generischer Filter iiber M. Um zu zeigen, dass in M[G] die Kontinuums-
hypothese gilt, stellen wir zunéichst folgendes fest:

Lemma 7.2. Sei fg := |JG. Dann ist fg eine surjektive Abbildung von (Vi)™
nach (P(w))M.

Beweis. Dass fg eine Funktion ist, liegt daran, dass je zwei Elemente von G eine
gemeinsame Erweiterung in G haben. Zu je zwei Funktionen in G existiert also eine
gemeinsame Fortsetzung in G.

Wie {iblich seien rng das Bild einer Funktion und dom der Wertebereich. In M
definieren wir folgende dichte Teilmengen von P: Fiir jedes aw € Ry sei D, := {p €
P : a € dom(p)}. Fiir jedes A C w sei DA := {p € P: A € rng(p)}. Wie man
leicht sieht, sind alle D, und D4 dicht in P. Da G generisch iiber M ist, schneidet
G alle D,,. Es folgt dom(fg) = (X1)™. AuBerdem schneidet G alle D4. Es folgt

rng(fe) = (P(w))™. O

Um CH in M[G] nachzurechnen miissen wir nur noch zeigen, dass (N)¥ =
(R)MIET und (P(w))M = (P(w))MIC] gelten. Zwei Dinge kénnen dabei schief gehen.
Zum Einen konnte es passieren, dass die erste iiberabzihlbare Ordinalzahl von M,
also (8;)M | in M|[G] plétzlich abzihlbar ist. AuBserdem kénnte es passieren, dass
es in M[G] neue Teilmengen von w gibt, also Teilmengen von w, die keine Elemente
von M sind.

Wenn (R;)M in M|[G] abzihlbar ist, dann gibt es in M[G] eine Bijektion zwischen
w und (X;)M die es in M noch nicht gab. Gibt es in M[G] eine neue Teilmenge A
von w, so gibt es auch eine neue Abbildung von w nach 2, ndmlich die charakteristi-
sche Funktion von A. Die beiden genannten Probleme werden also durch folgendes
Lemma ausgeschlossen.

Lemma 7.3. Sei f € M[G] eine Abbildung von w in die Ordinalzahlen. Dann ist
feM.

Beweis. Sei f € MF ein Name mit fg = f und p € G mit
plF f ist eine Funktion von w nach Ord.

In M sei
D::{qu:Elg:w%Ord(quf.:g)}.

Wegen der Generizitit von G geniigt zu zeigen, dass D dicht unterhalb von p ist.

Zunichst stellen wir folgendes fest: Sei ¢ < p und F' irgendein P-generischer
Filter iiber M mit ¢ € F. Insbesondere ist p € F. Wegen der Wahl von p ist
fr eine Funktion von w in die Ordinalzahlen. Sei n € w. Dann ist fr(n) = «
fiir irgendeine Ordinalzahl oo von M[F]. Da M und M[F] dieselben Ordinalzahlen
haben, ist a € M. Daher existiert ein 7 € F mit 7 I f(7) = &. (In Zukunft werden
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wir diverse ”’s weglassen, um die Lesbarkeit etwas zu erhdhen.) Wir kénnen r < ¢
wahlen. Das zeigt, dass fiir alle n € w die Menge derjenigen r < p, fiir die ein
o € Ord™ mit 7 IF f(n) = a existiert, dicht unterhalb von p ist.

Von nun an werden wir vollstéindig in M argumentieren. Das erspart einige *’s.
Eine Halbordnung Q heifit o-abgeschlossen, wenn fiir jede fallende Folge (¢n)new
von Bedingungen in Q eine Bedingung ¢ € Q existiert, so dass fiir alle n € w gilt:
q < ¢n.

P ist o-abgeschlossen. Sei ndmlich (p,)necw eine fallende Folge in P. Dann ist
p = U, Pn eine partielle Funktion von X; nach P(w) mit abzéhlbarem Definiti-
onsbereich, also ein Element von P. Offenbar ist p eine gemeinsame untere Schranke
der p,.

Wir zeigen nun, dass D dicht unterhalb von p ist. Sei ¢ < p. Wahle ¢y < ¢
und g € Ord mit g I- f(O) = «g. Das geht nach Bemerkung am Anfang dieses
Beweises. Angenommen wir haben ¢, bereits gew#hlt. Wie eben gibt es g,1+1 < gp,
und a,41 € Ord mit g1 IF f(n +1) = ap41. Wegen der o-Abgeschlossenheit von
P existiert eine gemeinsame Erweiterung r aller ¢,,. Wir zeigen r € D.

Sei g : w — Ord;n — «y. Fir alle n € w ist 7 < ¢,. Insbesondere gilt r IF
f(n) = ay, fiir alle n € w. Da die natiirlichen Zahlen in allen transitiven Modellen
der Mengenlehre dieselben sind, gilt r I+ f = ¢. Damit ist » € D. Das zeigt, dass D
unterhalb von p dicht ist. O

Korollar 7.4. M[G] E CH

Beweis. Nach Lemma 7.3 gilt (P(w))™ = (P(w))M[C], und (R;)M ist iiberabzéhlbar
in M[G]. Alle Ordinalzahlen unterhalb von (R;)™ sind abzihlbar in M, also erst
recht in M[G]. Damit ist (R1)™ = (X;)M[], Nach Lemma 7.2 existiert in M[G] eine
surjektive Abbildung von (R;)M[G] = (8)™ nach (P(w))MI¢] = (P(w))M. Also gilt
M[G] & |P(w)| < RXy. Da die Uberabzihlbarkeit von P(w) in ZFC beweisbar und
M]G] ein Modell von ZFC ist, gilt M[G] = CH. O

Ubung 7.5. Sei P eine Halbordnung. Betrachte folgendes Spiel auf P zwischen zwei
Spielern {iber w Runden:

Setze pg = qo = lp. In der n-ten Runde wihlt der erste Spieler eine Bedingung
Pn+1 < qn und der zweite Spieler antwortet mit einer Bedingung ¢, 4+1 < pp41. Der
zweite Spieler gewinnt das Spiel genau dann, wenn es eine Bedingung p € P gibt,
so dass fiir alle n € w gilt: p < p,,.

Angenommen, der zweite Spieler hat eine Gewinnstrategie fiir dieses Spiel. Zeige,
dass es fiir jeden P-generischen Filter G iiber dem Grundmodell M in M][G] keine
neuen Abbildungen von w in die Ordinalzahlen gibt.

Ubung 7.6 (Schwer!). Sei P eine Halbordung. Angenommen, der erste Spieler hat
eine Gewinnstrategie in dem oben beschriebenen Spiel.

Zeige: Es gibt einen P-generischen Filter iiber dem Grundmodell M, so dass es
in M[G] eine neue Abbildung von w in die Ordinalzahlen gibt.
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7.2. Erzwingen von —CH. Sei M ein abzdhlbares transitives Modell von ZFC
und k£ € Card™ mit M = cf(k) > R;. Wir definieren eine Halbordnung P € M,
so dass fiir jeden P-generischen Filter G iiber M gilt: Card™ = Card¢ und
M[G] | 2% = &.

Definition 7.7. In M sei

P:=Fn(k,2) = {f : f ist eine endliche Funktion
mit dom(f) C x und rng(f) C 2}.

P ist geordnet durch umgekehrte Inklusion.

Beachte, dass Fn(k,2) iiber transitiven Modellen der Mengenlehre absolut ist.
Die Aussagen cf(x) > Np und x € Card sind es jedoch nicht.

Lemma 7.8. Sei G P-generisch iber M. Dann existiert in M[G] eine Familie
(Aa)a<r paarweise verschiedener Teilmengen von w.

Beweis. Offenbar ist Fn(k,2) zu Fn(k X w,2) isomorph. Daher kénnen wir so tun,
als wiire G Fn(k X w, 2)-generisch. Wie man leicht nachpriift, ist fo := |JG eine
Funktion von x x w nach 2. Fiir jedes o < & sei A :={n € w: fg(a,n) =1}. Wir
zeigen, dass die A, paarweise verschieden sind.

Seien a, § < k mit o # §. Setze

Dag:={p€P:3n € w((a,n),(8,n) € dom(p) Ap(e,n) # p(B,n))}.

Da die Elemente von P endliche Funktionen sind, ist D, g dicht in P. Wegen der
Generizitéit von G existiert p € D, gsNG. Sei n € w mit (e, n), (8,n) € dom(p) und
p(a,n) # p(B,n). Wegen p C fq gilt

ne Ay e ndgAs.
Insbesondere ist A, # Ag. O

Dieses Lemma zeigt M[G] = 2% > |k|. Allerdings wissen wir nicht, ob x in
MG] nicht plstzlich die Méchtigkeit Rq hat, auch wenn es in M noch echt groer
war. So etwas kann allerdings nicht passieren, wenn jede Kardinalzahl in M auch
Kardinalzahl in MJ[G] ist. Beachte, dass jede Kardinalzahl in M[G] automatisch
auch Kardinalzahl in M ist.

Definition 7.9. Eine Halbordnung Q € M erhdilt Kardinalzahlen, wenn nach Er-
zwingen mit Q (Adjungieren eines Q-generischen Filters iiber dem Grundmodell
M) alle Kardinalzahlen des Grundmodells auch noch Kardinalzahlen in der generi-
schen Erweiterung sind. Q erhilt Kofinalititen, wenn fiir alle x € Card™ und alle
Q-generischen Filter G iiber M gilt: (cf(k))M = (cf(x))MIC],

Q ist erfillt die abzihlbare Antiketten-Bedingung (c.c.c., countable chain condi-
tion), wenn jede Antikette von Q abzihlbar ist.

Lemma 7.10. Erhdlt Q € M Kofinalititen, so auch Kardinalzahlen.

Beweis. Sei G Q-generischer Filter iiber M und x € Card™. Angenommen, alle
A < k mit A € Card™ sind Kardinalzahlen in M [G]. Ist & eine Limeskardinalzahl
in M, so ist k auch in M[G] Supremum einer Menge von Kardinalzahlen und damit
selbst Kardinalzahl. Ist x eine Nachfolgerkardinalzahl in M, so ist x = (cf(x))M =
(cf(r))MIE). Also ist k auch in M[G] Kardinalzahl. O

Lemma 7.11. Ist Q € M c.c.c. (in M), so erhdlt Q Kofinalititen.
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Beweis. Sei k € Card™ und G Q-generischer Filter iiber M. Wir kénnen cf(k) >
w annehmen. Es ist klar, dass (cf(k))MIS < (cf(k))™ gilt. Angenommen o :=
(cf(r))MIE] < (cf(k))™. Dann existiert eine kofinale Funktion f : o — x in M[G].
Sei f € MF ein Name mit fg = f. Withle p € G mit plF f: a — k.

In M definieren wir eine Funktion F': « — P (k) wir folgt: Fiir 8 < « sei

F(B)={y<r:3q<plglF f(B) =7}
Fiir alle 8 < « gilt nun f(8) € F(B). Wegen f(8) < k existieren nidmlich v < &
undqumitqGGunqul—f(B):’y.

Fiir alle 8 < & gilt (in M) |F(8)|< Ro. Wir argumentieren in M. Angenommen
| F(B)|> No. Dann existieren paarweise verschiedene v, € F((), v < Ry, und
@ < p, v <Ny, mit g, IF f(ﬂ) =, fiir alle v < Ry. Offenbar sind die ¢, paarweise
inkompatibel, bilden also eine Antikette. Das widerspricht aber der c.c.c. von Q.

Definiere nun g : a —  wir folgt: Fiir 8 < «a sei g(8) := sup(F(3)). Wegen
w < (cf(k))M ist g(B) in der Tat < . Nach Wahl von g gilt f(3) < g(3) fiir alle
0 < a. Da f : a — k kofinal ist, ist auch ¢ kofinal. Es gilt aber ¢ € M. Das
widerspricht o < (cf(x))M. O

Ubung 7.12. Zeige, dass eine Halbordnung P genau dann c.c.c. ist, wenn fiir jeden
P-Namen ¢ fiir eine Ordinalzahl eine abzihlbare Menge A existiert, so dass

Ip - & € A.
Dabei heiit & Name fiir eine Ordinalzahl, wenn gilt

1p IF ,,& ist Ordinalzahl“.

Um zu zeigen, dass P Kardinalzahlen erhélt, miissen wir nur noch nachrechnen,
dass P die c.c.c. erfiillt. Dazu benétigt man folgendes Lemma.

Lemma 7.13 (A-System-Lemma). Sei (a;);er eine iberabzihlbare Familie endli-
cher Mengen. Dann existieren eine endliche Menge r und eine tberabzihlbare Fa-
milie (a;)ieq mit J C I, so dass fir je zwei verschiedene i,j € J gilt: a; Na; = 7.
(Man sagt, (a;)ics ist ein A-System mit Wurzel r.)

Beweis. Wir konnen |J;.; a; € w; annehmen. Aufserdem koénnen wir, nach Aus-
diinnen von I, annehmen, dass alle a; dieselbe Méchtigkeit n haben. Wir beweisen
nun das A-System-Lemma durch Induktion iiber n.

Fiir n = 0 ist die Behauptung trivial. Sei n = m + 1 und das A-System-Lemma
bereits bewiesen fiir Familien m-elementiger Mengen. Fiir alle ¢ € I sei «; das grofite
Element von a; und b; := a; \ {o;}. Nach Ausdiinnen von I kénnen wir annehmen,
dass (b;)ier bereits ein A-System mit Wurzel r ist. Wir unterscheiden zwei Fille:

1. Fall: |r|= m. In diesem Falle ist (b;);c; konstant. Subfall 1: |{c; : i € I}|< Rg.
Dann existiert ein o < wy, so dass J := {i € I : a; = «} iiberabzéhlbar ist. Die
Familie (a;);es ist dann ein A-System mit der Wurzel r U {a}.

Subfall 2: |[{«; : i € T}|> Rg. Dann existiert ein iiberabzihlbares J C I, so dass
die «;, i € J, paarweise verschieden sind. Offenbar ist (a;);cs ein A-System mit der
Wurzel r.

2. Fall: |r|< m. Sei o := max(r). Fiir alle ¢ € I sei 3; := min(a; \ 7). Da (b;)er
ein A-System mit Wurzel r ist und |r|< m gilt, gibt es nur abzéhlbar viele ¢ € I mit
B; < a. Nach Ausdiinnen von I kénnen wir also (3; > « fiir alle i € I annehmen.
Wiéhle nun eine Folge (i,),<w, in I, so dass fiir alle v < w gilt: oy, < G;,,,. Das
geht, weil fiir jedes 7 < wy nur abzdhlbar viele ¢ € I mit 3; < v existieren. Setze
J:={i, : v <w;i}. Dann ist (a;);cs ein A-System mit Wurzel r. O

Lemma 7.14. Fn(k,2) ist c.c.c.
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Beweis. Seien (p;);er eine iiberabzéhlbare Familie von paarweise inkompatiblen
Elementen von Fn(k, 2). Nach dem A-System Lemma existiert ein iiberabzihlbares
J C I, so dass (dom(p;))ics ein A-System mit einer Wurzel r ist. Da es nur endlich
viele Funktionen von r nach 2 gibt, kénnen wir nach Ausdiinnen von J annehmen,
dass je zwei p;, i € J, auf r {ibereinstimmen. Damit sind aber je zwei p;, i € J,
kompatibel. Ein Widerspruch zur Wahl der p;. (]

Korollar 7.15. Sei G Fn((Ng7)M,2)-generisch iiber M. Dann gilt M[G] = 280 >
Ny,

Beweis. Nach Lemma 7.14, Lemma 7.10 und Lemma 7.11 erhélt Fn((Re7)M,2)
Kardinalzahlen. Also gilt Card™ = Card™[©), Damit ist (Ry7)™ = (Ry7)MIG]. Nach
Lemma 7.8 gilt M[G] = 2% > Nyy. O

Wir geben noch eine obere Schranke fiir 2% nach Erzwingen mit Fn(k, 2) an.

Definition 7.16. Ein Name o € MF heifit netter Name fiir eine Teilmenge von w,
wenn eine Familie (A, )ne, von Antiketten in P existiert mit

o= J{n}x A,).

new

Lemma 7.17. Sei 0 € M® und p € P. Angenommen p I+ o C w. Dann existiert
ein netter Name 7 fiir eine Teilmenge von w mit pl-o = 7.

Beweis. Fiir jedes n € w sel A,, eine maximale Antikette von Bedingungen unter-
halb von p, die n € ¢ erzwingen. Setze 7 :=J, . ({7} x A,). Der Name 7 leistet
das Gewiinschte:

Sei I ein P-generischer Filter iiber M mit p € F. Angenommen op # 7Tp.

1. Fall: Es gibt ein n € op \ 7r. Sei ¢ € F mit g IF n € . Wir kénnen ¢ < p
annehmen. Wegen n ¢ 7p existiert 7 € F' mit r I n ¢ 7. Wir kénnen r < ¢
annehmen. Nun ist r inkompatibel zu allen Elementen von A,. Ein Widerspruch
zur Wahl von A,,.

2. Fall: Es gibt ein n € 75 \ op. Dann existiert ¢ € A, N F. Nach Wahl von A4,
gilt ¢ IF n € 0 und damit n € op. Ein Widerspruch zur Wahl von n. O

Korollar 7.18. Sei M ein Modell von ZFC+GCH und x € Card™ mit M =
cf(k) > Ng. Ist G Fn(k,2)-generisch iiber M, so gilt M[G] E 2% = k. Auferdem
ist Card™ = CardM(“),

Beweis. Nach wie in Lemma 7.8 gilt M[G] |= 2% > k. Nach Lemma 7.17 gibt es fiir
jede Teilmenge von w in M[G] einen netten Namen in M. Wir argumentieren einen
Moment in M. Da Fn(k,?2) c.c.c. ist, gibt es in Fn(k, 2) hochstens x™° Antiketten.
Damit gibt es hochstens ((k)¥0)®0 = k™0 nette Namen fiir Teilmengen von w. Wegen
GCH und cf(k) > R ist &% = .

In M existiert also eine Liste von x Namen, so dass jede Teilmenge von w in
M|[G] einen Namen in dieser Liste hat. Damit ist (280)MIC] < g, O

new
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8. DIE UNABHANGIGKEIT VON AC

Da generische Erweiterung von transitiven Modellen von ZFC wieder Modelle
von ZFC sind, miissen wir uns etwas Neues einfallen lassen, um ein Modell von
ZF+-AC zu konstruieren.

8.1. Durch Ordinalzahlen definierbare Mengen. Wir konstruieren ein inne-
res Modell der Mengenlehre, also eine Teilklasse von V, die gewisse Axiome der
Mengenlehre erfiillt, in unserem Fall ZF. Dabei gehen wir etwas anders vor, als bei
der Konstruktion von L. Wahrend L mit Hilfe einer Rekursion iiber die Ordinalzah-
len so definiert wurde, dass man, um Ly41 zu definieren, nur auf L, zuriickgreifen
musste, werden wir nun mehr Informationen iiber das Universum in ein inneres
Modell kodieren.

Definition 8.1. Eine Menge X ist definierbar durch Ordinalzahlen, wenn es eine
Formel ¢(x,y1,...,ys) und Ordinalzahlen «, 51,. .., O, gibt, so dass gilt:

X=A{a:Vo=o(z,01,....0n)}

X ist durch Ordinalzahlen definierbar dber einer Menge A, wenn es eine Formel
ATy Y1y -y Yny 21, - - -, 2m), Ordinalzahlen o, B1,...,06, und c1,...,cym € AU {A}
gibt, so dass gilt:

Xz{zVa ':qs(z)ﬁla"'vﬁnacla"-acm)}

OD ist die Klasse der durch Ordinalzahlen definierbaren Mengen. OD(A) ist
die Klasse der iiber A durch Ordinalzahlen definierbaren Mengen. X ist erblich
durch Ordinalzahlen definierbar (iber A), wenn trcl(X U {X}) C OD (trcl(X U
{X}) € OD(A)) gilt. HOD (HOD(A)) ist die Klasse der (iiber A) erblich durch
Ordinalzahlen definierbaren Mengen.

Diese Definition ist in V' zu verstehen. Die definierende Formel ¢ ist also eine
Formel im Sinne von V und nicht in der Metasprache. (Ansonsten wire es auch
schwierig, zu einer definierbaren Klasse zu gelangen.) Man beachte, dass man al-
ternativ anstelle von

X=A{az: Voo, b1,....0n)}
auch
Va B (X, Br,.., Ba) AVY(S(Y, B, ..., Bn) = X =Y)
fordern kann. Das liefert eine dquivalente Definition der Klassen OD und HOD.
Entsprechendes gilt fiir OD(A) und HOD(A). In diesem Falle muss man nur noch
die Parameter cy, ..., ¢, erginzen. Wir werden diese Bemerkung im n#chsten Ab-
schnitt stillschweigend benutzen.
Wir interessieren uns fiir die Klasse HOD(A) fiir eine Menge A.

Lemma 8.2. Fiir jede Menge A ist HOD(A) eine transitive Klasse, die ZF erfillt.

Beweis. Es folgt unmittelbar aus der Definition, dass HOD(A) transitiv ist. Damit
erfiillt HOD(A) das Fundierungs- und das Extensionalitétsaxiom. Offenbar enthélt
HOD(A) alle Ordinalzahlen. Insbesondere gelten in HOD(A) das Nullmengen- und
das Unendlichkeitsaxiom. Man sieht leicht, dass HOD(A) abgeschlossen ist unter
der Bildung von Paarmengen und unter der Operation |J. Damit erfiillt HOD(A)
das Paarmengen- und das Vereinigungsaxiom.

Fiir jedes a € Ord sei HOD,(A) := V,NHOD(A). Es gilt HOD,,(4) € HOD(A).
Sei nédmlich ¢(z, A) die Formel, die die Klasse HOD(A) definiert. Nach dem Re-
flexionsprinzip existiert eine Ordinalzahl § mit A € Vg, so dass ¢(x,y) iber Vg
absolut ist. Es gilt also (HOD(A))Y? = HOD(A) N V5. Damit ist

HOD,(A) = {z : Yy € trcl(z U {z})(V3 = (y € Vo Ay € HOD(A)))}.
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Um das Aussonderungsaxiom in HOD(A) nachzurechnen, wenden wir das Re-
flexionsprinzip in HOD(A) auf die Folge (HOD,(A))acora an. Sei X € HOD(A)
und ¢(z,y1,...,Yyn) eine Formel. Weiter seien by,...,b, € HOD(A). Wir zeigen
Yi={re€X:¢(xby,... 0,)H0PA} c HOD(A).

Nach dem Reflexionsprinzip existiert ein @ € Ord mit by, ..., b,, X € HOD,(A),
so dass ¢ iiber HOD,(A) absolut ist. Es gilt also

Y ={ze€X:¢(xb,...,b,) 0P

Wie oben gezeigt, ist HOD,(A) € HOD(A). Insbesondere ist HOD, (A) durch Or-
dinalzahlen definierbar iiber A. Damit ist auch

Y ={z € X : HOD,(4) = ¢(z,b1,....by)}

iiber A durch Ordinalzahlen definierbar. Also gilt Y € OD(A). Wegen X € HOD(A)
und Y C X folgt daraus Y € HOD(A).

Dass HOD(A) das Potenzmengen- und das Aussonderungsaxiom erfiillt, folgt
auf dieselbe Weise wie schon bei L und WF aus der Tatsache, dass HOD(A) die
Vereinigung iiber die aufsteigende Kette (HOD, (A))qcord ist, wobei alle HOD,, (A)
Elemente von HOD(A) sind. O

Man kann zeigen, dass HOD das Auswahlaxiom erfiillt. Es kann jedoch sein,
dass fiir eine geeignete Menge A das Auswahlaxiom in HOD(A) verletzt wird. Das
kann jedoch nur passieren, wenn V' # L ist, da wegen der Minimalitéit von L sonst
HOD(A) = L fiir alle Mengen A gilt.

8.2. Ein Modell von —AC. Die Strategie, ein Modell von =AC zu konstruieren
ist folgende: Wir starten mit einem abzihlbaren, transitiven Modell M von ZFC.
Dann adjungieren wir, fiir eine geeignete Halbordnung P, einen P-generischen Filter
G iiber M. In M[G] definieren wir eine Menge A, so dass in (HOD(A))M[¢] das Aus-
wahlaxiom verletzt ist. Das Argument, mit dem man zeigt, dass das Auswahlaxiom
in (HOD(A))MIC] nicht gilt, benutzt Automorphismen von P.

Definition 8.3. Sei P € M eine Halbordnung und 7 ein Automorphismus. Rekursiv
iiber den Rang von P-Namen definieren wir 7@ : M¥ — M, so dass fiir alle 0 € M*

gilt:
w(0) = A{(@(7),7(p)) : (.p) € 0}

Lemma 8.4. Ist P € M eine Halbordnung und w € M ein Automorphismus von
P, so gilt fiir alle p € P, alle Formeln ¢(z1,...,2,) und alle q,...,0, € M*:

plk dlor,...,0n) & 7(p) Ik ¢(T(o1),...,T(0n))

Beweis. Der Beweis geht leicht durch indem man die einzelnen Rekursionsschritte
in der Definition der Forcingrelation priift. Alternativ kann man auch direkt die
duBere Definition der Forcingrelation mit Hilfe von generischen Filtern {iber M
betrachten. Wegen m € M gehen generische Filter iiber M unter 7w in generische
Filter iiber. Das zusammen mit der Tatsache, dass T “richtig” definiert ist, liefert
dann die Behauptung. O

Satz 8.5. Sei M abzihlbares, transitives Modell von ZFC und P := Fn(w,2). G
sei P-generisch iber M. Dann existiert eine Menge A € M[G], so dass AC in
N := (HOD(A))MICT yerletat ist.

Beweis. Wir tun so, als ob G Fn(w X w,2)-generisch ist. Setze fg := |JG. Dann
ist fo eine Funktion von w X w nach 2. Fiir jedes n € w sei a, := {m € w :
fa(n,m) = 1}. Wie im Beweis der relativen Konsistenz von =CH sieht man, dass
die a,, paarweise verschieden sind. Setze A := {a,, : n € w}. Wie man leicht sieht, ist
on = {(m,{((n,m),1)}) : m € w} ein Name fiir a,,. Genauer, fiir jeden generischen



34 STEFAN GESCHKE

Filter F erfiillt (0,,)F die Definition von a,. Setze 7 := {(0n, lpn(wxw,2)) : 7 € W}.
Dann ist 7 ein Name fiir A.

Beachte, dass A Element und Teilmenge von (HOD(A))MIC] ist. Wir zeigen,
dass sich A in (HOD(A))MIC] nicht wohlordnen lisst. Wegen (HOD(A))MIC] |=
A C P(w) folgt daraus, dass sich auch P(w) in (HOD(A))MIE! nicht wohlordnen
l&sst.

Angenommen, es gibt in (HOD(A))M[S] eine Wohlordnung von A. Dann exi-
stiert in (HOD(A))MIC] auch eine injektive Abbildung e von A in die Ordinal-
zahlen. Wir argumentieren jetzt in M[G]. Seien ¢(x,y1,..., Yk, 21,--.,21,2) eine
Formel, o, 1, ..., € Ord und ¢q,...,¢; € A, so dass e in V,, durch die Formel
oz, a1, ..., c1,...,c,A) definiert wird.

Mit den Parametern cq, ..., ¢ € A und A selbst sowie zusétzlichen Ordinalzahlen
ldsst sich also in V,, die Injektion e : A — Ord definieren. Daraus folgt, dass sich
jedes a,, mit den Parametern c1, ..., ¢;, A zusammen mit zusétzlichen Ordinalzahlen
in V, definieren ldsst. Man muss nur noch die Ordinalzahl e(a,,) angeben.

Fiir ¢ € {1,...,1} sei n; € w, so dass ¢; = ay,, gilt. Wihle n € w\ {ny,...,n}.
Dann gibt es eine Formel ¢(z, y1, ..., Yk+1,21,---,21,2) und a, aq, . . ., agy1 € Ord,
so dass a,, die einzige Menge in V, mit

Va }: w(anvala"'aak+1,clv"'7claA)

ist. Wir zeigen, dass diese Situation von keiner Bedingung in P erzwungen werden
kann. Ein Widerspruch.
Sei p € P mit

Pl (Vo E(on, 01, oy Qlt1,Onyy o Onys T))-

Wéhle m € w\ {n1,...,n;,n}, so dass fiir alle i € w gilt: (m,i) ¢ dom(p). Sei
g :w X w — w X w die Bijektion, die alle Paare (n,i) € w X w mit (m, ) vertauscht
und alle anderen Elemente von w x w fest ldsst. Die Abbildung g induziert einen
Automorphismus 7 von P.
Dieser Automorphismus hat folgende Eigenschaften:

(1) m(r) =7

(2) T(on) = om

(3) Vi € w\ {n,m}(7(07) = )

(4) m(p) Lp
Einer nidheren Erkldrung bedarf hochstens (4). Da {m} x w von dom(p) disjunkt
ist, ist dom(p) Ndom(w(p)) C (w\{n,m}) xw. Die Menge (w\ {n,m}) x w wird aber
von g punktweise fixiert. Damit ist p | (w \ {n,m}) X w = 7(p) | (w\ {n,m}) X w.
Also sind p und 7(p) kompatibel. Sei ¢ eine gemeinsame Erweiterung von p und
m(p). Dann gilt

glF (Voo EY(Om, 1y ooy Qi 1, Oy y o e o5 Oy s T))-

Wegen 1p I+ o0, # o, folgt daraus, dass ¢ erzwingt, dass es zwei verschiedene
Mengen x mit
Vo EY(z,01,. ., Qkg1,0nyy v s Onyy T)

gibt. Inbesondere kann p nicht erzwingen, dass es nur eine solche Menge gibt. [

Korollar 8.6. Mit ZFC ist auch ZFC+—AC konsistent.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem technischen Lemma, das sich oft als
niitzlich erweist. Im Beweis von Satz 8.5 haben wir explizit Namen fiir die a,
konstruiert, die fiir jeden generischen Filter Mengen lieferten, die die Definition der
a,, erfiillen. Das folgende Lemma zeigt, dass so etwas allgemein moglich ist.
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Lemma 8.7. (Ezistential Completeness Lemma bzw. Mazximality Principle) Sei
P eine Halbordnung in einem abzdhlbaren, transitiven Modell M von ZFC und
&(x,y1,. .., yn) eine Formel. Weiter seien 71, ...,7, € M* und p € P mit

plk3zdp(z,m1,. .., T0).
Dann existiert o € M® mit
plk (o, T1,. .. Th).
Zum Beweis dieses Lemmas benutzen wir die folgende Ubung.

Ubung 8.8. Sei P eine Halbordnung und p € P. Weiter sei A eine Antikette von
Elementen unterhalb von p. Fiir jedes ¢ € A sei g, ein P-Name. Dann existiert ein
P-Name o, so dass fiir alle ¢ € A gilt: Ist G ein P-generischer Filter mit ¢ € G, so
gilt o = o4.
Beweis von Lemma 8.7. Sei ¢ < p und G ein P-generischer Filter iiber dem Grund-
model M, der ¢ enthilt. Wegen p I+ Jx¢(z,71,...,7,) und p € G gilt
M[G] ': qub(gc, (Tl)G7 ey (Tn)g).
Sei a € M[G] eine Menge mit
MIG] E ¢(a, (T1)G; - (Ta)c)
und sei 7 ein Name mit 7¢ = a. Dann existiert eine Bedingung r» € G’ mit
riEé(r, 1,y Th)-
0.B.d.A. kénnen wir dabei r < ¢ annehmen. Dieses Argument zeigt, dass die Menge
D :={r < q:Es gibt einen Namen 7 mit r IF ¢(7,71,...,7)}

dicht unterhalb von p ist.
Wihle eine maximale Antikette A C D. Fiir jedes r € A sei o,. ein Name mit

Tk Ao, Ty oy Th)-
Sei o eine Name wie in Ubung 8.8 fiir A und die o,, r € A. Es ist eine leichte
Ubung, zu zeigen, dass o das Gewiinschte leistet. 0

Ubung 8.9. Man fiihre den Beweis von Lemma 8.7 zuende, indem man

plk (o, 11,...,T)

nachrechnet.
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9. MARTINS AXIOM

Fiir Modelle der Mengenlehre, in denen CH falsch ist, drdngen sich gewisse Fra-
gen auf.

1. Sei k < 280 eine Kardinalzahl. Gilt 2% < 2Ro?

2. Wieviele Nullmengen (beziiglich der Lebesgueschen Mafles auf R) braucht
man, um R zu iiberdecken?

3. Sei X ein topologischer Raum. A C X heifit nirgends dicht, wenn das Innere
des Abschlusses von A leer ist. Wieviele nirgends dichte Teilmengen von R
werden bené6tigt, um ganz R zu iiberdecken?

4. Eine Familie A C P(w) heift fast disjunkt, falls fiir alle A, B € Amit A # B
gilt: |A N B| < Ng. Das Zornsche Lemma liefert die Existenz maximal fast
disjunkter Familien von Teilmengen von w. Hat jede unendliche, maximal
fast disjunkte Familie die Michtigkeit 2%0?

Alle diese Fragen haben gemeinsam, dass die Antwort unter CH klar ist. Ist
2% =Ny, so gilt fiir alle Kardinalzahlen x < 2R0: 1 < Ny. Damit ist 2% < 2o,

Es ist klar, dass die Vereinigung abzéhlbar vieler Nullmengen wieder eine Null-
menge ist. Damit ist R nicht Vereinigung abzihlbar vieler Nullmengen. Unter CH
ist |[R| = Ry. Da jede einelementige Teilmenge von R Nullmenge ist, folgt daraus,
dass R die Vereinigung von X; Nullmengen ist.

Der Bairesche Satz besagt, dass R nicht abzédhlbare Vereinung von nirgends dich-
ten Mengen ist. Wie im Falle der Nullmengen ist R unter CH Vereinigung von Ny
nirgends dichten Mengen.

Mit einem Diagonalargument sieht man leicht, dass keine abzdhlbar unendliche
Familie von Teilmengen von w maximal fast disjunkt ist. Daraus folgt sofort, dass
unter CH alle unendlichen, maximal fast disjunkten Familien von Teilmengen von
w die Méachtigkeit N; haben.

Martins Axiom beantwortet auch all diese Fragen, und zwar ohne auf CH zuriick-
zugreifen. Die eigentliche Motivation fiir Martins Axiom war jedoch eine andere.
Eine lineare Ordnung (L, <) ist c.c.c., falls es in L keine iiberabzihlbare Familie
von nichtleeren, paarweise disjunkten offenen Intervallen gibt. (L, <) ist separabel,
wenn L eine abz#éhlbare dichte Teilmenge hat. L ist zusammenhdngend, wenn L
nicht die Vereinigung zweier disjunkter, nichtleerer offener Teilmengen ist.

Es ist relativ leicht zu sehen, dass jede zusammenhédngende, separable lineare
Ordnung ohne Endpunkte zu R isomorph ist. Suslins Hypothese (SH) ist die Aus-
sage, dass jede zusammenhéngende lineare Ordnung ohne Endpunkte, die c.c.c. ist,
zu R isomorph ist. CH reicht nicht aus, um SH zu entscheiden. In L ist SH falsch.
Martins Axiom wurde erfunden, als man ein Modell der Mengenlehre konstruieren
wollte, in dem SH wahr ist.

9.1. Martins Axiom und seine Anwendungen.

Definition 9.1. Sei k eine Kardinalzahl. MA, ist die Aussage “fiir jede c.c.c.
Halbordnung P und jede Familie D von k dichten Teilmengen von P existiert ein
D-generischer Filter G C P”. Martins Aziom (MA) ist die Aussage “fiir alle x < 2%°
gilt MA,”.

Nach dem Satz von Rasiowa und Sikorski gilt MAy,. Damit folgt MA aus CH.
Als Axiom interessant ist daher meistens nur MA+—-CH. Man sieht leicht, dass
MA,x, falsch ist. Damit umfasst MA alle relevanten Instanzen von MA,.

Die einfacheren Anwendungen von Martins Axiom sind die Antworten auf die
Fragen 2. und 3.
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Satz 9.2. Martins Aziom tmpliziert, dass R nicht die Vereinigung von weniger als
280 Nullmengen und auch nicht die Vereinigung von weniger 280 nirgends dichten
Mengen ist.

Beweis. Um zu zeigen, dass R nicht die Vereinigung von weniger als 2%° Nullmengen
ist, geniigt es, selbiges fiir [0,1] zu zeigen. Sei A eine Familie von Nullmengen in
[0,1] mit |A| < 2%0. Betrachte die Halbordnung M der messbaren Teilmengen von
[0,1], deren Ma$ echt groBer als 0 ist. Fiir a € M sei u(a) das Maf von a.

M ist c.c.c.: Sei némlich (by)a<w, eine Antikette in M. Fiir a,b € M gilt a L b
genau dann, wenn a N b eine Nullmenge ist. Ist @ L b, so stimmt b\ a bis auf eine
Nullmenge mit b iiberein und ist disjunkt zu a. Da abzidhlbare Vereinigungen von
Nullmengen wieder Nullmengen sind, lassen sich die b, induktiv so um Nullmengen
abandern, dass sie paarweise disjunkt werden. Wir kénnen also annehmen, dass die
b paarweise disjunkt sind.

Fiir jedes n € w sei B, = {a < wy : u(bs) > 5=} Wegen > aen, H(ba) =
w(lUJ b,) < 1 ist jedes B,, endlich. Damit ist | J, . B, abzihlbar. Es gilt aber

a€eB, "&

Unecw Bn = wi. Ein Widerspruch.

Sei nun P die Halbordnung der abgeschlossenen Elemente von M. Wie man (hof-
fentlich) in der Analysis gelernt hat, ist P dicht in M. Mit M ist auch P c.c.c. Fiir
jedes a € Asei D, :={be€P:anb=0}. Wie man leicht sieht, ist jedes D, dicht.
Martins Axiom impliziert, dass ein {D, : a € A}-generischer Filter G C PP existiert.

Da G unter endlichen Durchschnitten abgeschlossen und [0, 1] kompakt ist, exi-
stiert © € (| G. Wegen der Generizitidt von G ist z & |J A. Wegen x € [0, 1] zeigt
das, dass [0, 1] nicht die Vereinigung iiber A ist.

Das Argument fiir nirgends dichte Mengen geht im wesentlichen genauso und
benutzt die Halbordnung der Abschliisse von nichtleeren offenen Teilmengen von
R. O

necw

Um zu zeigen, dass MA+—CH Suslins Hypothese impliziert, benutzen wir ei-
ne halbordnungstheoretische Folgerung von Martins Axiom. Eine Halbordnung
P hat die Knaster-FEigenschaft, wenn jede iiberabzdhlbare Teilmenge von P eine
iiberabzéhlbare Teilmenge von paarweise kompatiblen Elementen hat. Offenbar hat
jede Halbordnung mit der Knaster-Eigenschaft die c.c.c. Unter MA gilt auch die
Umkehrung.

Lemma 9.3. Unter MAy, hat jede c.c.c. Halbordnung die Knaster-Eigenschaft.

Beweis. Sei P eine c.c.c. Halbordnung und (pa)a<w, eine Folge von Bedingungen
in P. Fiir alle oo < wq sei

Ay i=reg({pg:a < B <wi}).

(An)a<w, ist eine monoton fallende Folge von regulir offenen Teilmengen von P.
Wegen der c.c.c. von P existiert ein o < w;, ab dem diese Folge konstant wird. Fiir
dieses a betrachte die Halbordnung Q := A,,.
Auch Q ist c.c.c. Fiir jedes 8 < wy sei
Dg:={q€Q:FIy<wi(y>BAqg<py)}
Wegen der Wahl von Q ist jedes Dg dicht in Q. Sei nun G C Q ein {Dg: 8 < w1 }-
generischer Filter. Dann sind die Elemente von G paarweise kompatibel, und fiir

jedes § < w; existiert ein v < wy mit v > B und py € G. Das zeigt die Knaster-
Eigenschaft von P. O

Ubung 9.4. Es sei L eine zusammenhingende, separable lineare Ordnung und
P die Menge der nichtleeren, offenen Intervalle von L, geordnet durch Inklusion.
Zeige, dass P die Knaster-Eigenschaft hat.
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Die Knaster-Eigenschaft verhélt sich etwas besser als die c.c.c., was Produkte
von Halbordnungen angeht.

Definition 9.5. P und Q seien Halbordnungen. Das Produkt von P und Q ist Px Q
komponentenweise geordnet.

Lemma 9.6. Haben P und Q die Knaster-Eigenschaft, so auch Px Q. Insbesondere
ist P x Q dann c.c.c.

Beweis. Sei (Pa, Ga)a<w, €ine Folge in Px Q. Wihle eine iiberabzihlbare Menge S C
w1, so dass die p,, o € S, paarweise kompatibel sind. Wihle eine iiberabzihlbare
Menge T' C S, so dass die ¢, a € T, paarweise kompatibel sind. Wie man leicht
sieht, sind auch die (pa,qa), @ € T, paarweise kompatibel in P x Q. O

Aus Lemma 9.3 und Lemma 9.6 folgt sofort
Korollar 9.7. Unter MAy, sind Produkte von c.c.c. Halbordnungen wieder c.c.c.
Satz 9.8. MAy, impliziert SH.

Beweis. Sei L eine zusammenhéngende lineare Ordnung ohne Endpunkte, die c.c.c.
ist. Wir zeigen, dass L separabel ist. Betrachte die Halbordnung P der nichtleeren
offenen Intervalle von L. Mit L ist auch P c.c.c.

Angenommen, L ist nicht separabel. Dann existieren ag, by, cq € L, & < wy, mit

(i) aq < bo < cq und
(i) (@asca)N{bs: B <a}=0.

Fir alle @ < wy sel py = (@, ba) und ¢o := (ba,cq). Fir alle a,8 < w
mit o < G gilt dann b, & (ag,cg). Ist by < ag, s0 ist py = (@a,be) disjunkt
von pg = (ag,bg). Ist by > cg, s0 ist go = (ba,cq) disjunkt von gg = (bg,cg).
Insgesamt ist (pa, go) inkompatibel zu (pg, gg) in P x P. Also ist P x P nicht c.c.c.
Das widerspricht aber Korollar 9.7. O

Ubung 9.9. Sei L eine zusammenhéngende lineare Ordnung ohne Endpunkte. Wie
oben sei P die Halbordnung der nichtleeren offenen Intervalle von L. Zeige: Hat P
die Knaster-Eigenschaft, so ist L separabel.

Um die Konsistenz von MA+—CH zu zeigen, benétigen wir noch eine Charakte-
risierung von MA.

Lemma 9.10. Sei k eine unendliche Kardinalzahl. Dann gilt MA, genau dann,
wenn MA,, eingeschrinkt auf Halbordnungen der Mdichtigkeit < k gilt.

Beweis. Sei (P, <) eine c.c.c. Halbordnung und (D,,)a<, eine Familie von dichten
Teilmengen von P. Betrachte die Struktur (P, <, D,)a<x. Diese Struktur ist eine
Struktur in einer Sprache der Méchtigkeit . Mit Hilfe von Skolem-Funktionen sieht
man, dass eine Unterhalbordnung Q von P existiert, so dass gilt:

(i) QI <~

(i) Vp,q € Qlp Lo g p Lpq)

(iii) Va < k(Dq NQ ist dicht in Q)
(Man kann Q einfach nach dem Satz von Léwenheim-Skolem als elementare Un-
terstruktur von (P, <, Dy )a<, mit Méchtigkeit < x wihlen.) Wegen (ii) ist mit P
auch Q c.c.c. Nach MA,, fiir Q existiert ein (D, N Q)q<-generischer Filter G C Q.
Der von G in P erzeugte Filter ist offenbar (D)<, generisch. Das zeigt MA,; fiir
P. ]
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9.2. Iteriertes Forcing. Wir werden folgende Strategie anwenden, um ein Modell
von MA+—CH zu konstruieren: Wie immer starten wir mit einem abzihlbaren,
transitiven Modell M der Mengenlehre. Wir setzen voraus, dass M CH erfiillt.

Wir konstruieren eine aufsteigende Kette (My)q<(x,)m von generische Erweite-
rungen von M, so dass M, jeweils von der Form M, [G,] ist, wobei G,, fiir eine
gewisse Halbordnung P, € M, generisch iiber M,, ist. Schliefllich erhalten wir eine
generische Erweiterung NV von M, die das kleinste transitive Modell von ZFC ist,
das M umfasst und die Folge (Ga)q<(n,)m enthélt.

Alle M, werden Modelle von CH sein. In N wird 2% = Ry gelten. Die Kardi-
nalzahlen von M sind genau die Kardinalzahlen von N. Die P, werden so gewahlt
sein, dass fiir jede c.c.c. Halbordnung P € N mit N |= |P| < 2% und jede Familie
D € N von dichten Mengen in P mit N |= |D| < 2% ein a < (Rg)M existiert, so
dass folgendes gilt:

(i) Pe M,
(ii) My EP, 2P

(ili) D C M,.

Da G, P,-generisch iiber M, ist und P, zu P isomorph (in M, ), existiert in
M1, und damit auch in N, ein D-generischer Filter. Das zeigt, dass in N Martins
Axiom eingeschriinkt auf Halbordnungen der Michtigkeit < 2% gilt. Nach Lemma
9.10 erfiillt N damit MA.

Die wesentliche technische Schwierigkeit in diesem Beweis ist, dass es unklar ist,
wie man die Struktur N oder die M, fiir Limeszahlen « konstruiert. Die Vereinigung
der M, muss kein Modell der Mengenlehre sein. (Es gibt in der Modelltheorie zwar
den Satz iiber elementare Ketten, aber die Kette der M, ist nicht elementar.) Die
Losung dieses Problems ist, dass man direkt eine Halbordnung in M konstruiert,
die die verschiedenen G, adjungiert. Das nennt man iteriertes Forcing.

Wir betrachten zunéchst die Zweischritt-Iteration. Sei P € M eine Halbordnung
und G P-generisch tiber M. Weiter sei Q € M[G] eine Halbordnung und F Q-
generisch iiber M[G]. Man erhélt ein Modell M[G][F] der Mengenlehre (beachte,
dass auch M|[G] ein abzihlbares, transitives Modell von ZFC ist). Wir versuchen,
MIG][F] als einfache generische Erweiterung aufzufassen.

Wihle einen Namen Q mit Q¢ = Q. Dann existiert p € G mit

plF “Q ist eine Halbordnung”.
Nach Lemma 8.7 kénnen wir sogar
1p I “Q ist eine Halbordnung”

verlangen, denn offenbar gilt

1p IF Jx(z ist Halbordnung A (p € T — 2z = Q)),

wobei I' der Standardname fiir den P-generischen Filter ist. Da wir angenommen
haben, dass alle Halbordnungen ein maximales Element haben, kénnen wir aufler-
dem, wieder nach Lemma 8.7, annehmen, dass es einen Namen 1y mit

Ip I- “ly ist das maximale Element von Q”

und (1@7 1p) € Q. Wir sagen, dass Q ein Name fiir eine Halbordnung ist. Beachte
dabei, dass mit der iiblichen Schlampigkeit die Halbordnung (Q, <) mit der Menge
Q identifiziert wird. Q ist also streng genommen ein Name fiir ein Paar, nimlich
eine Menge zusammen mit einer Relation. Wir werden Q aber auch als Namen fiir
die unterliegende Menge benutzen (welches in Wirklichkeit ein anderer Name ist als
der fiir ganze Halbordnung). Mit < bezeichnen wir einen Namen fiir die Ordnung
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auf (@ Der Name < existiert wieder nach Lemma 8.7, ist aber, wie auch Lo nicht
eindeutig bestimmt. Wir wéhlen irgendeinen.

Definition 9.11. Sei P € M eine Halbordnung und Q € MF ein Name fiir eine
Halbordnung. Setze

PxQ:={(p.d):pePAIr €P((¢,7) €Q) ApIF ¢ € Q}.

Fiir (p07QO)7 (plaql) € Px Q sei (p07q0) S (phql) genau dann7 wenn po S P1 und
po Ik do < G-

Wir zeigen, dass sich M[G][F] als P Q-generische Erweiterung von M auffassen
l&sst.

Definition 9.12. Seien Py und P; Halbordnungen mit Py C Py. Py ist wollstindig
in Py eingebettet, falls gilt:

(i) Vp,q € Po(p Lp, ¢ = p Lp, q)

(ii) Vp € P13q € PoVr € Po(r < g —r L p)
Beachte, dass sich mit (i) ein Index an L in (ii) eriibrigt. Eine Bedingung ¢ wie in
(3) heifit Projektion von p auf Py.

Ubung 9.13. Seien P und Q Halbordnungen. Wir identifizieren P mit der Menge
P x {lg} CP x Q. Zeige, dass P vollstindig in P x Q eingebettet ist.

Lemma 9.14. Seien Py,P; € M Halbordnungen und Py wvollstindig eingebettet
in Py. Ist G Py-generisch tiber M, so ist G NPy Py-generisch iber M und es gilt
M[G NPy] € M[G].

Beweis. M|[G NPy C MIG] ist klar, falls G N Py Py-generisch iiber M ist. Wir
zeigen, dass G NPy alle dichten Teilmengen von Py schneidet, die Elemente von M
sind.

Sei D € M eine dichte Teilmenge von Py. Betrachte D' := {p € Py : 3g € D(p <
q)}. Dann ist D’ dicht in P;. Sei némlich p € P;. Da Py vollstindig in P, eingebettet
ist, existiert eine Projektion ¢ von p auf Py. Da D dicht in Py ist, existiert » € D
mit 7 < g. Nach Wahl von ¢ ist r kompatibel mit p. Sei s € P; mit s < r;p. Es
gilt s € D’. Das zeigt die Dichtheit von D’ in P;. Wegen der Generizitit von G
schneidet G die Menge D’. Da G ein Filter ist, schneidet G auch D.

Es ist noch nicht klar, dass GNPy tiberhaupt ein Filter ist. Offenbar ist mit einer
Bedingung ¢q € Py auch jede grofiere Bedingung in Py ein Element von G NPy. Seien
p,q € GNPy. Betrachte die Menge

D:={rePy:r<pqgVrLpvrlqg}

D ist dicht in Py. Sei ndmlich s € Py mit s £ p. Dann existiert ¢t € Py mit ¢t < s, p.
Nun ist entweder ¢t 1 ¢ oder es gibt r < ¢t mit r < p,q. In jedem Falle existiert
r e D mitr <s.

Wegen der Dichtheit von D existiert » € D N G. Die Félle r L p und r L ¢
kommen nicht in Frage, da je zwei Elemente von G kompatibel sind. Also ist r €
G NPy eine gemeinsame Erweiterung von p und ¢. Damit ist G NPy in der Tat ein
Filter. (]

Lemma 9.15. Seien P und Q wie in Definition 9.11. Identifiziere P mit {(p, lg):
peP} CPx Q. Dann ist P vollstindig eingebettet in P Q.

Beweis. Seien po,p1 € P kompatibel in P * Q. Dann existiert (p,q) € P x Q mit
(p,4q) < (po, 1Q), (p1, 1Q)' Offenbar ist p gemeinsame Erweiterung von pg und p; in
P.

Fiir (p,§) € P Q ist p eine Projektion von (p, ¢) auf P. O
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Dass sich M[G][F] als P * Q-generische Erweiterung auffassen lisst, besagt fol-
gendes Lemma.

Lemma 9.16. Seien P und Q wie in Definition 9.11. Ist H P« Q—genem’sch tiber
M, so st

Hy == {qurr : 3p € P((p,4) € H)}
Qurp-generisch iiber M[H N P] und es gilt M[H] = M[H NP|[H:]. Ist umgekehrt
G P-generisch iiber M und F Qg-generisch iiber M|[G], so ist

H:={(p,j) eP+xQ:peGAjgeF}
P % Q-genem’sch iber M und es gilt M[G][F] = M[H].

Beweis. Sei H P x Q—generisch iiber M. Da P vollstdndig in P Q eingebettet ist,
ist Hy := H NP P-generisch iiber M. Setze

Hy = {qu, : p € P((p, 4) € H)}.
Wir zeigen zunéchst, dass H;y {iberhaupt ein Filter ist.

Sei ¢ € Hy und s € Qp, mit ¢ < s. Wihle (p,¢) € H und § mit ¢y, = g,
(p,$) € Px Q und 5, = 5. Wegen ¢ < s existiert t € Hp mit ¢ I- ¢ < 5. Dabei
koénnen wir ¢ < p wihlen. Sei @ so gewihlt, dass (¢t,4) € H gilt. Wir kénnen
annehmen, dass (t,%) < (p,q) ist. Es gilt dann (¢,7%) < (t,$). Insbesondere ist
(t,$) € H, also s € H;.

Seien nun ¢,s € Hy. Wihle (p,q),(r,$) € H mit ¢y, = q und $g, = s. Sei
(t,u) € H eine gemeinsame Erweiterung von (p,q) und (r,$). Dann ist ¢ € Hy,
Ug, € Hy und es gilt t I @ < ¢, 5. Damit ist UH, eine gemeinsame Erweiterung von
q und s in H;. Das zeigt, dass H; ein Filter ist.

Sei D € M[Hy] eine dichte Teilmenge in Q H,- Wihle einen Namen D fiir D und
peE HO mit

p I “D ist dicht in Q7.
Betrachte die Menge
D :={(r,5) ePxQ:rlFse D}

Wie man leicht nachrechnet, ist D’ dicht unter (p,1g). Damit existiert (r,3) €
D’ N H. Offenbar ist $p, € D N Hy. Die Gleichung M[Hy|[H1] = M[H] ist klar.
Sei nun G P-generisch iiber M und F' Qg-generisch iiber M[G]. Setze

H::{(p,Q)EIP’*Q:pEG/\q'GEF}.

Wie man leicht nachrechnet, ist H ein Filter. Sei nun D € M eine dichte Teilmenge
von P x (@

Setze Dy := {4g : Ip € G((p,§) € D)}. Wir zeigen, dass D; dicht in Qg ist. Sei
q € Qg. Wihle (p,¢) € P+ Q mit p € G und g = ¢. Wie man leicht sieht, ist die
Menge

Dy :={reP:35((r,3) < (p,4) A\ (r,8) € D)}

dicht unterhalb von p. Also existiert (r,$) € D mit (r,$) < (p,¢) und r € G. Es ist
$g € D1 und $¢ < q¢ = ¢¢-. Das zeigt die Dichtheit von D;.

Wegen der Generizitit von F existiert ¢ € D1 N F. Wihle (p,¢) € D mit p € G
und ¢ = ¢. Dann ist (p,¢) € DN H. Es folgt, dass H P x Q-generisch iiber M ist.
Die Gleichung M[H] = M[G][F] ist wieder klar. O

Ubrigens lisst sich fiir jede Halbordnung P; und jede vollstéindig eingebettete
Unterhalbordnung Py die Halbordnung P; als Zweischritt-Iteration der Form Py +Q
auffassen.
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Ubung 9.17. Sei P eine Halbordnung und Q ein P-Name mit
1p IF Q = Fn(w, 2).
Zeige, dass P x Q eine dichte Teilmenge hat, die zu P x Fn(w, 2) isomorph ist.
Als néchstes zeigen wir, dass die c.c.c. unter Iteration erhalten bleibt.

Lemma 9.18. Sei P € M eine Halbordnung und Q € M ein P-Name fiir eine
Halbordnung. Angenommen P ist c.c.c. (in M) und es gilt 1p I+ ,Q ist c.c.c.”.
Dann ist P+ Q c.c.c. (in M).

Beweis. Wir argumentieren zunéchst in M. Sei (pa, §o)a<w, €ine Antikette in PxQ.
Setze 0 := {(&,pa) : @ < w1}. Der Name o ist ein P-Name fiir eine Teilmenge von
wy. Da P c.c.c. ist, erhélt P Kardinalzahlen. Die Kardinalzahl w; des Grundmodells
ist also gleich dem w; jeder P-generischen Erweiterung.

Sei nun G P-generisch iiber M und «, € og. Angenommen, (¢, )¢ ist kom-
patibel zu (g3)g. Dann existiert ein Name p fiir eine Bedingung in Qg mit pg <
(4a)cs (48) - Wir kénnen annehmen, dass ein r € P mit (r, p) € P+ Q existiert. Es
gibt p € G mit

plEpeQAp < dasgp-
Wegen «, 8 € o¢ gilt pa,pg € G. Also kénnen wir p < p,,ps annehmen. Damit
ist (p, p) € Px Q eine gemeinsame Erweiterung von (P, Go) und (pg, 4g). Das zeigt
a = f3. Es folgt, dass o¢ abzihlbar ist. Insbesondere ist sup(og) < wy.

Wir argumentieren wieder in M. Sei 3 ein P-Name fiir das Supremum von o.
Da P c.c.c. ist, gibt es in M eine abziihlbare Menge A C wy mit 1p IF 3 € A. Setze
v := sup(A). Dann gilt 1p I B < 4. Wegen der Definition von 3 bedeutet das fiir
alle § < wy mit v < 6:

Ipl-ps €T,
wobei I' wieder der Standardname fiir den P-generischen Filter ist. Das ist aber
absurd. Es folgt, dass (pa,da)a<w, keine Antikette ist. O

9.3. Lange Iterationen. Wir beschreiben eine Moglichkeit, Forcing-Iterationen
unendlicher Liange zu konstruieren. Wir betrachten zunéchst endliche Iterationen.

Seien P eine Halbordnung und Q1 ..., Q, so, dass jedes Q; ein (...(Px Ql) ceok
Qi_1)-Name fiir eine Halbordnung ist. Dann ist (...(P % Qy)--- * Q,) eine Hal-
bordnung, deren Elemente die Form (...(p,¢1)...,¢,) haben. Wir identifizieren
(...(p,q1) -+, qn) mit (p,d1,...,¢n). Wir konnen P auch als einen Pp-Namen Qo
fiir eine Halbordnung auffassen, wobei Py die triviale Halbordnung {(} ist. In die-
sem Falle wird aus (p,q,...,G¢,) die Folge (do,..-,{n), wobei ¢y der kanonische
Po-Name fiir p ist. Das vereinfacht die Notation etwas.

Diese Darstellung einer Iteration von endlich vielen Halbordnungen verallgemei-
nern wir, um unendlich viele Halbordnungen zu iterieren.

Definition 9.19. Sei § € M eine Ordinalzahl. ((Py)a<s, (Qa)a<s) € M heift
Tteration mit endlichem Triger (finite support iteration) der Linge 0, falls in M
folgendes gilt:
(i) Fiir alle o < ¢ ist P, eine Halbordnung, wobei die Elemente von P, Folgen
der Lénge « sind. Insbesondere gilt Py = {0}.
(ii) Fir alle o, < dmit e < Sund allep € Pgist p [ a € P,.
(i) Fiir alle o < § ist Q, ein P,-Name fiir eine Halbordnung.
(iv) Fir alle a < § ist Pyqq = Py % Q.. Hierbei kénnen wir, da die Elemente
von P, Folgen der Léinge « sind, die Elemente von P, * Qa in natirlicher
Weise als Folgen der Linge o + 1 auffassen.
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(v) Fiir alle a < § und jede Folge p der Linge « sei
supt(p) := {8 < o : p(B) # 1, }
der Trdger von p. Fiir jede Limesordinalzahl @ < § und jede Folge p der
Lénge o ist p genau dann Element von F,, wenn p [ 8 € Pg fiir alle 8 <
gilt und zusitzlich supt(p) endlich ist.
(vi) Fiir alle @« < ¢ und alle p, q € P, ist p < ¢ genau dann, wenn fiir alle § < «

gilt: p [ B1F p(B) < q(B).
Fiir alle a < ¢ sei 1p,, die Folge p der Linge o mit p(3) = 1(@[i fiir alle 8 < a.

Fiir alle o, 8 < § mit @ < § und alle p € P, identifizieren wir p mit der Folge
pU(1p, | [o,B)) € Pg. Wie man leicht nachrechnet, ist P, damit eine vollstéindig
eingebettete Unterhalbordnung von Pg.

Das néchste Lemma zeigt, dass die Iteration mit endlichen Tréger sich gut verhalt
in Bezug auf c.c.c. Halbordungen.

Lemma 9.20. Sei (Py)a<s, (Qu)a<s) eine Tteration mit endlichen Triger, so dass
fiir alle o < 6§ gilt: )
1p, IF “Q, ist c.c.c.”

Dann ist P, c.c.c. fiir alle a <9.

Beweis. Wir beweisen das Lemma durch Induktion iiber o < . Der Induktionsan-
fang ist trivial. Die Nachfolgerschritte ergeben sich aus Lemma 9.18. Sei nun o < ¢
eine Limesordinalzahl. Angenommen, fiir alle § < « ist Pg c.c.c. Sei (p,)y<w, €ine
Folge von Bedingungen in P,. Wir zeigen, dass diese Folge keine Antikette ist.
Betrachte die Folge (supt(p,)),<w,. Wegen des A-System Lemmas kénnen wir
annehmen, dass (supt(py))y<w, bereits ein A-System mit Wurzel R bildet. Sei § :=
max(R) + 1. Wir kénnen annehmen, das die p, paarweise verschieden sind. Da Pg
c.c.c. ist, existieren p,g € {py ;v <witmit p#qundp [ B L g [ [ Seir e Pg
eine gemeinsame Erweiterung von p [ 8 und ¢ | . Definiere s € P, wie folgt:
Setze s | B :=r. Fiir alle v € [§, «) sei s(7) := p(7), falls v € supt(p), und sonst
s(y) := q(v). Da die Tréiger von p und ¢ oberhalb von § disjunkt sind, ist s eine
gemeinsame Erweiterung von p und ¢ in P,. O
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9.4. Die Konsistenz von MA+—-CH.
Satz 9.21. Mit ZFC ist auch ZFC+MA+—CH konsistent.

Beweis. Sei M ein abzdhlbares, transitives Modell von ZFC+GCH. Wir konstruie-
ren eine c.c.c. Halbordnung P € M, so dass fiir jeden P-generischen Filter G iiber
M gilt:

MI[G] = MA A2 =R,

Wir stellen zunéchst folgendes fest: Sei N ein Modell der Mengenlehre mit
N | 2% = X,. Um MA in N nachzuweisen, geniigt es nach Lemma 9.10 Halb-
ordnungen der Méchtigkeit < Ny zu betrachten. Natiirlich geniigt es dabei, je eine
Halbordnung jedes Isomorphietyps von Halbordnungen der Méchtigkeit < Xy zu
betrachten. Insbesondere kann man sich auf Halbordnungen mit der unterliegen-
den Menge w; oder einer Teilmenge davon beschranken. Aus technischen Griinden
werden wir uns sogar auf Halbordnungen beschréinken, die genau die unterliegen-
de Menge w; haben. Das geht wie folgt: Anstelle einer abzidhlbaren Halbordung Q
betrachten wir die forcing-theoretisch dquivalente Halbordnung, die entsteht, wenn
man das grofite Element von Q durch eine Kette vom Ordnungstyp wy + 1 ersetzt.

Wir konstruieren nun in M eine Iteration ((Pa)a<wss (Qa)a<wZ) mit endlichem
Trager, so dass fiir alle o < wq gilt: 1p,, IF ,,Qa ist c.c.c.“. Wir werden die P, so
wéhlen, dass fiir @ < wy gilt: [Py| < Ry. Wir setzen dann P := P,,, und zeigen

1p IF MA A2%0 = R,

Nach Lemma 9.20 ist P c.c.c. Wir miissen also, wenn wir zum Beispiel Ny schreiben,
nicht dazu sagen, ob wir Xy in M oder in einer P-generischen Erweiterung von M
meinen.

Angenommen, wir haben P, bereits konstruiert. Wir sagen, dass Q ein guter
P,-Name fiir eine c.c.c. Halbordnung auf w; ist, falls Q ein P,-Name fiir eine
c.c.c. Halbordnung ist und auflerdem gilt:

(i) Der Name fiir die unterliegende Menge von Q ist @;.
(i) 15 =0 . .
(iii) Der Name < fiir die Ordnung auf Q ist ein netter Name fiir eine Teilmenge
von wy X wi, d.h., < ist von der Form Up y<w, {(B,7)} X Ag 5 ), wobei die
Ag . Antiketten in P, sind.

Wie im Falle der netten Namen fiir Teilmengen von w sieht man, dass jede in
einer P,-generischen Erweiterung von M auftretende c.c.c. Halbordnung auf wy,
deren grofites Element die Ordinalzahl 0 ist, einen guten P,-Namen hat. Wegen der
c.c.c. von P, zusammen mit GCH und |P,| < ®; gibt es nur ((R;)*0)® = X, gute
P,-Namen fiir Halbordnungen auf w;.

Beachte, dass wir fir « < § < wy jeden P,-Namen mittels der vollstindigen
Einbettung von P, in P3 als Pg-Namen auffassen kénnen. Mit Hilfe von geschickter
Buchhaltung kénnen wir die Qq so wihlen, dass folgendes gilt: Fiir alle o < wy und
alle guten P,-Namen Q fiir eine c.c.c. Halbordnung auf wy gibt es Ro-viele 8 < wy
mit o < 3 und

(1p, IF ,Qist c.ce.) - Q = QB-

Wie man leicht sieht, haben alle Py, 0 < o < wg, die Méchtigkeit X;. P = P,
hat die Machtigkeit RXy. Da P c.c.c. ist, gibt es hochstens Ny nette P-Namen fiir Teil-
mengen von w. Andererseits sind No-viele der Q. Namen fiir eine feste, zu Fn(w,?2)
fquivalente Halbordnung auf w;. Die von diesen Q, adjungierten Teilmengen von
w sind paarweise verschieden, wie man mit einem einfachen Dichtheitsargument
nachweisen kann. Insgesamt gilt also 1p IF 280 = R,.

Sei nun G ein P-generischer Filter iber M und Q € M[G] eine c.c.c. Halbordnung
auf wy mit 1g = 0. Weiter sei (Dg)g<yw, cine Familie von dichten Teilmengen von
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Q. Wihle einen guten P-Namen Q fiir eine c.c.c. Halbordnung auf w; mit Q¢ = Q.
Fiir jedes § < w; sei Dﬁ ein netter P-Name fiir eine Teilmenge von w; (d.h., ein
Name der Form ., ({7} x A,), wobei jedes A, eine Antikette in P ist), so dass
gﬂt: (DB)G = Dﬁ.

Fiir einen P-Namen p sei supt(p) die Vereinigung der Triiger aller Bedingungen,
die in p vorkommen. Da P c.c.c. ist und wegen der speziellen Form der Namen Q
und Dﬁ, sind supt(@) und Supt(Dﬁ), [ < w1, Mengen der Méchtigkeit < N;. Sei
v < wy eine gemeinsame obere Schranke dieser Mengen. Dann sind Q und Dg,
B < wr, in Wirklichkeit schon IP,-Namen. Fiir jedes a < wy sei G := GNP,. Dann
gilt Q = Q¢ = QGw € M[G,]. Beachte, dass Q auch in M[G,] c.c.c. ist, da M[G]
und M[G,] dieselben Kardinalzahlen haben. Umgekehrt muss entsprechendes nicht
gelten: Es kann in M[G,] c.c.c. Halbordnungen geben, die in M[G] nicht mehr
c.c.c. sind.

Wegen der Wahl der Q. kénnen wir, nach eventueller Vergroflerung von +y, an-
nehmen, dass Q = Q, gilt. Nach Konstruktion der P, entsteht M[G., ] aus M[G.,]
durch Adjungtion eines (Q.Y)Gw—generischen Filters F. Offenbar gilt F' € M[G]. Da
F iiber M[G,] generisch ist und wegen Dy = (D@)G7 € M[G,] fir alle § < wy,
schneidet F alle Dg, f < wi. Insbesondere gibt es in M[G] einen (Dg)g<w,-
generischen Filter F' C Q. Das zeigt MA in M[G]. d
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