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1. AUSSAGENLOGIK

Die Aussagenlogik befasst sich mit der Frage, wann gewisse Verkniipfungen (mit-
tels ,und“, oder* etc.) von Aussagen wahr sind. Dabei interessiert man sich nicht
fiir den Inhalt der zugrundeliegenden Aussagen, sondern nur dafiir, ob diese wahr
oder falsch sind.

1.1. Alphabete und Wérter. Ein Alphabet (die Zeichen- bzw. Symbolmenge)
ist zuniichst eine beliebige Menge Z. Dabei ist Z = () erlaubt. Auch endliche,
unendliche und {iiberabzidhlbare Alphabete sind erlaubt. In vielen Féllen werden
wir abzéhlbar unendliche Alphabete betrachten.

Es sei

7% .— {(Zh...,zn)ZﬂEN,Zl,...,ZHEZ}

die Menge aller endlichen Folgen iiber Z. Dabei ist N = {0,1,2,...} die Menge
der natiirlichen Zahlen. Die Elemente von Z* heilen Worter iiber Z. Anstelle von
(#1,...,2n) schreiben wir z; . .. z,. Die natiirliche Zahl le(w) ist die Ldinge des Wor-
tes w = z1...z,. Man beachte, dass Z* auch die Folge der Lange 0 enthélt. Diese
Folge ist das leere Wort und wird mit A bezeichnet.

Zwei Worter v = s1...8,, und w =t ...t, sind genau dann gleich, wenn m =
le(v) = n =le(w) ist und fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt: s; = ;.

Auf Z* definieren wir die zweistellige Operation — der Verkettung: fir v =
S1...8y, und w =t;...t, sei

VW i =81...8nt1...tp,.
Anstelle von v~ w schreiben wir iiblicherweise kurz vw. Die Operation
A AR

ist assoziativ; A ist das neutrale Element bzgl. .
Jedes Zeichen z € Z identifizieren wir im Allgemeinen mit dem Wort (z) der
Lénge 1. Damit ist Z C Z*.

Beispiel 1.1. Sei Z :={(,), A\, V,p,q,r}. Dann sind folgende Worter iiber Z paar-
weise verschieden:

pA(gAT), (AN Ar, pANgAr, (pAQVr, pAgVrT, )ppV)r

Man beachte, dass es Worter iiber Z gibt, die uns sinnvoll erscheinen, Worter,
die uns unsinnig erscheinen, und Worter, die missversténdlich aussehen. Darauf
gehen wir im néchsten Abschnitt ein.

1.2. Formeln und eindeutige Lesbarkeit. Wir definieren aussagenlogische For-
meln als spezielle Zeichenreihen, die fiir Verkniipfungen von Aussagen stehen. In
diesem Abschnitt geht es nur um die grammatisch-formalen (syntaktischen) Eigen-
schaften von Formeln, nicht um ihre inhaltliche Bedeutung (Semantik).

Definition 1.2. Es sei P eine unendliche Menge, die Menge der Aussagenvariablen,
und J := {—,V,A,—, <} die Menge der Junktoren, d.h., der aussagenlogischen
Verkniipfungen. Wir nehmen dabei an, dass P und J disjunkt sind. Das Alphabet
der Aussagenlogik ist Z := P U J.

Definition 1.3. Die Menge Fml der (aussagenlogischen) Formeln (iiber P und J)
ist die kleinste Menge M C Z* mit

(1) PCM

(2) aeM=-aecM

(3) je{ViA =, =} a,BEM = jaf e M
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Genauer:
Fml := ﬂ{M C Z*: M erfiillt (1)-(3)}

Die Elemente von P heiflen atomare Formeln.

Die hier gewéhlte Definition der Formeln ist vielleicht etwas iiberraschend. Die
iibliche Schreibweise fiir ja3 ist (ajB) bzw. ajf. Unsere Schreibweise ist die soge-
nannte Polnische Notation (PN, auch Prdifiz-Schreibweise), die gegeniiber der iibli-
chen Schreibweise (der Infizschreibweise) technische Vorteile hat und ohne Klam-
mern auskommt. Es gibt auch noch die umgekehrte Polnische Notation (UPN, auch
Postfiz-Schreibweise), in der man «j anstelle von jag schreibt.

In diesem Abschnitt benutzen wir die UPN, weil sich gewisse Séitze so leichter
beweisen lassen. Spéter benutzen wir dann die iibliche (und fiir menschliche Wesen
leichter lesbare) Infix-Schreibweise.

Beispiel 1.4. Wir schreiben ein paar Formeln in Infix-Schreibweise, PN und UPN

auf:
Infix-Schreibweise PN UPN
pVyg V=pg gV
(pAq)— (rvs) — ApgV Ts pqArsv —

(= B) —7) =6 s a0 af =7 — 35—



4 STEFAN GESCHKE

Die Menge der aussagenlogischen Formeln in Infix-Schreibweise kann man wie
folgt definieren:

Zunichst sei K := {(, )} die Menge der Klammern. P und J seien wie in Definiti-
on 1.3. Setze Z.5x := PUJUK. Die Menge Fmly, 5, der aussagenlogischen Formeln
in Infix-Schreibweise sei die kleinste Menge M C Zj ;. mit folgenden Eigenschaften:

(1) PCM
(2) aeM=-acM
(3) a,f € Mund j € {V,A,—, <} = (ajf) e M

Als néichstes beschreiben wir einen Algorithmus, mit dem fiir ein Wort w € Z*

schnell erkennt, ob w ein Element von Fml ist.

Definition 1.5. Wir definieren eine Gewichtsfunktion g : Z — Z (Z die Menge der
ganzen Zahlen) durch

—1, falls z € P
g(z):= <0, falls z = -
1, falls z € {V,A, —, <}

Fir w = 21...2, € Z* definieren wir die Quersumme von w als
as(w) ==Y _g(z) =g(z1) + - + g(zn)-
i=1

Mit Hilfe dieser Definitionen konnen wir leicht das Quersummenkriterium fiir
Formeln formulieren.

Satz 1.6. Seiw = 21 ...z, € Z*. Dann gilt w € Fml genau dann, wenn qs(w) = —1
ist und fiir jedes echte Anfangsstick v = z1...zn, m <mn, von w gilt: gs(v) > 0.

Beweis. Fiir v,w € Z* schreiben wir v C w, falls v ein echtes Anfangsstiick von w
ist. Setze

M :={we Z":gs(w) = —1 und gs(v) > 0 fiir alle v C w}.

Wir zeigen M = Fml.

Fiir Fml C M geniigt es nach Definition von Fml zu zeigen, dass M die Eigen-
schaften (1)—(3) aus Definition 1.3 hat.

P C M ist klar. Sei « € M. Wegen g(—) = 0 gilt dann auch —« € M. Seien nun
a,f € Mund j € {V,A,—,—}. Wegen o, 3 € M gilt

as(jaf) =1+gs(a)+qs(f) =1-1-1=—1.

Sei nun v C jaf. Ist v = A, so gilt gs(v) = 0. Ist v = 7, so gilt gs(v) = 1. Ist v = ju
fiir ein w € Z* mit v C « oder u = a, so gilt qs(v) =14 gs(u) > 0, da gs(u) > —1
wegen « € M. Sonst ist v = jau fiir ein u C . Es gilt dann

as(v) =1+ gs(a) +gs(u) =1 —14 qgs(u) = qgs(u) >0
wegen «, 5 € M.

Das zeigt Fml C M. Als néchstes zeigen wir M C Fml.

Fiir jedes w = 21 ...z, € M zeigen wir w € Fml, und zwar durch vollstdndige
Induktion iiber n. Im Falle n = 1 ist gs(w) = g(z1) = —1 wegen w € M. Also gilt
z1 € P und damit w = z; € Fml.

Sei n > 1. Wegen w € M ist g(z1) > 0, also z; € J. Sei j = z;. Dann existiert
v € Z* mit ju = w.

Angenommen j = —. Aus g(—) = 0 und w = v € M folgt v € M. Nach
Induktionsannahme gilt v € Fml. Damit gilt auch w € Fml.

Angenommen j € {V, A, —,«<}. Dann ist g(j) = 1. Wegen w € M, g(j) = 1 und
g(z) € {—1,0,1} gibt es Worter u,v € Z* mit w = juv, gs(ju) = 0 und gs(jr) > 1
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fiir alle r C w. (Wéhle r C u kiirzest moglich mit gs(ju) = 0.) Es gilt u € M. Wegen
w € M gilt auBerdem v € M. Nach Induktionsvoraussetzung gilt u,v € Fml. Damit
ist auch w = juv € Fml. (|

Mit Hilfe dieses Satzes kénnen wir nun leicht die eindeutige Lesbarkeit von For-
meln nachweisen.

Satz 1.7. Sei o € Fml. Dann hat o genau eine der folgenden Formen:
(1) a=p € P (mit eindeutig bestimmtem p € P)
(2) a=~pf (mit eindeutig bestimmtem @ € Fml)
(3) a = jBy (mit eindeutig bestimmtem j € {V,N\,—, <} und eindeutig be-
stimmten (8, € Fml)

Beweis. Man sieht leicht, dass a eine der angegebenen Formen hat. Nichttrivial ist
nur Eindeutigkeit in (3). Sei « = j8vy = j3'+' mit 3,7, 3,7 € Fml. Angenommen
B # ('. Dann ist 3 echtes Anfangsstiick von 8’ oder umgekehrt. Nach Satz 1.6 ist
aber kein echtes Anfangstiick einer Formel wieder eine Formel. Ein Widerspruch.
Also ist 8 = 8/ und damit auch v = ~'. O

Im Beweis von Satz 1.6 haben wir implizit ein Beweisverfahren angewandt, das
auf der gewohnlichen vollstindigen Induktion basiert und welches man Induktion
iber den Formelaufbau nennt. Dieses Verfahren wird in folgendem abstakten Lemma
beschrieben.

Lemma 1.8. Sei E eine Figenschaft von Wartern (aus Z*) und es gelte

(1) alle p € P haben die Eigenschaft E;

(2) hat w die Eigenschaft E, so auch —~w;

(3) haben v und w die Eigenschaft E und ist j € {V, A\, =<}, so hat auch jow
die Figenschaft E.

Dann haben alle Elemente von Fml die Figenschaft E.
Beweis. Wir identifizieren E mit der Menge der w € Z*, die die Eigenschaft F
haben. Es ist also Fml C F zu zeigen. Aber aus (1)—(3) folgt sofort, dass M := E

die Aussagen (1)—(3) aus Definition 1.3 erfiillt. Nach der Definition von Fml ist
damit Fml C F. O

Wegen Satz 1.7 lassen sich auch Funktionen auf Fml induktiv {iber den For-
melaufbau definieren. Ein wichtiges Beispiel ist die Menge der Teilformeln einer
Formel.

Definition 1.9. Fiir jedes o € Fml definieren wir die Menge tf(«) der Teilformeln
von « wie folgt:

{a}, fallsa € P
tf(a) = < {a} Utf(B), falls a = =0
{a} Utf(B) Utf(y), falls a« = jBy mit j € {V,A,—, <} und §,v € Fml

Fiir a € Fmly, 5 definiert man die Teilformeln analog:

{a}, fallsa € P
{a} Utfrasx(8), falls a = -3
{a} Utfmax(8) U tfmax (), falls a = (857)
mit j € {V,A,—, <} und 8,7 € Fml
Man beachte, dass man fiir diese Definition einen Satz tiber die eindeutige Lesbar-
keit von Infix-Formeln von Infix-Formeln braucht (Ubung).

tfmax (a) =



6 STEFAN GESCHKE

1.3. Wahrheitswerte von Formeln. Dieser Abschnitt ist der Semantik von aus-
sagenlogischen Formeln gewidmet, d.h., der Frage, unter welchen Umsténden eine
Formel wahr bzw. falsch wird. Wir schreiben alle Formeln in Infix-Schreibweise, wo-
bei wir duflere Klammern weglassen, und identifizieren Fml und Fmly,g5, mit Hilfe
der naheliegenden Bijektion.

Definition 1.10. 2 = {0, 1} ist die Menge der Wahrheitswerte, wobei 1 fiir ,,wahr
und 0 fiir ,,falsch® steht. Jede Abbildung von v : P — 2 heifit Belegung von P.

Definition 1.11. Wir setzen eine gegebene Belegung v : P — 2 zu einer Abbildung
7 : Fml — 2 fort. Die Definition von v erfolgt rekursiv iiber den Formelaufbau.
Fiir jedes p € P sei T(p) = v(p). Die weiteren Rekursionsschritte entnimmt man
folgender Tabelle:

() [9(8) [[9(~a) [ 5@ A B) [9(aV B) [ o(a = B) [ 5@ < )
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

7(«) ist der Wahrheitswert von o unter v. In Zukunft werden wir nicht mehr zwi-
schen v und v unterscheiden.

Es ist intuitiv klar, dass der Wahrheitwert einer Formel unter einer Belegung nur
von der Belegung der in der Formel tatsidchlich vorkommenden Aussagenvariablen
abhéngt.

Definition 1.12. Fiir @ € Fml sei var(a) die Menge der in o vorkommenden
Aussagenvariablen. Genauer, fiir o« = 2 ... 2z, sei

var(a) :=={z;:1<i<n}NP.

Lemma 1.13 (Koinzidenztheorem). Sei o Formel. Seien v,v' : P — 2 Belegungen
mit v | var(a) =o' | vara. Dann ist v(a) = v' ().

Beweis. Durch Induktion iiber den Formelaufbau. O

Definition 1.14. Eine Formel « heiit allgemeingiiltig (Tautologie), falls fiir jede
Belegung v der Aussagenvariablen v(a) =1 gilt. Ist o Tautologie, so schreibt man
E o
Die Formel « heifit erfillbar, falls es eine Belegung v : P — 2 mit v(«a) = 1 gibt.
Die Formel « heifit Kontradiktion, wenn « nicht erfiillbar ist.

Bemerkung 1.15. Das Koinzidenztheorem (Lemma 1.13) liefert einen Algorith-
mus, um fiir gegebenes « zu entscheiden, ob « erfiillbar ist.

Man ermittle zunéchst die endliche Menge var(a). Sei etwa var(a) = {p1,...,Pn}-
Es gibt dann genau 2™ Abbildungen vy : {p1,...,pn} — 2. Fiir jedes vy berechne
man rekursiv vg(«). Die Formel « ist genau dann erfiillbar, wenn ein vy die Formel
wahr macht.

Ublicherweise nennt man Tabellen, in denen man Belegungen der Variablen und
die entsprechenden Wahrheitswerte von Formeln eintragt, wie zum Beispiel die in
Definition 1.11, Wahrheitstafeln. Deshalb heifit der eben beschriebene Algorithmus
auch das Wahrheitstafelverfahren.

Man beachte, dass das Wahrheitstafelverfahren langsam ist, da man fiir eine
Formel o mit n Variablen 2" Belegungen vy ausprobieren muss. Allerdings 148t sich
fiir gegebenes vy schnell der Wahrheitswert von o unter vy ausrechnen.

SAT (fiir satisfyability) ist das Problem, fiir eine gegebene aussagenlogische For-
mel zu bestimmen, ob die Formel erfiillbar ist oder nicht. Nach dem oben Gesagten
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ist SAT ein typischer Vertreter der Komplexitatsklasse NP. Es 148t sich sogar zeigen,
dass SAT NP-vollstéindig ist, d.h., grob gesagt, mindestens so schwer wie jedes an-
dere Problem in NP. (Fiir Ndheres zum Thema Komplexitétstheorie siehe [Christos
Papadimitriou, Computational Complexity, Addison-Wesley (1994)].)

Beispiel 1.16. Betrachte die Formel

a=({pPAqgV(=pA-q)
Offenbar ist var(a) = {p, ¢}. Wir stellen die entsprechende Wahrheitstafel auf. Da-
bei schreiben wir in die erste Zeile die Variablen und die Formel. Darunter stehen in
den ersten beiden Spalten die jeweiligen Belegungen der Variablen. In den weiteren
Spalten stehen jeweils unter den Variablen die Belegungen und unter den Junktoren
die Wahrheitswerte, die man erhélt, wenn man den Wahrheitswert der Formel bis
zu dem jeweiligen Junktor ausrechnet.

P gllp A g vV (= p A o g
I 1]11 1 1 0100 1
10100 0 0101 0
01/00 1 0 100 0 1
00/000 1 10110

Die Spalte, in der die Wahrheitswerte von « stehen, ist die unter dem V. Wir sehen,
dass « erfiillbar ist, aber keine Tautologie.

Beispiel 1.17. Fiir jede Formel « ist oV —a Tautologie und a A =« Kontradiktion.
Das berechnet man wie im Beispiel 1.16, wobei man so tut als sei a eine Aussa-
genvariable, da nur der Wahrheitswert von « interessiert und nicht der genauere
Aufbau von «.

Dass a V —«a Tautologie ist, ist der Satz vom ausgeschlossenen Dritten (tertium
non datur).

Beispiel 1.18. Wir sammeln noch einige Beispiele fiir Tautologien. Wieder kann
man mit Hilfe des Wahrheitstafelverfahrens leicht nachrechnen, dass es sich tat-
séchlich um Tautologien handelt. Es seien «, 3,7 € Fml.

a—a,  aea,

(@nB)—a, (aAB)—=p, a—=(aVp), B—(aVp),

(aA(a—B) = B,

((a—=B)AN(B—17)) — (o — ) (Kettenschluss),

(@A) =7) = (a—=(8—1)),

(a A —a) — B (ex falso quodlibet, aus Falschem folgt Beliebiges),

a— (BV-P)

Definition und Bemerkung 1.19. a) Zwei Formeln o und 3 heifien (semantisch)
dquivalent, falls o < § Tautologie ist. Das ist genau dann der Fall, wenn fiir jede
Belegung v : P — 2 gilt: v(a) = v(3). Wir schreiben dann a ~ (. Die Relation =~
ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge Fml.
b) Fiir beliebige a, 3,7 € Fml gilt
araNa~raVa o,
aANf=fFANa, aVE=xBVa,
(@AB)Ay=an(BAY), (aVB)Vy=aV(BVY),
aN(BVy)=(@AB)V(aAy), aV(BAY)=(aVB)A(aVy),
“(aAB)=-aV-p, —(aVpP)=-aA-p6,
a—fx-0—-a —(a—p)=aA-f
¢) Solange uns nur semantische Aspekte interessieren, erlauben wir uns verein-
fachende Schreibweisen wie zum Beispiel @ A 8 Ay an Stelle von (a A 8) A v und
an(BAY).
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1.4. Boolesche Funktionen und disjunktive Normalform.

Definition 1.20. Sei n € N. Eine Abbildung f : 2" — 2 heiflt n-stellige Boole-
sche Funktion. Wir werden den Begriff ,,Boolesche Funktion“ auch in einem etwas
allgemeineren Kontext benutzen:

Sei Py eine endliche Teilmenge der Menge P der Aussagenvariablen. Dann ist

2fo .= {y: Py — 2}

die Menge der Belegungen auf Py. Wir nennen eine Abbildung f : 27 — 2 Boolesche
Funktion iiber P.
Fiir eine Formel o mit var(a) C Py und v € 27 sei

fa(v) =v(a).

Offenbar ist f, Boolesche Funktion iiber Py. Man beachte, dass f, von der Wahl
von P, abhiingt. Insofern sollte man fiir f, eigentlich fZo schreiben. Die Menge Py
wird sich aber immer aus dem Zusammenhang ergeben.

Bemerkung 1.21. Offenbar sind zwei Formeln a und § genau dann dquivalent,
wenn fiir Py = var(a) U var(f8) gilt: fo = f3.

Im néchsten Satz werden wir sehen, dass sich jede Boolesche Funktion in der
Form f, schreiben 148t. Dazu brauchen wir folgende Definition.

Definition 1.22. Eine Formel « heifit in disjunktiver Normalform (DNF), falls
Formeln «; existieren mit

a=a1V- Vo,

so dass fiir alle i € {1,...,n} Formeln §;; € PU{-p: p € P} existieren mit
a; = By A A Bk, -

Satz 1.23 (Satz iiber die disjunktive Normalform). Sei Py C P endlich und f
Boolesche Funktion iiber Py. Dann existiert eine Formel o in DNF mit var(«) C Py

und f = fa.
Insbesondere existiert zu jeder Formel 3 eine Formel o in DNF mit o = 3 und
var(a) = var(f3).

Beweis. Sei Py = {p1,...,pr} und
{fve2?: flv) =1} ={v1,...,v.}.
Fiir p € P setze p' := p und p® := —p. Fiir v € 270 sei
Q= p’lf(pl) N /\pg(pr).
Fiir i € {1,...,n} sei a; := «,,. Dann leistet
a:=a1V---Va,

das Gewdlinschte. O

Definition und Bemerkung 1.24. a) Natiirlich lassen sich neben den Junktoren
in J, auf die wir uns geeinigt haben, auch noch weitere (ein- oder zweistellige) Junk-
toren betrachten. Es sollte klar sein, wie mit neuen Junktoren sinnvolle Formeln
gebildet werden.

Die Bedeutung neuer Junktoren wird iiber Wahrheitstafeln definiert. Wie im
Falle der Junktoren in J lésst sich fiir jede Belegung v : P — 2 der Wahrheitswert
einer Formel, die die neuen Junktoren benutzt, unter der Belegung v definieren.
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b) Zwei beliebte Beispiele fiir weitere zweistellige Junktoren sind | (Sheffer-
Strich) und 1 (Peirce-Pfeil). Diese beiden Junktoren werden durch folgende Wahr-
heitstafel definiert:

a Blalf alp
I 1] 0 0
1 0| 0 1
0 1] 0 1
ool 1 1

¢) Eine Menge J' von ein- und zweistelligen Junktoren heifit aussagenlogische
Basis, falls jede Boolesche Funktion iiber einer endlichen Menge Py C P von einer
Formel, die nur die Junktoren in J’ benutzt, reprisentiert wird.

Beispiel 1.25. a) Nach Satz 1.23 ist {—, V, A} eine aussagenlogische Basis. Sogar
die Menge {—, A} ist eine aussagenlogische Basis, und zwar wegen

aV B = -(-aA-0).

Auch {—,Vv} und {—, —} sind aussagenlogische Basen.
b) Die Mengen { | } und {1} sind jeweils aussagenlogische Basen, denn

aralarxala,

und {—, A} ist aussagenlogische Basis.

c¢) Die Menge {A, V} ist keine aussagenlogische Basis. Ist nimlich « eine Formel,
in der nur die Junktoren A und V vorkommen, so gilt fiir die Belegung v : P — 2,
die konstant den Wert 1 hat, v(«) = 1. Fiir jedes p € P ist aber v(—p) = 0.

1.5. Die semantische Folgerungsrelation.

Definition 1.26. Sei ® C Fml und o € Fml. Dann folgt o (semantisch) aus @,
falls jede Belegung, die alle Formeln in ® wahr macht, auch a wahr macht. Wir
schreiben in diesem Falle ® = .

Im Falle ® = {34, ..., 3.} schreiben wir auch

ﬁl,...,ﬂn):a.

Man beachte, dass § = « genau dann gilt, wenn 8 — « Tautologie ist.
Das Ziel dieses Abschnittes ist es, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 1.27 (Kompaktheitssatz der Aussagenlogik). Sei ® C Fml. Dann folgt o €
Fml genau dann aus ®, wenn o bereits aus einer endlichen Teilmenge &y von ®

folgt.

Fiir den Beweis des Kompaktheitssatzes nehmen wir an, dass die Menge P
abzdhlbar ist. Der Satz gilt zwar auch fiir iberabzdhlbares P, der Beweis ist dann
aber etwas verwickelter, wenn man nicht auf den Satz von Tychonov aus der Topo-
logie zuriickgreifen will. Ausserdem folgt der Kompaktheitssatz der Aussagenlogik
aus dem Kompaktheitssatz der Pradikatenlogik, den wir spater in voller Allgemein-
heit beweisen werden.

Definition 1.28. Sei ® C Fml. ® heifit erfillbar, falls eine Belegung existiert, die
alle Formeln in ® wahr macht.

Lemma 1.29. Sei ® C Fml und o € Fml. Dann gilt ® £ o genau dann, wenn
& U {—a} erfillbar ist.
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Beweis. Gelte ® £ . Dann existiert eine Belegung v : P — 2, die alle Formeln in
® wahr macht, aber nicht «. Es ist also v(—a) = 1. Damit macht v alle Formeln in
® U {—a} wahr.

Sei umgekehrt ® U {—a} erfilllbar. Wihle eine Belegung v : P — 2, die alle
Formeln in ® und —« wahr macht. Insbesondere gilt v(«) = 0. Damit gilt ¢ = . O

Lemma 1.30. ® C Fml ist genau dann erfillbar, wenn jede endliche Teilmenge
von @ erfillbar ist.

Beweis. Ist ® erfiillbar, so ist offenbar auch jede endliche Teilmenge von @ erfiillbar.

Wir miissen also nur zeigen, dass ® erfiillbar ist, wenn jede endliche Teilmenge
von @ erfiillbar ist. Das ist trivial, wenn ® endlich ist. Wir nehmen also an, dass ®
unendlich ist. Da wir angenommen haben, dass P abzéahlbar ist, ist Fml und damit
auch ® abzihlbar. Sei also ® = {«, : n € N}. Fiir jedes n € N sei

P, :=var(ag A -+ Aay) = var(ag) U -+ - Uvar(ay,).

Wir konnen annehmen, dass jede Aussagenvariable in P in mindestens einem Ele-
ment von ® vorkommt, dass also
U P,=P

neN
gilt.
Fiir jede Formel « sei [a] die Menge der Belegungen v : P — 2, die a wahr
machen. Da jede endliche Teilmenge von @ erfiillbar ist, gilt

g A Aoy £

fiir alle n € N. Damit ist ([ag A+ -+ Ay ])nen eine fallende Folge nichtleerer Mengen.
Fiir den Beweis des Lemmas miissen wir

(Nleo A Aan] #0
neN
zeigen.

(Wer topologisch bewandert ist, der sicht, dass es sich bei ([ag A -+ A ap])nen
um eine Folge nichtleerer, abgeschlossener Mengen in dem kompakten Raum 27
handelt, wobei 2 mit der von der diskreten Topologie auf 2 induzierten Produkt-
topologie ausgestattet ist. Wegen der Kompaktheit von 27 (folgt aus dem Satz
von Tychonov) ist der Schnitt der [ag A -+ - A ] nicht leer. Dieses Argument geht
iibrigens fiir beliebig grofie Variablenmengen durch.)

Dazu wihlen wir eine Folge (v, )nen, so dass fiir jedes n € N gilt:

(1) vy, :var(P,) — 2;

(2) v C Vpy1 (Vg1 ist Fortsetzung von vy,);

(3) jede Fortsetzung von v,, auf ganz P liegt in [ag A -+ A ], d.h., v, macht
ag A -+ A« wahr.

Wir machen uns zunéchst klar, warum es geniigt, eine solche Folge zu konstruie-
ren. Setze v := | J,, oy n. Da die v, einander fortsetzen, ist v wohldefiniert. Wegen
Unen P = P ist v auf ganz P definiert. Nach Lemma 1.13 macht v alle Formeln
in ® wahr.

Um in der Konstruktion der v, nicht steckenzubleiben, sorgen wir dafiir, dass
fiir alle n € N folgendes gilt:

() Es gibt unendlich viele m € N, fiir die v,, eine Fortsetzung in [a1 A« - A iy
hat.

Wir setzen v_; := (). Angenommen v,,_1 ist bereits konstruiert und erfiillt (x).
Es gibt nur endlich viele Fortsetungen von v,_; auf P,, da P, endlich ist. Da (x)
fiir v,—1 gilt, existiert mindestens eine Fortsetzung v,, von v,_1, die (x) erfiillt.
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Es ist klar, dass die so konstruierte Folge (v, )nen das Gewiinschte leistet. (I

Beweis von Satz 1.27. Angenommen, « folgt aus einer endlichen Teilmenge ®q von
®. Sei v eine Belegung, die alle Formeln in ® wahr macht. Wegen ®; C ® macht v
auch alle Formeln in &y wahr. Da a aus ®q folgt, gilt v(a) = 1. Das zeigt, dass «
aus P folgt.

Angenommen, « folgt aus ®. Nach Lemma 1.29 ist das genau dann der Fall,
wenn ® U {—-a} nicht erfiillbar ist. Nach Lemma 1.30 existiert eine endliche Menge
By C P, so dass PgU{—a} nicht erfiillbar ist. Eine weitere Anwendung von Lemma
1.29 zeigt, dass a aus ®¢ folgt. O

1.6. Anwendungen des Kompaktheitssatzes. In diesem Abschnitt diskutieren
wir zwei kombinatorische Anwendungen des Kompaktheitssatzes. Beide Anwendun-
gen sprechen iiber Graphen.

Definition 1.31. Ein Graph ist ein Paar (V, E), wobei V eine beliebige Menge ist
und F eine Menge von zweielementigen Teilmengen von V. V ist die Menge der
Ecken und FE ist die Menge der Kanten des Graphen. Ein Graph heifit planar, wenn
er sich ohne Uberkreuzungen in die Ebene zeichnen liBt. Eine Menge C' C V heifit
Clique, wenn je zwei Ecken in C' durch eine Kante in E verbunden sind. Eine Menge
U heif3t unabhingig, wenn keine zwei Ecken in U durch eine Kante in F verbunden
sind.
Wir zitieren den (bisher nur mit Computerhilfe bewiesenen) Vierfarbensatz:

Satz 1.32. Fir jeden endlichen planaren Graphen G = (V, E) existiert eine Abbil-
dung c:V — 4=1{0,1,2,3}, so dass fiir alle {z,y} € E gilt: c(z) # c(y).

Eine Abbildung ¢, wie sie der Vierfarbensatz garantiert, heifit aus naheliegen-
den Griinden Vierfirbung. Mit Hilfe des Kompaktheitssatzes folgern wir aus dem
Vierfarbensatz fiir endliche Graphen:

Korollar 1.33. Sei G = (V, E) ein (eventuell unendlicher) planarer Graph. Dann
existiert eine Abbildung ¢ : V — 4 ={0,1,2,3} mit c(z) # c(y) fir alle {z,y} € E.

Beweis. Wir definieren eine Formelmenge ®, so dass jede Belegung, die & wahr
macht eine Abbildung ¢ mit den gewiinschten Eigenschaften codiert.

Fiir jede Ecke x von G goénnen wir uns vier Aussagenvariablen p2 ...p3. Es sei
also P := {p. : x € V,i < 4}. Weiter sei fiir alle x € V die Formel «, so gewéhlt,
dass a, dann, und nur dann, wahr ist, wenn genau eine der Variablen p?, ..., p3
wahr ist.

Fiir jede Kante e = {z,y} € F sei (. eine Formel, die genau dann wahr ist, wenn
fiir alle 4 < 4 die Variablen p/, und pi nicht beide gleichzeitig wahr sind. Setze

O:={a,:xeV}U{B.:ec E}.

Ist nun v eine Belegung, die alle Formeln in ® wahr macht, so definieren wir
¢:V — 4 wie folgt: fiir jedes x € V sei ¢(x) die eindeutig bestimmte Zahl i < 4
fir die v(pl) = 1 ist. Aus der Definition von ® folgt unmittelbar, dass ¢ eine
Vierfirbung von G ist.

Es bleibt zu zeigen, dass ® erfiillbar ist. Nach Lemma 1.30 geniigt es zu zeigen,
dass jede endliche Teilmenge von ® erfiillbar ist. Sei also @y C ® endlich.

Dann existiert eine endliche Menge Vi C V', so dass fiir alle x € V mit o, € @
und fiir alle e = {y, 2z} € E mit 5. € O gilt: z,y,z € .

Nach dem Vierfarbensatz fiir endliche Graphen existiert eine Vierfirbung ¢ des
Graphen (Vo, E N P(Vp)). Nun wéhlen wir eine Belegung v, die fiir alle x € V)
genau ein p’, i < 4, wahr macht, nimlich pi(x). Es ist klar, dass diese Belegung alle
Formeln in ®; wahr macht. U
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Als Néchstes werden wir den Kompaktheitssatz nutzen, um aus dem unendlichen
Satz von Ramsey den endlichen Satz von Ramsey zu folgern.

Satz 1.34 (Satz von Ramsey, unendliche Version). Sei G = (V, E) ein unendli-
cher Graph. (Sei also V' unendlich.) Dann hat G eine unendliche Clique oder eine
unendliche unabhdngige Teilmenge.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass V' abzdhlbar unendlich ist. Damit kénnen wir
sogar V = N annehmen.

Fiir den Beweis des Satzes definieren wir zunichst eine fallende Folge (A, )nen
unendlicher Teilmengen von N und eine streng monoton wachsende Folge (ay,)nen
natiirlicher Zahlen.

Setze ag := 0 und Ag. Seien a,, und A,, bereits gewéhlt. Eine der beiden Mengen

By = {b €A, a, < b,{amb} € E}

und
By :={be A, :a, <b,{an, b} ¢ E}
ist unendlich. Wihle i € 2, so dass B; unendlich ist. Setze A, 11 := B; und a,,41 :=
min A, 11.
Nach Konstruktion gilt nun fiir alle n € N:

{am :im>n} C Apiq.

Insbesondere gilt nach Wahl der A,, fiir alle n € N genau eine der folgenden Aus-
sagen:

(i) {an,am} € E fiir alle m > n;

(i1) {an,am} ¢ F fir alle m > n.
Damit existiert eine unendliche Menge T' C N, so dass ENTWEDER fiir alle n € T
die Aussage (i) auf n zutrifft ODER fiir alle n € T die Aussage (ii) auf n zutrifft.

Im ersten Fall ist {a,, : n € T} eine unendliche Clique in G, im zweiten Fall ist

{an : n € T} eine unendliche unabhéngige Familie in G. O

Der endliche Satz von Ramsey hat eine etwas weniger schone Formulierung als
der unendliche.

Korollar 1.35 (Satz von Ramsey, endliche Version). Fir jedes n € N existiert
ein m € N, so dass jeder Graph G = (V,E) mit |V |> m eine Clique oder eine
unabhdingige Familie der Mdchtigkeit n enthdlt.

Beweis. Angenommen, der endliche Satz von Ramsey ist falsch. Dann existiert ein
n € N, so dass es fiir jedes m € N einen Graphen G,,, = (V,,, Ey,) der Miichtigkeit
m gibt, der keine Clique oder unabhiingige Teilmenge der Méchtigkeit n enthlt.

Wir schreiben eine Menge ® von aussagenlogischen Formeln auf, so dass sich aus
einer Belegung v : P — 2, die jede Formel in ® wahr macht, ein unendlicher Graph
G konstruieren lésst, der keine Clique oder unabhéngige Teilmenge der Machtigkeit
n hat.

Die Menge V' der Ecken von G wird einfach N sein. Wir miissen also nur festlegen,
welche natiirlichen Zahlen in G durch Kanten verbunden sind. Dazu genehmigen
wir uns fiir jede zweielementige Menge {a,b} € N eine Aussagenvariable py, py. Sei
also P = {p{ap} : a,b € N,ya # b}. Eine zweiclementige Menge {a,b} C N wird
spiter eine Kante in G sein, wenn py, 5, wahr ist.

Sei P,,(N) die Menge der n-elementigen Teilmengen von N. Fiir jedes A € P, (N)
sei

ap = \/{p{a,b} L a, be Aa a 7& b}
und

Ba = \/{—\p{mb} ca,b€ Aa# b}
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Setze
:={as: AecP,(N)}U{Ba: AcP,(N)}.

Angenommen es gibt eine Belegung v : P — 2, die alle Formeln in & wahr
macht. Fiir a,b € N mit a # b sei {a,b} genau dann eine Kante in E, wenn (wie
angekiindigt) v(pgqpy) = 1 gilt.

Wir zeigen, dass G = (N, F) keine Clique oder unabhingige Teilmenge der
Méchtigkeit n hat. Sei ndmlich A € P, (N). Wegen a4 € ® und nach Wahl von
v gilt v(aa) = 1. Damit existieren a,b € A mit a # b und v(pga,py) = 1, also mit
{a,b} € E. Das zeigt, dass A keine unabhiingige Menge ist. Analog sieht man mit
Hilfe von 4, dass A keine Clique ist.

Damit ist G ein Gegenbeispiel zum unendlichen Satz von Ramsey, ein Wider-
spruch.

Es bleibt zu zeigen, dass ® erfiillbar ist. Nach Lemma 1.30 geniigt es zu zeigen,
dass jede endliche Teilmenge von ® erfiillbar ist. Sei also @y C & endlich.

Wihle eine endliche Teilmenge 7" von N, so dass fiir jede Variable p, ), die in
einer Formel in ®q auftritt, gilt: a,b € T.

Sei m :=|T'|. Nach unserer Annahme existiert ein Graph G,, = (Vin, Ey,) der
Méchtigkeit m, so dass G, keine Clique oder unabhéngige Teilmenge der Méchtig-
keit n enthélt. Wir kénnen V,,, = T annehmen.

Fiir alle a,b € T' mit a # b sei nun v(pyq,}) := 1 genau dann, wenn {a,b} € E,,
gilt. Wie man leicht nachrechnet, macht die so definierte Belegung v jede Formel

in &y wahr.
O



14 STEFAN GESCHKE

2. PRADIKATENLOGIK

2.1. Vokabulare und Strukturen. Die Priadikatenlogik erlaubt es, {iber beliebige
mathematische Strukturen zu sprechen. Das néchste Beispiel zeigt, welche Form von
Aussagen dabei moglich sein sollten.

Beispiel 2.1. Betrachte die folgende Aussage « iiber angeordnete Korper:

VavtVe(Fz(a -z -2 +b-c+c<0)AJz(a-z-x+b-z+c>0)
—3Jz(a-xz-xz+b-2+c=0))

Die Aussage a besagt, dass jedes quadratische Polynom, das sowohl positive als
auch negative Werte annimmt, eine Nullstelle hat. Die Struktur (R,+,-, <,0,1)
erfiillt o, (Q, 4+, -, <,0,1) nicht.

Folgende sprachliche Bestandteile kommen in der Formel vor: die Quantoren V
und 3, die Variablen a,b, ¢,z fiir Elemente von R bzw. Q, die Konstante 0, die
Funktionen - und +, aussagenlogische Junktoren, die Relationen = und <, sowie,
zur besseren bzw. eindeutigen Lesbarkeit, Klammern. Den Ausdruck a-z-z+b-x+c
nennen wir einen Term.

In diesem Abschnitt kldren wir zunéchst den Begriff Struktur. R kann auf ver-
schiedene Weise als Struktur aufgefasst werde:

(R,+,+,<,0,1) ist der angeordnete Korper der reellen Zahlen. (R, +,0) ist die
additive Gruppe der reellen Zahlen. (R, <) ist die lineare Ordnung der reellen Zah-
len.

Diese verschiedenen Strukturen unterscheiden sich bereits durch ihre Vokabulare.

Definition 2.2. Ein Vokabular ist ein Quadrupel (C, F, R, s), wobei C, F und R
paarweise disjunkte Mengen sind und s : FF'U R — N\ {0} die Stellenzahlfunktion
ist. Die Elemente von C heiflen Konstantensymbole, die von F Funktionssymbole
und die von R Relationssymbole. Fiir jedes z € F'U R ist s(z) die Stelligkeit von z.

Definition 2.3. Sei 7 = (C, F, R, s) ein Vokabular. Eine 7-Struktur ist ein Paar

A= (A, (2" .ecurur),

so dass gilt:

(1) A ist nichtleere Menge (die Trdgermenge von A);

(2) fiir alle ¢ € C ist ¢ € A;

(3) fiir alle f € F und n = s(f) ist f4: A® — A Funktion;

(4) fiir alle r € R und n = s(r) ist R* C A™.
Fiir z € CUFUR heit 22 die Interpretation von z in A. Als Kurzschreibweise fiir
A verwenden wir auch (A, Z‘A)Z€CU ruRr. Spiter, wenn keine Gefahr mehr besteht,
dass wir Symbole und deren Interpretationen verwechseln, werden wir anstelle von
24 einfach z schreiben. Das ist in der Mathematik allgemein iiblich, und wir haben
es oben auch schon getan. Ausserdem schreiben wir anstelle von 7 = (C, F, R, s)
einfach 7 = C'U F'U R und stellen uns die Stellenzahlfunktion als implizit gegeben
vor.

2.2. Terme und ihre Werte in Strukturen. Terme sind die einfachsten zusam-
mengesetzten Bestandteile pridikatenlogischer Formeln. Oben haben wir bereits
den Term a-x-x+b-x+ ¢ gesehen. Aussagenlogische Formeln sind ebenfalls Terme
(iiber dem entsprechenden Vokabular der aussagenlogischen Junktoren).

Definition 2.4. Sei 7 = C U F U R ein Vokabular. Zusétzlich sei X eine, iiblicher-
weise abzdhlbar unendliche, Menge von (Individuen-) Variablen. Tm, die Menge
der Terme iiber 7, sei die kleinste Menge M C (C'U F'U X)* mit

(1) C C M,
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(2) X C M;
(3) ist f € F ein n-stelliges Funktionssymbol und sind t¢1,...,t, € M, so ist
ftl...tn e M.
Genauer:
Tm = {M C(CUFUX)*: M erfiillt (1)~(3)}.
Man beachte, dass wir die Terme wieder in Polnischer Notation schreiben. Wegen
der besseren Lesbarkeit schreiben wir fir ft;...t, oft f(t1,...,tn).
Fiir zweistellige Funktionssymbole wie zum Beispiel + und - schreibt man oft

(t1 + t2) oder (t1 - ta) anstelle von +tity bzw. -t1ts. Bei dieser Infixschreibweise
lassen wir duere Klammern wieder weg.

Mit Hilfe eines einfachen Quersummenkriteriums kann man folgenden Satz iiber
die eindeutige Lesbarkeit von Termen zeigen.

Satz 2.5. Firt € Tm ist entweder

(1) t =2 € X (mit eindeutig bestimmtem x € X ) oder

(2) t =c € C (mit eindeutig bestimmtem c € C) oder

(3) t= ft1...tn (mit eindeutig bestimmten n-stelligen f € F und) mit eindeu-
tig bestimmten tq,...,t, € Tm.

Definition 2.6. Sei ¢ ein Term iiber C' U F' U R, zum Beispiel ¢t = 21...2, (¢
geschrieben als Wort in (CUFUX)*). Die Menge der in ¢ vorkommenden Variablen
sei var(t) := {z1,..., 2o} N X.

Ist var(t) C {x1,...,2m} C X, so schreiben wir fiir ¢ auch gerne t(z1,...,%m),

um anzudeuten, dass die in ¢t vorkommenden Variablen unter den Variablen x4, ..., 2,

sind. Dabei muss nicht jedes z; wirklich in ¢ vorkommen.

Definition 2.7. Sei 7 Vokabular, ¢t = t(z1,...,2,) Term iiber 7 und A = (4,...)

eine 7-Struktur. Auflerdem seien a; ..., a, € A. Wir definieren dann tA[al, cean),
den Wert von t unter der Belegung von z; mit a; induktiv iiber den Aufbau von
t. (Dabei hingt t“[ay, ..., a,] nur von der Belegung der x; ab, die in ¢ tatséichlich
vorkommen.) Diese induktive Definition funktioniert wegen Satz 2.5.

(1) Fiir t = ¢ € C sei t4[ay, ..., a,] = ct.

(2) Fiir t = x € X gibt es ein ¢ mit = = 2;. Setze t[ay, ..., a,] := a;.

(3) Fiir t = fty ...t,, mit m-stelligen f € F setze

tAa1, ..., a,] = fAUNar, .. an), .t A A, an)).

Man beachte, dass diese Definition vollkommen analog zur Definition des Wahr-
heitswerts einer aussagenlogischen Formel unter einer Belegung ist.

Man kann Terme in andere Terme einsetzen. Fixiere dazu ein Vokabular 7. Im
folgenden sind alle Terme Terme iiber 7.

Definition 2.8. Sei t = t(z1,...,z,) ein Term. Weiter seien t1,...,¢, Terme.
Dann sei t(x1/t1,...,2n/ts,) (oder kiirzer t(¢1,...,t,))) der Term, der aus ¢t durch
simultanes Ersetzen von x; durch ¢; (fir 1 <i < n) entsteht.

Lemma 2.9. Seien t und t; wie in Definition 2.8.

a) Giltvar(t;) C{y1,...,ym} firallei € {1,...,n}, so gilt auchvar(t(t1,...,t,))
{yla s 7ym}

b) Sei A= (A,...) eine T-Struktur und @ = (a1,...,am) € A™. Dann ist

Htr, .. t) @l = A1, ., 1))

n

Beweis. Induktion iiber den Termaufbau. O

N
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2.3. Priadikatenlogische Formeln und ihre Giiltigkeit in Strukturen. Wir
arbeiten iiber dem Alphabet

Z=CUFURUXU{=(),~,V,3},

wobei 7 ein festes, aber beliebiges Vokabular ist und X eine unendliche Menge von
Variablen.

Definition und Bemerkung 2.10. Atomare Formeln iiber Z sind genau die
Worter iiber Z, die die Form

a) t =t (t und ¢’ Terme iiber 7) oder
b) rt1...t, (r € R n-stelliges Relationssymbol und ¢4, ...,t, Terme iiber 7)

haben.

Atomare Formeln sind eindeutig lesbar, wie man mit den iiblichen Methoden
zeigt. Wir unterscheiden das Gleichheitszeichen = der formalen Sprache von dem
Gleichheitszeichen = der Metasprache (mit der wir iiber die formale Sprache reden).

Definition und Bemerkung 2.11. Wir definieren die Menge Fml neu. Die Menge
Fml = Fml, der (prddikatenlogischen) Formeln iiber T ist die kleinste Menge M C
Z* mit

(1) jede atomare Formel ist in M;

(2) mit « ist auch -« in M;

(3) mit o und 8 ist auch («V 3) in M;

(4) fiir o € M und z € X ist Jza € M.
Wieder sieht man mit den iiblichen Methoden, dass die Formeln eindeutig lesbar
sind.

Definition und Bemerkung 2.12. Wir erlauben offiziell nur die aussagenlogi-
schen Junktoren — und V, da das verschiedene Definitionen und Beweise verkiirzt.
Da {—, V} aber eine aussagenlogische Basis ist, kénnen wir jeden anderen Junktor
durch — und V ausdriicken. Konkret definieren wir folgende Abkiirzungen:
Fir o, 8 € Fml und z € X sei

(a A B) (metasprachliche) Abkiirzung fiir —(—-a V =3),

(o — B) Abkiirzung fiir (-a V ),

(o <> B) Abkiirzung fiir (&« — §) A (f — «) und

Vza Abkiirzung fir ~3z—a.
AuBenklammern wie in (o — ) werden meist weggelassen.

Definition 2.13. a) Sei € Fml, etwa o = z1...2, mit 21,...,2, € Z. Wir
definieren die Menge der in o vorkommenden Variablen als
var(a) = {z1,..., 2, N X.

b) Durch Induktion iiber den Formelaufbau definieren wir die Menge frvar(a)
der in « frei vorkommenden Variablen.

Ist o atomar, so sei frvar(a) := var(a). Fiir o = = sei frvar(a) := frvar(3).
Fiir « = BV 7 sei frvar(a) := frvar(f) U frvar(y). Fir o = 320 sei frvar(a) =
frvar(B) \ {=}.

¢) Wir schreiben a(zy,...,x,) anstelle von «, um frvar(a) C {z1,...,2,} an-
zudeuten. Die x; seien dabei jeweils paarweise verschieden. Eine Formel « ist eine
Aussage, falls frvar(a) leer ist.

Beispiel 2.14. a) Sei 7 := {+,-}. Betrachte die Formeln
a=3z(x-z=y) und [:=TFyly+y=uz).

In « ist die Variable y frei, d.h., sie ist nicht durch einen Quantor gebunden. In
a V 8 kommen sowohl = als auch y an mindestens einer Stelle frei vor.
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b) Sei 7 := {<},
a:=3zx<zAz<y)
und
B:=VaVylx <y — Jz(x <z Az <y)).
Dann gilt var(a) = var(8) = {z,y, 2}, frvar(a) = {z,y} und frvar(3) = 0. Damit
ist B Aussage, o jedoch nicht.
Als néchstes definieren wir die Giiltigkeit einer Formel in einer Struktur.

Definition 2.15. Sei A = (4,...) eine 7-Struktur, a1, ...,a, € Aund a(xy,...,2z,)
eine Formel tiber 7. Induktiv {iber den Formelaufbau definieren wir, wann die Re-
lation

A }: a[ala"'aan}
gilt. A | alay,...,ay] liest man als ,(ay,...,a,) erfillt « in A%, in A gilt « fiir
(a1,...,an)* oder auch , A glaubt afay,...,an]“.
(1) Sei o atomar. Ist a von der Form ¢ = ¢5 fiir zwei Terme ¢4 (x1,...,x,) und
ta(z1,...,Tn), SO setzt man
A alay, ... a,] e t{a,. .., an) = t3']ar, .. ., an).
Ist @ von der Form rty...t,, fir ein m-stelliges Relationssymbol r und
Terme tq,...,t,, so setzt man
AEalar, ... a,] & (tfar,. .. anl,. .. th[ar, ..., an)) € 774

(2) Sei a von der Form 3V «y. Dann setzt man
Al alay, ... a,] & AE Blay,...,a,] oder A EAlay, ..., an]
(3) Sei a von der Form —f. Dann setzt man
AEaay,. .. a,] & AW Blas, ..., an].
(4) Sei « schlielich von der Form Jx0 mit 8 = B(x, 1, ...,z,). Dann setzt
man
AE alay,. .. ay]

genau dann, wenn es ein a € A gibt, fur das gilt:

Al Bla,ay, ... a)

Ist a eine Aussage, so hingt die Giiltigkeit von A = «faq,...,a,] nicht von
ai,...,a, ab. Wir schreiben in diesem Fall einfach A |= «.

Die Formeln in Fml,; nennt man auch erststufige Formeln, da nur iiber Elemente
der Trégermengen von Strukturen quantifiziert wird. Es gibt auch zweitstufige For-
meln, in denen zum Beispiel auch iiber Teilmengen der Tragermengen quantifiziert
werden kann. Zweitstufige Formeln sind viel ausdrucksstirker als erststufige, aber
die erststufige Logik hat weit bessere strukturelle Eigenschaften als die zweitstufige.

2.4. Beispiele erststufiger Theorien.

Definition 2.16. Sei 7 ein Vokabular. Eine Theorie (iiber 7) ist eine Menge von
Aussagen (iiber 7). Sei T eine Theorie. Die Modellklasse Mod(T') von T ist die
Klasse der 7-Strukturen A, die alle Aussagen « € T erfiillen. Eine Klasse K von
7-Strukturen ist aziomatisierbar, wenn es eine Theorie T' mit Mod(7T') = K gibt.

Sei A eine 7-Struktur. Die Theorie Th(A) von A ist die Menge aller Aussagen,
die A erfiillt.
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In den folgenden Beispielen sind fithrende Allquantoren bei Aussagen weggelas-
sen.

Beispiel 2.17. a) Es gibt zwei sinnvolle Vokabulare fiir Gruppen, namlich 7y :=
{,e,7'} und 72 := {-}. Im Falle von 71 axiomatisiert die Menge {(1,...,p3} von
Axiomen die Klasse aller Gruppen wobei

pr=x(y 2)=(ry) -z

pz3=x-e=xNe-x=ua;

o = z-x l=enxz - z=e.
Uber dem Vokabular 7 lisst sich die Klasse aller Gruppen axiomatisieren durch
{9017 90/2’ 90%}’ wobei

gy = JaVy(z - y=yAy-z=y);

oh=Vylz-y=yAy-z=y) = Vydz(y- 2=z ANz -y =1).

b) Um iiber abelsche Gruppen zu sprechen, eignen sich die beiden Vokabulare
71 und 7, wobei man im abelschen Falle fiir -, e und ~! oft +, 0 und — schreibt (—
ist dabei als einstelliges Funktionsymbol gemeint, nicht als zweistelliges).

Zu den Axiomen fiir Gruppen kommt fiir die abelschen Gruppen noch das Axiom

Pa=T Y=Yy
hinzu.

¢) Torsionsfreie abelsche Gruppen sind abelsche Gruppen, in denen jedes von 0
verschiedene Element unendliche Ordnung hat (d.h., kein Vielfaches des Elements
ist 0), wie zum Beispiel (Z, +,0,—), und (R, +,0, —). Torsionsfreie abelsche Grup-
pen axiomatisiert man mit den Axiomen fiir abelsche Gruppen (der Einfachheit
halber iiber 71) zusammen mit den Axiomen " fiir alle n > 0, wobei

pr=72=0—-nzx=0

Dabei ist nz die Abkiirzung fiir die Summe z + - - - + £ mit » Summanden.

Beispiel 2.18. a) Das Vokabular {+,-,—, 71,0, 1} eignet sich, um iiber Kérper zu
sprechen. Die Korperaxiome sind hoffentlich bekannt. Die einzige Subtilitéit ist die
folgende: Die Funktion ~! ist auf 0 nicht definiert. Man behilft sich wie folgt: In
einer gegebenen Struktur definiert man 0~! irgendwie, zum Beispiel 0~! = 0, und
verspricht, die Funktion ~! niemals auf 0 anzuwenden.

b) Um algebraische abgeschlossene Korper (wie zum Beispiel (C, +, -, —, ~1,0,1))
zu axiomatisieren benutzt man die Kérperaxiome aus a) zusammen mit den Axio-
men Y, fiir jedes n > 1, wobei

Xn = Jx(z" +a1z"t+--+a, =0)

Dabei ist 2* die Abkiirzung fiir das Produkt z-- - -- 2 mit k Faktoren. Ein Ausdruck
der Form ax ist Abkiirzung fiir a - x.

Beispiel 2.19. Sei K ein fester Korper und 1 das neutrale Element der multiplika-
tiven Gruppe von K. Ein geeignetes Vokabular fiir die Klasse der K-Vektorriume
ist {+,0,—} U {my : k € K}. Dabei sind die my, einstellige Funktionssymbole, die
fiir die Multiplikation mit dem jeweiligen Korperelement &k stehen. Die Axiome fiir
die Klasse der Vektorriume sind zuniichst die Axiome fiir abelsche Gruppen (ge-
schrieben mit dem Vokabular {+,0, —}) zusammen mit golg’l, <P§’l, % und g fiir
alle k,l € K, wobei

oo = mpa(z) = my(mu()),
0g! = mipi(z) = mi(z) +my(z),
o = mp(z +y) = mp(z) + me(y),

ps = mi(z) = x.
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Beispiel 2.20. Ein in der Modelltheorie populidres Beispiel ist die Theorie der
dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte. Das Vokabular fiir lineare Ordnungen
ist {<}. Die Axiome lauten

o= (z<yhy<z)—z<z,

g = x <z,

az3=zx<yVe=yVy<uz,

ap=c<y—IzE<zAz<y),

as = Jyy < x,

ag = Jyzr <y.

Ein Beispiel einer dichten linearen Ordnung ohne Endpunkte ist (Q, <).

Die bisher vorgestellten Theorien axiomatisieren wohlbekannte Klassen von Struk-
turen. Meistens interessiert man sich fiir mehrere oder gar alle Strukturen in einer
solchen Klassen. Die beiden folgenden Theorien dienen eher dazu, eine Struktur
zu beschreiben, nédmlich die natiirlichen Zahlen und die Klasse aller Mengen (die
streng genommen gar keine Struktur ist, weil der Individuenbereich eben eine echte
Klasse und keine Menge ist).

Beispiel 2.21. Das Vokabular der (erststufigen) Peano-Arithmetik ist {0,’}. Die
angestrebte Interpretation von ' ist die Nachfolgerabbildung, die jeder natiirlichen
Zahl n ihren Nachfolger n 4+ 1 zuordnet. Das ersten beiden Axiome der Peano-
Arithmetik sind
1= xr=y— —2'=9 und
ﬁg = 0= LL'/.
Dazu kommen noch die Axiome 35, die wie folgt definiert werden: Fiir jede Formel
o(z,x1,...,x,) sel

85 = (0(0,7) AVa(p(2,T) = (2',7))) — Vop(z, T).
Dabei steht T fiir x1, ..., z, und ¢(0,T) fir die Formel, die man erhilt, wenn man
jedes z, das in ¢(z,T) vorkommt, durch das Konstantensymbol 0 ersetzt.

Das Axiomenschema (33, ¢ = ¢(x,21,...,z,) Formel, wiirde man intuitiv als
ein Axiom schreiben, nédmlich

B3 =VM((0€ MAVz(z € M — 2’ € M)) — Va(xr € M)),
wobei M iiber alle Teilmengen von N liuft. Allerdings ist das Axiom (3%, wie die
Bezeichnung schon andeutet, eine zweitstufige Aussage, die sich in der (erststufigen)
Pradikatenlogik nicht formulieren l&sst.

In unserem Schema (33 behilft man sich, in dem man nur iiber definierbare M
redet.

Wie oben schon angekiindigt ist (N, 0, +1) Modell der Peano-Arithmetik. Wahrend
die zweitstufige Peano-Arithmetik, in der man anstelle der 5{ das zweitstufige Axi-
om (33 benutzt, die natiirlichen Zahlen bis auf Isomorphie eindeutig beschreibt, gibt
es Modelle der erststufigen Peano-Arithmetik, die nicht zu den natiirlichen Zahlen
isomorph sind. Wie wir spéter sehen werden, gibt es iiberhaupt keine erststufige
Theorie, die die natiirlichen Zahlen bis auf Isomorphie eindeutig beschreibt.

Beispiel 2.22. Die Zermelo-Fraenkelsche Mengenlehre (ZF) hat das sehr {iber-
sichtliche Vokabular 7 := {e}. Die Menge der Axiome von ZF ist

{Ext, Paar, Ver, Pot, Fund, Un} U {Auss,, Ers,, : ¢ € Fml,}.

Die Axiome sind wie folgt definiert:
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o Ext (Extensionalitétsaxiom):
Vz(zex = zey) =y

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Elemente haben.
e Paar (Paarmengenaxiom):

Jz(xezANyez)

Fiir je zwei Mengen x und y existiert eine Menge, die mindestens die Ele-
mente x und y hat.
e Ver (Vereinigungsaxiom):

IUVy(yex — Vz(zey — zeU))

Fiir jede Menge x existiert eine Menge U mit |Jx C U.
e Pot (Potenzmengenaxiom):

APVy(Vz(zey — zex) — ye P)

Fiir jede Menge x existiert eine Menge P mit P(z) C P.
e Fund (Fundierungsaxiom):

yyex — YWVz(zex — —zey)

Jede nichtleere Menge x enthélt ein €-minimales Element. Mit anderen
Worten, es gibt keine unendlichen, bzgl. € fallenden Folgen.
e Un (Unendlichkeitsaxiom):

Jr(Jyy € v AVy(yer — yU{y}ea))

Es gibt eine unendliche Menge. Genauer, es gibt eine nichtleere Menge, die
unter der Abbildung y — y U {y} abgeschlossen ist. Dabei ist y U {y}ex
Abkiirzung fiir

z(zex ANyezAVr(rey —rez) AVr(rez — (r=yVrey))).
o Auss, (Aussonderungsaxiom):

WYz(z ey = (zexAp(z,91,---,9n)))

Fiir jede Menge = und alle y1,...,y, ist {y € = : ©(y,y1,...,yn)} eine
Menge.
o Ers, (Ersetzungsaxiom):

Vaedy(e(z,y, z1,. .., 2n) AVz(0(T, 2,21, ..., Tn) = Yy = 2))
—VrasVz(x € r — yly € sAp(z,y,21,...,25)))

Fiir jede (definierbare) Abbildung f und jede Menge r existiert eine Menge
s mit f[r] C s.

Ublicherweise fordert man, dass die Klasse V, die Klasse aller Mengen, zusammen
mit der Relation € ein Modell von ZF ist. Dabei muss man etwas aufpassen, da
(V,€) in unserem Sinne keine Struktur ist, da V eben eine echte Klasse ist und
keine Menge. In der Mengenlehre sind alle Objekte, iiber die geredet wird, Mengen.

Die Axiome von ZF sagen einem im wesentlichen, wie man aus schon bekannten
Mengen neue Mengen konstruieren kann. Insbesondere erlauben diese Axiome die
Konstruktion der Menge der natiirlichen Zahlen, der Menge der reellen Zahlen usw.
Dabei muss man sich allerdings {iberlegen, was die natiirlichen Zahlen eigentlich sein
sollen. Da nur iiber Mengen geredet wird, muss auch jede Zahl eine Menge sein.
Ublicherweise definiert man 0 als die leere Menge, 1 als die Menge {0}, 2 als {0,1}
und allgemein n + 1 als {0,1,...,n}. Kennt man die natiirlichen Zahlen, so ist es
leicht, zunéchst die ganzen Zahlen, dann die rationalen Zahlen und schliellich die
reellen Zahlen zu konstruieren.
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Insgesamt garantieren die Axiome von ZF die Existenz von ausreichend vielen
Mengen, um praktisch jedes mathematische Objekt auf natiirliche Weise als Menge
auffassen zu koénnen. Ein mathematischer Satz wird im wesentlichen genau dann
als wahr anerkannt, wenn er aus ZF bzw. aus ZFC, ZF zusammen mit dem Aus-
wahlaxiom (welches in ZF zum Zornschen Lemma &quivalent ist), folgt.

Die Modelle der Theorie ZF werden in der Vorlesung Modelle der Mengenlehre
diskutiert. Das ist nétig, wenn man zeigen will, dass gewisse Aussagen nicht aus
ZF folgen. Die psychologische Hauptschwierigkeit beim Verstdndnis der Modelle
von ZF liegt darin, dass man einerseits innerhalb dieser Modelle Mathematik be-
treiben kann (so wie wir in V' arbeiten) und andererseits die Modelle selbst mit
mathematische Methoden untersuchen kann wie Gruppen, Ringe oder Kérper.

2.5. Substitution und gebundene Umbenennung. Wir benétigen eine syn-
taktische Operation auf den Formeln, das Einsetzen eines Termes fiir eine Variable
(Substitution). Wie folgendes Beispiel zeigt, muss man dabei etwas aufpassen.

Beispiel 2.23. Betrachte die Formel a(z) = Jy(y - y = x). Die Formel bedeutet
(zum Beispiel in N) , z ist Quadrat“. Setzt man fiir  den Term z+y ein (substituiert
man z durch x +y), so erhélt man eine Formel, die man a(2/x +y) nennen konnte.
Diese Formel sollte bedeuten ,,x 4 y ist Quadrat®. Substituiert man naiv, so erhélt
man aber die Formel
a(z/z+y) =y -y=x+y),

die offenbar etwas anderes bedeutet als ,z + y ist Quadrat“. Zum Beispiel gilt
alz/z +y) in N fir x = 2. Setzt man aber fiir y die Zahl 3 ein, so ist z +y = 5,
also keine Quadratzahl. Trotzdem gilt

N a(z/z+y)[2,3],
da y in der Formel keine freie Variable mehr ist und damit der Wert, den man fiir
y einsetzt, keine Auswirkung auf die Giiltigkeit hat.

Definition 2.24. a) Sei « eine pridikatenlogische Formel, 3z eine Teilformel
von «, wobei die Menge der Teilformeln von « wieder auf die naheliegende Weise
induktiv tiber den Formelaufbau definiert ist. Dann heifit 8 der Wirkungsbereich
von Jx.

Wir nennen ein Vorkommen einer Variable x in einer Formel a gebunden, falls
dieses Vorkommen von = im Wirkungsbereich eines Quantors 3z liegt. (Dabei zéhlen
wir das Vorkommen von z in 3z nicht als Vorkommen von z.)

Jedes andere Vorkommen von x in « heif3t frei.

b) Sei ¢ ein Term, « eine Formel und x eine Variable. Dann heifit ¢ frei fiir  in
«, falls keine Variable y von ¢ durch Ersetzen von x durch ¢ in den Wirkungsbereich
eines Quantors Jy gerit.

Mit anderen Worten, ¢ ist frei fir « in «, falls fiir kein y € var(t) ein freies
Vorkommen von z im Wirkungsbereich eines Quantors Jy liegt.

c) Sei a eine Formel, x € frvar(a) und ¢ ein Term. Wir definieren die Substitution
von x durch t wie folgt:

Angenommen, x1,...,x, € var(t) sind die Variablen, die an Stellen in o gebun-
den sind, an denen z frei vorkommt. Wahle Variablen y1,...,y,, die weder in ¢
noch in a vorkommen. Ersetze x; in o an jeder Stelle durch y;, an der x; gebunden
vorkommt. Ersetze jeden Quantor Jz; in a durch Jy;. Setze schliefflich ¢ fiir  ein,
und zwar an jeder Stelle, an der = in « frei vorkommt.

Das liefert die Formel a(x/t).
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d) Analog zu c) definiert man die simultane Substition mehrerer Variablen durch
Terme. Sei a(xq, ..., x,) eine Formel und ¢4, . .., t, Terme. Angenommen yy, ..., ym €
var(t1) U...var(t,) sind die Variablen y fiir die folgendes gilt: y kommt in ¢; vor
und ist gebunden an einer Stelle in «, an der x; frei vorkommt.

Wahle Variablen zq,..., 2y, die weder in a noch in den t; vorkommen. Ersetze
jedes gebundene Vorkommen von y; in a durch z; und jeden Quantor Jy; durch
Jz; (fur alle j € {1,...,m}). Ersetze danach z; jedes freie Vorkommen von z; in o
durch ¢;. Das liefert die Formel a(x1/t1,..., 20 /tn).

Es gelten folgende intuitiv einleuchtende Sétze iiber Substitution und gebundene
Umbenennung.

Satz 2.25 (Satz iiber gebundene Umbenennung). Sei a(z1,...,z,) eine Formel
und x eine Variable (die auch unter den x; sein darf). Seiy eine Variable, die in «
nicht vorkommt. Sei o die Formel, die aus o entsteht, wenn man jedes gebundene
Vorkommen von x in « durch y ersetzt und jeden Quantor Iz durch Jy. Sei A =
(4,...) eine Struktur und aq,...,a, € A. Dann gilt

AEalay, ... a,) & AE dlal, ... an].
Satz 2.26 (Substitutionssatz). Sei a(x1,...,x,) Formel undty, ..., t, Terme. Fir
jedesi € {1,...,n} seit; frei fir x; in . Sei

Bi=a(zi/tr, ... zn/tn).

Weiter set

var(ty) U---Uvar(ty) € {y1,...,Ym}-
Dann gilt fir alle by, ..., b, € A:

Alzﬂ[blwﬂvbm] oA ':O‘[al,'-';an]
mit a; = tf[bl, oy b fiir allei e {1,...,n}.

Insgesamt erhilt man

Korollar 2.27. Sei a(x1,...,2x,) Formel und t1,...,t, Terme. Sei

Bi=alx1/tr,...,zn/ts).
Weiter sei
var(t1) U---Uvar(ty) C {y1,...,Ym}-
Dann gilt fir alle by, ... by, € A:

AEB[by,....bp] & AE alal, ..., a)
mit a; := t{ by, ..., bm] fir alledi € {1,...,n}.
2.6. Formales Ableiten in der Pridikatenlogik. Die Erfiillungsrelation = legt

folgende Definitionen nahe:

Definition 2.28. Sei T eine Theorie iiber dem Vokabular 7 und a(xq,...,z,)
Formel iiber 7. Dann folgt « inhaltlich (semantisch) aus T (T |= «), wenn fiir jede
7-Struktur A = (A4,...) und alle ay,...,a, € A gilt:
AET = AEdlay,. .. a,]

Dabei bedeutet A = T, dass A Modell jeder Aussage in T ist.

Eine Formel « heifit allgemeingiiltig, wenn () = « gilt, wenn also « aus der leeren
Theorie folgt. Mit anderen Worten, « ist allgemeingiiltig, wenn « in jeder Struktur
(iitber dem richtigen Vokabular) unter jeder Belegung der freien Variablen wahr ist.

Zwei Formeln a1, ..., z,) und B(z1, . .., x,) sind (semantisch) dquivalent, wenn
fiir alle Strukturen A = (A,...) und alle ay,...,a, € A gilt:

A= afar,...,a)) < AE Blar, ..., an]
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Wir schreiben in diesem Fall a = (.

Ziel dieses Abschnittes ist es, auf rein syntaktische Weise eine Relation F der
formalen Ableitbarkeit zwischen Theorien und Formeln zu definieren, von der wir
spéter zeigen werden, dass sie mit = iibereinstimmt.

Definition 2.29. Wir werden einen Kalkiil einfiihren, der aus Aziomen und Regeln
besteht. Axiome sind dabei gewisse Formeln iiber 7. Regeln sind Paare (p, k), wobei
p eine endliche Menge von Formeln ist und k eine Formel. Die Menge p heifit
Prdmisse, die Formel k Konklusion. Ist (p, k) Regel, so geht k aus p hervor. Eine

Regel ({aq,...,an}, B) schreibt man iiblicherweise als
Aly...,0p
3 .
Sei T eine Theorie und « eine Formel. Dann ist o aus T' ableitbar (T + «), falls
es eine endliche Folge (aq,...,a;,) von Formeln mit o = v, gibt, so dass fiir jedes

ie{l,...,n} gilt:
(1) die Formel «; ist Axiom oder Element von T' oder

(2) «a; geht (durch Anwenden einer Regel) aus einer Teilmenge von {«ag, ..., a;—1}
hervor.
Eine Folge (o, ..., a,) wie oben heifit Beweis.

Um unseren Kalkiil einzufithren, benotigen wir noch ein paar Begriffe, die die
Aussagenlogik mit der Pridikatenlogik in Verbindung bringen.

Definition und Bemerkung 2.30. a) Eine Formel o € Fml; heifit prddikatenlo-
gische Tautologie, wenn es eine Aussagenlogische Tautologie p = p(p1, .. .,pn) und
Formeln (y,..., 8, € Fml, gibt, so dass a aus p durch Ersetzen der Aussagenva-
riablen p; durch die Formel g; (fiir alle ¢ € {1,...,n}) hervorgeht.

b) Jede pridikatenlogische Tautologie ist allgemeingiiltig.

¢) Eine Formel § € Fml, heifit (aussagenlogisch) unzerlegbar, wenn 3 atomar ist
oder von der Form Jx~ fiir ein v € Fml.. Jedes a € Fml, lisst sich auf genau eine
Weise mit Hilfe von — und V aus unzerlegbaren Formeln aufbauen.

d) Die Eigenschaft, pridikatenlogische Tautologie zu sein, ist entscheidbar. Sei
nimlich a € Fml, aus den unzerlegbaren Formeln 1, ..., 3, mit Hilfe von = und Vv
zusammengesetzt. Seien p1,...,p, paarweise verschiedene Aussagenvariablen und
p die aussagenlogische Formel, die man aus « erhélt, wenn man jedes (§; durch p; er-
setzt. Die Formel « ist genau dann pradikatenlogische Tautologie, wenn p aussagen-
logische Tautologie ist. Letzteres ldsst sich aber mit dem Wahrheitstafelverfahren
entscheiden.

Definition 2.31. Die Axiome unseres Kalkiils sind die folgenden:
(1) Aussagenlogische Axiome: jede pridikatenlogische Tautologie ist Axiom.
(2) Identitétslogische Axiome: fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f, jedes n-
stellige Relationssymbol r und Variablen z,y,z,21,...,Zn,y1,...,Yn sind
folgende Formeln Axiome:
rT=x
rT=Y Y=
(r=yAhy=z)—ax=z
(xl ZYL ANy Eyn) _)f(l'h"-axn) Ef(yla“'ayn)
(1= A ANep=yn) — (r(@,.. ., 2n) = (Y1, -+, Yn))
(3) Substitutionsaxiome: Fiir jede Formel «, jede Variable 2 uns jeden Term ¢
ist
alz/t) — Jzra
ein Axiom.
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Der Kalkiil hat folgende Regeln:
(1) Modus Ponens: fir alle «, f € Fml; ist

a,a — 3
B
eine Regel
(2) Existenzregel: fiir alle o, f € Fml; und alle x € X mit = ¢ frvar(3) ist
a—f

Jxa — 3

eine Regel.

Lemma 2.32. Die Eigenschaft einer endlichen Folge (aq,...,ay) von Formeln,

Beweis einer Formel o aus einer endlichen Theorie T zu sein, ist entscheidbar.

Beweis. Fiir jede Formel 3 ist entscheidbar, ob § priadikatenlogische Tautologie ist.
Es ist auch entscheidbar, ob 3 identitétslogisches Axiom ist und ob ( Substitu-
tionsaxiom ist. Da T endlich ist, ist auch 8 € T entscheidbar. Schliefllich ist fiir
jede endliche Menge p von Formeln und jede Formel & entscheidbar, ob (p, k) Re-
gel ist. Damit lasst sich durch Induktion iiber n zeigen, dass entscheidbar ist, ob
(a1,...,qp) Beweis aus T ist. Ob «,, = « gilt, ist offenbar auch entscheidbar. O

Satz 2.33 (Korrektheitssatz). Sei T eine Theorie und o Formel. Wenn T + o gilt,
dann auch T = .

Beweis. Sei (o, ..., oy,) ein Beweis von a aus T. Wir zeigen durch Induktion iiber

ie{l,...,n}, dass T = « fiir alle ¢ gilt.

Sei i € {1,...,n}. Angenommen, fir alle j € {1,...,4 — 1} gilt T = «;. Da

(a1,...,q,) Beweis ist, trifft einer der folgenden Félle zu:

) «; ist priadikatenlogische Tautologie;

) «; ist identitétslogisches Axiom;

) «; ist von der Form S(x/t) — Jx0;

) a; geht durch Anwendung von Modus Ponens aus einer Teilmenge von
{a1,...,a;_1} hervor. Insbesondere existieren k,j € {1,...,7— 1}, so dass
oy, von der Form o; — a; ist.

(5) «a; geht durch Anwendung der Existenzregel aus einer Teilmenge von {1, ..., a;-1}
hervor. Insbesondere ist a; von der Form Jz3 — v mit x ¢ frvary und es
gibt j€{1,...,i—1} mit a; =3 — 7.

Sei nun A = (A4,...) eine Struktur mit A |= T. Sei frvar(oy;) C {z1,...,Zm}, und

selen ay,...,a;, € A. Wir haben A E a1, ..., an] zu zeigen. Wir konnen dabei

annehmen, dass fiir alle j € {1,...,i — 1} gilt: frvar(a;) C {z1,...,Zm}
In den Fillen (1) und (2) gilt offenbar A = o4la,...,a,]. Fir den Fall (3)
nehmen wir A = B(x/t)a1,...,a,] an. Fir a := t4ay,...,a,) gilt dann A =

Bla, a1, ..., an]. Insbesondere gilt A = Jxf[aq,. .., an]. Das zeigt

AE (B(z/t) — 3zB)[a1,- ., am]-

In den Féllen (4) und (5) miissen wir auf die Induktionsannahme zuriickgreifen.
Danach gilt fur alle j € {1,...,7— 1} und alle b1,...,by, € A: A= a;[b1,...,bn).

Angenommen, (4) trifft zu. Seien & und j wie in (4). Wegen A = ajla1, ..., an]
und A = (o — a5)[aq, ..., an] gilt auch A = a;faq, ..., an).

Angenommen, (5) trifft zu. Seien 8, v und j wie in (5). Nach Voraussetzung gilt

A ): (54’7)[a17'--7am]-

Angenommen, es gilt A = 3zf[ay, ..., ay]. Wir miissen A E y[ay, ..., an] zeigen.
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Falls  in 8 nicht frei vorkommt, so gilt A = Jzf[ay, ..., an,] genau dann, wenn
A E Bla,. .., an] gilt. Wegen
AE(B—7)ai,...,anm]
gilt in diesem Falle A = v[a1, ..., an].
Falls  in 3 frei vorkommt, so auch in a; = 8 — . Nach unserer Annahme

ist x damit unter xq,...,x,,. Wir konnen x = z; annehmen. Wihle a € A mit
A E Bla,as, ..., a,]. Nach Induktionsannahme gilt

A |: (ﬁ - 7)[aaa2a"'aam]-

Damit gilt auch A &= v[a,as,...,an]. Da 21 nach Voraussetzung in 7 nicht frei
vorkommt, ist die Giiltigkeit von 7 in A unabhéngig von der Belegung von zj.
Damit gilt A = v[a1,. .., am]. O

Bevor wir den Kalkiil benutzen, um tatséchlich Formeln abzuleiten, treffen wir
ein paar Feststellungen, die das Ableiten unter Umsténden wesentlich vereinfachen.

Lemma 2.34 (Tautologisches Schlieflen). Ist (ax A---Aay,) — B prdadikatenlogische
Tautologie und T Theorie mit T F aq,...,an, so gilt T+ .

Beweis. Wir miissen einen Beweis von 3 aus T angeben. Wir benutzen
a1 =y —
als Abkiirzung fiir
ap — (g — ... (ap — 0)...).
Man beachte, dass mit (a3 A -+ Aay) — 0 auch @3 — -+ — «,, — [ priidikaten-
logische Tautologie ist.

Seinun (31, ..., Sm) Beweis aus T mit ay, ..., € {01, .., Bm}. Wir verlingern
diesen Beweis zu einem Beweis von [, und zwar wie folgt:

a; — -+ — ay — 3 (Tautologie)
ag — -+ — a, = (Modus Ponens, geht wegen oy € {81,...,08m})

B (Modus Ponens, geht wegen a,, € {f1,...,0m})

Fiir eine Formel a mit @ - « schreiben wir F a.

Lemma 2.35. Fir jede Formel « und jeden Term t gilt:
FVea — a(x/t)
Beweis. Man erinnere sich daran, dass Vxa — «(z/t) Abkiirzung fir -3z-a —
a(z/t) ist. Wir geben einen Beweis dieser Formel an.
—a(z/t) — Jz-a  (Axiom)
(ma(z/t) — FJz—a) — (-Fz—a — alx/t)) (Tautologie)
—Jz—a — a(z/t) (Modus Ponens)
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Lemma 2.36. Fiir jede Theorie T und jede Formel o ¢ilt T - o genau dann, wenn
T FVza gilt.

Beweis. Gelte T+ Vza. Lemma 2.35 zusammen mit einer Anwendung von Modus
Ponens liefert dann T «.

Gelte T'F a. Sei 7y irgendeine Aussage und L Abkiirzung fiir v A —y.

Dann lautet ein Beweis von Vza aus o wie folgt:

o'
a — (na— 1) (Tautologie)

o — 1 (Modus Ponens)

Jr-a — L (Existenzregel)

(3z—a — 1) - -Jdz—a  (Tautologie)
—-Jdz—-a  (Modus Ponens)

O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir unseren Kalkiil benutzen, um tatséchlich
mal etwas zu beweisen.

Beispiel 2.37. Sei 7 = {-, 7!, ¢e} das Vokabular der Gruppentheorie. Wir zeigen,
dass aus den Axiomen der Gruppentheorie (geschrieben in dem Vokabular 7) folgt,
dass das neutrale Element einer Gruppe eindeutig bestimmt ist. Wir wollen also
den Satz
Ve(Vyy -z =y —x =e¢)
ableiten.
Vyy-x =y —e-x=e (Lemma 2.35)
Ve(e-x=xAxz-e=x) (Axiom der Gruppentheorie)
ecx=xAz-e=z (Lemma 2.36)
(erx=xANzx-e=zx)—e-x=xz (pridikatenlogische Tautologie)
e-x =z (Modus Ponens)
(r=aNa=b)—x=b (Axiom)
Va((x=aAha=b) > z=0) (Lemma 2.36)
Va((zr=aha=b)—z=b)— (z=e-xAhe-xz=b) -x=b) (2.35)
(r=e-xzNe-z=b)—>2x=>b (Modus Ponens)
Vo((x=e-zAhe-x=b) —ax=b) (Lemma 2.36)
Vo((r=e-xhe-x=b) mx=b)— (zr=e-zNe-x=e) > x=e¢e) (2.35)
(x=e-xzNe-x=e) —ax=e (Modus Ponens)
(Vyy-z=y—e-x=e)AN((r=e-xhNe-x=e) >x=e)ANe-x=1x)
— Vyy-z =y —ax=e) (priadikatenlogische Tautologie)
Vyy-z =y —x=e (Lemma 2.34)
Ve(Vyy -z =y —x=e) (Lemma 2.36)

Wir beweisen noch zwei wichtige Tatsachen iiber unseren Kalkiil.

Satz 2.38 (Deduktionstheorem). Sei o Aussage, 5 Formel und T Theorie. Dann
gilt
Tu{alFpeTra—g.

Beweis. Gelte T + o« — (. Dann gilt auch T U {a} - a — (. Auflerdem gilt
T U{a} F «a. Eine Anwendung von Modus Ponens liefert nun T'U {a} - 5.

Gelte nun T'U {a} F 8. Sei (B4, ..., Bn) ein Beweis von 8 aus T'U {a}. Durch
Induktion iiber i € {1,...,n} zeigen wir T F a — ;.

Sei also i € {1,...,n}. Angenommen, fiir alle j € {1,...,i—1} gilt T - a — §;.
Falls T F §3; gilt, so benutzen wir die Tautologie 3; — (o — ;) und Modus Ponens,
um o« — G; aus T abzuleiten.
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Falls §3; nicht aus T ableitbar ist, so kann §; kein Axiom und kein Element von
T sein. Ist 8; = a, so ist a — [§; Tautologie und damit aus T ableitbar. Es bleibt
der Fall zu betrachten, dass (3; durch Anwendung einer Regel aus einer Teilmenge
von {f1,...,0i—1} hervorgeht.

Angenommen £; geht durch Modus Ponens aus einer Teilmenge von {31, ..., 5;_1}
hervor. Dann gibt es j, k € {1,...,7 — 1} mit 8, = §; — £;. Nach Induktionsan-
nahme gilt T o — G; und T+ a — (8; — B;). Nun ist aber

((a = i) Aa— (85 = Bi) = (a = Bi)
eine pridikatenlogische Tautologie. Nach Lemma 2.34 gilt demnach T F o — ;.

Angenommen, 3; geht durch die Existenzregel aus einem 3;, j < 4, hervor. Dann

ist 8; von der Form v — 6 und 3; = 3xy — 0 fiir ein v € X, das in ¢ nicht frei

vorkommt.
Nach Induktionsannahme gilt T+ o — (v — ¢). Die Formel

(@—=(y—=0) = (v— (a—19)
ist pradikatenlogische Tautologie. Eine Anwendung von Modus Ponens liefert 7'+
v — (o — 0). Da o Aussage ist, kommt z in @ — 6 nicht frei vor. Die Existenzregel

liefert nun 7'+ Jzy — (o — §). Wie oben folgt daraus T + o — (Jzy — §), was
noch zu zeigen war O

Lemma 2.39. Seien T eine Theorie und « eine Aussage iber dem Vokabular
7. Weiter sei C' eine Menge neuer Konstanten, die in T nicht vorkommen. Das
Vokabular ' entstehe aus T durch hinzufiigen der Konstanten in C'. Dann ist o
genau dann iber 7 aus T ableitbar, wenn o iber 7" aus T ableitbar ist. Dabei heifst
« iiber einem Vokabular o aus T ableitbar, wenn es einen Beweis von o aus T gibt,
der nur Formeln tber o benutzt.

Beweis. Offensichtlich ist ein Beweis von « aus T', der nur Formeln iiber 7 benutzt,
auch ein Beweis von a aus T iiber 7’.

Sei nun b = (a1, ..., a,) Beweis von « iiber 7/. In b kommen nur endlich viele
der neuen Konstanten vor, zum Beispiel ¢y, ..., cx. Wahle paarweise verschiedene
Variablen yi, ..., yx, die in b nicht vorkommen.

Sei v/ = (af,...,al) die Folge von Formeln, die entsteht, wenn man fiir jedes
i €{1,...,k} jedes Vorkommen von ¢; durch y; ersetzt. Es ist klar, dass in b’ nur
Formeln iiber 7 vorkommen. Auflerdem gilt o, = a;, = «, da in « keine der neuen
Konstanten vorkommt. Wir zeigen, dass b’ Beweis von a aus T ist, und zwar durch
Induktion iiber ¢ € {1,...,n}.

Ist o, priadikatenlogische Tautologie, so auch «oj. Entsprechendes gilt, wenn «;
identitétslogisches Axiom ist. Ist «; von der Form (3(x/t) — 3z, so ist auch «]
Substitutionsaxiom.

Geht o; durch Anwenden von Modus Ponens aus a; und «; hervor, so geht o
durch Anwenden von Modus Ponens aus a} und af hervor. Geht «; durch Anwenden
der Existenzregel aus a; hervor, so existieren Formeln 3 und v und eine Variable
x, die in vy nicht frei vorkommt, so dass gilt: o = 8 — v und o = 2B — 7.
Ersetzt man nun in «; und «; die ¢; durch die y; und erhélt a;- =3 — + und
of = Jzf — 4/, so gilt, dass = in 4 nicht frei vorkommt, weil  von den y;
verschieden ist. Damit geht o durch Anwenden der Existenzregel aus a} hervor. [
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3. DER VOLLSTANDIGKEITSSATZ DER PRADIKATENLOGIK

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die syntaktische Folgerungrelation -
mit der der semantischen |= iibereinstimmt. Das ist der sogenannte Vollstindigkeits-
satz der Pradikatenlogik. Eine zentrale Rolle beim Beweis des Vollstédndigkeitssatzes
spielen

3.1. Widerspruchsfreie Theorien.

Definition 3.1. Sei T eine Theorie iiber dem Vokabular 7. T hei8t (syntaktisch)
widerspruchsvoll, wenn fiir jede Formel ¢ iiber 7 gilt: T' F ¢. Sonst heifit T' (syn-
taktisch) widerspruchsfrei.

Lemma 3.2. FEine Theorie T ist genau dann widerspruchsvoll, wenn gilt: T+ 1.

Beweis. Ist T' widerspruchsvoll, so gilt T - ¢ fiir jede Formel ¢, insbesondere fiir
¢ = L. Angenommen, es gilt T'+ L. Sei ¢ eine Formel. Dann ist 1 — ¢ priadikaten-
logische Tautologie und damit Axiom unseres Kalkiils. Mit Modus Ponens ergibt
sich T' I ¢. U

Lemma 3.3. Hat T ein Modell, so ist T widerspruchsfrei.

Beweis. Sei A eine Struktur mit A = T. Angenommen, 7'+ 1. Nach dem Korrekt-
heitssatz (Satz 2.33) gilt dann A = L. Das ist aber unméglich. O

Der wesentliche Beweisschritt im Beweis des Vollsténdigkeitssatzes wird die Um-
kehrung von Lemma 3.3 sein.

Lemma 3.4. Sei T eine Theorie (iber 7).

a) Mit T ist auch jede Teilmenge von T widerspruchsfres.

b) T ist genau dann widerspruchsfrei, wenn jede endliche Teilmenge von T wi-
derspruchsfrei ist.

¢) Sei K eine Menge von widerspruchsfreien Theorien tber T, die beziiglich C
linear geordnet ist. Dann ist | K widerspruchsfrei.

d) Ist T widerspruchsfrei, so gibt es eine mazimal widerspruchsfreie Theorie T"
(iiber 7) mit T C T'.

Beweis. a) Sei S CT. Gilt S+ L, soauch T+ L.

b) Sei T' widerspruchsfrei. Dann ist nach a) jede Teilmenge von T widerspruchs-
frei, insbesondere jede endliche.

Angenommen T ist widerspruchsvoll. Dann gilt 7'+ 1. Es existiert also ein Be-
weis von L aus T'. In diesem Beweis kommen aber nur endlich viele Aussagen aus T
vor. Sei S die endliche Menge der Aussagen in T, die in diesem Beweis vorkommen.
Offenbar gilt S+ L. Damit hat T eine endliche Teilmenge, die widerspruchsvoll ist.

¢) Nach b) geniigt es zu zeigen, dass jede endliche Teilmenge von |J K wider-
spruchsfrei ist. Sei also S C |J K endlich. Da K beziiglich C linear geordnet ist,
existiert S’ € K mit S C S’. Nach Voraussetzung ist S’ widerspruchsfrei, also auch
S.

d) Betrachte

H :={S: S ist widerspruchsfrei Theorie iiber 7 mit 7' C S}.

Die Menge H ist durch C halbgeordnet. Nach c) hat jede linear geordnete Teilmenge
K von H eine obere Schranke in H, ndmlich |J K.
Nach dem Zornschen Lemma hat H ein maximales Element T”. O

Lemma 3.5. Sei T eine Theorie iber 7. Weiter seien ¢ und v Aussagen iiber T.
a) T U {pV ¢} ist genau dann widerspruchsfrei, wenn T U {¢p} oder T U {1y}
widerspruchsfrei ist.
b) Ist T widerspruchsfrei, so ist T U {p} oder T'U{—p} widerspruchsfrei.
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Beweis. a) Wir zeigen:
TU{eVvytrl < TuU{ptFLundTU{}F L
Nach dem Deduktionstheorem (Satz 2.38) ist das #quivalent zu
THeVYy—-1 & Trey—-ludThkFy— L.

Nun ist aber fiir jede Formel a die Formel —a <> (v — L) eine préidikatenlogische
Tautologie. Es bleibt zu zeigen:

TE-(peVYy) & TrF-pundTkF .

Das ist aber leicht bei Benutzung der Tautologie

(e V) o (= A —1h).
b) folgt aus a), wenn man weif}, dass fiir jede Aussage ¢ mit T auch TU{pV —p}
widerspruchsfrei ist. Letzteres folgt aber wie in a) mit Hilfe des Deduktionstheo-
rems. (|

Lemma 3.6. Sei T maximal widerspruchsfrei und o,y Aussagen.
a) p € T < TU{p} ist widerspruchsfrei.
b)) pVYeT S peT odery €T.
)~ peT<pgT.

Beweis. Folgt aus Lemma 3.5. (]

Definition und Bemerkung 3.7. Seien 71 = CUFUR und 7/ = C' UF UR'
Vokabulare mit C C ¢/, F C F’ und R C R’. Jeder 7/-Struktur A’ lisst sich eine
7-Struktur A = A’ | 7 zuordnen, die dieselbe Trigermenge wie A’ hat und in der
die Konstanten, Relationen und Funktionen aus 7 so interpretiert werden wie in A’
(man vergisst also einfach die z4" mit z € 7/\ 7). A heiBt das Redukt von A’ auf 7,
A’ eine Ezxpansion von A auf 7’.

Offenbar lisst sich jede 7-Struktur zu einer 7/-Struktur expandieren. Ist A’ eine
Expansion von A auf 7" und gilt A = T fiir eine Theorie T (iiber 7), so gilt auch
A" =T, wobei T jetzt als Theorie iiber 7’ aufgefasst wird.

Lemma 3.8. Das Vokabular 7' gehe aus T durch Hinzufiigen neuer Konstanten-
symbole hervor. Sei T eine Theorie tiiber 7. Dann ist T genau dann widerspruchsfrei
iiber T, wenn T diber T/ widerspruchsfrei ist.

Beweis. Nach Lemma 2.39 gilt T' + L {iber 7 genau dann, wenn T + L iiber 7/
gilt. (]

Lemma 3.9. Sei ¢ eine Formel dber 7, T Theorie iber T. Angenommen, es gibt
einen variablenfreien Term t, so dass T U {@(x/t)} widerspruchsfrei ist. Dann ist
auch T U {3z} widerspruchsfrei.

Beweis. Zu zeigen ist
TU{Tzp} L =TU{e(z/t)}F L.

Angenommen T'U {3zp} F L. Nach dem Deduktionstheorem (Satz 2.38) gilt T' -
Jxyp — L. Die Formel p(z/t) — 3z is Substitutionsaxiom. Eine pridikatenlogische
Tautologie und Modus Ponens liefern T+ o(z/t) — L. O



30 STEFAN GESCHKE

Lemma 3.10. Sei ® eine Menge von Formeln idiber 7. Fiir jedes ¢ € ® sei
frvar(¢) C {x,}. Sei T U {Fx,p(x,)} widerspruchsfrei. Fir jedes ¢ € ® sei c,
eine neue Konstante. Das Vokabular 7/ enstehe aus T durch Hinzufiigen der neuen
Konstantensymbole c,, ¢ € ®. Ist T U {Jx,p(x,)} widerspruchsfrei dber T, so ist
T U{p(zy/cp)} widerspruchsfrei dber 7'

Beweis. Angenommen,
TU{p(xy/cp) e ®@}E L.
Zu zeigen ist
TU{Iz,p:pe @t L
Es gibt ¢1,..., ¢, € ® mit
T U {Sol(xWI/CWI)7 ctt Son(xLP7L/CW7z)} }_ L'
Mit dem Deduktionstheorem erhélt man
Ty {901(374.01 /0901)7 R (pnfl(xtpnfl/cépnfl)} + Qon(x%n/cson) — L.

Die Existenzregel liefert

Ty {Sal(xsal/csol)v ce @nfl(wtpnfl/Canl)} + Elan@n — L.
Eine weitere Anwendung des Deduktionstheorems ergibt

Ty {901(:["901/0%91)3 ERRR) Qpnfl(xg’n—l/ctpn—l)} U {chpn@n} FL.

Iteriert man dieses Argument (genauer, fiilhrt man mit diesem Argument eine
vollsténdige Induktion durch), so erhilt man

TU{3z, @1,..., 3, 0n} F L.

Insbesondere gilt
TU{3z,p:pe @} L
O
Definition 3.11. Eine Theorie T iiber 7 heifit Henkin-Theorie (beziiglich 7), falls

fiir jede Formel der Form 3z € T eine Konstante ¢ € 7 existiert, fiir die p(z/c) € T
gilt.

Lemma 3.12. Ist T mazimal widerspruchsfreie Henkin-Theorie iber T, so gilt fiir
jede Formel ¢ = p(x) tber 7:

dxp € T & es gibt eine Konstante ¢ € 7 mit p(x/c) €T

Beweis. Folgt sofort aus Lemma 3.6 a), Lemma 3.9, Lemma 3.10 und der Definition
einer Henkin-Theorie. (]

Satz 3.13. Sei T eine widerspruchsfreie Theorie tiber 7. Dann gibt es ein Voka-
bular 7*, das aus T durch Hinzufiigen neuer Konstantensymbole entsteht, und eine
maximal widerspruchsfreie Henkin-Theorie T™* tiber 7 mit T C T*.

Beweis. Wir definieren induktiv Vokabulare 7,, mit
T=179C11 C...
und Theorien T, iiber 7,, mit
TCTyCcThC...,

so dass T),, maximal widerspruchsfrei iiber 7, ist.
Setze 19 := 7 und wéhle T, maximal widerspruchsfrei iiber 7 = 79 mit T" C Tj.
Das geht nach Lemma 3.4 d).
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Sei nun 7, bereits definiert und 7,, maximal widerspruchsfrei iiber 7,,. Das Vo-
kabular 7,11 entstehe aus 7,, durch Hinzufiigen eines neuen Konstantensymbols c,
fiir jede Formel ¢ = p(z) iiber 7,,. Setze

Ty =T, U{p(x/cy,) : Jxp € T, }.
Nach Lemma 3.10 ist 7}, ; widerspruchsfreie Theorie {iber 7,1 ;. Wihle eine maxi-
mal widerspruchsfreie Theorie T;, 4, {iber 7,41 mit T}, C Ty 41.

Setze schlieBlich 7% := |, oy 7o und T := {J,, oy T Wir zeigen, dass T maximal
widerspruchsfreie Henkin-Theorie iiber 7* ist.

Nach Lemma 3.8 sind alle T}, widerspruchsfrei iiber 7+. Nach Lemma 3.4 ¢) ist
damit auch T* widerspruchsfrei. Sei nun ¢ eine Aussage iiber 7*. Dann existiert
ein n € N, so dass ¢ bereits Aussage iiber 7, ist. Da T,, maximal widerspruchsfrei
ist, gilt ¢ € T,, € T™* oder T;, U {¢} ist widerspruchsvoll. Im letzteren Fall ist auch
T* U {¢} widerspruchsvoll. Das zeigt, dass T* maximal widerspruchsfrei ist.

Sei nun ¢ = @(x) Formel iiber 7% mit 3,¢ € T*. Dann existiert ein n € N mit
Jxp € T,,. Nach Wahl von 7,1 und T),41 gibt es ein Konstantensymbol ¢ € 7,41 C
7 mit p(x/c) € T41 C T*. Das zeigt, dass T* Henkin-Theorie ist. d
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3.2. Etwas iiber Kardinalzahlen.

Definition 3.14. Seien A und B Mengen. A ist gleichmdchtig mit B (A = B), falls
es eine Bijektion zwischen A und B gibt. A ist nicht grifler als B (A < B), falls es
eine Injektion i : A — B gibt.

Lemma 3.15. a) Die Relation ~ zwischen Mengen ist reflexiv, symmetrisch und
transitiv.

b) Die Relation < zwischen Mengen ist reflexiv und transitiv.

¢) A X B gilt genau dann, wenn es eine Surjektion s : B — A gibt.

d) Gilt A< B und B < A, soist A~ B.

Definition und Bemerkung 3.16. a) Die (echte) Klasse der Kardinalzahlen ist
ein Représentantensystem fiir die ~-Aquivalenzklassen von Mengen. Nach Lemma
3.15 sind die Kardinalzahlen damit durch < linear geordnet. Fiir zwei Kardinalzah-
len x und A schreibt man x < \ anstelle von k < .

b) Fiir eine Menge A ist |A|, die Mdichtigkeit von A, die eindeutig bestimmte
Kardinalzahl, die mit A gleichméchtig ist. Wir vergessen in Zukunft die Relationen
< und =~ und schreiben |A|<|B| und |A|=|B| anstelle von A < B und A ~ B.

¢) Die endlichen Kardinalzahlen sind genau die natiirlichen Zahlen. Man erin-
nere sich daran, dass jede natiirliche Zahl n gleich der n-elementigen Menge ihrer
Vorgénger ist.

Definition und Bemerkung 3.17. Die Klasse der Kardinalzahlen ist durch <
sogar wohlgeordnet, d.h., < ist linear (siche oben) und jede nichtleere Klasse von
Kardinalzahlen hat ein bzgl. < kleinstes Element. Insbesondere hat jede nichtleere

Menge von Kardinalzahlen ein kleinstes Element. Die kleinste unendliche Kardinal-
zahl nennt man Rg (,aleph-null“). Die Méchtigkeit von N ist Rg.

Als néchstes definieren wir Rechenoperationen zwischen Kardinalzahlen.
Definition 3.18. Seien x und A Kardinalzahlen und A und B disjunkte Mengen
mit |[A]= k und |B|= X. Wir setzen

K+ A:=|[AUB|, k-A:=|AxB|, & :=|{f:B— A}.
Man beachte, dass diese Definitionen unabhiéingig von der Wahl von A und B

sind. Anstelle von A und B hiétten wir auch x und A schreiben konnen, aufler im
Falle der Addition, wo es wichtig ist, disjunkte Mengen zu benutzen.

Lemma 3.19. a) Die Operationen + und - zwischen Kardinalzahlen sind kommu-
tativ und assoziativ. Auf den natiirlichen Zahlen stimmen sie mit der tiblichen Ad-
dition bzw. der iblichen Multiplikation tberein. Auch die Exponentiation zwischen
Kardinalzahlen stimmt auf den natiirlichen Zahlen mit der tiblichen Exponentiation
tiberein.

b) Seien k < k' und A < X' Kardinalzahlen. Dann gilt

E+A<K +XN, k- A<k N, & SH/X.
¢) Fiir Kardinalzahlen k, X\ und p gilt
E-A+p)=r-A+Kk-p
d) Sei A eine Menge der Mdchtigkeit k. Dann gilt
Kk < 2% =[P(A4)].

Dabei bezeichnet < wie iblich die Relation <\ =.
e) Fir Kardinalzahlen k, X\ und p gilt

M = g gH, (H/\)“ = M,
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Die Behauptungen dieses Lemmas rechnen sich fast von selbst nach. Weniger
trivial ist die folgende Aussage iiber Kardinalzahlarithmetik.

Satz 3.20. Seien k und A\ Kardinalzahlen mit max(k, A) > Rg. Dann gilt
K+ A = max(k, A).

Sind k und \ von O verschieden, so gilt zusdtzlich
K+ A =max(k, ).

Korollar 3.21. a) Fiir jede unendliche Kardinalzahl k und alle n € N gilt K" = k.

b) Sei (A;)icr eine Familie von Mengen mit |I|1< X und |4;|< k fiir alle i € 1.
Dann gilt | J;c; Ail< K- A

¢) Sei Z ein beliebiges, nichtleeres Alphabet. Dann ist |Z*|= max(No, |Z]).

d) Fir ein Vokabular 7 = C U F U R sei ||7||:= max(Ro, |7|). Die Menge X der
Individuenvariablen sei abzdhlbar unendlich, also von der Midichtigkeit Rg. Dann
gibt es genau ||7|| Formeln und auch genau ||7|| Aussagen iber 7. Auferdem gibt es
hdachstens ||| Terme diber 7.

Beweis. a) folgt mittels vollstéindiger Induktion iiber n aus Satz 3.20.

b) Fixiere fiir jedes @ € I eine Injektion f; : A; — k. Fixiere eine Injektion
g : I — X\ Wir definieren eine Injektion A : (J;c; 4i — & X A

Sei a € | J;c; Ai. Wihle i € I mit a € A;. Setze h(a) := (fi(a),g(i)). Es ist klar,
dass h das Gewiinschte leistet.

¢) Es ist klar, dass es mindestens |Z] Worter tiber Z gibt. Da Z* Worter beliebiger
Lénge enthilt, ist |Z*| unendlich. Damit gilt |Z*|> max(|Z], Rp).

Fiir jedes n € N gibt es genau

|1Z]" < max(|Z], No)
Worter der Linge n iiber Z. Nach b) gibt es daher héchstens
max(]Z],Rg) - Rg = max(|Z], Ng)

Worter iiber Z.

d) Nach c) gibt es hochstens ||r|| Worter iiber dem zu 7 gehérigen Alphabet
(7 zusammen mit den Individuenvariablen, Klammern und logischen Zeichen). Ins-
besonsere gibt es hochstens ||7|| Terme, Formeln und Aussagen iiber 7. Wie man

schnell sieht, gibt es mindestens ||7|| Formeln und Aussagen iiber 7.
O

Korollar 3.22. Sei T eine widerspruchsfreie Theorie tber T. Dann g¢ibt es ein
Vokabular 7, das durch Hinzufiigen neuer Konstantensymbole aus T hervorgeht,

und eine mazimal widerspruchsfreie Henkin-Theorie T* O T dber 7%, so dass gilt:
[l 1=l

Beweis. Im Beweis von Satz 3.13 setzen wir s :=||7||. Induktiv lisst sich dann fiir
alle n € N zeigen: ||7,]|= . Ist ndmlich ||7,||= &, so gilt ||[Th+1]|= &, da es nur ||7,]]
Formeln iiber 7,, gibt. Insgesamt erhélt man

k& =|l7||=Ilrol| <|J7*]|< o - k = K.

Insbesondere gilt ||7*||= &.
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3.3. Beweis des Vollstandigkeitssatzes.

Definition 3.23. Sei 7 = C'U F'U R ein Vokabular. Eine 7-Struktur A = (4,...)
heift kanonisch, falls A = {c* : c € O} gilt.

Satz 3.24. Jede mazimal widerspruchsfreie Henkin-Theorie T iber 1 = CUF UR
hat (bis auf Isomorphie genau) ein kanonisches Modell.

Korollar 3.25. Jede widerspruchsfreie Theorie T tber einem Vokabular T hat ein
Modell einer Michtigkeit <||7]|.

Beweis. Nach Korollar 3.22 existieren ein Vokabular 7% O 7 und eine maximal
widerspruchsfreie Henkin-Theorie T* O T mit |7*|<||r||. Nach Satz 3.24 hat T* ein
kanonisches Modell A = (A, ...). Wegen der Kanonizitét von A gilt [A|<|7*|<||7]|.

O

Korollar 3.26 (Vollstéandigkeitssatz). Sei T eine Theorie iber T und o eine Formel
iber . Dann gilt
TEa & Tra

Beweis. Nach dem Korrektheitssatz (Satz 2.33) gilt
TFa = TEao

Gelte nun T' I/ . Dann ist T'U —« widerspruchsfrei und hat nach Korollar 3.25
ein Modell A. Wegen A | —a gilt A £ a. Das zeigt T = a. O

Beweis von Satz 3.24. Sei T maximal widerspruchsfreie Henkin-Theorie iiber dem
Vokabular 7 = C'U F'U R. Wir konstruieren ein kanonisches Modell A = (A4,...)
von T

Als unterliegenden Menge A wihlen wir C'/ ~, wobei ~ die wie folgt definierte
Aquivalenzrelation ist:

c~d & c=deT

Wir zeigen zuniichst, dass ~ Aquivalenzrelation auf C' ist. Seien ¢, d, e € C. Die
identitatlogischen Axiome zusammen mit Lemma 2.35 und Lemma 2.36 zeigen, dass
folgende Aussagen schon aus der leeren Theorie ableitbar sind:

(1) c=c

(2) c=d—d=c

(3) (c=dAd=e)—c=e
Da T maximal widerspruchsfrei ist, sind diese Aussagen bereits Elemente von T
Insbesondere gilt ¢ ~ c.

Ist ¢ ~d, so ist ¢ = d € T. Die mit Modus Ponens folgt aus (2) T+d=c. DaT
maximal widerspruchsfrei ist, gilt d =c € T, also d ~ c.

Gelte nun ¢ ~ d und d ~ e. Dann sind ¢ = d und d = e Elmente von T. (3)
zusammen mit den iiblichen Ableitungstricks liefert T F ¢ = e und damitc=e € T.
Es folgt ¢ ~ e. Das zeigt, dass ~ Aquivalenzrelation ist.

Die Interpretation der Konstantensymbole auf A = C'/ ~ ist die naheliegende:
fiir ¢ € C sei ¢ := [c], wobei [¢] die ~-Aquivalenzklasse von ¢ bezeichnet.

Als Nichstes definieren wir die Interpretationen der Relationssymbole. Sei r € R
ein n-stelliges Relationssymbol. Setze

= {([e1], .. en]) s ety s en € Cund 7(cy, ..., ¢n) € T}
Wir miissen zeigen, dass r* wohldefiniert ist.
Seien ¢y, ...,¢pn,d1,...,dy € C, so dass fiir alle i € {1,...,n} gilt: ¢; ~ d;. Wir
zeigen
(x) r(c1,...,cn) €T < r(dy,...,d,) €T.
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Die identitétslogischen Axiome zusammen mit Lemma 2.35 und Lemma 2.36 liefern
die Ableitbarkeit von

(cr=di N Nep=dy) — (r(er, ... en) = r(dy, ..o dy)).

Wegen der maximalen Widerspruchsfreiheit von T ist diese Aussage schon Element
von T'. Nach Wahl der ¢; und d; gilt

ci=dy,...,cn=dy, €T.

Mit den iiblichen Ableitungstricks (pridikatenlogische Tautologien und Modus Po-
nens) erhélt man

TrEr(c,...,cn) = r(dy,...,dy).
Ist nun r(cq,...,c¢,) € T, so gilt mittels Modus Ponens T' + r(dy, . .. ,d,) und damit
r(dy,...,d,) € T. Die Riickrichtung von (%) erhélt man analog.

Die Interpretationen der Funktionssymbole definieren wir dhnlich wie bei den
Relationssymbolen. Sei f € F ein n-stelliges Funktionssymbol und seien ¢4, ..., ¢, €
C'. Sei t der Term f(cy,...,cy). Das Axiom = 2 zusammen mit Lemma 2.35 und
Lemma 2.36 liefert -t = ¢. Sei a die Formel x = t. Das Substitutionsaxiom

alz/t) — Jza
lautet ausgeschrieben
t=t— Jzx = fler,...,cn).

Eine Anwendung von Modus Ponens liefert T + Jaxx = f(c1,...,c¢,). Es folgt
Jzx = f(er,...,cn) €T.

Da T eine Henkin-Theorie ist, existiert ein Konstantensymbol d € C mit d =
fler, ... cn) € T. Setze

FAeads- s fen]) = [d)-

Wie im Falle der Relationssymbole zeigt man, dass f* wohldefiniert ist. Damit ist
die Definition der Struktur A abgeschlossen. Es bleibt A = T nachzurechnen.

Zunéchst zeigen wir fiir jeden variablenfreien Term t:

d=teT < [d=t*

Wir benutzen Induktion iiber den Termaufbau. Ist ¢ ein Konstantensymbol, so
folgt die Behauptung aus der Definition und den Eigenschaften von ~.

Sei nun ¢t von der Form f(t1,...,t,), die t; variablenfrei. Angenommen, d =t €
T. Dann existieren ¢; € C' mit [¢;] = ¢! fiir alle i. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt ¢; =t; € T fiir alle i. Es gilt

Flaa=tit A ANepg =tn) — [t tn) = fler, ..o cn)-
Das liefert
TkH f(Cl,...,Cn) = f(tl,,tn)

Wegen d = t € T und der maximalen Widerspruchsfreiheit von T erhalten wir
d = f(ei1,...,cn) € T. Nach Definition von f4 ist

[d] = fA(er], - - [ea]) = AR, 80 = A
Angenommen, [d] = t*. Wihle ¢y, ..., ¢, wie oben mit [¢;] = #* fiir alle i. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt ¢; = t; € T fiir alle i. Es gilt [d] = fA([c1], ..., [c1])-

Nach Definition von fA ist d = f(ci1,...,c,) € T. Wie oben sicht man

f(Cl,...7Cn) = f(t17~~~atn) eT.
Es folgt d = f(t1,...,t,) € T, was zu zeigen war.
Wir zeigen jetzt durch Induktion iiber den Formelaufbau, das fiir jede Aussage
a tiber 7 gilt: & € T' < A |= . Daraus folgt sofort A |=1T.
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Sei o von der Form t = s fiir variablenfreie Terme ¢ und s. Wahle eine Konstante
c mit [c] = t*. Wie wir bereits gezeigt haben, gilt c =t € T.

Angenommen, s =t € T. Wegen der maximalen Widerspruchsfreiheit gilt dann
auch ¢ = s € T. Es folgt [¢] = s* und damit A = s =t.

Gelte nun A = s = t. Dann ist [¢] = s und damit c= s € T. Esfolgt t = s € T..

Sei « von der Form r(t1,...,t,) fir ein n-stelliges Relationssymbol r und varia-
blenfreie Terme t;. Wihle Konstanten cy, ..., ¢, mit [¢;] = ¢/ fiir alle 4. Dann gilt
c; =t; €T fiir alle 1.

Gelte A |=r(t1,...,t,). Dann gilt auch A = r(cy,. .., ¢,). Nach Definition von
rAist r(c1,...,cn) € T. Es folgt r(t1,...,t,) € T.

Gelte r(ty,...,t,) € T. Dannist auch r(cy, ..., c,) € T. Esfolgt A = r(cy, ..., cpn)
und damit A = r(ty ..., t,).

Sei o = =43. Dann gilt

A=sac Ao fET < acel.
Sei = BV ~. Dann gilt
AFas (AEpfoder AEy) e (feToderyeT)eacT.

Sei schlieflich @ = JzF. Dann gilt A = Jzf genau dann, wenn es ein ¢ € C
gibt mit A = ([[c]]. Letzteres ist genau dann der Fall, wenn es ein ¢ € C' gibt mit
A = B(z/c). Nach Induktionsvoraussetzung ist Letzteres dquivalent dazu, dass es
ein ¢ € C gibt mit f(x/c) € T. Da T Henkin-Theorie ist, ist Letzteres dquivalent
zudzf eT. O

3.4. Eine Anwendung des Vollstindigkeitssatzes.

Definition 3.27. Sei Z = {zo,z1,...} ein abzihlbares Alphabet. Wir nennen
W C Z* entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der fiir gegebenes w € Z*
entscheidet, ob w € W gilt. W C Z* heiflt effektiv aufzihlbar (oder auch berechenbar
aufzihlbar), wenn W = () ist oder es einen Algorithmus gibt, der fiir jedes n € N/
ein w, € Z* berechnet, so dass W = {w, : n € N} gilt. (W wird in Form einer
effektiven Liste wg,wn, ... dargestellt.)

Beispiel 3.28. a) Z* ist effektiv aufzéihlbar. Man kann ndmlich Z* in folgender
Weise effektiv aufzédhlen: Schreibe in eine Liste der Reihe nach das leere Wort, das
Wort zp, alle Worter mit Lange < 2, die nur zg und z; benutzen, alle Worter mit
Lénge < 3, die nur zp, 21 und 25 benutzen usw.

b) Jede entscheidbare Menge W C Z* ist effektiv aufzihlbar. Dazu schreibt man
Z* in einer effektiven Liste wq, wq, ... auf. Dann entscheidet man der Reihe nach
fiir jedes n € N, ob w,, € W gilt. Falls ja, so schreibt man w,, in die Liste fiir W.

c¢) Jedes endliche W C Z* ist entscheidbar.

Sei nun 7 ein endliches Vokabular und
Z . =7U{(,),=3,~,V}IUX,

wobei X = {zg, 1, ...} eine abzihlbare (genauer: effektiv aufzihlbare) Menge von
Variablen ist.

Lemma 3.29. Uber dem Alphabet Z U {{(,),|} sind folgende Mengen entscheidbar:
a) Die Menge Tm, der Terme iber 7; die Menge Fml, der Formeln diber 7; die
Menge der Aussagen iiber T.

b) Die Mengen
So == {{a1]...|an) :n €N und ay,...,an € Fml; }

und
S1 = {{a1]...lan) :n €N und (aq,...,an) ist ein Beweis}.
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¢) Die Menge
St :={{aa]...|an) :n € N und (aq,...,an) ist ein Beweis aus T}
fiir jede entscheidbare Theorie T tiber T.

Satz 3.30. Sei T eine entscheidbare Theorie iber 7. Dann ist die Menge {a €
Fml, : T+ a} effektiv aufzihlbar.

Beweis. Nach Lemma 3.29 ¢) ist die Menge der Beweise aus T entscheidbar und
damit auch effektiv aufzéhlbar. Sei

0 0 1 1

(al,. o), (ag, . ap ), ..
eine effektive Liste der Beweise aus 7. Dann ist af) , ), ... eine effektive Liste der
aus T ableitbaren Formeln. g

Korollar 3.31. Sei T eine entscheidbare Theorie tber 7. Dann ist die Menge
{a:€ Fml; : T |= a} effektiv aufzihlbar.

Beweis. Nach dem Vollstindigkeitssatz ist T F « dquivalent zu T = «. Die Be-
hauptung des Korollars folgt nun sofort aus Satz 3.30. (|
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4. ETwAS MODELLTHEORIE
4.1. Der Kompaktheitssatz und seine Anwendungen.

Satz 4.1 (Kompaktheitssatz). Sei T eine Theorie iber einem Vokabular 7. T hat
genau dann ein Modell, wenn jede endliche Teilmenge Ty von T ein Modell hat.

Beweis. Nach Korollar 3.25 hat T genau dann ein Modell, wenn T widerspruchs-
frei ist. Das ist aber genau dann der Fall, wenn jede endliche Teilmenge von T
widerspruchsfrei ist, also ein Modell hat. O

Satz 4.2 (Endlichkeitssatz). Sei T eine Menge von Aussagen und o eine Formel
iber einem Vokabular 7. Dann gilt T = « genau dann, wenn T eine endliche
Teilmenge Ty hat, so dass Ty = « gilt.

Beweis. Offenbar ist a genau dann aus 7' ableitbar, wenn a aus einer endlichen
Teilmenge von T ableitbar ist. Mit dem Vollstindigkeitssatz folgt die Behauptung
des Endlichkeitssatzes. (]

Satz 4.3. Sei T eine Theorie iber einem Vokabular T, die ein unendliches Mo-
dell oder beliebig grofie endliche Modelle hat. Dann hat T Modelle beliebig grofer
Mdchtigkeit.

Beweis. Sei k eine unendliche Kardinalzahl. Wir erweitern das Vokabular 7 zu
einem Vokabular 7/, indem wir x neue Konstantensymbole einfithren. Betrachte die
Theorie

T':= T U{=c=d:cund d sind verschiedene neue Konstantensymbole}.

Wir zeigen, dass T’ ein Modell hat. Nach Satz 4.1 geniigt es zu zeigen, dass jede
endliche Teilmenge von Ty von T’ ein Modell hat.

Da T} endlich ist, kommen in T; auch nur endlich viele der neuen Konstanten-
symbole vor. Wihle ein Modell A von T', dass mindestens soviele Elemente hat, wie
in Ty neue Konstantensymbole vorkommen. Expandiere A zu einer 7/-Struktur Ay,
in dem die in Ty vorkommenden neuen Konstantensymbole paarweise verschieden
interpretiert werden. Die Interpretation der anderen neuen Konstantensymbole in
Ay sei beliebig gew#hlt. Es ist klar, dass Ay Modell von Tj ist.

Damit existiert ein Modell A’ von T”. Nach Wahl von T hat die Trigermenge
von A’ mindestens die Méchtigkeit k. Aulerdem ist A’ | 7 ein Modell von T. [

Korollar 4.4. a) Fine erststufige Theorie, die beliebig grofie endliche Modelle
hat, hat auch unendliche Modelle. Insbesondere lassen sich die Klassen der endli-
chen Mengen, der endlichen Halbordnungen, der endlichen Graphen, der endlichen
Korper usw. nicht erststufig axiomatisieren.

b) Die Theorie von N = (N,0,1,+,-) hat Modelle, die nicht zu N isomorph sind.
Die entsprechenden Aussagen gelten auch fir Q, R, Z und C.

Modelle der Theorie von wohlbekannten Strukturen wie R oder N, die nicht
zu den typischen Modellen der Theorie isomorph sind, nennt man Nichtstandard-
Modelle.

Satz 4.5. Es gibt abzihlbare Modelle von Th(N), die nicht zu N isomorph sind.

Beweis. Wir erweitern das Vokabular fiir N um ein neues Konstantensymbol c¢. Fiir
jedes n sei ¢, die Aussage, die sagt, dass ¢ mindestens der n-te Nachfolger von 0
ist. Mit dem Kompaktheitssatz sieht man leicht, dass

T :=Th(N) U {¢, : n € N}
ein Modell A hat. Nach Korollar 3.25 kann A abzihlbar gewihlt werden.
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Wir haben zu zeigen, dass das Redukt von A auf das Vokabular von N nicht zu
N isomorph ist. Nach Wahl von 7 existiert in A ein Element (némlich ¢*), welches
fiir kein n € N der n-te Nachfolger von 04 ist. Ein entsprechendes Element existiert
in N nicht. (]
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4.2. Elementare Submodelle.

Definition 4.6. a) Sei A = (4,...) eine 7-Struktur. Eine 7-Struktur B = (B, ...)
heifit Substruktur von A (B < A), falls gilt:
(1) BCA
(2) Ist ¢ € 7 ein Konstantensymbol, so gilt ¢B = c¢A.
(3) Ist 7 € T ein n-stelliges Relationssymbol, so gilt 78 = rA N B™.
(4) Tst f € 7 ein n-stelliges Funktionssymbol, so gilt f5% = f4 | B". Insbeson-
dere ist B unter f* abgeschlossen.

b) Sei B < A. Dann heifit eine Formel ¢(z1,...,z,) absolut fir A und B, wenn
fir alle by,...,b, € B gilt:

A’Zw[bl,...,bn] <~ B':(p[bl,,bn]

¢) Sei B < A. B ist elementare Substruktur von A (B < A), wenn jede Formel
fiir A und B absolut ist.

d) Seien A= (A,...) und B = (B,...) 7-Strukturen. Eine Abbildunge: A — B
heifit elementare Einbettung von A in B, wenn fiir alle aq,...,a, € A und alle
Formeln ¢(z1,...,z,) iber 7 gilt:

AlEplar,...;an] & BEye(ar),...,e(an)]

(Ist A < B, so gilt A < B genau dann, wenn die Identitéit von A nach B elementare
Einbettung ist).

Definition 4.7. Zwei 7-Strukturen A und B sind elementar dquivalent (A = B)
wenn sie die gleiche Theorie haben.

Bemerkung 4.8. Aus B x5 A folgt B = A.

Lemma 4.9. Sei A eine 7-Struktur und B = (B, ...) < A. Dann ist B genau dann
elementare Substruktur von A, wenn fir jede Formel y(x,y1,...,yn) tber T und
alle by, ..., b, mit A= Jxplby,...,b,] ein a € B existiert mit B = ¢[a, by, ..., by].

Beweis. Die Implikation von links nach rechts ist klar. Wir zeigen die andere Rich-
tung. Gelte die rechte Seite der Aquivalenz im Lemma. Wir zeigen durch Induktion
iiber den Formalaufbau, dass alle Formeln ¢ fiir A und B absolut sind.

Ist ¢ atomar, so ist ¢ absolut fir A und B, da B Substruktur von A ist. Wie man
leicht sieht, sind Boolesche Kombinationen absoluter Formeln absolut. Es bleibt
der Fall zu betrachten, dass ¢ von der Form Jx ist, wobei ¢ fiir A und B absolut
ist. Aber in diesem Fall ist ¢ nach der rechten Seite der Aquivalenz im Lemma
absolut. O

Lemma 4.10. Sei A = (A4,...) eine T-Struktur und M C A. Weiter sei k Kar-
dinalzahl mit k > max(Ro, |7|,|M|) und k <|A|. Dann existiert eine Substruktur
B=(B,...) von A mit M C B und |B|= k.

Beweis. Sei B C A eine beliebige Menge. Um B zu einer Substruktur von A zu
machen, muss man jedes n-stellige Relationssymbol r € 7 auf B durch A N B®
interpretieren. Jedes Konstantensymbol ¢ € 7 muss durch ¢ interpretiert werden.
Insbesondere muss ¢* € B fiir jedes Konstantensymbol ¢ € 7 gelten.

Jedes n-stellige Funktionssymbol f € 7 muss auf B durch f# | B™ interpre-
tiert werden. Das geht genau dann, wenn B unter den Funktionen fA, f € T,
abgeschlossen ist.

Wir miissen also zeigen, dass eine Menge B C A existiert, die M umfasst, alle
Konstanten von A enthilt, die Michtigkeit x hat und unter allen Funktionen f+
abgeschlossen ist.
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Wiéhle zunéchst eine Menge M’ C A mit M C M’ und |M’|= k. Setze dann
By :=M'U {cA : ¢ € 7 ist Konstantensymbol}.
Sei B,, bereits definiert. Setze dann

Bp+1 =B, U {fA(al, c.oyag) : f €7 ist k-stelliges
Funktionssymbol und ay,...,ar € B,.}

Definiere schliellich B := J,,cy Bn-

Es ist klar, dass |By|= & gilt. Durch Induktion iiber n sieht man schnell, dass
| B, |= & fiir alle n € N gilt. Wegen « > Rg ist £ <|B|< k- Ny = k. Aus der
Konstruktion von B folgt, dass fiir jedes k-stellige Funktionssymbol f € 7 und alle
ai,...,ax € B gilt: fA(ay,...,a;) € B.

B ist also unter den Funktionen von .4 abgeschlossen. Wegen By C B umfasst B
die Menge M und enthilt alle Konstanten von A. Damit ist B Trigermenge einer
Substruktur B von 4 mit den gewiinschten Eigenschaften. O

Satz 4.11 (Satz von Lowenheim-Skolem, abwirts). Sei A = (A,...) eine 7-
Struktur und M C A. Weiter sei k eine Kardinalzahl mit max(Ro, | M |,|7]) <
k <|A|. Dann existiert eine elementare Substruktur B = (B,...) von A mit M C B
und |B|= k.

Beweis. Nach Lemma 4.9 geniigt es zu zeigen, dass eine Substruktur B = (B, ...)
von A existiert mit M C B und |B|= &, so dass fiir alle Formeln ¢(x,y1,...,yn)
und alle by,...,b, € B mit A = Jzp[by,...,b,] ein a € B existiert mit B |=
wla, by, ..., byl

Dazu erweitern wir unser Vokabular 7 zu einem Vokabular 7/, indem wir fiir jede
Formel o(x,y1,...,yn) ein n-stelliges Funktionssymbol f, einfiihren und wie folgt
auf A interpretieren:

Fiir by,...,b, sei f;‘(bl, ...,bp) ein a € Amit A= ¢(a,by,...,b,), falls so ein
a existiert. Sonst sei f7'(by,...,by) ein belicbiges a € A.

Die Funktionen f;;‘ nennt man Skolemfunktionen fiir die Struktur A. Sei A’ die
Expansion von A um die gewihlten Skolemfunktionen fiir A. A’ ist eine 7/-Struktur.
Wie wir bereits nachgerechnet haben, gibt es héchstens max(Rg, |7|) Formeln iiber
7. Damit hat 7/ hochstens die Méchtigkeit max(Rg, |7]).

Nach Lemma 4.10 hat A’ eine Substruktur 8’ = (B,...) mit M C B und |B|= &.
Wir zeigen, dass B := B’ | T elementare Substruktur von A ist.

B < Aist klar. Sei ¢(x,y1,...,Ys) eine Formel iiber 7 und by,...,b, € B mit
A E Jzpby, ..., by]. Wir haben B = Jzplby,...,b,] nachzurechnen. Da aber B
Trigermenge einer Substruktur von A’ ist, ist B unter f;“ abgeschlossen. Insbeson-
dere ist a := f;;‘(bl, ..., bp) € B. Nach Wahl von f;;‘ gilt B = ¢[a,by,...,b,] und
damit B = Jzplby, ..., by

Nach Lemma 4.9 ist B elementare Substruktur von .A. O

Definition und Bemerkung 4.12. Sei A = (A4, ...) eine 7-Struktur und M C A.
Das Vokabular 75, entstehe aus 7 durch Hinzufiigen eines neuen Konstantensymbols
cq fiir jedes a € M. Die Struktur Ay, sei die Expansion von A auf 77, die man
erhélt, wenn man jedes neue Konstantensymbol ¢, durch a interpretiert.

Das elementare Diagramm von A ist die Theorie

eldiag(A) := {p(z1/¢ays---»Tn/Ca,) : p(T1,...,2y,) ist Formel iiber 7,
a1,...,an € Aund A = glag,. .., an]}
Offenbar gilt A4 = eldiag(A).
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Satz 4.13 (Satz von Lowenheim-Skolem, aufwérts). Sei A = (A,...) unendliche 7-
Struktur und k Kardinalzahl mit k > max(Ro, |4], |7|). Dann gibt es eine 7-Struktur
B=(B,...) mit|B|=x und A< B.

Beweis. Nach Satz 4.3 existiert ein Modell B4 = (B, ... ) von eldiag(.A) mit |B|> k.
Nach Satz 4.11 kann B4 sogar mit |B|= x gewihlt werden. Setze B := B4 [ 7. Die
Abbildung e : A — B;a +— c54 ist eine elementare Einbettung von A nach B. O

Definition 4.14. Sei (I, <) eine lineare Ordnung. Fiir jedes ¢ € I sei A; = (A;,...)
eine 7-Struktur. Fiir alle 4,5 € I mit ¢ < j sei A; < A;. Solch eine Familie (4;);ecr
nennt man elementare Kette.

Wir definieren eine 7-Struktur A = (A4,...) wie folgt. Setze A :=
A LA
=c

iel Az Fiir
jedes Konstantensymbol ¢ € 7 sei ¢ fiir ein beliebiges ¢ € I. Fiir jedes
n-stellige Funktionssymbol f € 7 und alle aq,...,a, € A wihle ein ¢ € [ mit
ai,...,a, € A;. Setze dann

fA(al, ey Qp) = fAi(al, ceey Q)

Fiir jedes n-stellige Relationssymbol r € 7 sei A := Uier A
Fiir A schreibt man auch (J;; A;.

Satz 4.15. Sei (A;)ier eine elementare Kette. Dann ist A := J,c; Ai eine 7-

Struktur und fir jedes i € I gilt A; < A.

Beweis. Es ist klar, dass A eine 7-Struktur ist, auch wenn die genaue Definition
dieser Struktur scheinbar von einigen Wahlen abhédngt. Wir zeigen zunéchst, dass
jedes A; Substruktur von A ist. Fixiere ein j € I.

Sei ¢ € 7 ein Konstantensymbol. Fiir die Definition von ¢ wurde ein gewisses
i € I gewihlt und dann ¢? := ¢A gesetzt. Es gilt j < i oder 4 < j und damit
A; < Aj oder A; < A;. In jedem Falle ist ¢ = ¢ Damit ist ¢ unabhingig von

A

der Wahl von i und es gilt ¢4 = ¢A.
Sei f € 7 ein n-stelliges Funktionssymbol und ay,...,a, € A;. In der Defini-
tion von fA(al,...,an) wurde ein ¢ € I mit ay,...,a, € A; gewédhlt und dann

fAa1,...,an) = fA(ay,...,a,) gesetzt. Bs gilt i < j oder j < i und damit
A; < Aj oder Aj < A;. In jedem Falle ist fAiay, ... an) = f4(ay,...,a,) und
damit f4i (ay,...,a,) = fA(a1,...,a,).

Auf dhnliche Weise sieht man fiir jedes n-stellige Relationssymbol r € 7, dass
rAi =rAN A7 gilt. Damit ist A; Substruktur von A.

Wir benutzen nun Lemma 4.9 um zu zeigen, dass jedes A; sogar elementare
Substruktur von A ist.

Sei j € I und ¢(x,y1,...,Ys) Formel tber 7. Seien bq,...,b, € A; mit

A= Jzpby, ..., by
Dann existiert ein ¢ € I, so dass es ein a € A; gibt mit

AE ¢la,by,. .., by,
Wir kénnen dabei ¢ > j wahlen. Es gilt

A; E Jxplby, ..., by
Wegen A; < A; gilt

A =z, ..., by

Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 4.9 erfiillt und A; ist elementare Sub-
struktur von A. O
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4.3. Kategorizitit und Vollstindigkeit.

Definition 4.16. Eine Theorie T iiber einem Vokabular 7 heifit vollstindig, wenn
T widerspruchsfrei ist und fiir alle Aussagen ¢ iiber 7 entweder ¢ oder —p aus T
folgt.

Eine Theorie T heifit k-kategorisch fiir eine Kardinalzahl &, falls T' bis auf Iso-
morphie genau ein Modell der Méchtigkeit s hat.

Der Zusammenhang zwischen Vollstédndigkeit und Kategorizitét ist der folgende:

Lemma 4.17. Sei T eine Theorie iber 7 und k eine unendliche Kardinalzahl
mit |7|< k. Falls T nur unendliche Modelle hat und k-kategorisch ist, so ist T
vollstindsig.

Beweis. Angenommen, T ist nicht vollstandig. Also gibt es eine Aussage ¢, so dass
weder ¢ noch - aus T folgen. Die Theorien Ty := T U {p} und T} := T U {—¢}
sind beide widerspruchsfrei und haben damit Modelle. Da T nur unendliche Modelle
hat, sind insbesondere die Modelle von Ty und T} unendlich. Es folgt, dass Ty und
Ty Modelle der Méachtigkeit « haben. Wegen der x-Kategorizitdt von T sind diese
Modelle isomorph. Isomorphe Strukturen haben aber dieselbe Theorie. Also kann
nicht die eine Struktur ¢ erfiillen und die andere —¢. Ein Widerspruch. O

Beispiel 4.18. Die Theorie der dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte ist
Ro-kategorisch und damit vollstindig. Die Theorie ist aber nicht 280-kategorisch.

Beweis. Sei (L, <) eine abzihlbare dichte lineare Ordnung ohne Endpunkte. Wir
zeigen, dass (L, <) isomorph zu (Q, <) ist. Sei (¢n)nen eine Aufzihlung von Q
und (I, )nen eine Aufzéhlung von L. Dazu konstruieren wir eine aufsteigende Kette
(fn)nen partieller Isomorphismen von L nach Q. (Ein partieller Isomorphismus ist
eine partielle Abbildung, die ein Isomorphismus zwischen ihrem Definitionsbereich
und ihrem Bild ist.) Setze fo := 0.

Sei f,, bereits definiert. Ist n gerade, so wihle m € N minimal, so dass g, nicht
im Bild von f,, ist. Es gibt folgende Fille:

(1) g ist kleiner als alle Elemente des Bildes von f,,. Wéhle [ € L echt kleiner
als alle Elemente des Definitionsbereiches von f,. Das geht, da L keine
Endpunkte hat.

(2) g ist groBer als alle Elemente im Bild von f,,. Wihle | € L echt grofler als
alle Elemente des Definitionsbereiches von f,.

(3) qm liegt zwischen zwei Elementen des Bildes von f,,. Sei p das grofite Ele-
ment des Bildes von f, unter g,, und r das kleinste iiber ¢,,. Wahle [ € L
zwischen f,!(p) und f, 1(r). Das geht, da L dichte lineare Ordnung ist.

Setze frni1 := fnU{(l, ¢m)}. Wie man leicht sieht, ist f,+1 partieller Isomorphis-
mus. Sei nun n ungerade. Sei m € N minimal, so dass l,,, nicht im Definitionsbereich
von f, liegt. Wie oben erhilt man ein ¢ € Q, so dass f,, 11 := fnU{(lm, q)} partieller
Isomorphismus ist. Wie man leicht nachrechnet, ist f := |J fn ein Isomorphis-
mus zwischen L und Q.

Dass die Theorie der dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte nicht 2%o-
kategorisch ist, sieht man an folgenden Beispielen: (R, <) und (R \ {0}, <) sind
nichtisomorphe dichte lineare Ordnungen ohne Endpunkte der Michtigkeit 2%0.
(R\ {0} ist nicht vollsténdig im ordnungstheoretischen Sinn, R schon.) O

neN
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Wir betrachten noch zwei Beispiele vollstédndiger Theorien mit etwas anderem
Kategorizitéitsverhalten.

Beispiel 4.19. a) Sei K ein abzihlbar unendlicher Kérper. Die Theorie der K-
Vektorrdume ist x-kategorisch fiir alle k > R, aber nicht Ry-kategorisch.

b) Sei K ein endlicher Korper. Die Theorie der K-Vektorrdume ist x-kategorisch
fiir alle unendlichen Kardinalzahlen «.

Beweis. a) Ist V ein iiberabzdhlbarer K-Vektorraum, so gilt |V |= dim(V). Da
ein Vektorraum durch seine Dimension bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist,
ist die Theorie der K-Vektorrdume x-kategorisch fiir alle iiberabzihlbaren Kardi-
nalzahlen k. Abzdhlbare K-Vektorrdume kénnen die Dimensionen 1,2,... und Ry
haben. Es gibt also bis auf Isomorphie abzéahlbar viele abzéhlbare K-Vektorraume.

b) Ist K endlich, so gilt schon fiir jeden unendlichen K-Vektorraum V die Glei-
chung |V |= dim(V). Damit ist die Theorie der K-Vektorrdume r-kategorisch fiir
alle unendlichen Kardinalzahlen «. (]

Man beachte, dass die zwei in diesem Beispiel genannten Theorien nicht vollstéandig
sind, da sie auch endliche Modelle haben. Fiir jedes n € N gibt es ndmlich eine Aus-
sage, die ausdriickt, dass eine Struktur genau n Elemente hat. Wenn man jedoch den
beiden Theorien noch fiir jedes n € N eine Aussage hinzufiigt, die ausdriickt, dass
die Struktur mindestens n Elemente hat, so erhéilt man nach Lemma 4.17 vollsténdi-
ge Theorien. Es gibt auch vollstdndige Theorien mit unendlichen Modellen, die fiir
kein unendliches k k-kategorisch sind. Allerdings sind damit die moglichen Kate-
gorizitiatsverhalten vollstdndiger Theorien iiber einem abzéhlbaren Vokabular auch
schon ausgeschopft:

Satz 4.20 (Satz von Morley). Sei T eine vollstindige Theorie, die unendliche
Modelle hat. Ist T k-kategorisch fiir ein tberabzihlbares k, so ist T k-kategorisch
fiir jedes tiberabzihlbare k.

Einen Beweis dieses Satzes findet man zum Beispiel in [Chang, Keisler: Model
theory, 3rd rev. ed., Studies in Logic and the Foundations of Mathematics 73,
North-Holland (1990)].

5. DIE UNVOLLSTANDIGKEITSSATZE

5.1. Das Halteproblem. Bisher haben wir den Begriff , Algorithmus® eher intui-
tiv benutzt. Ublicherweise versteht man unter einem Algorithmus eine Rechenvor-
schrift, die bei geeigneter Eingabe nach endlicher Zeit ein Ergebnis liefert. Wenn
man préziser sein will, muss man genau definieren, was eine Rechenvorschrift ist
und auf welche Weise gerechnet wird.

Es gibt verschiedene sinnvolle Modellierungen von ,,Rechenvorschrift* und ,, bere-
chenbar®. Die populdrsten sind Turingmaschinen, Registermaschinen und rekursive
Funktionen. Alle diese Interpretationen liefern dquivalente Begriffe von Berechen-
barkeit. Das legt nahe, dass sie den , richtigen“ Begriff von Berechenbarkeit liefern.

Der Einfachheit halber bedienen wir uns der Registermaschinen. Eine Register-
maschine ist einfach eine abstrakte Version eines Computers, aber mit unendlich
groflem Arbeitsspeicher. Berechenbar ist alles, was sich in endlicher Zeit mit einer
entsprechend programmierten Registermaschine berechnen lédsst. Wir fixieren also
die Maschine und benutzen unterschiedliche Programme, um unterschiedliche Dinge
zu berechnen. Die Programme sind in irgendeiner sinnvollen Programmiersprache
geschrieben und formal einfach Wérter iiber einem endlichen Alphabet. Die Einga-
be einer Registermaschine ist ebenfalls ein Wort, iiblicher Weise iiber dem gleichen
Alphabet wie das Programm.
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Wir gehen davon aus, dass die Programmiersprache unserer Registermaschinen
sinnvoll gewihlt ist, so dass die Menge der (syntaktisch) korrekten Programme
entscheidbar ist.

Definition 5.1. Das Halteproblem ist das Problem zu entscheiden, ob eine mit
einem vorgelegten Programm programmierte Registermaschine bei einer ebenfalls
vorgelegten Eingabe nach endlicher Zeit anhilt, also die Berechnung beendet.

Satz 5.2. Das Halteproblem ist unentscheidbar. Genauer, es gibt kein Programm
P fiir eine Registermaschine, so dass die mit P programmierte Maschine fiir jedes
Programm @ und jede Fingabe E nach endlicher Zeit entscheidet, ob eine mit dem
Programm @ programmierte Maschine bei Eingabe E nach endlicher Zeit anhdlt.

Beweis. Angenommen es gibt ein Programm P, so dass eine mit P programmierte
Registermaschine bei Eingabe eines Programms @ gefolgt von einer Eingabe E
entscheidet, ob die mit @) programmierte Maschine bei Eingabe von E anhélt oder
nicht. Wir modifizieren das Programm P so zu einem Programm P’, dass die mit
P’ programmierte Maschine bei Eingabe eines Programms @ genau dann anhélt,
wenn die mit ) programmierte Maschine bei Eingabe von @ nicht anhalt.

Die Existenz des Programms P’ fithrt nun zum Widerspruch. Dazu sehen wir
uns an, was die mit P’ programmierte Maschine bei Eingabe von Q := P’ tut. Nach
Konstruktion von P’ hilt die mit P’ programmierte Maschine bei der Eingabe von
() = P’ genau dann an, wenn die mit () = P’ programmierte Maschine bei Eingabe
von ) = P’ nicht anhélt. Ein Widerspruch. O

Korollar 5.3. Die Menge aller Programme P, fir die eine mit P programmierte
Registermaschine bei leerer Eingabe anhdlt, ist nicht entscheidbar.

Beweis. Der Beweis von Satz 5.2 zeigt, dass ein Spezialfall des Halteproblems,
néamlich zu entscheiden, ob eine mit einem Programm P programmierte Maschi-
ne bei Eingabe von P anhilt, nicht entscheidbar ist.

Wir benutzen diese Tatsache, um das Korollar zu zeigen. Dazu ordnen wir (auf
berechenbare Weise) jedem Program @ ein Programm Q% zu. Die mit Q% program-
mierte Maschine schreibt zunéichst das Wort @ in den Speicher und fihrt dann mit
der Berechnung fort wie die mit ) programmierte Maschine bei Eingabe des ak-
tuellen Speicherinhalts (also des Wortes @Q). Q% hilt also genau dann bei leerer
Eingabe, wenn ) bei Eingabe des Wortes @ halt.

Kénnte man entscheiden, ob Q7 bei leerer Eingabe anhilt, so kénnte man ent-
scheiden, ob @ bei Eingabe von ) anhilt. Nach dem Beweis von Satz 5.2 geht
Letzteres aber nicht. ]
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5.2. Unentscheidbarkeit der Arithmetik.

Definition 5.4. Das Vokabular der Arithmetik ist 7 = {0,’,+, -, <}. Die (elemen-
tare) Arithmetik ist die Theorie von (N,0,’,+, -, <), wobei ’ wie iiblich die Nachfol-
gerfunktion (die jedes n € N auf n + 1 abbildet) bezeichnet.

Wir werden die Unentscheidbarkeit der Arithmetik auf die Unentscheidbarkeit
des Halteproblems zuriickfithren. Dazu miissen wir Programme fiir Registermaschi-
nen durch natiirliche Zahlen codieren, um dann Aussagen wie ,,die mit P pro-
grammierte Maschine hélt bei leerer Eingabe“ als Aussagen iiber natiirliche Zahlen
formulieren zu kénnen.

Ein wesentlicher Schritt ist dabei die Codierung endlicher Folgen natiirlicher Zah-
len durch einzelne natiirliche Zahlen (bzw. zunéchst einmal durch Paare natiirlicher
Zahlen). Das leistet Godels 3-Funktion.

Lemma 5.5. Es gibt eine Funktion 3 : N3 — N mit folgenden Eigenschaften:
a) Fir jede Folge (aq, . .., a,) natirlicher Zahlen gibt es t,p € N, so dass fiir alle
i <1 gilt:
B(t,]% Z) = a;
b) Es gibt eine Formel x(xo,x1,x2,x3) tber 7, die 8 in N definiert. D.h., fir
alle t,p,i,a € N gilt:

NExlt,pi,a] & B(tpi)=a
Beweis. a) Sei (ag, ..., a,) gegeben. Wihle eine Primzahl p > ag,...,a,,7+ 1 und
setze
t=1 .pO -‘rCLopl + 2p2 +a1p3 S (7,_’_ 1)p2r +arp2r+1.
Die Folge (a,,r +1,...,a1,2,a9,1) die p-adische Darstellung von ¢. Man beachte,
dass die p-adische Darstellung einer natiirlichen Zahl eindeutig ist.
Wir zeigen zunichst, dass fiir alle ¢ < r genau dann a = a; gilt, wenn es

bo, b1, by, € N gibt mit

(1) t =bo +b1((i + 1) + ap + bap?),

(2) a<p,

(3) by < bl,

(4) by = p? fiir ein geeignetes I € N.
Die Implikation von links nach rechts folgt dabei aus der Definition von ¢. Fiir die
andere Richtung nehmen wir an, dass (1)—(4) fiir by, by und by gelten. Nach (4) ist
by = p? fiir ein geeignetes | € N. Nach (1) gilt

t=bo+ (i+1) p* +ap”* + byp™ .

Wegen by < p?', a < p und der Eindeutigkeit der p-adischen Darstellung von ¢ gilt
l=1iund a = a;.

Setze B(t,p,t) := a;. Genauer, fiir ¢, p und ¢ fiir die by, by, by und a mit (1)—
(4) existieren sei 3(¢,p,i) = a, falls p prim ist. Das definiert eine Funktion, da es
hochstens ein a gibt, welches diese Definition erfiillt. Falls keine geeigneten Zahlen
a, by, by und by existieren oder p nicht prim ist, so setze (¢, p,i) := 0. Das liefert
eine Funktion, die a) erfiillt.

Es ist klar, dass die Definition von (3, wie in b) behauptet, in Form einer Formel
x(zo, 1,22, x3) geschrieben werden kann. O

Die S-Funktion erlaubt es, induktive (genauer, rekursive) Definitionen zu forma-
lisieren. Ein Beispiel ist die Definition von n™ in N.

Lemma 5.6. Es gibt eine Formel o(xg,x1,z2) tiber 7, so dass fir alle n,m,a € N
gilt:
NE¢[n,m,a] < n™=a.



EINFUHRUNG IN DIE LOGIK UND MODELLTHEORIE 47

Beweis. Die Formel (g, z1, 22) sagt folgendes:

,Falls 1 = 0 ist, so ist x5 = 1. Ist &1 # 0, so gibt es eine Folge (ao, ..., am-1)
natiirlicher Zahlen mit ag = xg, m = =1 und a,,—1 = 3, so dass fiir jedes i < m — 1
gllt Air1 = Q5 * .To.“

Die einzige Schwierigkeit, so eine Formel {iber 7 hinzuschreiben, besteht in dem
Existenzquantor iiber endliche Folgen natiirlicher Zahlen. An dieser Stelle benutzen
wir die S-Funktion. Formal lautet ¢ wie folgt:

(11=0—22=0) A [—u’clzoe
Eitﬂp(x(t,p, 0,z0) AVr [r +0 =2 — (X(t,p, T, T2)A

Vili < r — Vavb(x(t,p,i,a) A x(t,p,i +0,b) > b=a- xo)])])}
Es ist klar, dass die Formel das Gewiinschte leistet. (|

Mit der Definiertbarkeit der Exponentiation in N ergibt sich die Moglichkeit,
endliche Folgen natiirlicher Zahlen auf eine etwas naheliegendere Weise als mit
Hilfe der 8-Funktion durch einzelne natiirliche Zahlen zu codieren. Sei (py)nen
die Aufzéhlung aller Primzahlen geméf ihrer Grofle. Es ist also pg = 2, p1 = 3,
p2 = 5 und so weiter. Man beachte, dass die Funktion n — p,, definierbar ist. (Man
benutze wieder die S-Funktion. Eine Zahl p ist die Primzahl p,,, wenn es eine Folge
(ag, ..., a,) von Primzahlen mit ag = 2 und a,, = p gibt, so dass zwischen a; und
a;+1 keine weiteren Primzahlen liegen.) Es gibt also eine Formel ¢(xq, z1) iiber T,
so dass fiir alle n,m € N gilt:

NE¢n,m) < m=p,
Eine Folge (ag, ..., a,) natiirlicher Zahlen kann nun einfach durch
t::pgo .ptlll .....pg’f'
codiert werden. Da die Zerlegung einer natiirlichen Zahl in ihre Primfaktoren ein-
deutig ist, lasst sich jedes a; eindeutig aus ¢ zuriickgewinnen. Die Zahl a; ist ndmlich
einfach die groite Zahl a, fiir die p$ noch die Zahl ¢ teilt. Hatten wir also die Ex-

ponentiation in unser Vokabular 7 aufgenommen, so hiatten wir uns die Definition
der §-Funktion sparen kénnen.
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Wir wollen nun Aussagen tiber die Berechnung von Registermaschinen als Aus-
sagen iiber dem Vokabular 7 aufschreiben. Dazu miissen wir uns etwas néher mit
den Berechnungen von Registermaschinen befassen.

Wir kénnen annehmen, dass die Programme von Registermaschinen aus Folgen
von Anweisungen bestehen. Jede Anweisung kann dabei noch ein bis zwei Para-
meter erhalten, die natiirliche Zahlen sind. Der Einfachheit halber nehmen wir an,
dass jede Anweisung genau zwei Parameter hat, von denen unter Umstédnden einer
oder auch beide keine Funktion haben. Das héngt von der jeweiligen Anweisung
ab. Es ist hierbei nur wichtig, dass es eine Programmiersprache gibt, die diese Ei-
genschaften hat und mit der man alles programmieren kann, was man mit anderen
Programmiersprachen programmieren kann.

Beispiele fiir Anweisungen sind zum Beispiel ,,addiere zur Speicherstelle mit der
Nummer n die natiirliche Zahl m* oder auch ,halt“. Die erste Anweisung ist eine
Anweisung mit zwei Parametern, die zweite Anweisung braucht eigentlich keine
weiteren Parameter, wir fiigen aber trotzdem noch zwei (sinnlose) Parameter hinzu,
damit alle Anweisungen dasselbe Format haben.

In jedem Falle hat unsere Programmiersprache nur endlich viele verschiedene
Anweisungen. Um nun ein Programm, eine endliche Folge von Anweisungen mit
jeweils zwei Parametern, in eine natiirlich Zahl zu iibersetzen, ordnen wir jeder
Anweisung auf injektive Weise eine natiirliche Zahl zu. Diese Zuordnung macht aus
einem Programm eine endliche Folge natiirlicher Zahlen. Sei (ao,...,a,) die Folge
natiirlicher Zahlen, die wir beim Ubersetzen eines Programmes P erhalten. Aus der
Folge (ag, . .., a,) erhalten wir eine natiirliche Zahl pg°®-- - -- p¢r, die Gédel-Nummer
von P.

Wie man leicht sieht, gibt es eine Formel ¢programm () iiber 7, die genau dann
in N auf eine natiirliche Zahl n zutrifft, wenn n Gédel-Nummer eines Programmes
ist.

Die Eingaben von Registermaschinen sind endliche Zeichenketten iiber einem
endlichen Alphabet, und wir kénnen sie leicht in einzelne natiirliche Zahlen iiber-
setzen, namlich in ihre Gddel-Nummern.

Fiir die Beschreibung einer Berechnung einer Registermaschine nehmen wir an,
dass zu jedem Zeitpunkt der Berechnung nur endlich viel des unendlichen Speichers
tatsdchlich belegt ist. Die Maschine rechnet Schrittweise. Wir messen die Rechenzeit
daher in der Anzahl der ausgefithrten Rechenschritte.

Die Konfiguration der Maschine zu einem Zeitpunkt ¢ (wobei t eine natiirli-
che Zahl ist, ndmlich die Anzahl der bisher ausgefithrten Rechenschritte) ist der
Speicherinhalt der Maschine zum Zeitpunkt ¢ zusammen mit dem Zustand des
»Prozessors“ der Maschine. Ohne auf die genaueren Details der Registermaschine
einzugehen, kénnen wir annehmen, dass der Prozessor nur endlich viele Zusténde
annehmen kann und der Zustand der ganzen Maschine zum Zeitpunkt ¢t durch die
Konfiguration eindeutig beschrieben ist.

Eine Konfiguration kann aufgefasst werden als endliche Folge natiirlicher Zahlen.
Eine Zahl beschreibt den Zustand des Prozessors, eine Zahl beschreibt die Position
der Anweisung im Programm, die als néichstes bearbeitet werden soll, die restli-
chen Zahlen beschreiben den Inhalt je einer Speicherzelle. So eine Zahlenfolge kann
wieder durch eine einzelne natiirliche Zahl codiert werden, die Gddel-Nummer der
Konfiguration.

Eine Berechnung einer Registermaschine ist eine endliche Folge von Konfigura-
tionen, wobei eine Konfiguration aus der vorherigen hervorgeht, indem die jeweils
aktuelle Anweisung ausgefiithrt wird. Die erste in einer Berechnung auftretende
Konfiguration ergibt sich dabei aus der dem Programm der Maschine und der Ein-
gabe. Jede Berechnung kann damit durch eine natiirliche Zahl codiert werden, die
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wir die Gddel-Nummer der Berechung nennen. Eine Berechnung endet, wenn zu
irgendeinem Zeitpunkt der Berechnung der aktuelle Befehl  halt“ lautet.

Man beachte, dass eine Berechnung in unserem Sinne nur ein Anfangsstiick von
dem ist, was die Maschine tatséchlich tut. Falls eine Berechnung n Rechenschritte
beschreibt und der letzte Rechenschritt nicht die Ausfiihrung der Anweisung , halt“
ist, so kann die Berechnung zu einer lingeren Berechnung fortgesetzt werden. Die
Fortsetzung auf den jeweils néchsten Rechenschritt ist dabei eindeutig. (Man spricht
daher von einer deterministischen Maschine.)

Es ist klar, dass man eine Formel ¢Rrechenschritt (2, ¥, 2) iiber 7 aufschreiben kann,
die auf natiirliche Zahlen n, k, ! genau dann zutrifft (in der Struktur N), wenn gilt

(1) n ist Godel-Nummer eines Programms P,

(2) k und ! sind Gédel-Nummern von Konfigurationen Ky und K; und

(3) falls Ky die Konfiguration einer mit P programmierten Maschine zu einem
Zeitpunkt ¢ ist, so ist Ky die Konfiguration der Maschine zu Zeitpunkt ¢+ 1.

AuBerdem kann man eine Formel @giar(z,y, 2) aufschreiben, die genau dann auf
natiirliche Zahlen n, m, k zutrifft, wenn gilt

(1) n ist Godel-Nummer eines Programms P,
(2) m ist Godel-Nummer einer Eingabe F und
(3) k ist die Godel-Nummer der Konfiguration einer mit P programmierten
Registermaschine nach Eingabe von E.
Schliefllich kénnen wir eine Formel ¢gerechnung (%, ¥y, 2) aufschreiben, die genau
dann auf natiirliche Zahlen n, m, k zutrifft, wenn gilt

(1) n ist Godelnummer eines Programmes P,

(2) m ist Godelnummer einer Eingabe E und

(3) k ist Godelnummer einer Berechnung einer mit P programmierten Register-
maschine bei Eingabe von FE.

Diese Vorarbeit erlaubt es uns schliefllich, eine Formel @y, (2, y) aufzuschreiben,
die genau dann auf n und m zutrifft, wenn gilt
(1) n ist Godel-Nummer eines Programms P,
(2) m ist Godel-Nummer einer Eingabe E und
(3) es gibt eine Berechnung einer mit P programmierten Registermaschine bei
Eingabe von FE, so dass es einen Zeitpunkt ¢ gibt, an dem die Anweisung
,halt* ausgefithrt wird.

Wir ehalten nun leicht
Satz 5.7. Die elementare Arithmetik ist nicht entscheidbar.

Beweis. Angenommen es gibt ein Verfahren, fiir jede Aussage v {iber 7 zu ent-
scheiden, ob N = 4 gilt oder nicht. Dann kann man das Halteproblem wie folgt
entscheiden:

Fiir jede natiirliche Zahl k definieren wir einen Term t; durch ¢ty := 0 und
thy1 1= t;. Es ist klar, dass der Wert von t; in N genau k selbst ist. Jedes Element
der Struktur N wird also durch einen Term iiber 7 reprisentiert.

Seien ein nun Programm P und eine Eingabe E gegeben. Berechne die Godel-
Nummern n und m von P und E. Stelle fest ob @pais(tn, ) in N gilt oder nicht.
Falls ja, so hélt die mit P programmierte Maschine bei Eingabe von E, sonst nicht.
Ein Widerspruch zur Unentscheidbarkeit des Halteproblems. O
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Aus diesem Satz lassen sich recht starke Folgerungen ziehen. Dazu benétigen wir
zwei Lemmata.

Lemma 5.8. Sei T eine effektiv aufzihlbare Theorie (iber einem endlichen bzw. ef-
fektiv aufzihlbaren Vokabular). Dann ist die Menge {¢ : T & ¢} ebenfalls effektiv
aufzahlbar.

Beweis. Sel ag,aq, ... effektive Aufzéhlung von 7. Dann kénnen wir die Menge
aller Folgerungen aus 7' aufzéhlen, indem wir im n-ten Schritt alle Beweise aus
{ag, ..., a,} aufzéhlen, die hochstens die Linge n haben und héchstens die ersten
n Variablen benutzen. In die Liste fiir T schreiben wir fiir jeden aufgezéhlten Beweis
jeweils die letzte Formel des Beweises. Dieses Verfahren liefert die gesuchte effektive
Aufzihlung der Menge {¢: T F ¢}. O

Lemma 5.9. Sei T eine effektiv aufzihlbare, widerspruchfreie, vollstindige Theo-
rie, die unter semantischen Folgerungen abgeschlossen ist. Dann istT entscheidbar.

Beweis. Da T unter Folgerungen abgeschlossen ist, gilt fiir jede Aussage ¢:
peToder ~peT

Damit lasst sich fiir jede Aussage ¢ wie folgt entscheiden, ob ¢ € T gilt:

Zahle T effektiv auf. Warte, bis in der Liste ¢ oder —p erscheint. Eine der beiden
Aussagen ist in T und wird damit irgendwann aufgezéihlt. Wird ¢ aufgezihlt, so
liegt ¢ in T', wird —p aufgezdhlt, so liegt ¢ nicht in T'. O

Wir kénnen nun folgende Version des ersten Gdodelschen Unvollstindigkeitssatzes
beweisen.

Korollar 5.10. Ist T C Th(N) effektiv aufzihlbar, so existiert eine Aussage ¢ €
Th(N) mit T t/ @. Es gibt also kein effektiv aufzihlbares Aziomensystem fir die
elementare Arithmetik.

Beweis. Th(N) ist eine vollstindige Theorie. Angenommen 7 C Th(N) ist effektiv
aufzdhlbar. Nach Lemma 5.8 ist die Menge der Folgerungen aus T auch effektiv
aufzdhlbar. Gébe es keine Aussage in Th(N), die nicht aus T folgt, so wire T
vollsténdig und Th(N) nach Lemma 5.9 entscheidbar. Ein Widerspruch zu Satz
5.7. O

5.3. Der erste Godelsche Unvollstindigkeitssatz. Das Korollar 5.10 spricht
nur {iber die Theorie der natiirlichen Zahlen. Insbesondere benutzen wir die Struk-
tur N. Godels urspriinglicher Beweis war eher syntaktischer Natur und liefert ein
etwas allgemeineres Ergebnis. Wieder sei 7 das Vokabular der Arithmetik.

Definition 5.11. Sei T eine Menge von Aussagen iiber 7.
a) Eine Relation R C N" heifit in T' reprdsentierbar, falls es eine Formel (1, . .., z,)
gibt, so dass fiir alle nq,...,n, gilt:
(1) (n1,...,ny) ER=TF o(tn,,...,tn.) und
(2) (n1,...,n.) € R=>THF =p(tn,--- tn,)
Dabei sind die Terme t,,, wie in Satz 5.7 definiert. Falls (1) und (2) fiir alle nq, ..., n,
erfiillt sind, so reprdsentiert ¢ die Relation R.
b) Eine Funktion F' : N” — Nist in T reprdsentierbar, falls eine Formel p(x1, ..., Zr41)
existiert, so dass fiir alle ny,...,n,11 € N gilt:
(1) F(ny,....np) =npp1 =T E@(tn,, . tn, ),
(2) F(n1,...,np) #npp1 =T F—@(tn,, ... tn,,,) und
(3) TE 3zri1(o(tny, - tn, Tra1) AVY(O(Enys - oty y) = Y = Trga).
Falls (1)—(3) fiir alle nq,...,n,y; erfiillt sind, so reprisentiert ¢ die Funktion F.
Fiir die Formel in (3) schreiben wir in Zukunft einfach 3z, 10(tn, .- tn,, Try1)-
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Wir stellen zunéchst fest, dass alle entscheidbaren Relationen und Funktionen in
der elementaren Arithmetik repriasentierbar sind. Eine Funktion F': N — N heif}t
dabei entscheidbar, wenn die Relation {(n1,...,ny11) @ F(ni,...,ny) = nyy1}
entscheidbar ist.

Man beachte, dass die entscheidbaren Funktionen genau die berechenbaren Funk-
tionen sind. Hat man eine berechenbare Funktion F' : N” — N gegeben, so entschei-
det man, ob F(nq,...,n,) = ny41 gilt, indem man F(nq,...,n,) berechnet und den
errechneten Wert mit n,;; vergleicht. Ist F' : N* — N entscheidbar, so berechnet
man F(ny,...,n,), indem man alle n € N durchgeht und jeweils entscheidet, ob
F(nq,...,n.) =n gilt. Dieser Fall muss irgendwann eintreten.

Man beachte, das dieses Argument nur fiir Funktionen durchgeht, die auf ganz
N" definiert sind. Es ist aber auch sinnvoll iiber partielle berechenbare Funktionen
zu reden. Es kann nimlich vorkommen, dass ein Algorithmus fiir bestimmte -
Tupel (nq,...,n,) einen sinnvollen Wert berechnet, fiir andere r-Tupel aber nicht
terminiert. Die von dem Algorithmus berechnete Funktion ist dann nicht iiberall
definiert.

Fiir partielle Funktionen ist der Unterschied zwischen berechenbar und entscheid-
bar genau der Unterschied zwischen effektiv aufzdhlbar und entscheidbar: Eine par-
tielle Funktion ist genau dann berechenbar, wenn sie als Relation (also als Menge
endlicher Folgen natiirlicher Zahlen) effektiv aufzihlbar ist.

Lemma 5.12. a) Sei R C N entscheidbar. Dann ist R in Th(N) reprdisentierbar.
b) Sei F': N” — N entscheidbar. Dann ist F' in Th(N) reprdsentierbar.

Beweis. a) Sei P ein Programm, so dass die mit P programmierte Registermaschine
fiir alle nq,...,n, korrekt entscheidet, ob (nq,...,n,) € R gilt.

Mit Hilfe der im Beweis von Satz 5.7 benutzten Formeln ldsst sich leicht eine
Formel ¢g(x1,...,2,) angeben, die genau dann auf nq,...,n, € N zutrifft, wenn
es eine Berechnung der mit P programmierten Registermaschine gibt, so dass die
Eingabe ny,...,n, lautet und die Maschine entscheidet, dass (ni,...,n,) € R gilt.

Da Th(N) vollstindig ist, wird R von g reprisentiert.

b) beweist man im wesentlichen genauso wie a). O

Fiir die Représentierbarkeit aller entscheidbaren Relationen und Funktionen
braucht man nicht die volle Stérke von Th(N). Es geniigt, eine entscheidbare Teil-
menge von Th(N), die eine etwas erweiterte Version der bereits vorgestellten Peano-
Arithmetik ist. (Die Peano-Arithmetik ist in der Literatur nicht ganz eindeutig
defininiert. Oft nennt man das bereits eingefithrte Axiomensystem iiber dem Vo-
kabular (0,’) die Peano-Aziome. Die im Folgenden definierte Theorie heifit dann
Peano-Arithmetik. Wir benutzen den Namen volle Peano-Arithmetik.)

Definition 5.13. Die volle Peano-Arithmetik ist die Theorie PA iiber 7, die aus
folgenden Aussagen besteht:
(1) Va(~a' = 0)
) Vavy(a' =y’ — z =y)
) Vo(x +0=x)
) VW@/(HZ/ =(z+y))
) Va(z-0= 0)
) VaVy(z -y =z -y +x)
) VaVy(z <y < Jz(-z=0Ay=2x+2)
8) Fiir alle Formeln ¢(z1,...,x,,y) iiber 7 die Aussage

Vay .. Ve ((e(y/0) AVy(e — w(y/y')) — Yyp)

Ohne Beweis stellen wir fest:

(2
(3
(4
(5
(6
(7
(
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Lemma 5.14. Alle entscheidbaren Relationen und Funktionen sind in PA (und
damit auch in jeder stirkeren Theorie) reprdsentierbar.

Man beachte, dass dieses Lemma einfach deshalb wahr sein konnte, weil PA
widerspruchvoll ist und damit jede beliebige Relation reprisentierbar ist. Aber wir
wissen natiirlich, dass PA widerspruchfrei ist, weil PA ja ein Modell hat, ndmlich N.
Diese Bemerkung ist zwar im Moment vermutlich noch etwas ritselhaft, wird aber
hoffentlich etwas klarer, wenn wir den zweiten Go6delschen Unvollsténdigkeitssatz
behandeln.

Der erste Godelsche Unvollsténdigkeitssatz lautet nun wie folgt:

Satz 5.15. Sei T eine widerspruchsfreie und entscheidbare Theorie iiber T in der
alle entscheidbaren Funktionen und Relationen reprisentierbar sind. Dann existiert
eine Aussage @ iber T, so dass weder @ noch —p aus T ableitbar sind.

Man beachte, dass in dem Satz nicht vorausgesetzt wird, dass N {iberhaupt Mo-
dell von T ist. Es wird auch nicht iiber Th(N) geredet. Wegen Lemma 5.14 zeigt
dieser Satz insbesondere, dass keine widerspruchsfreie, entscheidbare Theorie T" mit
PAC T vollsténdig ist.

Wir benétigen ein paar Lemmata, um Satz 5.15 zu beweisen. Dazu ordnen wir
jeder Formel ¢ iiber 7 auf sinnvolle Weise (analog zu den Programmen) eine Godel-
Nummer n¥ zu.

Lemma 5.16 (Fixpunktsatz). Sei T eine Theorie iber T, in der alle entscheidbare
Funktionen und Relationen reprdsentierbar sind. Dann ezistiert fiir jede Formel
Y(x) dber T eine Aussage @ (= @y) Uber T, so dass gilt:

TH Q @[J(tnw)
Schlampig gesprochen behauptet ¢ von sich selbst die Eigenschaft i) zu haben.
Beweis. Definiere F : N> — N durch

F(n,m):{

Es ist klar, dass F berechenbar ist. Da F auf ganz N? definiert ist, ist F auch
entscheidbar. Fiir jede Formel x(z) gilt F(nX,m) = nX(tm),

Da F in T repriisentierbar ist, existiert eine Formel a(x, y, 2), die F repriisentiert.
Sei die Formel ¢ (z) gegeben. Setze

B :=Va(a(z,z,2) = P(2))

nX(tn) | falls n Godel-Nummer der Formel y(x) ist,

0, sonst

und
©:=Vz(a(t,s, tys, z) — ¥(2)).
Beachte, dass ¢ genau (3(z/t,s) ist. Damit gilt F(n®, n?) =n?.
Da T die Funktion F' représentiert, gilt
Tt a(tys, tns,tne)- (%)
Wir zeigen nun
T+ @ w(tnw).
Nach Definition von ¢ gilt
Ty {(p} + o‘(tnﬂ 2 lns s tn*") - w(tn‘p)'
Nach (x) liefert das T'F ¢ — ¥ (tne ). Da a die Funktion F' représentiert, gilt
T+ Aza(t,s, tys, 2).
Wegen (x) gilt
T EVz(a(tps, tys, 2) = 2 = tye),
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also
T Y(tne) = Va(a(tys, tys, z) — ¥(2))
und damit
TE Y(tpe) — .
O

Lemma 5.16 heifit Fixpunktsatz, weil es zeigt, dass fiir jede Formel ¢ (x) bis auf
Aquivalenz ein Fixpunkt der Abbildung ¢ +— v (t,.) existiert.

Wir werden das Lemma anwenden, um eine Aussage zu konstruieren, die, grob
gesprochen, aussagt ,,ich bin nicht beweisbar“. Fiir eine Theorie T sei T die Menge
der Godel-Nummern der Aussagen, die aus T ableitbar sind.

Lemma 5.17. Sei T widerspruchsfreie Theorie diber 7. Falls T" in T reprisen-
tierbar ist, so gibt es eine Aussage p, so dass weder ¢ noch —p aus T ableitbar
sind.

Beweis. Sei x(z) ein Formel, die T" reprisentiert. Sei 1 := —y. Nach dem Fix-
punktsatz existiert eine Aussage ¢ mit

TE o e (tpe).
Es gilt also
TE e —x(tnhe).
Angenommen, T + . Nach Wahl von ¢ gilt dann auch
TF —x(tne).

Da x die Relation T" repriisentiert, folgt daraus n® ¢ T, also T' I/ ¢. Ein Wider-
spruch.
Angenommen, T I/ ¢. Dann ist n¥ ¢ T". Damit gilt

Wegen der Wahl von ¢ folgt daraus T F ¢. Ebenfalls ein Widerspruch. O

Lemma 5.18. a) Sei T eine widerspruchsfreie Theorie (iber T), in der T" re-
prasentierbar ist. Dann ist T' nicht vollstindig.

b) (Tarskis ,undefinabilty of truth®) Die Menge der Gddel-Nummern wahrer
Aussagen dber N ist in Th(N) nicht reprisentierbar.

Beweis. a) folgt sofort aus Lemma 5.17.
b) Wire Th(N)" in Th(N) repriisentierbar, so wire Th(N) nach a) unvollstéindig.
Th(N) ist aber offenbar vollstdndig. Ein Widerspruch. O

Fixiere nun eine entscheidare, widerspruchsfreie Theorie T, in der alle entscheid-
baren Funktionen und Relationen représentierbar sind. Man erinnere sich daran,
dass fiir eine entscheidbare Theorie 7' die Menge T effektiv aufzihlbar ist. Ist
T vollstéindig, so ist 7" sogar entscheidbar, falls T' entscheidbar ist (Lemma 5.9).
Damit ist 7" in T reprisentierbar.

Nach Lemma 5.18 ist T" nicht vollsténdig. Das zeigt Satz 5.15. Da fiir vollstandige
Theorien T die Menge T+ sogar dann schon entscheidbar ist, wenn 7" nur effektiv
aufzdhlbar ist, erhalten wir folgende Verstarkung des ersten Unvollstdndigkeitssat-
zes:

Satz 5.19. Sei T widerspruchsfreie, effektiv aufzihlbare Theorie iber T, in der alle
entscheidbaren Funktionen und Relationen reprdisentierbar sind. Dann ist T nicht
vollstindig.

Insbesondere gibt es keine effektiv aufzihlbare, widerspruchsfreie Theorie T, die
PA umfasst und vollstindig ist.
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Man beachte den subtilen Unterschied zu Korollar 5.10. In Korollar 5.10 wur-
de nur iiber Teiltheorien von Th(N) gesprochen. Da Th(N) aber nichtmal effektiv
aufzéhlbar ist, ist der Begriff ,, Teiltheorie von Th(N)“ schwer zu fassen. Die wesent-
liche Information von Korollar 5.10 ist also, dass man Th(N) nicht sinnvoll axioma-
tisieren kann. Satz 5.19 zeigt dagegen, dass man iiberhaupt keine widerspruchsfreie,
vollstdndige Theorie T" mit PAC T sinnvoll axiomatisieren kann.

Weder PA noch das Vokabular 7 spielen dabei eine wirklich herausragende Rol-
le. Es geht nur darum, dass man Theorien betrachtet, die geniigend ausdrucksstark
sind. Es gilt zum Beispiel auch folgender Satz (den man leicht mit den hier benutz-
ten Methoden zeigen kann):

Satz 5.20. Sei T eine widerspruchsfreie, effektiv aufzdhlbare Theorie tiber dem
Vokabular {e} mit ZF C T. Dann ist T nicht vollstindig.

5.4. Der zweite Godelsche Unvollsténdigkeitssatz. Der zweite Gédelsche Un-
vollsténdigkeitssatz ist eine Verstdrkung des ersten, die dramatische Konsequenzen
fiir die Grundlagen der Mathematik insgesamt hat. Der Satz besagt, dass die Wi-
derspruchsfreiheit einer geniigend starken, sinnvoll axiomatisierbaren Theorie nicht
innerhalb der Theorie selbst gezeigt werden kann.

Man kann also kein sinnvolles Axiomensystem fiir die Mathematik angeben und
dann innerhalb des Systems beweisen, dass das System zu keinen Widerspriichen
fiihrt. Das heifit aber nicht, dass wir die Widerspruchsfreiheit eines entsprechenden
Systems nicht anderweitig erkennen kénnten. Wir ,wissen“ zum Beispiel, dass die
natiirlichen Zahlen existieren und dass die Struktur N die Theorie PA erfiillt. Damit
wissen wir, dass PA widerspruchsfrei ist, obwohl wir das nicht aus PA selbst ableiten
koénnen.

Zun#chst miissen wir uns klarmachen, wie wir eine Aussage wie ,PA ist wider-
spruchsfrei* {iberhaupt iiber dem Vokabular 7 aufschreiben kénnen.

Sei T eine entscheidbare Theorie {iber 7, in der alle entscheidbaren Funktionen
und Relationen repréisentierbar sind. Mit T ist auch die Relation

H :={(n,m) : n ist Gédel-Nummer einer Formel ¢
und m ist Godel-Nummer eines Beweises von ¢ aus 7'}
entscheidbar. Fiir jede Formel ¢ gilt:
Tk <& esgibt meNmit (n®,m)e H

Sei a(x,y) eine Formel, die H reprisentiert. Setze

ableitbary (z) := Jya(z,y).
Nach Lemma 5.16 existiert eine Aussage ¢ mit

T F ¢ < —ableitbary (tne).
Intuitiv sagt ¢ ,,ich bin nicht aus T" ableitbar®.
Lemma 5.21. Angenommen, T ist widerspruchsfrei. Dann gilt T t .

Beweis. Angenommen, T' + ¢. Wéhle ein m € N mit (n®,m) € H. Dann gilt
T + a(the,tm). Insbesondere gilt T+ ableitbary (¢,.). Nach Wahl von ¢ folgt
daraus T F —¢. Damit ist T' nicht widerspruchsfrei. O

Die Widerspruchsfreiheit von T ist dquivalent zu 7' I/ L. Damit ist es sinnvoll,
die Widerspruchsfreiheit von T durch

wireir := —ableitbary(¢,,1)
auszudriicken. Damit konnen wir Lemma 5.21 formalisieren durch die Aussage

wireir — —ableitbary (¢ ).
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In der Tat kann man im Falle PAC T Lemma 5.21 innerhalb der Theorie T beweisen.
(Das ist etwas aufwiindig, aber nicht sehr tiefsinnig.) Es gilt also

T F wireip — — ableitbarr(t,¢).
Das liefert den zweiten Godelschen Unvollstéindigkeitssatz:
Satz 5.22. Sei T eine entscheidbare, widerspruchfreie Theorie tiber T, so dass
PA C T gilt. Dann ist wireir nicht aus T ableitbar.
Beweis. Angenommen, T'F wireir. Wegen
T + wireir — —ableitbary (¢,+)
gilt dann T' + — ableitbary (¢, ). Nach Wahl von ¢ gilt damit 7' F ¢, im Widerspruch
zu Lemma 5.21. O

Auch im Falle des zweiten Godelschen Unvollsténdigkeitssatzes sind die Wahl des
Vokabulars 7 und der Theorie PA nicht wesentlich. Der Satz gilt fiir jede geniigend
starke Theorie.

Insbesondere gilt fiir die Aussage wireizp, die in natiirlicher Weise die Wider-
spruchsfreiheit von ZF ausdriickt, folgender Satz:

Satz 5.23. Fualls ZF widerspruchsfrei ist, so ist wireizp nicht aus ZF beweisbar.



