SKRIPTUM ZUR VORLESUNG ANALYSIS IIT IM
SOMMERSEMESTER 2006

STEFAN GESCHKE

1. GRUNDLAGEN DER MASSTHEORIE

Ziel dieses Abschnittes ist es, das Lebesguesche Mafl auf den Rdumen R™ zu
definieren.

Betrachte zunichst nur R. Wir wollen fiir moglichst viele Teilmengen von R ein
Maf} definieren, das die Linge von Intervallen verallgemeinert. Genauer wollen wir
moglichst vielen Teilmengen E von R eine Zahl A(E) € [0,00) U {00} zuordnen, so
dass gilt:

(1) fiir alle a,b € R mit a < b ist A([a,b]) = b — a und
(2) falls die Mengen E;, ¢ € N paarweise disjunkt sind, so gilt

A (U E) => AE).
iEN ieN

1.1. o-Algebren und Borelmengen. Als Erstes machen wir uns Gedanken iiber
den Definitionsbereich unseres Mafles A. Dieser Definitionsbereich sollte unter den
naheliegenden Mengenoperationen Durchschnitt, Vereinigung und Mengendifferenz
abgeschlossen sein. Wir werden noch etwas mehr fordern.

Definition 1.1. Sei X eine Menge. Eine Familie A C P(X) heift Algebra auf
X, falls gilt:
(1) 0, X € A
(2) ABeA = AnNBcA
(3) ABeA = A\BeA
(4) ABeA = AUBcA
Gilt zusétzlich
(5) VieNA € A) = Uen4i €A,
so heifit A o-Algebra.

Anstelle von (3) geniigt es in Definition 1.1 jeweils zu fordern, dass fiir alle A € A
die Menge X \ A Element von A ist. Auch (2) folgt mit dem folgendem Lemma
jeweils aus den restlichen Bedingungen.

Lemma 1.2. Sei X eine Menge und B C X. Fiir alle i € N sei A; C X. Dann
gelten die de Morganschen Regeln

(1) X\ UieN A = nieN(X \ 4i)
(2) X\ ﬂieN A = UiEN(X \ 4i)
und die Distributivgesetze
(3) BNU;en Ai = Usen(B N A4;)
(4) BUNiew Ai = Nien(BU Ai)
Ist A eine o-Algebra auf X mit A; € A fiir alle i € N, so ist auch [);cy Ai € A.

Beweis. Leichtes Nachrechnen. O
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Definition 1.3. Sei X eine Menge und F eine Familie von Teilmengen von X. Die
von erzeugte o-Algebra o(F) ist die kleinste o-Algebra, die F umfaft, d.h.,

o(F) = ﬂ{A : A ist eine o-Algebra auf X mit F C A}.

F heifit Erzeugendensystem von o(F).
Die von den offenen Teilmengen von R"™ erzeugte o-Algebra auf R™ ist die Borel-
o-Algebra Bor(R"). Die Elemente von Bor(R™) heiflen Borelmengen.

Ohne mengentheoretische Hilfsmittel ist es schwierig, eine explizitere Beschrei-
bung der Borelmengen anzugeben. Die meisten Teilmengen von R”, die einem im
Alltag begegnen, sind Borel. Diese These wird durch das folgende Lemma und den
folgenden Satz gestiitzt.

Lemma 1.4. Die folgenden Familien von Teilmengen von R™ sind alle Erzeugen-
densysteme von Bor(R™).

(1) abgeschlossene Mengen

(2) kompakte Mengen

(3) kartesische Produkte offener Intevalle (offene Quader)

(4) kartesische Produkte abgeschlossener Intervalle (abgeschlossene Quader)

(5) kartesische Produkte links offener, rechts abgeschlossener Intervalle

(6) Mengen der Form Ay X ---x A, wobei hochstens ein A; von R verschieden
ist und die Form (—o0,a) fir ein a € Q hat.

(7) Mengen der Form Ay X --- X Ay, wobei hochstens ein A; von R verschieden
ist und die Form (—o0,a] fir ein a € Q hat.

Beweis. Beispielhaft zeigen wir, dass die Intervalle der Form (—o0, a] mit a € Q die
Borel-o-Algebra auf den reellen Zahlen erzeugen.

Sei a € Q. Dann ist (—oo,a] = R\ (a,00). Nach Definition von o-Algebren ist
R € Bor(R). Da (a,00) offen ist, ist (a,00) € Bor(R). Damit ist auch (—oo,a] €
Bor(R). Es folgt, dass o(F) C Bor(R) gilt.

Seien a,b € Q mit @ < b. Dann ist (a,b] = (R\ (—o0,a]) N (—o0,b] € o(F). Sei
nun U C R offen. Fiir jedes x € U gibt es a,b € Q mit x € (a,b] C U. Also ist

U:U{(a,b]:a,be@/\a<b/\(a,b] cU}.

Da Q abzahlbar ist, ist auch die Familie, iiber die auf der rechten Seite der Gleichung
vereinigt wird, abzihlbar. Es folgt U € o(F). Damit gilt Bor(R) C o(F). Es folgt
Bor(R) = o(F). O

Lemma 1.5. Sei Ay € Bor(R"™) und xg € R™. Dann ist o+ Ay = {xo+a:a € Ay}
Borel.

Beweis. Sei
A={A € Bor(R") : g + A € Bor(R")}.
Offenbar ist A C Bor(R). Wie man leicht nachrechnet, ist A eine o-Algebra. Fiir
alle offenen Mengen O C R™ ist auch xg + O offen. Damit enthilt A alle offenen
Mengen. Es folgt
Bor(R") C A C Bor(R").

Damit ist A = Bor(R). Mit anderen Worten, fiir jede Borelmenge A C R™ ist auch
zo + A Borel. O

Es ist nicht einfach, eine Teilmenge von R™ zu finden, die nicht Borel ist. Man
kann jedoch zeigen, dass es eine Bijektion zwischen R und Bor(R"™) gibt. Das liegt
letztlich daran, dass Bor(R™) ein abzihlbares Erzeugendensystem hat (Lemma 1.4

(6))-
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Es gibt also genauso viele Borelmengen wie reelle Zahlen. Es gibt aber mehr
Teilmengen von R als reelle Zahlen. Damit muss es eine Teilmenge von R geben,
die nicht Borel ist. Spater werden wir so eine Menge auch konstruieren.

1.2. Mafle. Im folgenden werden wir in der Menge [0, 0o] = [0, 00) U {00} rechnen.
Wie iiblich setzen wir a + 00 = 0o + a = 0o + oo fiir alle @ € R. Ist (a;)ic00 €ine
Folge in [0, 0c], so setzen wir ),y a; = oo, falls mindestens ein a; unendlich ist
oder alle a; endlich sind, aber die Reihe ), a; divergiert.

Definition 1.6. Sei A eine o-Algebra auf einer Menge X . Eine Abbildung p: A —
[0, o] heifit Maf} auf A, falls gilt:

(1) p(@)=0
(2) Sind ist (A;);en eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus A, so gilt
(Usen Ai) = 2 ien #(As). (MaBe sind o-additiv.)

Ein auf A definiertes Mafl p heiit Wahrscheinlichkeitsmaf, falls pu(X) = 1 gilt.

Lemma 1.7. Sei p ein MafS auf einer o-Algebra A. Dann gilt:

(1) ABeANACB = pu(A) <u(B) (Mafle sind monoton.)
(2) Ist (A;)ien eine beziiglich C wachsende Folge von Mengen in A, so gilt

u (U Ai) = lim pu(A;).

ieN
(3) Ist (A;)ien eine beziiglich C fallende Folge von Mengen in A und gibt es
mindestens ein i € N, fiir das u(A;) endlich ist, so gilt

1 (ﬂ Ai) = lim (A;).

ieN
Beweis. (1) Seien A, B € A mit A C B. Dann gilt
1(A) < p(A) + B\ A) = p(AU (B\ A)) = u(B).

(2) Sei (4;)ien eine aufsteigende Folge in A. Fiir alle i € N sei B; = A;11 \ 4;.
Dann ist (B;);en eine Folge paarweise disjunkter Mengen in A. Es gilt

lim (A7) = u(Bi) = p (U Bi> =p (U Ai> :
i€N ieN ieN
(3) Sei (A;)ien eine absteigende Folge in A, so dass es mindestens ein i € N
gibt, fiir das p(A4;) endlich ist. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass bereits (A1)
endlich ist. Fiir jedes i € N sei B; = A1\ A;. Dann ist (B;);en eine wachsende Folge
in A. Nach (2) gilt

Iz (ﬂ Ai) =p <A1 U Bi> = p(A1) — p <U Bi) = p(Ar) — lim p(B;)

ieN 1€EN 1eN
= lim (p(A1) = p(Bi)) = lim p(Ar\ Bi) = lim pu(4;)

1—00

O

Definition 1.8. Sei X eine Menge. Eine Abbildung a : P(X) — [0, 00] heifit
duBeres Maf3 auf X, falls gilt:

(1) a® =0

(2) ACB = «4) <aB)
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(3) Ist (A;)ien eine Folge von Teilmengen von X, so ist

a (U AZ-) < a(Ay).

ieN ieN
Lemma 1.9. Fiir alle A CR sei

A* = inf {Z(bl — ai) Vi e N(ai,bi c R) NAC U(ai,bi)} .

ieN ieN
Dann ist A\* dufleres Maf$ auf R.

Beweis. Offenbar ist A* eine Abbildung von P(R) nach [0,c0]. Es ist auch klar,
dass A* monoton ist, also Bedingung (2) in Definition 1.8 erfiillt.

Sei nun (A4;);en eine Folge von Teilmengen von R. Wir miissen Bedingung (3) in
Definition 1.8 fiir (A;);en nachrechnen. Dazu kénnen wir annehmen, dass \*(4;) <
oo fiir alle ¢ € N gilt.

Sei € > 0. Wéhle fiir jedes ¢ € N eine Folge ((a;5, bi;)) jen von offenen Intervallen
mit A; C J;en(aij, bij) und

Z(bij —a;j) < N(A;) + 27"

jeN
Dann ist
U A; C U (@ij, bij)
ieN i,jEN
und
D (b —ai) <D N (A) ey 270 =D N(A) +e
i,jEN ieN ieN ieN
Es folgt
A (U Ai> <) OA(A).
ieN iEN
Damit ist A* in der Tat ein dufleres MaB. O

Definition 1.10. Sei X eine Menge und o : P(X) — [0, 00| ein dueres MaB. Eine
Menge A C X heifit a-messbar, falls fiir alle B C X gilt:

a(B)=a(BNA)+a(B\ A)
Mit M, wird die Menge aller a-messbaren Mengen bezeichnet.

Satz 1.11. Ist a ein dufleres Maf$ auf einer Menge X, so ist M, eine o-Algebra
auf X. Die Abbildung o | My, ist ein Maf§ auf M,,.

Beweis. Offenbar sind 0, X € M, und es gilt (A € M, = X \ A € M,). Wegen

der Bemerkung nach Definition 1.1 muss fiir den Nachweis, dass M, eine Algebra

ist, nur noch gezeigt werden, dass M, unter Vereinigungen abgeschlossen ist.
Seien also Ag, AyM, und B C X. Wegen A; € M,, gilt

a(B\ Ao) = a((B\ Ao) N A1) + a((B\ Ao) \ A1)).
AuBlerdem gilt
BnNn(AgUA)) =(BNA))U((B\ Ap) NA).
Da « dufleres Maf ist, folgt
a(BN(AgUA;)) <a(BNAy)+a((B\ Ag) N Ay).
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Insgesamt ergibt sich

a(BN(AgU A1)+ a(B\ (AU A7)
<a(BNAy)+a((B\ Ag) NA1) +a((B\ 4p)\ 41)
=a(BNAy)+a(B\ Ay) = a(B)
Damit ist Ag U A1 € M,,.

Nimmt man in dieser Rechnung Ay und A; als disjunkt an und ersetzt B durch
BN (ApU Ay), so ergibt sich

a(BN(AgU A1) = a(BNAg) +a(BnN A

Mittels vollsténdiger Induktion erhélt man sofort fiir paarweise disjunkte Mengen
Ay, ..., A, € My und alle B C X die Gleichung

(BﬂUA) z; (BN A;).

Sei nun (A4;);en eine Folge paarweise disjunkter Mengen in M,,. Setze A =
Uien Ai- Wir zeigen A € M, und a(A) = >,y a(4;).

Fiir jedesn € Nsei B,, = A;U- - -UA,,. Da M, unter Vereinigungen abgeschlossen
ist, sind alle B,, Elemente von M,. Sei C C X. Fiir jedes n € N gilt dann

a(C)=a(CNB,)+a(C\ By)
ZaCﬁA )+ a(C\ B,) Z (CNA)+a(C\ A)
i=1 =1

Es folgt
a(C) 2> a(CNA) +a(C\A) > a(CNA)+a(C\ A)
€N

Da « ein duferes Maf ist, gilt

a(C)<a(CNA)+a(C\ A)
und damit

a(C)=a(CNA)+a(C\A).
Es folgt A € M, und

a(A) =) a(A).
ieN
Damit ist a [ M, ein Maf}, falls M, eine o-Algebra ist. Letzteres folgt aber

leicht aus dem bisher Bewiesenem. Sei (B;);en eine Folge in M,,. Fiir jedes n € N
setze A, = Bp \U,_,, Bi- Dann ist (4;);en eine Folge paarweise disjunkter Mengen

in M,. Es gilt
UBi=JA4 € M.
ieN ieN
Damit ist M, tatséichlich eine o-Algebra. O

i<n

Definition 1.12. Sei a ein dufleres Mafl auf einer Menge X. A C X heifit a-
Nullmenge, oder, wenn sich « aus dem Zusammenhang ergibt, einfach Nullmen-
ge, falls a(A) = 0 gilt.

Lemma 1.13. Sei « ein dufleres Mafl auf einer Menge X.

a) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist ebenfalls Nullmenge.

b) Ist A a-messbar, B C X und N = AAB = (A\ B)U(B\ A) eine Nullmenge,
so ist auch B a-messbar.
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Beweis. a) folgt sofort aus der Monotonie von #ufleren Mafen.
b) Sei C C X. Dann gilt

a(C) <a(CNB)+a(C\ B)
<a((CNB)UN)+a((C\B)UN)
=a((CNA)UN)+a((C\A)UN)
<a(CNA)+a(N)+a(C\A)+aN)
=a(CNA)+alC\ A =aC)
Damit ist B € M. O

1.3. Das Lebesguesche Maf3. Wir sind nun soweit, dass wir das Lebesguesche
Maf} auf den reellen Zahlen definieren kénnen.

Definition 1.14. Sei A* das dulere Maf} aus Lemma 1.9. Wir setzen Leb(R) = M~
und nennen A = A* | Leb(R) das Lebesguemafl auf den reellen Zahlen. Die
Mengen in Leb(R) nennen wir Lebesgue-messbar oder einfach messbar.

Man beachte, dass nach Satz 1.11 Leb(R) eine o-Algebra auf R und A ein Mafl
auf Leb(R) ist.

Lemma 1.15. a) Fiir alle a,b € R mit a < b gilt \*([a,b]) = b — a.
b) Jede abzihlbare Teilmenge von R ist eine Nullmenge.

¢) Seien a und b wie in a). Dann sind (a,b) und [a,b] messbar und es gilt
A*((a,b)) =b—a.

Beweis. a) Fiir alle ¢ > 0 ist offenbar [a,b] C (a—e,b+¢). Es folgt \*([a,b]) < b—a.

Wir miissen noch A*([a, b]) > b— a zeigen. Sei ((a;, b;));en eine Folge von offenen
Intervallen mit [a,b] C J;en(as,bi). Da [a,b] kompakt ist, existiert n € N mit
[a,b] € U, (a;,b;). Offenbar gilt

Z(bi —a;) > Z(bl —a;) >b—a.
ieN i=1
Es folgt A*([a,b]) > b — a und damit A\*([a,d]) = b — a.

b) Sei C = {¢; : i € N} C R und ¢ > 0. Fiir jedes i € N sei (a;,b;) ein
offenes Intervall mit ¢; € (a;, b;) und b; — a; < 27% Dann ist C C |, .y(ai,b;) und
> ien(bi — a;) < e. Das zeigt A*(C) = 0.

¢) Sei B C R. Fiir die Messbarkeit von [a, b] miissen wir

A*(B) = X" (BN|a,b]) + A*(B\ [a,b])

€N

zeigen. Dabei folgt
A(B) < A(BNa, b)) + A" (B \ [a,b])

bereits aus den Eigenschaften von dufleren Mafen.
Sei e > 0. Sei ((as,b;))ien eine Folge offener Intervalle mit B C (J;cy(as,b;) und
Y ien(bi —a;) < X(B) + €. Dann gilt

BNla,b] C | J((a—e27",b+227") N (as, b))
€N
und

B\ [a,b] € [ J(((—o00,a) N (ai, b)) U (b, 00) N (ai, bi)))-

ieN
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Dabei summieren sich die Léngen der auf den rechten Seiten der beiden obigen
Ungleichungen insgesamt auftretenden offenen Intervalle hochstens zu ), (b; —
a;) + . Damit gilt

X (BN a,b]) + A" (B\ [a,b]) <> (b — a;) + £ < X*(B) + 2.
€N
Da ¢ beliebig war, ergibt sich
A (BNla, b)) + X (B\[a,b]) = X\*(B).

Also ist [a, b] messbar.
Da {a, b} eine Nullmenge ist, ist auch (a,b) messbar. Es gilt

A ([a,0]) = A*((a,0)) + A" ({a,b}) = b —a.
Daraus folgt \*((a,b)) =b — a. O
Korollar 1.16. Alle Borelmengen sind Lebesgue-messbar.

Beweis. Da die Borel-o-Algebra auf R von den offenen Intervallen erzeugt wird, alle
offenen Intervalle messbar sind und die messbaren Mengen eine o-Algebra bilden,
gilt Bor(R) C Leb(R). O

Satz 1.17. Das Lebesguemaf ist translationsinvariant. D.h., fir alle t € R und
alle A € Leb(R) ist t + A= {t+a:a € A} messbar und es gilt \(A) = X\(t + A).

Beweis. Offenbar ist fiir alle ¢ € R und fiir jedes offene Intervall (a,b) die Transla-
tion t 4 (a, b) einfach das Intervall (¢t + a,t + b). Diese hat die Linge b — a. Daraus
folgt, dass fiir alle ¢ € R und alle A C R gilt: \*(A) = A*(t + A). Mittels einer
leichten Rechnung folgt, dass fiir messbare A auch t + A messbar ist. O

Definition 1.18. Eine Menge A C R™ heifit F,-Menge, wenn sie Vereinigung von
abzéhlbar vielen abgeschlossenen Mengen ist. A heifit G5-Menge, falls A Durch-
schnitt von abzéhlbar vielen offenen Mengen ist.

Man beachte, dass Gs- und F,-Mengen Borel sind. A C R” ist genau dann Gy,
wenn das Komplement R™ \ A eine F,,-Menge ist.

Lemma 1.19. Sei A C R messbar. Dann existieren eine F,-Menge B C A und
eine Gs-Menge C 2 A, so dass C'\ B eine Nullmenge ist. Insbesondere ist eine
Menge genau dann messbar, wenn sie bis auf eine Nullmenge mit einer F,- oder
Gs-Menge iibereinstimmt. D.h., eine Menge A C R ist genau dann messbar, wenn
es eine Fy- oder Gs-Menge B C R gibt, so dass AAB eine Nullmenge ist.

Beweis. Zunichst nehmen wir an, dass A(A) endlich ist. Wir konstruieren eine G-
Menge C 2 A mit A(C) = A(A).
Fiir jedes n € N sei ((an,i,bn,i))ien eine Folge offener Intervalle mit

A c U (an,ia bn,l)
ieN
und
D (bni — ani) < A(A)+27"
€N
Setze O, = J;en(@n,i, bn,i). Die Menge O, ist offen.
Setze C' = ﬂieN O,,. Dann ist C eine Gg-Menge mit A C C und es fiir allen € N
gilt
AA) < AC) < AA) +27™
Es folgt A(A) = A(C), und damit ist C'\ A eine Nullmenge.
Ist nun A\(A) unendlich, so miissen wir etwas subtiler vorgehen. Wihle eine Folge
(An)men paarweise disjunkter, messbarer Mengen von endlichem Mafl mit A =
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Umen Am- Fiir alle n,m € N sei ((@n,m,i;bn,m,i))ien eine Folge offener Intervalle
mit
An C U (an,m,ia bn,m,i)
ieN

und

Z(bn,z - an,i) S )\(Am) + 27,

i€EN
Fiir jedes n € N Setze Opn, = U,,,eny Usen(@nym,is bnym,i). Wieder ist jedes O, offen.

Setze C' = (,,cy On- Dann ist C eine G5-Menge und fiir jedes n € N gilt A(C'\
A) < 27" Damit ist C'\ A eine Nullmenge.

Die Konstruktion der gesuchten F,-Menge B kann auf das bisher Bewiesene
zuriickgefiihrt werden. Sei D eine Gs-Menge mit R\ A C D, so dass D\ (R\ A) eine
Nullmenge ist. Dann ist B = R\ D eine F,,-Menge, und A\ B = D\ (R\ A) ist eine
Nullmenge. Da Vereinigungen von abzéhlbar vielen Nullmengen wieder Nullmengen
sind, ist C'\ B eine Nullmenge. O
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1.4. Das n-dimensionale Lebesguemaf.

Lemma 1.20. Sei a ein dufleres MafS auf einer Menge X und 3 ein duferes Maf
auf einer Menge Y. Fir jede Menge S C X XY sei

(a®B)(S) = inf {Za(Ai) B(B;):VieN(A4; CXAB CY)ASC| A x BZ} .
ieN ieN
Dann ist (a ® B) ein duferes Mafl auf X x Y.
Ist A C X a-messbar und B CY (-messbar, so ist A x B (a ® 3)-messbar.

Beweis. Es ist klar, dass o ® 3 monoton ist und dass (o ® 8)(0) = 0 gilt. Sei nun
(Sn)nen eine Folge von Teilmengen von X x Y und S = {J, oy Sn-

Sei € > 0. Fiir jedes n € N sei (A,;)ien eine Folge von Teilmengen von X und
(Bn.i)ien eine Folge von Teilmengen von Y mit

Sn g U An,i X Bn,i

ieN
und
D a(Ani)  B(Bi) < (a® B)(Sn) +27"
i€N
Dann gilt
SC | Anix B
i,n€N
und

(@®B)(S) < Y alAng) - B(Bng) < Y (a®B)(S) +e.

i,neEN neN
Da ¢ beliebig war, folgt

(@®B)(S) <) (a® B)(Sh).
neN
Damit ist @ ® 3 ein dufleres Mafl auf X x Y.
Als néichstes zeigen wir, dass fiir a-messbare Mengen A C X die Menge A x Y
(a ® B)-messbar ist. Dazu sei C C X x Y und £ > 0. Weiter sei (A;);en eine Folge
von Teilmengen von X und (B;);en eine Folge von Teilmengen von Y mit

cclJAixB
ieN
und
> a(A) B(B) < (a®B)(C) +e.
1€N
Es gilt
Cn(AxY)c J(AinA)x B)
ieN
sowie

C\(AxY)=J((4\ 4) x B))
ieN
Da A messbar ist, gilt fiir jedes i € N die Gleichung
Es ergibt sich

D a(A)-B(Bi) =Y a(AiNA)-B(Bi)+ Y a(A; \ A) - B(B).

€N ieN ieN
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Daraus folgt
(a®@B)(CN(AxY))+ (a®B)(C\(AxY))
<D a(ANA) BB+ a(Ai\A)-B(B) < (a® B)(C) +e.
Da ¢ beliebig Warzeuid da <
(a®B)(C) < (a@B)(CN(AXY))+ (@ B)(C\(AxY))
daraus folgt, dass (o ® 3) ein dufleres Maf ist, erhalten wir
(a®B)(C) =(a@B)(CNAXY))+ (a®B)(C\ (AxY)).

Damit ist A X Y (a ® 3)-messbar. Analog sieht man, dass fiir S-messbares B CY
die Menge X x B (a ® (3)-messbar ist. Damit ist auch A x B=(AxY)N (X x B)
(a ® B)-messbar. O

Mit Lemma 1.20 kénnen wir nun rekursiv fiir alle n ein dufleres Mafi (A*)™ auf
R"™ definieren.

Definition 1.21. Sei \* das in Lemma 1.9 definierte duiere Mafl auf R = R!.
Setze (A*)! = A*. Fiir n > 1 sei (A\*)" = (A*)""1 @ A"

Fiir alle n € N sei Leb(R") = My+)» und A" = (A*)" | Leb(R™). A" ist das
n-dimensionale Lebesguemaf.

Man beachte, dass aus Lemma 1.20 sofort Bor(R™) C Leb(R") folgt.
Im folgenden werden wir anstelle von A" einfach A schreiben.

Lemma 1.22. Sei C C R™ und € > 0. Dann existiert eine offene Menge O mit
C CO und A(O) < (A)"(C) +e¢.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber n. Fiir n = 1 haben
wir die Behauptung schonmal implizit im Beweis von Lemma 1.19 benutzt.

Sei nun n > 1. Dann existieren Folgen (A;);eny und (B;);en von Teilmengen von
R"~! beziehungsweise R mit

CC U(Ai x B;)
ieN

und .

DOV THA) A (B) < (V)M(C) +

ieN
Nach Induktionsvoraussetzung existieren fiir alle ¢+ € N offene Mengen U; und V;
mit A; CU; CR™ 1 B; CV; CR und

MU - AVE) < (V)" HA) - A (By) +e-277 L
Die Menge O = |J;cn(Us x V) ist eine offene Obermenge von C.
Es gilt

(A)™M(C) < (A)™0) < > AU;) - MW7)
<3 ()N A) AT (By) e 27 < (W)(O) + e

d

Lemma 1.23. a) Sei A C R™ messbar mit A\(A) < co und € > 0. Dann existiert
eine kompakte Menge C C A mit A(A) < MN(C) +e.

b) Sei A CR™ messbar mit A(A) = oo und n € N. Dann ezistiert eine kompakte
Menge C C A mit A(C) > n.
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Beweis. a) Fiir jedes n € N sei U,, die abgeschlossene Kugel in R™ um den Nullpunkt
mit Radius n. Wegen der o-Additivitit von A gilt
A(A) = lim A(ANU,).

n—oo

Insbesondere existiert ein n € N mit
AA) S ANANUy) + g

Betrachte nun die Menge U,, \ A. Nach Lemma 1.22 existiert eine offene Menge
O CR" mit U, \ A C O und

AO) < AU, \ A) + %
Setze C' = U, \ O. Dann ist C kompakt und es gilt C C A. Weiter ist

AMANU,) <AC) + <

2
und damit
AA) < AC) +e.
b) Wegen
AA) = 77151100 MANU,)
gibt es ein m € N mit A(ANU,,) > n+ 1. Nach a) existiert eine kompakte Menge
C C ANU,, mit A(C) > n. O

Lemma 1.24. Seien A C R™ und B C R kompakt. Dann ist A(A x B) = A(A) x
A(B).

Beweis. Auf Grund der induktiven Definition des Lebesguemafes gilt
AMA x B) < A(A) x A(B).
Sei nun € > 0. Wir wiihlen eine Folge (A;);eny von Teilmengen von R™ und eine
Folge (B;)icp von Teilmengen von R mit
ieN
und
D> ()" (A) - A(B;) S MA x B) +e.
ieN
Nach Lemma 1.22 kénnen wir annehmen, dass die A; und B; alle offen sind.
Da mit A und B auch A x B kompakt ist, gibt es ein n € N, so dass bereits

-

i=1

gilt. Wir kénnen nun Familien (Cy,...,Cy,) und (D, ..., Dy,) messbarer Teilmen-
gen von R” bzw. R mit folgenden Eigenschaften wihlen:

(1) Die C; und die D, sind jeweils paarweise disjunkt.

(2 Ciu---uC,=Aund D;U---UD,, = B.

(3) Fiir alle i € {1,...,n} ist

AiXBi:U{CjXDkIj,kE{L...,m}/\CjXDkgAiXBi}.
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Da das fiir jedes € > 0 gilt, ergibt sich
AMA x B) = AMA) - A(B).

Lemma 1.25. Seien A C R™ und B C R messbar. Dann ist A(A x B) = A(4) x
A(B).

Beweis. Ist A oder B eine Nullmenge, so ist auch A x B eine Nullmenge, wie man
leicht nachrechnet. In der Mafitheorie gilt also 0-co =00 -0 = 0.

Wir kénnen also annehmen, dass weder A noch B das Mafl 0 haben. Angenom-
men, es gilt A(A) = co. Sei n € N. Nach Lemma 1.23 existieren kompakte Mengen
C C Aund D C B mit A(C) - A\(D) > n. Es gilt C x D C A x B und nach Lemma
1.24 gilt

AMA X B) > AC xD)=XC)-\XD) >n.
Es folgt A(A x B) = 0o = A(A) - A(B). Analog behandelt man den Fall A\(B) = cc.

Seien nun A und B von endlichem Mafl. Sei € > 0. Nach Lemma 1.23 existieren
kompakte Mengen C' C A und D C B mit

A(A) - A(B) < A(C) - X(D) +e.
Nach Lemma 1.24 gilt
AMAXB)<AA) - ANB)<AC) - AD)+e=XMCxD)+e<ANAxB)+e.
Wieder ergibt sich A\(A x B) = A(4) - A(B). O
Satz 1.26. Seien Aq,..., A, C R messbar. Dann ist
MAp X - X Ap) = A(Ag) -+ - A(AR).

Beweis. Die Behauptung folgt leicht mittels vollstindiger Induktion aus Lemma
1.25. O

Wir haben das Lebesguemafl auf R™ durch Rekursion iiber die Dimension defi-
niert, wobei wir die Darstellung R™ = (... (R X R) x R) -+ X R zu Grunde gelegt
haben. Man kann nachrechnen, dass jede Klammerung von R x - - - X R zu demselben
Maf3 gefithrt hiatte. Wesentliches Hilfsmittel ist hierbei Satz 1.26.
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2. INTEGRATION
2.1. Messbare Funktionen.

Definition 2.1. Sei A C R" Borel. Eine Funktion f : A — R™ heif3t Borel-
messbar oder einfach messbar, falls fiir jede Borelmenge B C R™ auch f~![B] C
R"™ Borel ist.

Im folgenden formulieren wir einige Resultate fiir messbare Funktionen von R"
nach R™, die jeweils sinngeméfl auch fiir messbare Funktionen gelten, die nur auf
einer Borel-Teilmenge von R" definiert sind.

Lemma 2.2. Sind f : R® — R™ und g : R™ — RF messbar, so ist auch go f
messbar.

Lemma 2.3. Sei £ ein Erzeugendensystem der Borel-o-Algebra auf R™. Dann ist

eine Funktion f : R™ — R™ genau dann messbar, wenn fir alle A € € die Menge
f7[A] Borel ist.

Beweis. Sei £ ein Erzeugendensystem von Bor(R™). Dann ist £ insbesondere eine
Teilmenge von Bor(R™). Ist f messbar, so gilt also f~![A] € Bor(R") fiir alle A € £.
Sei andererseits jede Menge der Form f~![A], A € £, Borel. Wir zeigen, dass f
messbar ist. Dazu geniigt es, nachzuweisen, dass die Familie
T ={ACR™: f~'[A] € Bor(R")}
eine o-Algebra ist, die £ umfasst. £ C 7 haben wir aber genau vorausgesetzt.
Offenbar sind f~1[0] = @ und f~![R™] = R™ Borel. Damit liegen () und R™ in
T . Seien nun A, B € 7. Dann gilt
FHBNA] = f7U[B]\ f7'[A] € Bor(R™)
und
BN Al = f7HB] N fA] € Bor(R™).
Also liegen auch A\ Bund ANBin 7.
Sei schlielich (A, )nen eine Folge von Menge in T. Dann ist

U 4n| = U £7'[44] € Bor(R")

neN neN

und damit |J,,cy An € 7. Damit ist 7 eine o-Algebra. Es folgt Bor(R™) C 7.
Damit ist f messbar. O

f—l

Korollar 2.4. Jede stetige Funktion f :R™ — R™ ist messbar.

Beweis. Das folgt sofort aus Lemma 2.3, da Urbilder offener Mengen unter stetigen
Funktionen wieder offen sind und die offenen Mengen die Borel-o-Algebra auf R™
erzeugen.

Wie man leicht sieht, bilden die messbaren Funktionen auf einer Borelmenge
A C R™ einen reellen Vektorraum.

Lemma 2.5. Sind f,g: R" — R messbar, so sind die Mengen {z € R" : g(z) <
f(z)} und {x € R™ : g(x) = f(x)} Borel.

Beweis. Mit f und g ist auch f — g messbar. Also sind
{zeR":g(x) < f(z)} ={z e R": (f —g)(x) > 0}
und

{z eR":1g(x) = f(x)} ={z eR": (f —g)(z) =0}
Borel. U
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Es ist fiir einige Betrachtungen niitzlich, nicht in R, sondern in dem Raum R =
RU{—00, 00} zu rechnen. Das hat den Vorteil, dass Suprema und Infima auch dann
definiert sind, wenn sie co bzw. —oo sind. Die Borel-Teilmengen des Raumes R seien
genau die Mengen der Form BUC mit B C R und C' C {—o00, 00}. Wie man leicht
sieht, bilden diese Mengen eine o-Algebra. Messbarkeit von Funktionen nach R ist
auf die naheliegende Weise definiert.

Lemma 2.6. Sei (f,)ner eine Folge messbarer Funktionen von R™ nach R. Dann
sind die punktweise definierten Funktionen sup,cy fn, infpen frn, limsup, o fn
und liminf, .. f, messbar. Auflerdem ist die Menge

{zx € R": lim f,(x) existiert}

Borel. Falls lim,, o fn(x) fiir alle x € R™ existiert, so ist die punktweise definierte
Funktion lim,_,~ f, messbar.

Beweis. Wir betrachten die Funktion g = sup,,cy fn. Die Mengen der Form [—o0, al,
a € R, erzeugen die Borel-o-Algebra auf R. Es geniigt daher zu zeigen, dass die
g-Urbilder solcher Mengen Borel sind.
Fiir jedes a € R ist
g ' [~00,a]] = {x € R" : sup fn(z) < a} = m {z eR": fp(z) < a}.
neN neN
Diese Menge ist Borel, da alle f,, messbar sind.

Die Funktion inf, ey f, behandelt man analog. Wegen

limsup,,_,.. fr. = inf sup f,
keNnZk

und
liminf, . f, = sup inf f,
keNnZk
folgen sofort die entsprechenden Behauptungen fiir lim inf und lim sup.
Damit ist die Menge
{zr eR"™: nh—>Holo fn(z) existiert} = {z € R™ : liminf, o f(z) = limsup,,_, . fn(2)}

Borel. Falls lim,, .o fr(z) fiir alle x € R™ existiert, so ist lim,,_, o, f,, = limsup,, .. fn
messbar. O

Wichtige Beispiele messbarer Funktionen sind die charakteristischen Funktionen
von Borelmengen.

Lemma 2.7. Fir jede Borelmenge A C R™ ist die charakteristische Funktion
x4 : R" — R messbar. Dabei ist x 4 definiert durch

XA(m):{l x € A,

0 sonst.

Definition 2.8. Eine Treppenfunktion auf R” ist eine messbare Funktion f :
R™ — R, die nur endlich viele Werte annimmt. Entsprechend sind Treppenfunktio-
nen auf Borel-Teilmengen von R"™ definiert.

Wie man leicht sieht, bilden die Treppenfunktionen auf einer Borelmenge A C R"
eine reellen Vektorraum.

Satz 2.9. Sei A CR"™ Borel.
a) Sei f: A — [0,00) messbar. Dann existieren Treppenfunktionen

0< A<,
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auf A mit
lim f(x) = f(z)

n—oo
fiir alle x € A.
b) Jede messbare Funktion auf A ist punktweiser Limes einer Folge von Trep-
penfunktionen.
¢) Fiir beschrinkte Funktionen kann in a) und b) gleichmdf$ige Konvergenz erzielt
werden.

Beweis. a) Fiir alle n € N sei

4" —1
fn = (Z i'Qn‘XAn,f) +2" - x,
=0

mit A,; ={x€d:i- 27" < f(x)<(i+1)-27"}und B, ={z € A: f(x) >2"}.
Nach Konstruktion ist (f,)neny monoton wachsend und man sieht leicht, dass die
Folge punktweise gegen f konvergiert. Aus der Messbarkeit von f folgt sofort, dass
auch alle f,, messbar sind.

b) kann wegen f = max(f,0) — max(—f,0) auf a) zuriickgefithrt werden.

¢) folgt unmittelbar aus der Konstruktion. ]

2.2. Integrierbare Funktionen. Die integrierbaren Funktionen werden die messba-
ren Funktionen sein, denen sich auf sinnvolle Weise ein Integral zuordnen lisst. Wir
werden zunéchst Integrale positiver Treppenfunktionen, dann Integrale positiver
messbarer Funktionen und schliellich Integrale integrierbarer Funktionen definie-
ren.

Wir werden uns in den Definitionen und Sétzen auf das Lebesguemafl beschrianken.
Es ist aber wichtig, festzustellen, dass unsere Definitionen und Satze im wesentli-
chen fiir beliebige Mafle auf beliebigen Mengen durchgehen, wobei man Messbarkeit
von Funktionen dann natiirlich entsprechend (auf die naheliegende Weise) definie-
ren muss.

Definition 2.10. Sei £ C R"™.
a) Sei f eine Treppenfunktion auf R™ und {aq,...,am,} die Menge ihrer Funk-
tionswerte. Alle a; seien > 0. Wir setzen

/Efd)\ = iai)\(f_l(ai) NE).
i=1
b) Sei f : R™ — [0, o] messbar. Dann sei
/Efd)\ = sup {/Egd)\ :0<g<f, g ’Heppenfunktion} .
Lemma 2.11. Seien g und h Treppenfunktionen auf R™ mit Werten > 0.

a) Die Abbildung
weE— / gdA
E

definiert ein Maf auf Bor(R™).
b) Fiir alle E € Bor(R™) gilt

/gd)\+/ hd/\:/(g+h)d>\.
E E E

¢) Sei E € Bor(R™). Falls g < h ist, so gilt

/ gd\ < / hd.
E E
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d) Ist ¢ eine reelle Zahl > 0, so gilt

/c~gd)\:c-/gd)\.
E E

Beweis. a) Seig =Y -, aiXg-1(a;), WObei die a; die paarweise verschiedenen Funk-
tionswerte von g sind. Offenbar gilt () = 0. Seien nun FE;, i € N, paarweise

disjunkte Borelmengen und E = | J,;.y £;. Dann gilt

n(E) = Zai/\(E Ng~ Ha;)) = Zai : Z)\(Ej Ng " (ai))

=D ai ME; Ng Hai) = Y u(Ey)
j=1i=1 j=1
b) Seien g und a;, i € {1,...,m} wie im Beweis von a). Weiter sei E C R™ Borel

und h = Zle a;Xn-1(p,), wobei die b; die paarweise verschiedenen Funktionswerte
von h sind.

Firi€ {1,...,m}und j € {1,...,k} sei E;; = ENg '(a;) Nh~'(b;). Dann gilt
/ gd/\ = ai)\(Eij), / hd\ = b])\(EU)
Eij Eij
und

E

ij

Nach a) und wegen E = J, ; Ej; gilt

+h)d\ = / +h)d\ = / d)\+/ hdA :/ d)\—i-/hd)\
[ tam > [, Z(Eg 5 gare [

c¢) Sei E C R™ wieder eine Borelmenge. Wegen g < h ist f = h — g eine Trep-
penfunktion mit Funktionswerten > 0. Also ist f 5 fdA > 0. Damit ist nach b)

/gd)\g/gd/\—l—/fd)\:/hd)\.
E E E E

d) ist klar. O

Sei (A;)1<i<m eine Familie von paarweise disjunkten Borel-Teilmengen von R™
und (a;)1<i<m eine Folge reeller Zahlen > 0. Sei f = >_" | a;xa, und E C R™. Aus
Lemma 2.11 b) folgt

/ fdx = iai)\(E nA),
B i=1

unabhéngig davon, ob die a; paarweise verschieden sind oder nicht.

Lemma 2.12. Seien f,g: R™ — [0, 00] messbar und E, FF C R™ Borel. Dann gelten
folgende Aussagen:

(1) 0<fIE<gIlE = /fdAg/gd,\
E E
(2) ECF = /fdAg/fd,\
E F
(3) FITE=0 = /fd)\:o
E

) ANE) =0 N / fdr=0
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Der folgende Satz von der monotonen Kovergenz (oder auch Satz von
Beppo Levi) ist die Basis aller Konvergenzsitze fiir das Lebesgueintegral.

Satz 2.13. Seien f und f1, fa,... messbare Funktionen von R™ nach [0,00]. FEs
gelte f1 < fo < .... Die Funktion f sei der punktweise Limes der f;. Fir alle
Borelmengen E C R"™ gilt dann

lim | fid\= / fa.
1— 00 E E

Beweis. Die Messbarkeit von f folgt aus Lemma 2.6. Da mit der Folge der f; auch
die Folge der Integrale der f; monoton wéchst, existiert

n—oo

c= lim fidA
E

in [0, 00]. Wegen f; < fist [, fid\ < [, fd\. Es folgt ¢ < [, fd\.
Andererseits gilt ¢ = sup;cy | g fidA. Um nun / g fdX < ¢ nachzuweisen, geniigt

es daher die Ungleichung
/ gd\ < sup/ fidA
E ieN JE

fiir alle Treppenfunktionen g mit 0 < g < f zu zeigen.
Wir beweisen nun diese Ungleichung. Sei 0 < a < 1. Fiir all ¢ € N sei

Ei={z€E:a-g(zx) < fi(x)}.

Offenbar gilt E; C Fy C.... Da (fi(z))ien fir alle z in F gegen f(z) konvergiert,
gilt £ = {J;cy Ei. Folglich gilt fiir alle i € N

CZ/ fid/\Z/ fid)\Z/ a~gd)\=a-/ gdA.
Aus der o-Additivitdt der Abbildung F' — f 1 gdX folgt

c>a- lim gd)\:a-/gd/\.
; E

1— 00 E
i

c> / gdA.
E

Wir wollen noch eine Formulierung dieses Satzes fiir Summen unendlich vieler
Funktionen beweisen. Dazu bené6tigen wir

Da a < 1 beliebig war, folgt

O

Lemma 2.14. Seien f,g: R™ — [0, 00| messbar und E C R™ Borel. Dann gilt

/E<f+g)dA:/EfdA+/EgdA.

Beweis. Wihle monoton wachsende Folgen (f;);eny und (g;)ien, die punktweise ge-
gen f beziehungsweise g konvergieren. Dann gilt

[ +ain=tim [ 5+ g)ar = tim ( [gars [ gidx)
E 1— 00 E 1— 00 E E
— lim [ fid\+ lim | gid) = / Fdx + / gdX
E 1= JR E E

1—00

O
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Korollar 2.15. Seien g1, g2, : R™ — [0, 00] messbar und g =Y .=, g;. Dann ist
g messbar und fiir jede Borelmenge E C R™ gilt

gd\ = /gid)\.

Beweis. Fiir jedes i € N sei f; = g1 + - - - 4+ g;. Die Behauptung folgt nun sofort aus
Lemma 2.14 und Satz 2.13. O

Definition 2.16. Fiir eine Funktion f : £ — R seien f* = max(f,0) und f~ =
max(—f,0). Es gilt f = fT — f~. Mit f sind auch f* und f~ messbar.

Sei nun £ C R™ Borel. Eine messbare Funktion f : R” — R heifit integrierbar
auf E, falls die Integrale [, f*dX und [, f~dX endlich sind. In diesem Fall setzt

man
/EfdA:/EﬁdA—/Ef—dA.

Eine messbare Funktion f : E — R heifit schlicht integrierbar, falls irgendeine,
und damit jede, messbare Fortsetzung von f auf ganz R™ auf E integrierbar ist. In

diesem Fall setzt man
/ fd\ = / gdA,
E E

wobei g eine messbare Fortsetzung von f auf ganz R™ ist. Es sollte klar sein, dass
diese Definition unabhéngig von der Wahl von g ist.

Man beachte, dass wegen
0< [ fr<Ifisf +f"

eine Funktion f : E — [—00, 00| genau dann integrierbar ist, wenn f messbar ist
und [, |f] dX\ < oo gilt.

Satz 2.17. Seien E C R™ Borel, f,g: E — R integrierbar und a,b € R. Dann ist
af + bg integrierbar mit

/(af—i—bg)d)\ = a/ fd)\—l—b/ gdA.
E E E
Ist f >0, so gilt [, fd\ > 0. Schlieflich ist

/Efd)\ g/E|f| dX.

Insbesondere bilden die integrierbare Funktionen einen Vektorraum, und die Ab-
bildung f — f g JdA ist ein positives lineares Funktional auf diesem Vektorraum.

Beweis. Im wesentlichen einfaches Nachrechnen. O
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2.3. Konvergenzsitze.
Lemma 2.18 (Lemma von Fatou). Seien E C R™ Borel und f; : E — [0, 0]
messbar fir alle © € N. Dann gilt

E E

Beweis. Nach Lemma 2.6 ist liminf;_, ., f; messbar. Satz 2.13 impliziert nun

/ liminf; .o fidA :/ sup inf f;d\ = sup/ inf f;d\
E E

E keNi2k keN J g 2k

< sup inf/fid/\zliminfi_)oo/ fidA
keNnZk J g E

Die Ungleichung folgt dabei aus

Vi >k (inf fi < f]) = Vj>k </ inf fi;d\ < / fjdA> .
i>k ik B
O

Mit dem Lemma von Fatou erhalten wir leicht den Konvergenzsatz von Le-
besgue (auch Satz von der majorisierten (oder dominierten) Konvergenz
genannt).

Satz 2.19. Sei E C R™ Borel und f; : E — R messbar fiir alle i € N. Die Folge
(fi)ien konvergiere punktweise gegen die Funktion f. Angenommen, es gibt eine
integrierbare Funktion g : E — [0,00], so dass fir alle i € N gilt: |f;|< g.

Dann sind f und alle f; integrierbar mit

lim [ |fi—fldA=0
11— 00 E

und

/ fdh=lim [ fid\.
E E

71— 00

Beweis. Fiir alle ¢ € N ist |f;]< ¢ und damit

/ i dx < / gdA.
E E

Also ist f; integrierbar. Die Messbarkeit von f folgt aus Lemma 2.6. Wegen |f|< g
ist f ebenfalls integrierbar.

Sei nun h = g+ |f|. Dann ist h integrierbar. Fiir alle ¢ € N ist 0 <|f; — f|< h.
Nach dem Lemma von Fatou gilt

[E hd = / lim (h— |f; — f)d\ = /E liminf; o (h— |f; — f])dA

E 11— 00

< liminfiaoo/ (h—|fi — fDdX :/ hdX —limsupiﬁoo/ |fi — fl dX
E E E
Durch Subtraktion der reellen Zahl |,  hdX folgt

hmsupi_)oo/ Ifi — fldA <0
B

und damit
lim / |fi — fldx=0.
11— 00 E
Nach Satz 2.17 ist fiir alle 7 € N

/Efidx—/EfdA‘ s[Em—f\ dx.
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Es folgt
lim fid/\z/ fdA.
1— 00 E E
O

Einfache Beispiele zeigen, dass man in Satz 2.19 nicht auf die Existenz der inte-
grierbaren Funktion g verzichten kann.

In der Theorie des Lebesgueschen Mafles, gibt es weitere Konvergenzséitze, die
iiber Konvergenz fast iiberall reden. Sei £ C R"™ Borel, P eine Eigenschaft, die
Elemente von F haben kénnen. Man sagt dann ,,fast alle Elemente von E haben
die Eigenschaft P“, wenn die Elemente von E, die nicht die Eigenschaft P haben,
eine Nullmenge bilden.

»f < oo fast iiberall bedeutet zum Beispiel, dass {x : f(x) = oo} eine Nullmenge
ist.

Lemma 2.20. Sei E C R" Borel und f : E — R integrierbar. Dann gilt

(1) |fI< oo fast diberall.

(2) [ lfldx=0 = f=0 fast iberall.

(3) Ist g : E — R messbar und gilt f = g fast diberall, so ist auch g integrierbar
und es gilt [, gd\ = [}, fdX.

Auf Grund dieses Lemmas kann man auch sinnvoll Funktionen f : E — R
betrachten, die nur fast iiberall definiert sind. Solch eine Funktion ist messbar
(integrierbar), wenn sie fast iiberall mit einer auf ganz E definierten messbaren
(integrierbaren) Funktion iibereinstimmt.

Aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue erhilt man leicht

Korollar 2.21. Sei E C R™ Borel und f; : E — R messbar fiir alle i € N. Ferner
existiere lim;_,o fi(x) fiir fast alle x € E und es gebe eine integrierbare Funktion
g:E —[0,00], so dass fiir alle i € N die Ungleichung |f;|< g fast iiberall gilt.

Dann sind die f; integrierbar und es existiert eine integrierbare Funktion f : E —
R mit lim; .o fi = f fast diberall, sowie [ |f; — f| dX — 0 und [, fid\ — [, fdX
fiir i — oo.
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2.4. Der Satz von Fubini. Fiir stetige Funktionen auf kompakten Intervallen
stimmt das Lebesguesche Integral dem Riemannschen iiberein. Daher gilt der Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung auch fiir das Lebesgueintegral. Insbe-
sondere kéonnen die bekannten Integrationsregeln auch fiir das Lebesgueintegral
angewendet werden. Um nun Funktionen von R™ nach R explizit zu integrieren,
ist es notig, mehrdimensionale Integrale auf eindimensionale zuriickzufithren. Das
leistet der Satz von Fubini, den wir nach einigen Vorbereitungen beweisen.

Lemma 2.22. Sei A CR™ x R™ Borel. Fir jedes x € R™ sei
Ay ={yeR™: (z,y) € A}.
Fiir jedes y € R™ sei
AY ={z e R": (x,y) € A}.
Dann sind die Mengen A, und AY alle Borel. Auflerdem sind die Abbildungen
x— AAy) und y — AN(AY) messbar und es gilt

A(A) = /n A(Ag)dA = / A(Ay)dA.

Beweis. Dass die Mengen A, und AY jeweils Borel sind, rechnet man leicht nach.
Dazu benutzt man die Tatsache, dass eine Menge der Form {z} x B genau dann
Borel ist, wenn B Borel ist.

Wir zeigen die weiteren Behauptungen zunéchst fiir beschrinkte A. Seien £ C R™
und F' C R™ Borelmengen von endlichem Maf. Wir betrachten Mengen A C E x F.

Ist A ein Produkt B x C von Borelmengen B C R™ und C C R™, so sind die
Behauptungen unmittelbar klar. Mit Lemma 2.15 sieht man, dass die Familie A
der Mengen A C E x F, die das Lemma erfiillen, unter abzidhlbaren Vereinigun-
gen abgeschlossen ist. Aus Lemma 2.17 sowie der Endlichkeit von A(E) und A(F)
folgt, dass A auch unter Komplementen (beziiglich E x F') abgeschlossen ist. Damit
umfasst A alle Borel-Teilmengen von E x F'.

Eine Borelmenge A C R™ x R™ ist, auch wenn sie unbeschrinkt ist, Vereinigung
iiber eine aufsteigenden Folge beschrinkter Borelmengen. Mit Satz 2.13 und dem
bisher Bewiesenem folgt nun die Behauptung des Lemmas fiir A. O

Korollar 2.23. FEine Borelmenge A C R™ x R™ ist genau dann eine Nullmenge,
wenn fir fast alle x € R™ die Menge A, eine Nullmenge ist.

Lemma 2.24. Seien E C R™ und F C R™ Borel. Die Funktion f : Ex F — [0, 0]
sei messbar. Dann sind die Abbildungen
E — [0,00];x — / f(z,)dA
F
und
E
messbar.
Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass fiir festes € E die Abbildung
fo: F = 0,005y — f(z,y)
messbar ist. Sei ndmlich A C [0, oo] Borel. Wegen der Messbarkeit von f ist f~1[A]

Borel. Damit ist auch f; [A] = (f~![A]). Borel.
Aus Symmetriegriinden ist auch fiir festes y € F' die Abbildung

fy: F'= 0,002 — f(z,y)
messbar. Damit sind die Integrale [, f(z,-)dA und [, f(-,y)dX sinnvoll definiert.
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Ist nun f die charakteristische Abbildung x4 einer Borelmenge A C E x F, so
folgt die Behauptung sofort aus Lemma 2.22. Mit Lemma 2.17 folgt die Behauptung
auch fiir Treppenfunktionen. Mit Hilfe von Satz 2.13 folgt schliefflich der allgemeine
Fall. O

Satz 2.25 (Satz von Tonelli). Seien E, F und f wie in Lemma 2.24. Dann gilt

/EfodA:/E(/FfdAm) d)‘n:/F</Efd)\”) N

Beweis. Lemma 2.22 zeigt den Satz fiir charakteristische Funktionen von Borel-
mengen. Den allgemeinen Fall erhdlt man nun wie in Lemma 2.22. O

Mittels recht einfacher Rechnungen ergibt sich nun

Satz 2.26 (Satz von Fubini). Seien E C R"™ und F C R™ Borel. Die Abbildung
f:Ex F — R sei integrierbar. Dann gilt:

(1) Fiir fast alle x € FE ist y — f(x,y) integrierbar. Fir fast alle y € F ist
x +— f(x,y) integrierbar.
(2) Firz e E undy € F sei

I1(x) S f(z,-)dA, falls y — f(x,y) integrierbar ist,
€Tr) =
! 0 sonst

und

() = S FCoy)dN, falls © — f(x,y) integrierbar ist,
A 0 sonst.

Dann sind Iy und Jy integrierbar mit

/ fd)\:/lfd)\:/de/\.
ExF E F

Aus Satz 2.25 und Satz 2.26 erhalten wir

Korollar 2.27. Seien E C R™ und F C R™ Borel und f : E X F — R messbar.
Weiter sei [, ([ |f] dX™) dA™ oder [, ([, || AA™) dA™ endlich. Dann gilt

/E(/Ffdw) d)\":/F(/Efd/\n> o

wobei die Integranden eventuell nur fast tiberall definiert sind.
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2.5. Die Transformationsformel fiir Integrale. Die Transformationsformel ist
eine Verallgemeinerung der Integration durch Substitution (Kettenregel) auf hohere
Dimensionen. Die Transformationen, die uns dabei interessieren, sind Diffeomor-
phismen.

Definition 2.28. Seien U,V C R" offen. Eine stetige Bijektion ® : U — V| deren
Umkehrung ebenfalls stetig ist, heift Hom6omorphismus. ¢ heiffit Diffeomor-
phismus, falls ® und ®! sogar stetig differenzierbar sind.

Wir beginnen mit einem einfachen Spezialfall.

Lemma 2.29. Sei ® : R" — R™ eine invertierbare lineare Abbildung, E C R™
Borel. Dann ist ®[E] Borel und es gilt A\(P[E]) =|det(®)| -A(E).

Beweis. Da ® ein Homéomorphismus ist, ist ®[E] Borel. Bekanntlich ist |det(®)| das
Volumen des Bildes des n-dimensionalen Einheitswiirfels [0, 1]™ unter der Abbildung

®. Wegen der Linearitit von @ gilt fiir jeden abgeschlossenen Quader und jeden
offenen Quader Q C R™ die Gleichung

A(@[Q]) =|det(®)] -A(Q).
Mittels einer leichten Rechnung folgt, dass die entsprechende Gleichung auch fiir
endliche Vereinigungen von Quadern gilt. Es folgt, dass die Gleichung auch fiir
abzéhlbare Vereinigungen offener Quader gilt, also fiir alle offenen Mengen. Da sich
Borelmengen beziiglich des Mafles beliebig gut durch offene Mengen approximieren
lassen, folgt die Behauptung fiir beliebige Borelmengen F. O

Korollar 2.30. Seien ® und E wie in Lemma 2.31. Weiter sei f : ®[E] — R
integrierbar. Dann ist

/ FdX\ =|det(®)| -/(fo(I))d/\.
P[E] E

Beweis. Nach Lemma 2.31 gilt die Behauptung, falls f die charakteristische Funk-
tion einer Borelmenge ist. Daraus folgt aber leicht die Behauptung fiir Treppen-
funktionen und schliellich allgemein fiir integrierbare Funktionen. O

Das folgende Lemma ist eine nicht-triviale Verallgemeinerung von Lemma 2.31.
Lemma 2.31. Seien U,V C R™ offen und ® : U — V ein Diffeomorphismus. Fir
jede Borelmenge E C U ist dann auch ®[E] Borel und es gilt

MN®[E]) = /E |det(Ja)| dA.

Dabei bezeichnet Jg die Funktion, die jedem x € U die Jacobi-Matriz von ® im
Punkt x zuordnet.

Wir beweisen dieses Lemma zusammen mit dem folgenden noch allgemeineren
Satz:

Satz 2.32 (Transformationsformel fiir Integrale). Seien U, V und ® wie in Lemma
2.31. Dann ist eine messbare Funkion f :V — R genau dann integrierbar, wenn
(fo®@)- |det(Js)|: U — R integrierbar ist, und in diesem Fall gilt

/fdA:/(fo(I))~|det(Jq>)| dx.
1% U

Beweis. Lemma 2.31 ist genau Satz 2.32 eingeschrénkt auf charakteristische Funk-
tionen f von Borelmengen E C U zusammen mit der Information, dass ®[E] Borel
ist, da ® ein Homoomorphismus ist. Aus Lemma 2.31 folgt leicht der Satz fiir Trep-
penfunktionen. Indem man messbare Funktionen als Limiten von aufsteigenden
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Folgen von Treppenfunktionen darstellt, folgt der Satz fiir messbare Funktionen.
Daraus folgt schnell der Satz fiir beliebige integrierbare Funktionen.

Es bleibt also eigentlich nur Lemma 2.31 zu zeigen. Wir werden aber Satz 2.32
gleich mitbeweisen, und zwar durch Induktion iiber die Dimension n.

Sei zunéichst n = 1. Ist E ein kompaktes Intervall [a, b], so gilt nach dem Haupt-
satz der Integral- und Differentialrechnung aus der Riemannschen Integrationstheo-
rie

b
O(b) — ®(a) = / ' (x)dz.

Beachte, dass ®[E] genau das Intervall [min(®(a), ®(b)), max(P(a), ®(d))] ist, denn
da @ ein Homéomorphismus ist, bildet ® abgeschlossene Intervalle auf abgeschlos-
sene Intervalle und die Randpunkte von Intervallen auf die Randpunkte der Bild-
intervalle ab. Da der Integrand ® stetig sind, folgt fiir das Lebesguesche Integral
die Formel

AP[E)) = /E 13| dA.

Mit den iiblichen Methoden {ibertrégt sich diese Formel auf beliebige Borelmengen
E.

Sei nun n > 1. Zunéchst machen wir uns folgendes klar: Angenommen, Satz
2.32 gilt fiir die Diffeomorphismen ¥ : U — V und P : V. — W. Dann ist auch
® =PoW:U — W ein Diffeomorphismus und die Kettenregel zusammen mit dem
Determinantenmultiplikationssatz liefert fiir jede integrierbare Funktion f : W — R

/fd/\:/ (f o P) |det(Jp)| d)\:/(foPo\Il) det (Jp o B)] - |det(Jy)| dA
1% w U
:/(fo(I)) det((Jp 0 ) - Jo)| d/\:/(fofb) det(Ja)| d).
U U

Mit anderen Worten, die Transformationsformel gilt dann auch fiir ®.

Wir nehmen nun an, Satz 2.32 gilt in Dimension n — 1 und zeigen die Aussage
in Dimension n zunéchst fiir Diffeomorphismen ®, die eine Koordinate festhalten.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir dabei annehmen, dieses sei die
erste Koordinate, denn nach Korollar 2.30 gilt die Transformationsformel fiir Dif-
feomorphismen, die nur die Koordinatenvertauschen und nach dem oben Gezeigten
iibertrigt sich die Transformationsformel auf Kompositionen von Diffeomorphis-
men.

Sei also @ ein Diffeomorphismus, der die erste Koordinate festhélt. Schreiben
wir die Elemente von R™ als (¢,7) mit t € R und z € R"~!, so hat ®(¢, x) die Form
(t,®;), wobei ®; ein Diffeomorphismus von U; = {z € R""! : (t,x) € U} nach V,
ist.

Nach Lemma 2.22 gilt fiir alle Borelmengen A C U die Gleichung

A(B[A]) = / A((®[A]))dA = / A(®4[Al])dA.

Nach Induktionvoraussetzung gilt die Transformationsformel bereits fiir ®; und wir
erhalten

A(®[A]) = / / \det(Jg, )| dA""TdAL.
R J A,
Da @ die erste Koordinate festhilt, gilt fiir die Jacobimatrix von ®
10 ... 0

Ja((ta) = | o
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Damit ist det(Jo(t,2)) = det(Jop, (2)). Es folgt

A(@[A])_/RURMXA, det (s, )| d)\”1> Al
:/ xa det(Ja)| d)\:/ det(Ja)| .
n A

Das zeigt die Transformationsformel fiir Diffeomorphismen, die eine Koordinate fest
lassen.

Fiir den allgemeinen Fall argumentieren wir wie folgt. Fiir x € U schreiben wir
O(x) als (Py(z),...,P,(x)) mit stetig differenzierbaren Abbildungen @, : U — R.
Sei p € U. Da ® ein Diffeomorphismus ist, ist mindestens eine der partiellen Ab-
leitungen 0®;/0x; im Punkt p von O verschieden. Indem wir ® mit Koordina-
tenvertauschungen komponieren, kénnen wir annehmen, dass 90®, /9, bei p nicht
verschwindet.

Fiir © = (21,...,2,) € U sei U(x) = (P1(x),x2,...,2y). Es gilt

g‘ill(x) k.. %
0 1 ... 0

Jy(z) =
0 0o ... 1

Damit ist Jg(p) invertierbar. Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von ¥ exi-
stiert eine offene Umgebung U(p) von p, auf der ¥ ein Diffeomorphismus ist.
Damit ist auch P = ® o U~! : W[U(p)] — ®[U(p)] ein Diffeomorphismus. Fiir
Y= W1, 9n) € Y[UP)] gilt P(y1,.--,9n) = (y1,P2(y), ..., Pn(y)). Daher hal-
ten sowohl ¥ als auch P mindestens eine Koordinate fest. Nach dem oben schon
Bewiesenem gilt die Transformationsformel damit auch fiir ® [ U(p) = Po¥ | U(p).

Da p beliebig war, gilt die Transformationsformel fiir ¢ also zumindest lokal.
Fiir jeden Punkt p € U existieren rationale Zahlen rq,...,7r, und m € N mit
U.i((r1,...,mn)) € U(p). Da Q und N abzihlbar sind, gibt es nur abzdhlbar

m

viele offene Mengen der Form U_ 1 ((r1, ..., 7n)). Damit existiert eine Folge (p;)ien
mit U = U,y U(pi)- Setze By = U(py) und B; = U(p;) \ U;;ll U(p;) fir ¢ > 1.
Dann sind die B; paarweise disjunkte Borelmengen, die U iiberdecken und auf
denen jeweils die Transformationsformel fiir @ gilt. Es folgt nun leicht mit Hilfe des
Satzes von der monotonen Konvergenz, dass die Transformationsformel fiir & auch
auf ganz U gilt. (]
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3. DIE KLASSISCHEN INTEGRALSATZE
3.1. Kurven- und Arbeitsintegrale.

Definition 3.1. Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall. Eine stetige Funktion ¢ :
I — R"™ heifit Weg (in R”) mit dem Parameterbereich I, C' = ¢[I] ist die von ¢
erzeugte Kurve und ¢ eine Parameterdarstellung (Parametrisierung) von C.
Die Punkte ¢(a) und ¢(b) sind Anfangs- und Endpunkt des Weges . Der Weg
¢ heit Jordansch, wenn ¢ injektiv ist, und geschlossener Jordanscher Weg,
wenn ¢ auf (a,b) injektiv ist und ¢(a) = ¢(b) gilt. Ein Weg ¢ ist glatt, falls ¢
stetig differenzierbar mit nirgends verschwindender Ableitung ist. ¢ ist stiickweise
glatt, wenn es eine Unterteilung a =ty < t; < --- < t, = b des Intervalls I gibt,
so dass ¢ auf den Intervallen [t;_1,¢;] glatt ist.

Definition 3.2. Sei ¢ : [a,b] — R” ein glatter Weg, C' = ¢[[a,b]] und f: C — R
stetig. Das Kurvenintegral von f iiber ¢ ist die Zahl

b
/ f(s)ds = / Fo(®)- 1/ (0)] dt.
C a

Dabei ist ¢'(t) der Vektor (] (t),..., ¢, (t)), wobei die ¢; die Komponentenfunk-
tionen von ¢ sind. Ist f konstant 1, so erhélt man die Lénge fab |¢'(t)| dt von
C.

Ist ¢ nur stiickweise glatt, so setzt man das Kurvenintegral [, f(s)ds auf die
naheliegende Weise aus Integralen iiber glatte Teilkurven zusammen.

Die Schreibweise fc f(s)ds deutet bereits an, dass das Integral von der Parame-
trisierung ¢ der Kurve C' unabhéngig ist.

Lemma 3.3. Seien ¢ : [a,b] — R™ und ¥ : [¢,d] — R"™ glatte, injektive Para-
metrisierungen derselben Kurve C' mit ¢(a) = (c) und o(b) = ¢(d). Weiter sei
f:C — R stetig. Dann gilt

b d
/ Fle()- 1 (t)] dt:/ f@@®)- ' (@) dt.

Beweis. Wir nehmen zunichst n = 1 an. In diesem Falle sieht man leicht, dass
die Abbildung ¢~ o ¢ : [a,b] — [c,d] ein Diffeomorphismus ist. Kettenregel und
Transformationsformel liefern

[ gowrwian= [ (oveyton woytogl (pt oy ax

[a,b
- /[ Foprlelan

Die Behauptung folgt nun mittels einer einfachen Vorzeichenbetrachtung.
Der Fall n > 1 lasst sich auf den Fall n = 1 zuriickfithren, dass ist aber etwas
aufwendiger. O

Definition 3.4. Sei S C R". Eine Abbildung K : S — R”™ heifit Vektorfeld.
V :R™ — R ist ein Potential zu K, falls fiir alle s € S gilt: grad V(s) = K(s)

Sei ¢ : [a,b] — R™ ein glatter Weg, C = ¢[[a,b]] und K : C — R"™ ein stetiges
Vektorfeld. Das Arbeitsintegral von K entlang ¢ ist die Zahl

b
/ (K (s),ds) = / (K (o(8)), /(1))

a

Fiir stiickweise glattes ¢ ist die Definition des Arbeitsintegrals wieder die nahelie-
gende.
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Das Arbeitsintegral von K entlang ¢ kann interpretiert werden als die Arbeit,
die aufgewendet werden muss, um ein punktférmiges Objekt, auf das im Punkt =
die Kraft K wirkt, entlang ¢ zu bewegen.

Lemma 3.5. Sei K : R” — R ein stetiges Vektorfeld. K besitzt genau dann ein Po-
tential, wenn der Wert von Arbeitsintegralen von K entlang eines Weges ¢ nur von
den Endpunkten von ¢ abhdingt. Man sagt in diesem Fall, dass die Arbeitsintegrale
wegunabhingig sind.

Beweis. Ist V : R™ — R ein Potential von K, so gilt
b b

R RO R EORI O
a a

b
- / (Vo) dt=V(p(b)) — V(e(a)).

Der letzte Ausdruck héngt offenbar nur von den Endpunkten von ¢ ab.

Sind umgekehrt Arbeitsintegrale von K wegunabhéngig, so kann man ein Poten-
tial V : R™ — R leicht wie folgt definieren: Fiir jedes € R™ sei ¢, : [0,1] — R"
ein glatter Weg mit ¢,(0) = 0 und ¢, (1) = z. Setze V(z) = f% (K (s),ds).

Wir bestimmen nun 9V/dz;(x). Fiir geeignete a,b € R mit 0 < a < b sei
¢ :[0,b] — R™ ein glatter Weg mit ¢(a) = =z, ¢j(a) = 1 und ¢} (a) = 0 fiir j # i.
Dann gilt

OV /0x(a) = (V o o) (0) = 1 ( / N (o(0), w’(t)>dt> (a)

= (K(¢(a)),¢'(a)) = Ki(p(a)),

wobei K; die i-te Komponentenfunktion von K ist. O
3.2. Flachen- und Fluflintegrale.

Definition 3.6. N C R? heifit Normalbereich, falls es a < b und stetige Funk-
tionen «, 3 : [a,b] — R mit o < 3 gibt, so dass

N={(z,y) €R?:a<a <bAalx) <y < flx)}
gilt.

Definition 3.7. Sei N C R2 ein Normalbereich. Eine glatte Fliche in R™ mit
Parameterbereich N ist eine stetig differenzierbaren Abbildung ® : N — R™,
so dass Jg(x) fiir alle z € N den Rang 2 hat. ® ist die Parameterdarstellung
(Parametrisierung) des Flichenstiicks F' = ®[N].

Definition 3.8. Sei ® : N — R? eine glatte Fliche, F = ®[N] und f : F — R
stetig. Das Flachenintegral von f iiber F' ist die Zahl

Af(w)dw = /ab (Lfi?)(f0¢)(x,y)‘<gzlc) X gj) (x,y)’dy) dzx.

Dabei bezeichnet x das Vektorprodukt zweier Vektoren in R3. a,b und a, 8 be-
schreiben wie in Definition 3.6 den Normalbereich N.
Das Flachenintegral von 1 iiber F' ist der Flacheninhalt von F'.

Man beachte: Fiir u,v € R3 steht u x v senkrecht auf v und v und |u x v ist die
Fléche des von v und v aufgespannten Parallelogramms.

Fiir glatte injektive Flidchen sind Flachenintegrale unabhéngig von der Para-
metrisierung der Fliche. Das kann man mit Hilfe der Transformationsformel fiir
Integrale beweisen.
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Definition 3.9. Sei ® : N — R? eine glatte Fliche, F = ®[K] und f : F — R3 ein
stetiges Vektorfeld. Das Flussintegral von f iiber ® ist die Zahl

([ {gomen, (3252 ) ) ar
a a(z) Y

Flussintegrale lassen sich wie folgt interpretieren: Angenommen, fiir jeden Punkt
x € R3 ist f(z) der Geschwindigkeitsvektor eines im Punkt x befindlichen Gasmo-
lekiils. Dann gibt das Flussintegral von f iiber ® an, wieviel Gas durch die Flache
F hindurchstrémt.

3.3. Volumenintegrale.

Definition 3.10. Eine Menge G C R? heift Normalgebiet, wenn es einen Nor-
malbereich N C R? und stetige Abbildungen v,6 : N — R mit

G =A{(z,y,2) : (z,y) € NAvy(z,y) <z < 6(z,y)}
gibt.

Definition 3.11. Sei G C R3 ein Normalgebiet. Ein glattes Volumen mit Pa-
rameterbereich G ist eine stetig differenzierbare Abbildung V : G — R3, deren
Jacobimatrizen {iberall invertierbar sind.

Definition 3.12. Sei V : G — R? ein glattes Volumen, Gy = V[G] und f : Gy — R
stetig. Das Volumenintegral von f iiber Gy ist die Zahl

b pB(x) po(x,y)
/ / / (f o V) ldet(Jy (z, y, 2))| d=dyda.
o Ja@w) Jy

(z,y)
Dabei seien a, b, a, 3,7, d die Daten, die das Normalgebiet G beschreiben.

Mit Hilfe der Kettenregel und der Transformationsformel lésst sich leicht nach-
rechnen, dass Volumenintegrale fiir injektive glatte Volumina von der Parametri-
sierung des Volumens unabhéngig sind.

Eine typische Anwendung eines Volumenintegrals ist die Berechnung der Masse
eines festen Korpers bei gegebener Dichteverteilung.
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3.4. Die Satze von Gaufl und Stokes.

Definition 3.13. a) Sei U C R3 offen und ¢ : U — R3 differenzierbar. Die Diver-
genz von g ist die Funktion
0 0 19)
divg: U — R; (z,y,2) — (agxl + 8%2 + ;j) (z,y, 2).
Dabei bezeichnen g1, g2, g3 wie iiblich die Komponentenfunktionen von g.
b) Sei g wie oben. Die Rotation von g ist die Abbildung

votg U B (2.9, 2) (893_392 891_593,392_891> (2,9 2).

Die Operatoren div und rot sind sogenannte Differentialoperatoren. Die ein-
1o}

fachsten Differentialoperatoren sind die partiellen Ableitungen z-.
Lemma 3.14. q) divg = (V,g)
b)rotg=V xg
c) Ist g : R3 — R3 stetig differenzierbar, so gilt rot(grad f) = 0.
d) Ist f : R3 — R zweimal differenzierbar, so setzt man Af = div(grad f). A ist
der Laplaceoperator. FEs gilt
0*f 0%f O%*f

Beweis. Einfaches Nachrechnen, wobei fiir ¢) der Satz von Schwarz benutzt wird.
O

3.4.1. Der Satz von Gauf in der Ebene. Sei U C R? offen und g : U — R? dif-
ferenzierbar. Die Divergenz von g wird in Analogie zu dreidimensionalen Fall als
divg = % + %—? definiert.

Einen Normalbereich N C R? wie in Definition 3.6 nennen wir im Folgenden
Normalbereich beziiglich der z-Achse. Ein Normalbereich beziiglich der
y-Achse ist eine Menge, deren Spiegelung an der ersten Winkelhalbierenden (Ko-
ordinatenvertauschung) ein Normalbereich beziiglich der z-Achse ist.

Ist N C R? ein durch a,b € R und stetig differenzierbare Abbildungen «, 3 :
[a,b] — R mit o < 3 bestimmtes Normalgebiet beziiglich der z-Achse, so definiert
man den Rand ON als die Kurve, die von dem stiickweise glatten Weg erzeugt
wird, der durch Hintereinanderhdngen der Wege

o' [a,b] — R%t e (t,a(t)),
©% ¢ [a(b), B(b)] — R2,t — (b, 1),
©® (0,0 —a] —» R%t— (b—t,B3(b—1))
und
¢':[0,8(a) — a(a)] — R*t = (a,f(a) — t)
entsteht. Das Intervall [c, d] sei der Definitionsbereich von ¢.

Dabei kommt es auf die Parametrisierung von N eigentlich nicht an. Wichtig
ist nur, dass die Parametrisierung stiickweise glatt ist, der Anfangs- mit dem End-
punkt iibereinstimmt, die Parametrisierung ansonsten aber injektiv ist und ON so
durchlaufen wird, dass N immer zur Linken liegt. An jeder Stelle ¢ € [c,d] sei v(t)
der Vektor der Lénge 1, der im Punkte (z,y) senkrecht auf der Tangente an die
Kurve ON steht und nach auflen, also von N weg zeigt.

Beachte, dass v(t) an endlich vielen Ausnahmestellen in [c, d] nicht definiert ist.

Das macht aber nichts, da es sich um eine Nullmenge handelt. Es gilt nun folgender
Satz:
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Satz 3.15 (Satz von Gauf$} in der Ebene). Sei N ein Normalbereich sowohl beziiglich
der x-Achse als auch beziiglich der y-Achse. Der Rand ON sei eine stiickweise glatte
Kurve. Weiter sei g : N — R? stetig differenzierbar. Dann ist

b rB(x)
/ (g(s),v(s))ds = / / div gdydzx.
ON a Ja(zx)

Beweis. Wir zeigen den Satz zunéchst fiir Vektorfelder g der Form (z, y) — (0, g2(x,y)).
Wir parametrisieren ON wie oben durch ¢!,;¢o%. Da alle Vektoren im Bild von
g parallel zur y-Achse sind, verschwinden die Wegintegrale fsoz (g9(s),v(s))ds und

J,4(g(s), v(s))ds. Damit ist

| o) vnas = [ o) visnds+ [ to(s).vtas

Sei ¢ = ¢! und

Y [a,b] — Rt (t,a(t)).
Das heift, ¢ parametrisiert dieselbe Kurve wie ¢?, die Kurve wird aber in der
entgegengesetzten Richtung durchlaufen. Daher gilt

Lg (g(s),v(s))ds = _/w<9(5)al/(8)>ds.
Fiir t € [a, b] gilt

(g(e(®)), v(1))- I¢' ()= {g(e(t), (=5 (t), ¥1(1)),
wobei v(t) der Normalenvektor beziiglich des Weges ¢ ist und ¢ und ¢y die Kom-
ponentenfunktionen von ¢ sind. Wegen der speziellen Form von g erhélt man

(g(e(®)),v(1)- 1@ ()= g2((t)) - 01 (t) = —g2(t, a(t)).
Entsprechendes gilt fiir .
Insgesamt ergibt sich

b
| s tsds = [ (aa(t.50)) = ot ate))i
Nach dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung ist fiir jedes t € [a, ]

B(t) dga

ot 30) ~gatt o) = [ Ry

Es folgt

/ (g( dsf/ / 92 (z,y dydzf/ / div gdydz,
ON

da 0g1/0x = 0 ist.

Vollkommen analog erhédlt man den Satz fiir Normalbereiche beziiglich der y-
Achse und Vektorfelder, deren zweite Komponente verschwindet. Ist g : N — R?
nun ein beliebiges Vektorfeld, so ldsst sich g schreiben als Summe zweier Vektorfel-
der bei denen jeweils eine der Komponenten verschwindet. Wenn N Normalbereich
beziiglich der z- und der y-Achse ist, so gilt die Konklusion des Gaufischen Satzes
fiir die beiden Vektorfelder, in die wir g zerlegt haben. Eine einfache Rechnung
zeigt, dass die Behauptung auch fiir g selbst gilt. O

Der Satz von Gaufl in der Ebene gilt fiir viel allgemeinere Mengen als Normalbe-
reiche beziiglich beider Achsen. Man sieht zum Beispiel leicht, dass der Satz auch
fiir Mengen gilt die sich sowohl in endlich viele Normalbereiche der z-Achse als auch
in endlich viele Normalbereiche beziiglich der y-Achse mit glattem Rand zerlegen
lassen. Der Satz gilt auch fiir die Kreisscheibe oder &hnliche Mengen.
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3.4.2. Der Satz von Gaufl im Raum.

Definition 3.16. a) Eine Menge G C R? heifit 2-Gebiet, wenn G die Form
{(z,y,2) e R’ : (x,y) € N Ay(z,y) < 2 < 6(z,y)}

hat, wobei N ein Normalbereich in der Ebene mit stiickweise glattem Rand 0N ist
und 7,0 : N — R stetig differenzierbare Funktionen mit v < ¢ sind. Analog werden
z-Gebiete und y-Gebiete erklirt.

b) Eine Menge G C R? heifit GauBBgebiet, wenn G sowohl in endlich viele z-
Gebiete als auch in endlich viele y-Gebiete als auch in endlich viele z-Gebiete zerlegt
werden kann.

Man beachte, dass z-Gebiete Normalgebiete sind.

Fiir ein Gaufigebiet Gg sei 0Gy der Rand von Gy, also G ohne das offene Innere
von Gp. Wie man leicht sieht, ist G eine Vereinigung von endlich vielen glatten
Flachen, die sich nur an ihren zweidimensionalen Rédndern schneiden. Daher kann
man Flussintegrale

/ (f(w), n(w))dw
0Go

iiber G berechnen, in dem man auf jedem glatten Teil von Gy das Flussintegral
von f geméfl Definition 3.9 berechnet und diese Flussintegrale einfach aufaddiert.
Dabei sei n(w) immer der nach auflen (von dem Inneren von G, weg) zeigende
Normalenvektor. Anders ausgedriickt, man wahlt die Parametrisierungen ® der
glatten Flichenstiicke von 0Gg so, dass die im Flussintegral auftretenden Vektoren
?9% X ‘g—‘i’ jeweils nach auen zeigen.

Analog kann man Volumenintegrale

f(z,y, z)dzdydx
Go
iiber Gy berechnen, indem man zunéchst Gy in endlich viele Normalgebiete zerlegt,
auf jedem Normalbereich N das Volumenintegral von f iiber N gemé&f Definition
3.12 berechnet und dann diese Volumenintegrale aufaddiert.

Satz 3.17 (Satz von Gaufl im Raum). Sei f ein stetig differenzierbares Vektorfeld
auf einem Gaufigebiet Gy. Dann ist

| @y = [ (@ivf)wp.).

8Gy Go

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir Mengen Gy C R?, die 2-Gebiete sind und fiir
Vektorfelder, bei denen die ersten beiden Komponenten verschwinden. Fiir Mengen,
die sich in endlich viele z-Gebiete zerlegen lassen, und Vektorfelder, bei denen die
ersten beiden Komponenten verschwinden, folgt der Satz dann aus der Tatsache,
dass sich fiir zwei z-Gebiete, die ein Flichenstiick am Rand gemeinsam haben, die
beiden Flussintegrale, die fiir dieses Flichenstiick auftreten, wenn man den Satz
fiir beide Gebiete anwendet und einfach die entsprechenden Seiten der Gleichung
addiert, genau aufheben.

Analog gilt der Satz, falls G sich in endlich viele z-Gebiete, beziehungsweise
in endlich viele y-Gebiete zerlegen liasst und die letzten beiden beziehungsweise die
erste und letzte Komponente des Vektorfeldes verschwinden.

Allgemeine Vektorfelder zerlegt man zunéchst in drei Vektorfelder, bei denen
jeweils zwei Komponenten verschwinden. Fiir Gaufigebiete Gy gilt der Satz nun fiir
jedes dieser drei Vektorfelder. Eine einfache Rechnung zeigt, dass der Satz dann
auch fiir die Summe der drei Vektorfelder gilt.

Sei also Go C R?® ein 2-Gebiet und f ein Vektorfeld der Form (z,y,z) +—
(0,0, f3(x,y,2)). Sei N ein Normalbereich in der Ebene mit glattem Rand, der
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durch a,b € R mit ¢ < b und o, 8 : [a,b] — R mit a < 3 gegeben ist, so dass
G durch N und die stetig differenzierbaren Abbildungen 7,5 : N — R mit v < §
gegeben ist.

Der Mantel von Gy, also die Vereinigung der Flachenstiicke, die aus Punkten
(z,y,2) € 0Go mit (x,y) € ON bestehen, trigt nichts zum Flussintegral iiber 0Gg
bei, da hier die Normalenvektoren in der (z,y)-Ebene liegen und damit senkrecht
auf den Vektoren des Vektorfeldes f stehen.

Fir alle (z,y) € N gilt

ey N (0f Of2 | Ofs
[Y(zay) y(z,y) Oz dy 0z

5(z.y) 9
— / i(x’y, Z)dz = f3(l‘,y, (5(1‘,:’.})) - f3($7y’7($a y))
V(ay) 0%

Wir parametrisieren den ,Deckel* {(z,y,0(x,y)) : (z,y) € N} auf die nahelie-
gende Weise mittels der Abbildung

®: N — R (2,y) = (z,9,0(z,9)).
Fiir jeden Punkt (z,y) € N ergibt sich

o® 09 00 06
67:1: >< 67y — <17 07 aqj) X (0’ 17 ay) .
Damit gilt

(s, (5% 50) @)

- <(0,0,f3(x,y,5(z,y))), <1’0’ gi) % (O’ b gz)>

= fa(z,y,6(z,y))-

Entsprechend gilt fiir die naheliegende Parametrisierung ¥ des ,,Bodens“ {(x, y,v(x,y)) :
(x,y) € N} die Formel

(svan. (G x G ) o)) = ~falar(a.0)

Das negative Vorzeichen entsteht dadurch, dass wir W so wihlen miissen, dass
(?’T\ij X %—‘P) (z,y) jeweils nach auflen, also in diesem Fall nach unten zeigt.
Yy

Insgesamt ergibt sich

/ (), n(w))dw
0Gy

b rB(x)
:/ /( ) (fS(xayvé(l'vy)) —f3(l',y,’y($,y)))dydl'
- [ @ ns),

Go

was wir zeigen wollten. O
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3.4.3. Der Satz von Stokes.

Definition 3.18. Sei D C R2 in endlich viele Normalbereiche beziiglich der z-
Achse und in endlich viele Normalbereiche beziiglich der y-Achse mit jeweils glat-
tem Rand zerlegbar. Ist ® : D — R3 injektiv, zweimal stetig differenzierbar und
haben alle Jacobimatrizen von ® den Rang 2, so heifit ® eine Stokesfléache. Der
Einfachheit halber werden wir auch ®[D] eine Stokesfliche nennen. Die ®[D] be-
randende Kurve 0®[D] ist die Menge ®[0D].

Der Satz von Stokes besagt, dass das Flussintegral der Rotation eines Vektorfel-
des iiber eine Stokesfliche gleich dem Arbeitsintegral des Vektorfeldes iiber die die
Stokesfliche berandende Kurve ist. Hierbei sind gewisse Orientierungen zu beriick-
sichtigen.

Satz 3.19 (Satz von Stokes). Sei ® : D — R3 eine Stokesfliche und f : ®[D] — R?
ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann ist

[ tnds = [ ot ) vw)de.

%[D] ®[D)

Dabei zeigen die Normalenvektoren v(w) in Richtung des Daumens der rechten
Hand, wenn 0D in Richtung der Finger der rechten Faust durchlaufen wird.

Beweis. Wir fithren den Satz von Stokes auf den Satz von Gaufl in der Ebene
zuriick. Sei zunéchst f ein Vektorfeld, bei dem alle bis auf eine Komponente ver-
schwinden. Wir nehmen an, dass der ersten beiden Komponenten verschwinden. Der
Félle, dass die erste und letzte beziehungsweise die beiden letzten Komponenten,
lassen sich vollkommen analog behandeln.

Um die Notation etwas kompakter zu gestalten, schreiben wir im Folgenden @4,
fiir %, &3, fiir ag;/ 2 und so weiter. Dabei steht (x,y) immer fiir einen Punkt aus

D. Entsprechend schreiben wir f3; fiir g—ﬁ und so weiter. Dabei steht (z1, 22, 23)

immer fiir einen Punkt in ®[D]. Fiir z,y € D gilt dann

(ot @), (57 % 5 ) @)

= ((fs2, = f31,0) (®(x,y)), (Pag - P3y — Poy - P3g, P3y - P1y — P3y - Pug, %) (2,¥))
= f32(PopPsy— P2y Py ) — f31 (D3 P1y —P3y P1a) = (f31P1y+ f32Poy) (P3y—Pas).

Andererseits ist

div ((f30 @) - P3y, —(f3 0 @) - P3,)

_ fs0®) 003 0fs0®) &%,
_ 5 (I)dy + (fg o (P) 6y8x 8y (I)da: (f3 o CI)) 8178?]
_Wso®) g 0fs09)
- Oz Pay dy bz
Wegen
9 P 0P
M = (grad f3, o= ) = f31P1z + f32Pax + f33P3s
O ox
und
0 P
(ff’“)y()) = f31P1y + f32Poy + f33P3,
folgt

div ((fz 0 @) - @3y, —(f3 0 @) - P35) = (f31P1z + f32Por) - (P3y — P3o).
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Mit anderen Worten: Das Flussintegral der Rotation von f iiber ®[D] ist gleich
dem Flachenintegral der Divergenz des Vektorfeldes

g: D — RQ; (CC, y) = (f3(q)($(}, y)) : ¢3y($7 :l/)7 —fg(q)(l', y)) . @393(.%',1/))
iiber D, also
/ (rot f(w),v(w))dw = / div g(w)dw.
®[D) D

Sei nun ¢ : [a,b] — R? eine stiickweise glatte Parametrisierung von 9D, wobei
D entgegen dem Uhrzeigersinn umlaufen wird. Das Flussintegral von g iiber 9D ist
dann

b

/ <9(8)7V(S)>d8=/ (g(e(t), (@a(t), =1 (1)) dt
oD

a

b
=/ (f3(2((2))) - 3y (0(1)) - (1) + fs(R(2(1))) - 3a(0(2)) - 01 (1)) dit

b b
:/ fs(@(w(t)))'<(grad<1>3)(s0(t)),sa'(t)>df:/ f3(2(p(1))) - (P30 )" (t)dt

- / (f(s).ds)
8%[D]

Nach dem Satz von Gauf} in der Ebene ist
/ (g(s),v(s))ds :/ div g(w)dw.
aD D

Es folgt der Satz von Stokes fiir ®[D] und f.

Dieselben Argumente zeigen den Satz fiir Vektorfelder, bei denen die erste und
dritte beziehungsweise die zweite und dritte Komponente verschwinden. Der allge-
meine Fall ergibt sich wieder durch Zerlegung eines gegebenen Vektorfeldes in drei
Vektorfelder, bei denen jeweils zwei Komponenten verschwinden. O



