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Einleitung

1. Die Fragestellung

Ein topologischer Raum heifit homogen, falls fiir je zwei Punkte ein Auto-
homoomorphismus des Raumes existiert, der den ersten Punkt auf den zweiten
abbildet. Kompakt meint im Folgenden immer quasikompakt und Hausdorffsch.
Diese Arbeit beschiiftigt sich mit der Frage, welche kompakten Rdume homogen
sind.

Die einfachsten Beispiele fiir homogene Kompakta sind kompakte topologische
Gruppen, da fiir eine topologische Gruppe (G, -) und zwei Elemente a und b von G
die Abbildung 2 — a~'xb ein Homéomorphismus von G nach G ist, der a auf b
abbildet. Fiir einen homogenen Raum X ist auch jede Potenz X* homogen, oder
allgemeiner, Produkte homogener Rdume sind homogen.

Damit lassen sich also kompakte homogene Rdume konstruieren, die beliebig
grof} sind bzgl. der Kardinalitéit, des Gewichtes und des Charakters. Das Gewicht
eines topologischen Raumes ist dabei die minimale Maéchtigkeit einer Basis der
Topologie, und der Charakter ist die minimale Mé#chtigkeit einer Umgebungsbasis
eines Punktes. Offen bleibt die Frage, ob die Zellularitdt solcher Rdume, d.h das
Maximum von w und dem Supremum der Méchtigkeiten von disjunkten offenen
Familien in X, echt grofler als 2 sein kann. Beispiele fiir homogene Kompakta mit
der Zellularitéit 2“ finden sich in dieser Arbeit.

Ein topologischer Raum heifit Boolesch, wenn er kompakt ist und eine Basis aus
offen-abgeschlossenen Mengen besitzt. Ein Raum ist genau dann Boolesch, wenn
er Stone-Raum einer Booleschen Algebra ist. Mit der Frage nach den moglichen
Zellularitdten homogener Kompakta im Zusammenhang steht die Frage, ob sich
jede Boolesche Algebra einbetten 148t in eine Algebra, deren Stone-Raum homogen
ist, das heifit, ob jeder Boolesche Raum stetiges Bild eines homogenen Booleschen
Raumes ist. Falls die Zellularitéit homogener kompakter Rdume beschrénkt ist, so ist
die Antwort auf diese Frage negativ, da die Zellularitdten von Booleschen Riumen
unbeschrénkt sind.

Es gibt kompakte Rdume, die selbst nicht homogen sind, aber homogene Po-
tenzen haben. Ein Beispiel ist das kompakte Einheitsintervall I, denn wie Keller
[10] gezeigt hat, ist I“ homogen.

Es hat jedoch nicht jedes Kompaktum homogene Potenzen. Ein Beispiel ist
die disjunkte Vereinigung des einpunktigen Raumes mit I (van Douwen [5]). Jede

Potenz dieses Raumes hat ndmlich Zusammenhangskomponenten unterschiedlicher
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Kardinalitét, da die Zusammenhangskomponenten in einem Produkt genau die Pro-
dukte von Zusammenhangskomponenten der Faktoren sind.

Fiir zwei Klassen von kompakten Rdumen lassen sich gute Resultate hinsichtlich
der Homogenitdt bzw. Inhomogenitét ihrer Potenzen erzielen, ndmlich fiir stetige
Bilder kompakter linearer Ordnungen und fiir unendliche kompakte F-Riume. F-
Raume sind Réume, in denen disjunkte offene F,-Mengen disjunkte Abschliisse
haben. Bei der Untersuchung kompakter F-Réaume spielen die Booleschen Rdume
Bw und w*, also die Stone-Cech Kompaktifizierung von w und das Komplement von

w in Pw, eine wichtige Rolle.

2. Lineare Ordnungen

Unter einer linearen Ordnung ist im Folgenden immer eine durch < linear ge-
ordnete Menge L versehen mit der Ordnungstopologie, die erzeugt wird von den
offenen Intervallen, zu verstehen. Kompakte lineare Ordnungen lassen sich topolo-
gisch leicht untersuchen. Das hat folgende Griinde:

Eine lineare Ordnung L ist kompakt genau dann, wenn sie vollsténdig ist,
d.h. wenn jede Teilmenge von L ein Supremum und ein Infimum in L hat.

Eine kompakte lineare Ordnung L ist folgenkompakt, d.h. jede abzdhlbare Folge
in L besitzt eine konvergente Teilfolge: Man wihle aus einer Folge in L mit dem Satz
von Ramsey eine monotone, unendliche Teilfolge aus. Diese Teilfolge konvergiert
gegen ihr Supremum bzw. Infimum.

Jede offene Teilmenge U einer kompakten linearen Ordnung 148t sich eindeutig
schreiben als Vereinigung offener Intervalle, die maximal sind bzgl. des Enthalten-
seins in U.

Um eine Umgebungsbasis eines Punktes zu kennen, geniigt es, zwei nichttrivia-
le, durch Ordinalzahlen indizierte Folgen zu kennen; eine, die von unten gegen den
Punkt konvergiert, und eine, die von oben gegen den Punkt konvergiert. Der Cha-
rakter eines Punktes ist das Produkt der minimalen Méchtigkeiten zweier solcher
Folgen.

Damit ld3t sich zeigen, dafl kompakte, homogene lineare Ordnungen das erste
Abzahlbarkeitsaxiom erfiillen.

SchlieBlich sind abgeschlossene Unterrdume von kompakten linearen Ordnungen
wieder kompakte lineare Ordnungen.

Im ersten Kapitel dieser Arbeit wird gezeigt, dafl stetige Bilder kompakter li-
nearer Ordungen, die homogene Potenzen besitzen, das erste Abz#hlbarkeitsaxiom
erfiillen. Der Schliissel zu diesem Satz ist die Tatsache, dal in einem Bild X einer
kompakten linearen Ordnung ein Punkt von iiberabzéhlbarem Charakter ein soge-
nannter zellulrer xk-Punkt fiir ein reguléires £ > w ist. Wenn ein kompakter Raum
einen solchen Punkt enthéilt und homogene Potenzen besitzt, so hat jeder Punkt
iiberabzéhlbaren Charakter. Das fithrt bei Bildern kompakter linearer Ordnungen

zu einem Widerspruch.
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Insbesondere besitzt zum Beispiel die lexikographische Ordnung 2“1 keine ho-

mogenen Potenzen.

3. Boolesche Riaume und Stone-Dualitéit

Boolesche Réume lassen sich mit Hilfe der Stoneschen Dualitétstheorie unter-
suchen:

Fiir jeden topologischen Raum X ist die Menge der offen-abgeschlossenen Teil-
mengen von X Triger einer Subalgebra der Potenzmengenalgebra P(X) von X.
Diese Subalgebra wird Clop X (von closed-open) genannt. Es stellt sich die Frage,
ob sich X aus Clop X rekonstruieren l&8t.

Jedem Punkt x € X ldt sich eine Abbildung f, von Clop X in die kleinste
echte Boolesche Algebra, ndmlich die mit den Elementen 0 und 1, zuordnen: Fiir
jedes a € Clop X sei f,(a) := 1, falls z in a enthalten ist, und 0 sonst. Offenbar
ist jedes f, ein Boolescher Homomorphismus. Das Urbild der Eins unter f, ist ein
Ultrafilter in Clop X. Man nenne diesen F,. Die Abbildung x —— F, ist injektiv
genau dann, wenn fiir je zwei Punkte von X eine offen-abgeschlossene Teilmenge
von X existiert, die den einen Punkt enth&lt und den anderen nicht. Fiir alle x € X
ist  dann das einzige Element von [ F,. Ein Raum X, der das erfiillt, heifit total
unzusammenhéngend.

Wenn X zusétzlich kompakt ist, so ist fiir jeden Ultrafilter F in Clop X der
Schnitt (| F nichtleer, da F eine Familie nichtleerer, abgeschlossener Teilmengen
von X ist, die abgeschlossen unter endlichen Schnitten ist. Die kompakten, total
unzusammenhidngenden Rdume sind genau die Booleschen Réume.

Fiir eine Boolesche Algebra A sei Ult A die Menge der Ultrafilter in A. Fiir einen
Booleschen Raum X ist, wie oben gezeigt, die Abbildung h : X — Ult Clop X; z ——
F. bijektiv. Eine offen-abgeschlossene Teilmenge a von X wird unter f abgebil-
det auf die Menge der Ultrafilter in Clop X, die a enthalten. Versieht man nun
Ult Clop X mit der Topologie, die von diesen Mengen erzeugt wird, erhélt man
einen zu X homoomorphen topologischen Raum.

Diese Konstruktion 148t sich nun fiir jede Boolesche Algebra A nachahmen.
Man versieht Ult A mit der Topologie, die von den Mengen {F € Ult A : a € F},
a € A, erzeugt wird, und erhilt den Stone-Raum der Algebra A. Es zeigt sich, dafl
Ult A so zu einem Booleschen Raum wird und Clop Ult A isomorph zu A ist.

Damit kennt man einen Booleschen Raum X, wenn man Clop X kennt, und eine
Boolesche Algebra A, wenn man Ult A kennt. Eine stetige Abbildung f: X — Y
induziert einen Booleschen Homomorphismus f* : ClopY — Clop X, der eine
offen-abgeschlossene Menge in Y auf ihr offen-abgeschlossenes Urbild unter f in
X abbildet. Umgekehrt induziert ein Boolescher Homomorphismus h : A — B
eine stetige Abbildung A* : Ult B — Ult A, die einen Ultrafilter in B auf sein
Urbild unter h abbildet, das ein Ultrafilter in A ist. Setzt man X* := Clop X und
A* := Ult A, so ist * einerseits ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der

Booleschen Algebren mit den Homomorphismen in die der Booleschen Réume mit
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den stetigen Abbildungen und andererseits ein kontravarianter Funktor von der
Kategorie der Booleschen Réume in die der Booleschen Algebren. Die Hintereinan-
derausfithrung dieser beiden Funktoren ist bis auf Isomorphie bzw. Hom&omorphie
die Identitét.

Diese Theorie liefert folgende Beispiele fiir kompakte Rdume, die homogene
Potenzen besitzen:

Fiir den Raum aw, bestehend aus einer konvergenten Folge zusammen mit ih-
rem Grenzwert, ist die Potenz (aw)® homogen. Allgemein ist fiir jeden Booleschen
Raum X von abzihlbarem Gewicht X homéomorph zu 2, da die Boolesche Al-
gebra Clop X¢ isomorph zur w-fachen freien Potenz von Clop X und damit eine
abzéhlbare, atomlose Boolesche Algebra ist. Es gibt jedoch, wie man mit einem
back-and-forth-Argument sieht, bis auf Isomorphie nur eine solche, nimlich Frw,
die freie Algebra iiber w-vielen Erzeugern. Letztere ist isomorph zu Clop 2¢. 2¢ ist

trivialerweise homogen.

4. Algebraische und topologische Homogenitét

Eine Boolesche Algebra A heiit algebraisch homogen, falls fiir alle a € A\ {0}
die Relativalgebra A | a isomorph zu A ist. Topologisch heifit das, dafl eine Al-
gebra genau dann homogen ist, wenn Ult A homéomorph zu jeder nichtleeren,
offen-abgeschlossenen Teilmenge von Ult A ist. Der Name dieser Eigenschaft kommt
daher, dafl eine Algebra A genau dann homogen ist, wenn fiir je zwei Elemente
a,b € A\ {0,1} ein Automorphismus von A existiert, der a auf b abbildet. Alge-
braische Homogenitét hat zunéchst wenig mit topologischer Homogenitét zu tun.
Trivialerweise sind die endlichen diskreten Rdume homogen, aber ihre dualen Alge-
bren sind endlich und daher nicht algebraisch homogen, falls der Raum mindestens
zwel Punkte hat. Van Douwen [6] hat einen unendlichen homogenen Booleschen
Raum X konstruiert, dessen duale Algebra Clop X nicht algebraisch homogen ist.
Andererseits ist die Vervollstdndigung der w-fachen freien Potenz einer Booleschen
Algebra algebraisch homogen (Koppelberg [12]), was insbesondere zeigt, daf sich
jede Boolesche Algebra in eine algebraisch homogene einbetten 1:8t. Jedoch ist der
duale Raum einer vollstindigen, unendlichen Algebra ein unendlicher kompakter
F-Raum und damit nicht homogen.

Fiir Boolesche Rdume X, die das erste Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillen, impli-
ziert jedoch die algebraische Homogenitéit von Clop X die topologische von X. Im
dritten Kapitel wird gezeigt, daf} fiir abzéhlbare, unzerlegbare Ordinalzahlen ~ der
Raum 27 versehen mit der lexikographischen Ordnung und der diesbeziiglichen
Ordnungstopologie Boolesch ist, einen abzdhlbaren Charakter hat und die duale
Algebra homogen ist. Damit sind diese Rdume topologisch homogen. Dabei heifit

eine Ordinalzahl unzerlegbar, wenn fiir alle o, 8 < v, a 4+ 8 < v gilt.
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5. Homogene Kompakta hoher Zellularitit

Fir w < v < w; hat die lexikographische Ordnung 27 die Zellularitit 2¢.
Homogene Kompakta von hoherer Zellularitdt sind nicht bekannt. Es diirfte auch
schwierig zu sein, solche zu konstruieren:

Kompakte Riume, die das erste Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillen, haben nach ei-
nem Resultat von Arkhangel’skii hochstens die Michtigkeit 2¢ und damit auch
hochstens die Zellularitidt 2¢. Im ersten Kapitel dieser Arbeit wird gezeigt, daf3
Bilder kompakter linearer Ordnungen, die homogen sind oder homogene Potenzen
besitzen, das erste Abzidhlbarkeitsaxiom erfiillen. Die Zellularitéit eines Produktes
[I;c; Xi kann nicht hoher sein als die eines endlichen Produktes [, Xy, I' € 1

und | I’ | < w. Endliche Produkte von Rdumen vom Charakter w haben aber den

iel’

Charakter w und damit im kompakten Falle eine Zellularitit von hochstens 2¢.
Auch allgemein ist die Zellularitdt von Produkten beschrinkt durch die Zellularitit
der Faktoren:

Ein Produkt von Rdumen, deren Zellularitét hochstens x betréigt, hat hochstens
die Zellularitat 2%. Fiir k = w gibt es unter Jensens Axiom < einen Raum mit der
Zellularitdt « mit Potenzen echt groflerer Zellularitit. Das ist eine Souslin-Gerade,
deren Quadrat die Zellularitit w; hat. Allerdings folgt aus MA, dal Produkte to-
pologischer Rdume mit abzéhlbarer Zellularitat hochstens die Zellularitidt w haben.
Es ist also nicht trivial, topologische Rdume zu konstruieren, deren Produkt eine
hohere Zellularitat als ein Faktor hat.

Kompakte topologische Gruppen eignen sich auch nicht als homogene Riaume
hoher Zellularitét: Kuz’'minov [16] hat gezeigt, dafl jede kompakte topologische
Gruppe ein stetiges Bild eines Cantorraumes ist und damit héchstens die Zellula-

ritét w hat.

6. fw, w* und F-Riume

Ein sehr wichtiger Boolescher Raum ist fw, die Stone-Cech Kompaktifizierung
von w mit der diskreten Topologie. Es ist fw = Ult P(w). Jedes n € w identifi-
ziert man mit dem von {n} erzeugten Hauptultrafilter. p € Sw ist isoliert genau
dann, wenn p Hauptultrafilter ist. Damit 148t sich w als offene, diskrete und dichte
Teilmenge von fSw auffassen. Lafit man die isolierten Punkte weg, erhilt man den
Raum w* = fw \ w. w* ist der duale Raum zu der Algebra P(w)/fin, wobei fin
das Ideal der endlichen Teilmengen von w bezeichnet.

Dafl fw inhomogen ist, ist trivial. Nicht trivial sind jedoch die Fragen, ob
Bw homogene Potenzen hat und ob w* homogen ist. Aber fiir w* 148t sich die
Inhomogenitéit auf recht natiirliche Weise zeigen. Man kann Punkte finden, die
topologische Eigenschaften haben, die nicht jeder Punkt von w* haben kann. Unter
CH oder MA besitzt w* einen P-Punkt. Das ist ein Punkt « mit der Eigenschaft, dafl
abzéhlbare Durchschnitte von Umgebungen von x wieder Umgebungen von x sind.
Unter CH findet man einen P-Punkt in w*, der sich ja als Ultrafilter in P(w)/ fin

auffassen 1a8t, wie folgt: Man startet mit einer beliebigen abzéhlbaren Teilmenge pg
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von P(w)/ fin, die die endliche Durchschnittseigenschaft hat, die man dann mittels
Auswahlaxiom induktiv zu einem Ultrafilter p erginzt. Wegen CH geht das in w;
Schritten. Dabei nimmt man im a-ten Schritt noch eine untere Schranke fiir p,,, die
echt groer als 0 ist, dazu. Das geht, da in P(w)/ fin fiir jede abzéhlbare Teilmenge
mit der endlichen Durchschnittseigenschaft eine solche untere Schranke existiert.
Ein so konstruierter Ultrafilter p ist ein P-Punkt. Jedoch kann nicht jeder Punkt
von w* ein P-Punkt sein, da w* sonst endlich sein miifite.

Unter —CH ist es schwieriger, geeignete Punkte in w* zu finden, da nach einem
Resultat von Shelah [19] die Nichtexistenz von P-Punkten in w* konsistent mit
ZFC ist. Aber es lassen sich in ZFC mit Hilfe von Familien von Teilmengen von w,
die gewisse Unabhéngigkeitseigenschaften haben, induktiv freie Ultrafilter iiber w
konstruieren, die schwache P-Punkte von w* sind. Das sind Punkte, die nicht im
Abschluf} einer abzihlbaren Menge liegen. Diese Konstruktion stammt von Kunen
[13]. Wie im Falle der P-Punkte kann nicht jeder Punkt in w* schwacher P-Punkt
sein: Man wahle eine abzdhlbar unendliche, diskrete Teilmenge A von w*. Kein
Punkt von A\ A ist dann schwacher P-Punkt.

Es gibt noch zwei weitere Methoden, die Inhomogenitédt von w* zu zeigen. Die
eine stammt von M.E. Rudin und Z. Frolik: Fiir einen freien Ultrafilter p iiber w
und eine Folge (z,,)necw in einem kompakten Raum X definiert man den p-Limes
der Folge als das eindeutig bestimmte y € X, fiir das fiir jede Umgebung U von
y die Menge {n € w : z, € U} ein Element von p ist. Es 14t sich zeigen, daf}
ein p € w* nicht p-Limes einer diskreten Folge in w* ist. Man wihle eine diskrete
Folge (zn)new in w*. Sei y € w* der p-Limes dieser Folge. Es kann dann keinen
Autohoméomorphismus von w* geben, der y auf p abbildet.

Die dritte Methode, die Inhomogenitéit von w* zu zeigen, benutzt partielle Ord-
nungen auf Sw. Eine dieser partiellen Ordnungen ist die Rudin-Keisler-Ordnung =,
die sich so definieren 1d8t: Fiir zwei Elemente p und ¢ von fw ist p < ¢ genau dann,
wenn es ein f : w — w gibt, dessen Stone-Erweiterung Af : fw — fw den Punkt
q auf p abbildet.

Die Konstruktion der schwachen P-Punkte 148t sich so verfeinern, dafl man 2%
paarweise Rudin-Keisler-unvergleichbare schwache P-Punkte erhélt. Nun 148t sich
das Argument von Rudin und Frolik dahingehend abwandeln, dal man zeigt, daf3
fiir zwei Rudin-Keisler unvergleichbare schwache P-Punkte p und ¢ von w* der p-
Limes einer abzdhlbaren, diskreten Folge in einem kompakten F-Raum sich nicht
durch einen Autohoméomorphismus auf den g-Limes der Folge iiberfithren 143t. Die
Verbindung zwischen kompakten F-R&umen und Sw ist dabei die Folgende:

fBw ist selbst F-Raum, und der Abschluf3 einer abzihlbar unendlichen, diskreten
Teilmenge eines kompakten F-Raumes ist homdomorph zu fw.

Es 148t sich zeigen, dafl Sw sich in ein abz#ihlbares Produkt von T5-Rdumen
einbetten 148t genau dann, wenn es sich in einen der Faktoren einbetten 148t. Damit

148t sich das Ergebnis {iber unendliche kompakte F-R&ume auf deren Potenzen und
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gewisse Produkte mit solchen iibertragen (Kunen [14]). Insbesondere besitzt also

Bw keine homogenen Potenzen.

7. Beispiele

Im dritten Kapitel wird eine Methode gezeigt, unendliche homogene Kompakta
so zu erweitern, dafl sie kompakt und homogen bleiben. Die Erweiterung FE(X)
eines kompakten Raumes X ohne isolierte Punkte ist aber ein stetiges Bild von
X x 2% und hat damit auch nur die Zellularitit von X. Die Erweiterung F(2")
eines Cantorraumes 2" ist ein homogener Raum, der stetiges, nulldimensionales
Bild eines Cantorraumes unter einer irreduziblen Abbildung ist, unter der jeder
Punkt genau zwei Urbilder besitzt, und nicht homéomorph zu einem Cantorraum.

Ebenfalls im dritten Kapitel wird unter < ein inhomogener Boolescher Raum
X ohne isolierte Punkte konstruiert, der das erste Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt
und dessen endliche Potenzen inhomogen sind. Die Autohom&omorphismen von
X™ sehen punktweise aus wie Permutationen der Koordinaten, d.h. ein Punkt
(wo,...,Tn—1) wird abgebildet auf einen Punkt (z4(g),...,Temn—1)), Wobei o eine
Permutation auf n ist. Die Algebra Clop X ist starr, d.h. sie besitzt nur trivia-
le Automorphismen. Die Algebra wird erzeugt von einem geeignet konstruierten
Souslin-Baum, wobei die Baumordnung die inverse Ordnung der Algebra ist.

Dieses Beispiel ist entstanden als Schritt auf dem Weg zu einem Gegenbeispiel
zu einer Aussage von Motorov. Diese lautet, daf fiir jeden Booleschen Raum X,
der das erste Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, X homogen ist (Arkhangel’skii [1]).

Shapiro vermutet, wie er dem Autor mitteilte, dafi diese Aussage falsch ist.
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Inhaltsiibersicht

Im ersten Kapitel dieser Arbeit werden kompakte lineare Ordnungen und ihre
stetigen Bilder untersucht. Der Hauptsatz stammt von Murray Bell [2] und besagt,
daB stetige Bilder kompakter linearer Ordnungen, die homogene Potenzen besitzen,
das erste Abzihlbarkeitsaxiom erfiillen. Die Abschwéchung ,, homogene, kompakte
lineare Ordnungen erfiillen das erste Abzdhlbarkeitsaxiom® war schon vor Bells
Resultat bekannt und wird elementar gezeigt.

F-Réume, fw und w* werden im zweiten Kapitel behandelt. Zunéchst wird
gezeigt, dafl Sw sich in ein abzdhlbares Produkt von T5-Rdumen genau dann ein-
betten 148t, wenn es sich in einen der Faktoren einbetten 14ft. Dieses Resultat
stammt von Malykhin. Der erste Teil des Beweises, ndmlich die Reduktion von ei-
nem abzihlbaren Produkt auf ein endliches, stammt vom Autor. Der zweite Teil,
die Reduktion von einem endlichen Produkt auf einen Faktor, basiert auf einem
Hinweis von Shapiro.

Ebenfalls im zweiten Kapitel wird mit einer Konstruktion von Kunen [13] die
Existenz einer Teilmenge der Michtigkeit 2¢ von w* gezeigt, deren Elemente paar-
weise Rudin-Keisler unvergleichbare schwache P-Punkte sind. Dieses Ergebnis wird
benutzt, um zu zeigen, dafl gewisse Produkte mit unendlichen kompakten F-R#&um-
en inhomogen sind. Dieses Resultat stammt ebenfalls von Kunen [14].

Im dritten Kapitel finden sich Beispiele. Zunéchst wird gezeigt, daf fiir jede
abzihlbare, unzerlegbare Ordinalzahl v die lexikographische Ordnung 27 vollstéindig,
topologisch homogen und, fiir v > w, von {iberabzdhlbarer Zellularitéit ist. Dieses
Beispiel stammt von Maurice. Der Beweis stammt vom Autor.

Dann wird eine Methode von Pasenkov [18] vorgestellt, jedem kompakten
Raum X ohne isolierte Punkte eine kompakte Erweiterung E(X) zuzuordnen, so
dafl £(X) nulldimensional ist, falls X nulldimensional ist, und E(X) homogen ist,
falls X homogen ist. Fiir den Fall, dal X ein Cantorraum von iiberabzéhlbarem
Gewicht ist, ist F(X) ein homogener Boolescher Raum, der dyadisch ist, also ste-
tiges Bild eines Cantorraumes, aber nicht homéomorph zu einem Cantorraum sein
kann.

Schlieflich wird eine Baumalgebra konstruiert, deren Stone-Raum X folgende
Eigenschaften hat: X hat keine isolierten Punkte und die endlichen Potenzen sind

inhomogen. Genauer gibt es fiir jedes n € w, jeden Autohoméomorphismus h von

X™ und alle zg,...,zp—1 € X eine Permutation o € S,, mit h((xo, e ,xn,l)) =
(To(0)s - - - » To(n—1)) Dieses Beispiel stammt von dem Autor dieser Arbeit.
Quellen

Alle benutzten Resultate aus der allgemeinen Topologie findet man, wenn nichts
anderes angegeben ist, bei Engelking [7]. Eine gute Ubersicht iiber topologische Kar-
dinalzahlfunktionen wie Zellularitit, Gewicht und Charakter liefert Hodel [9]. Alle

wesentlichen Informationen iiber Boolesche Algebren und Stone-Dualitéit stammen
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aus Koppelbergs Handbuch [11]. Die benétigte Mengenlehre steht bei Kunen [15].

Die Rdume fw und w* werden von van Mill [17] umfangreich behandelt.
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KAPITEL 1

Uber lineare Ordnungen

Das Ziel dieses Kapitels ist es, zu beweisen, dafl jedes stetige Bild einer kom-
pakten linearen Ordnung, welches homogene Potenzen hat, das erste Abzihlbar-
keitsaxiom erfiillt. Eine Abschwiichung dieses Satzes 148t sich elementar zeigen,
némlich dafl homogene lineare Ordnungen das erste Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillen.

Alle nichtelementaren Sétze dieses Kapitels stammen von Bell [2].

1. Vorbereitungen

143

Im Folgenden bezeichnet ,die lineare Ordnung (L, <)“ immer eine Menge L

mit einer linearen Ordung < auf L zusammen mit einer Topologie, der sogenannten
Ordnungstopologie auf L bzgl. <. Fiir den topologischen Raum wird dann wie

iiblich einfach L geschrieben.

DEFINITION 1.1. Sei (L, <) eine linear geordnete Menge. Die Ordnungstopolo-
gie auf L bzgl. < ist die Topologie, deren Basis die offenen Intervalle von (L, <)
bilden. [l

DEFINITION 1.2. Fiir eine lineare Ordnung (L, <), z € L und R =<, >, < oder
>ist Rx :={a € L : aRz}. O

Bekannt sind folgende Tatsachen:

LEMMA 1.3. Jede offene Teilmenge O einer linearen Ordnung L lifit sich ein-
deutig schreiben als Vereinigung disjunkter offener Intervalle, die mazimal beziiglich
des Enthaltenseins in O sind. O

Ein Raum X ist folgenkompakt genau dann, wenn jede abzéhlbare Folge in X

eine konvergente Teilfolge besitzt.
LEMMA 1.4. Jede kompakte lineare Ordnung ist folgenkompakt. O

Fiir die Untersuchung linearer Ordnungen erweisen sich drei Kardinalzahlfunk-

tionen als niitzlich.

DEFINITION 1.5. Fiir eine lineare Ordnung (L, <) heifit A C L kofinal (bzw.

koinitial) in L genau dann, wenn
Ve e Lda € A(a > x) (bzw. Vo € L3a € A(a < x)).
Damit 148t sich die Kofinalitit (bzw. Koinitialitit) von L definieren:
cf L(ciL) :=min{|A|: A C L A A ist kofinal (koinitial) in L}.
Auflerdem sei 6(L) := max(ciL,cf L). O

15
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Mit dieser Definition haben lineare Ordnungen genau dann die Kofinalitét eins,
wenn sie ein grofites Element besitzen. Aulerdem sind cf L, c¢i L und damit auch

0(L) reguléir und, falls endlich, gleich eins.

DEFINITION 1.6. Fiir einen beliebigen topologischen Raum X und eine abge-
schlossene Teilmenge F' von X ist der Charakter char(F, X ) von F in X definiert
als die minimale Michtigkeit einer Umgebungsbasis von F' in X. Im Falle F = {z}
schreibt man einfach char(z, X). O

BEMERKUNG 1.7. In einem kompakten Raum X ist fiir jede abgeschlossene
Teilmenge F' von X der Charakter von F' die minimale Mé&chtigkeit einer offenen
Familie F C P(X) mit (F = F. O

Fiir ein Element z einer linearen Ordnung L ist der Charakter von z in L das

Maximum von cf(< z), ¢i(> z) und 1, falls man cf @ := cif) := 0 setzt.

BEMERKUNG 1.8. Falls F' eine abgeschlossene, echte Teilmenge einer kompak-
ten linearen Ordnung L ist und A die disjunkte Familie maximaler offener Intervalle
mit L\ F = J A, so gilt, falls der Charakter von F' in L nicht endlich ist,

char(F,L) = > {6(A): A€ A},
wobei Y die Kardinalzahlsumme bezeichnet.

BeEWwEIS. char(F, L) ist die kleinste Machtigkeit einer abgeschlossenen Familie
B, so daf, fiir alle B € B, BC L\ F und B = L\ F gelten. Um ein beliebiges
A € A zu iiberdecken, benstigt man §(A) viele abgeschlossene Mengen. Eine abge-
schlossene Teilmenge von L\ F' trifft aber nur endlich viele Elemente von A, da L
kompakt ist. [l

2. Homogene kompakte lineare Ordnungen

DEFINITION 2.1. Sei X ein topologischer Raum. Ein Punkt z € X heifit P-
Punkt genau dann, wenn fiir jede abzéhlbare Familie &/ von Umgebungen von z der

Schnitt {iber U wieder eine Umgebung von z ist.

Offenbar ist jeder isolierte Punkt P-Punkt. Falls © € X ein nichtisolierter P-
Punkt ist, so ist der Charakter von x in X {iberabzihlbar.
Ein Standardargument, um zu zeigen, daf} ein topologischer Raum nicht homo-

gen ist, liefert das folgende Lemma.

LEMMA 2.2. Falls ein homogener kompakter Raum X einen P-Punkt enthdlt,
so ist X endlich.

BeEweEIls. Da X homogen ist, ist jeder Punkt von X P-Punkt. Falls X unendlich
ist, so gibt es eine injektive, diskrete Folge (z,)new in X. Da X kompakt ist,
hat die Folge einen Haufungspunkt z € X. Nun ist « P-Punkt, und damit ist
(X \ {zn}:n € w} eine Umgebung von x. Das kann aber nicht sein. O
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Damit 148t sich eine Abschwichung des in diesem Kapitel angestrebten Satzes

zeigen.

SATZ 2.3. Jede homogene kompakte lineare Ordnung L erfillt das erste Abzihl-

barkeitsaziom.

BEwEIS. Falls L einen P-Punkt enthélt, so ist L endlich und erfiillt trivialer-
weise das erste Abzdhlbarkeitsaxiom.

Sei also L unendlich. Dann wihle man mit dem Zornschen Lemma eine Folge
((ag,bs)) 5., von nichtleeren offenen Intervallen von L, wobei a eine Ordinalzahl
bezeichnet, so daB fiir 3 < §’ < « stets ag < ag und bg > by gelten, die nicht
durch eine Enderweiterung verldngert werden kann. Der Schnitt iiber diese Folge
enthilt hochstens zwei Punkte, sonst liele sie sich verldngern. Auflerdem ist der
Schnitt nicht leer. Falls o Nachfolgerzahl ist, ist das klar; falls a Limeszahl ist, so
gilt

({(as,bp) : B < a} = lag, bsl : B < a} # 0,
da L kompakt ist.

Angenommen, es liegen genau zwei Punkte im Schnitt,  und y. Dabei sei x
der kleinere von beiden. Dann ist {(ag,y) : 8 < a} eine Umgebungsbasis von z.
Wiire cf o > w, so wéire x ein P-Punkt, das kann aber nicht sein. Also gilt c¢f o < w.
Nun wihle man eine in « kofinale Folge (8,)new. Dann ist {(ag,,y) : n € w} eine
Umgebungsbasis von z.

Angenommen, z ist der einzige Punkt im Schnitt. Auch dann mufl cfa < w
gelten, da x sonst P-Punkt wére. Sei die Folge (8, )new kofinal in a. Dann ist
{(ag,,bs,) : n € w} eine Umgebungsbasis von .

Somit enthélt L einen Punkt von abzdhlbarem Charakter. Wegen der Homoge-

nitdt von L besitzen damit alle Punkte von L eine abzédhlbare Umgebungsbasis. [

3. Potenzen von Bildern kompakter linearer Ordnungen

3.1. Potenzen. Die wesentlichen Begriffe, die man benétigt, um iiber Poten-

zen von topologischen Rdumen reden zu konnen, liefern folgende Definitionen.

DEFINITION 3.1. Sei X ein topologischer Rdum und A eine Kardinalzahl. Fiir
a < X bezeichnet 7, : X — X die a-te Projektion.

Fiir eine Teilmenge F' von A bezeichnet mp : X A X die Projektion auf den
Faktor X,

Eine Teilmenge A von X lebt auf einer Teilmenge F' von A genau dann, wenn
A = ! [7p[A]] gilt. Man bezeichnet F' dann als einen Trdger von A.

Die kanonische Subbasis von X ist die Menge aller Urbilder von offenen Men-
gen in X unter den Projektionen 7. Die kanonische Basis von X* ist der Abschlufl
der kanonischen Subbasis unter endlichen Schnitten.

Die Diagonale A : X — X*;x —— (x) ist die Abbildung, die jedem z die
Funktion zuordnet, die konstant den Wert = hat. O
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Da die Elemente von X* Funktionen von A nach X sind, ist 7, einfach die
Auswertung an der Stelle «.

Wenn ein topologischer Raum X eine homogene Potenz X* besitzt, so haben
alle Punkte in X* denselben Charakter. Fiir spezielle Elemente von X* li8t sich
der Charakter auch im inhomogenen Fall sehr einfach berechnen. Damit kennt man,

falls X* homogen ist, den Charakter siamtlicher Punkte von X*.

LEMMA 3.2. Sei X ein topologischer Raum, der mehr als einen Punkt enthdlt,
z € X und A eine Kardinalzahl. Dann ist, falls nicht sowohl x isoliert als auch X
endlich ist,
char ((z), X*) = char(z, X) - A

BEWEIS. Sei U eine Umgebungsbasis von x minimaler Machtigkeit. Dann ist
{771[U] : a < AAU € U} eine Umgebungsbasis von (z) in X* der Michtigkeit
char(z, X) - A

Sei umgekehrt V eine Umgebungsbasis von (z) in X*, 0.B.d.A. eine Teilmenge
der kanonischen Basis von X*. Dann ist, fiir jedes a < A, {mo[V] : V € V} eine
Umgebungsbasis von z in X.

Aulerdem muf, falls A unendlich ist, |V | > XA gelten, da jedes Element von V
auf einer endlichen Menge lebt. Damit folgt die Behauptung. [l

3.2. Riume mit homogenen Potenzen. Zunichst definiert man drei Arten
von Punkten, die sich fiir die Untersuchung von Rdumen mit homogenen Potenzen

als niitzlich erweisen.

DEFINITION 3.3. Seien k eine Kardinalzahl mit x > w und X Ts-Raum. Dann
heifit p € X k-Punkt, falls es ein A C X gibt mit | A| = &, so daB fiir alle Umge-
bungen W von p gilt:

[A\W|< & (l{aeA:ag W} < k).

p heifit zelluldrer k-Punkt, falls es eine disjunkte offene Familie A mit | A|= &

gibt, so daf} fiir alle Umgebungen W von p gilt:
[{Ac A: AL W} <K.

Eine Familie A C P(X) heiit getrennt, falls es eine disjunkte, offene Familie
R C P(X) gibt und eine Bijektion f : 4 — R, so daB, fiir alle A € A, A C f(A)
gilt.

p heifit schwach zelluldrer k-Punkt, falls es eine getrennte, abgeschlossene Fa-

milie A mit | A|= k gibt, so daB fiir alle Umgebungen W von p gilt:
{AeA: ANW =0} <k O

In T5 Réumen ist ein zelluldrer k-Punkt p auch schwach zellulérer x-Punkt. Man
wihle aus jedem Element A einer offenen, disjunkten Familie R, die die zelluldre
r-Punkt-Eigenschaft von p beweist, einen Punkt p4 aus. Dann beweist {{pa}: A €

R} die schwach zellulére s-Punkt-Eigenschaft von .
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BEMERKUNG 3.4. Gehort p € X einer der oben definierten Punktarten an, so
gilt char(p, X) > cf k.

BEWEIS. Der Beweis wird exemplarisch fiir einen x-Punkt p € X gefiihrt, die
beiden anderen Fille beweist man dhnlich.

Sei U Umgebungsbasis von von p mit | |= char( J X). A C X bezeuge die
k-Punkt-Eigenschaft von p; 0.B.d.A. seip ¢ A. Dann ist A = J{A\W : W e U}
und, fiir jedes W e U, |A\ W | < k. Also ist |U|> cf k. O

Folgende Einschréinkungen fiir zelluldre x-Punkte in kompakten Rdumen wer-
den schlieBlich benutzt werden, um aus der Existenz eines Bildes einer kompakten
linearen Ordnung mit homogenen Potenzen, das einen Punkt von iiberabzihlbarem

Charakter enthilt, einen Widerspruch abzuleiten.

SATZ 3.5. Es gibt keinen mnichtleeren kompakten Raum X, so daf fir jeden
Punkt p € X zwei verschiedene, unendliche reguldre Kardinalzahlen k, und A,

existieren, so dafl p sowohl zelluldrer k,-Punkt als auch zelluldrer A,-Punkt ist.

BEWEIS. Angenommen, es gibt doch solch einen Raum X. Fiir jedes p € X
seien A, und B, Familien, die bezeugen, dafl p zellulérer ,- bzw. \p-Punkt ist.

Dann [48t sich induktiv eine beliebig lange, echt absteigende Kette offener
Mengen von X konstruieren, was ein Widerspruch ist.

Man setze Og := X. Angenommen fiir eine Ordinalzahl o und alle v < « sind
bereits nichtleere offene Teilmengen O, von X gefunden, so daB fiir alle 7 < v der
Abschlufl von O, echte Teilmenge von O ist.

Falls « = +1 ist fiir ein 8 < «, so gibt es, da X keine isolierten Punkte haben
kann, zwei verschiedene Punkte p, g € Og. Da X regulér ist, gibt es disjunkte offene
Umgebungen O, von p und A von (X \ Og) U {¢q}. Da die Folge (O )< fillt, gilt
damit, fiir alle v < o, Oy C 0,.

Falls o Limesordinalzahl ist, wéihle man ein S C o vom Ordnungstyp cf a mit

sup S = a. Da X kompakt ist, gibt es ein

pe( [0y :veSt=Oy:7€S}
O.B.d.A. ist A, # cf o fiir ein solches p. Dann gibt es ein B € B, mit B C ({0 :
v e S}
Dieses sieht man so: Angenommen es gilt A\, < cfa. Dann sei, fir v € S,
Sy ={B € B:BZ O0,}. Dann ist (Sy),es eine steigende Folge der Linge cf
und, fir alley € S, |5, | < A\p < cf @. Damit muf} (S,),es ab einem 7 € S konstant
werden. Man wihle nun B € B, \ S;. Dann gilt B C ({0, : v € S}.
Falls A, > cf a ist, so gilt, da fiir jedes v € S weniger als A, viele Elemente von
B, nicht in O, liegen und A, reguldr ist,
‘U{BEB :Bg 0.} <A,
~eS v

Damit gibt es ein B € By, das in allen O, v € S, enthalten ist.
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In jedem der beiden Fille setze man O, := B. |

Fir w < k < A und kompaktes X, das zumindest zwei Punkte enthélt, enthélt
X? keine zelluldren x-Punkte. Sei namlich p € X* doch zelluldrer x-Punkt und
A eine offene, disjunkte Familie, die dieses bezeugt. O.B.d.A. bestehe A aus kano-
nischen Basismengen von X*. Fiir A € A sei F(A) € [\]<* eine Menge, auf der
A lebt (also ein Trédger von A). Dann ist | J{F(A4) : A € A} |< k. Man wéhle
ae A\ U{F(A4): A e A}. Sei nun U Umgebung von p mit m,[U] # X. Dann gibt
es kein A € Amit ACU.

Fiir die Untersuchung von Potenzen X* erweisen sich schwach zellulire -

Punkte als niitzlich.

SATZ 3.6. Sei X kompakt und besitze homogene Potenzen. Weiter sei k eine
unendliche requldire Kardinalzahl. X enthalte einen schwach zelluldren k-Punkt.
Dann gilt, fiir alle g € X, char(q, X) > k.

BEWEIS. Sei A eine Kardinalzahl, fiir die X* homogen ist. C bezeichne den
Abschlu8 der kanonischen Basis von X* unter endlichen Vereinigungen. Sei p € X
ein schwach zelluldrer k-Punkt von X und A eine getrennte, abgeschlossene Familie,
die dieses beweist. Schliellich sei ¢ € X beliebig.

Die Familie {m; '[4] : A € A} beweist, daB die konstante Folge (p) ein schwach
zelluldrer k-Punkt von X* ist. Da X* homogen ist, ist auch die konstante Folge
(q) ein zelluldrer x-Punkt von X*. Sei B eine abgeschlossene, getrennte Familie,
die dieses bezeugt. Die Elemente von B sind kompakte Mengen, und damit gibt es
eine Familie R C C, die B trennt. Fiir S € R sei F(S5) ein endlicher Tréger von S.
Dann gibt es ein P C R mit |P |= &, so daBl {F(S) : S € P} ein A-System mit
einer Wurzel D ist, d.h. fur S,T € P mit § # T gilt F(S)N F(T) = D. Da R als
trennende Familie disjunkt ist, mufl D # () gelten. Damit ist

{mp(B): BE RAF(B) € P}

eine getrennte, abgeschlossene Familie in X, die bezeugt, daB 7p((q)) schwach
zellulérer x-Punkt ist. Also gilt char (7p((¢)), XP) > cf k = k.
Damit ist char(g, X) > k. O

Ob sich dieser Satz dahingehend verbessern 148t, dafl aus der Existenz eines
schwach zelluldren k-Punktes folgt, daf3 alle Punkte von X schwach zellulire k-
Punkte sind, ist nicht bekannt. In jedem Falle zeigt dieser Satz, dafl sich mit der
Existenz von homogenen Potenzen aus gewissen Eigenschaften einzelner Punkte von
X gute Riickschliisse auf die Eigenschaften aller Punkte ziehen lassen. Ein weiteres

Beispiel ist der folgende Satz:

SATZ 3.7. Sei X ein kompakter Raum, der homogene Potenzen besitzt. X ent-
halte einen zelluldren w-Punkt. Dann ist jeder Punkt von X entweder isoliert oder
w-Punkt.
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BEWEIS. Sei ) eine Kardinalzahl, fiir die X* homogen ist, und C wie oben der
Abschlu8 der kanonischen Basis von X* unter endlichen Vereinigungen. Weiter sei
p € X zellulidrer w-Punkt und {O,, : n € w} eine offene Familie, die dieses bezeugt.

Angenommen es gibt einen Punkt ¢ € X, der weder isoliert noch w-Punkt ist.
Dann sei W := X \ {¢}. Dann ist W offen und liegt dicht in X. Da ¢ nicht w-
Punkt ist, ist W abzihlbar kompakt, d.h. jede abzihlbare offene Uberdeckung von
W besitzt eine endliche Teiltiberdeckung:

Sonst sei (Uy)new eine abzihlbare offene Uberdeckung von W ohne endliche
Teiliiberdeckung. Man wéhle fiir jedes n € w ein @, € X \ J{U; : ¢ < n}. Dann ist
kein Punkt von W H&ufungspunkt der Folge (z,,)new. Da aber X kompakt ist, mufl
q Haufungspunkt der Folge sein. Da ¢ der einzige Haufungspunkt ist, konvergiert
die Folge gegen ¢q. Dieses widerspricht aber der Annahme, dafl ¢ nicht w-Punkt ist.

Sei nun V := 75 [W] € X*. Dann ist V offen und dicht in X*. Da ein Produkt
eines abzéhlbar kompakten Raumes mit einem kompakten Raum wieder abzé&hlbar
kompakt ist, ist V' abzihlbar kompakt. Die konstante Funktion (¢) € X* liegt auf
dem Rand von V. Da X* homogen ist, liegt auch die konstante Funktion (p) € X*
auf dem Rand einer offenen, abzihlbar kompakten, dichten Teilmenge D von X*.

Nun lassen sich Folgen (F,)ne, und (Cp)neo konstruieren , so daf fiir alle
n € w gilt:

F, € [A\]<¥, C, € C und C,, lebt auf F,
F, CFh1

F,#0und C, #0

Cnt1 CSDNN{7; Ony1] € B}

Die Konstruktion fithrt man wie folgt durch: Man wihle Cy # @ mit Cy C D
beliebig aus C mit einem endlichen, nichtleeren Tréger Fy. Fiir n € w mit n > 0 ist
DN({m;O0,] : @ € F,—1} offen und nicht leer, da F,,_; endlich ist. Man wéhle
C,, € C mit C,, # () und

C,CDN () 7'[On]
a€F, 1
Sei E,, C X ein endlicher Trager von C,,. Dann setze man F,, := F,,_1 UE,. Die
so gewahlten F,, und C,, leisten das Gewiinschte.

Nun wahle man fiir jedes n € w

fn€Can () =3 P}
a€A\F,,
Esist {f,:n € w} C D und (f,)ne, konvergiert gegen (p) € X*:
Dazu reicht es zu zeigen, daf} fiir jedes @ € A und jede offene Umgebung O von
p ein m € w existiert, so daB, fiir jedes n > m, f, € 7, [0] gilt.
Dies sieht man so: Seien O und « wie oben. Falls, fiir alle n € w, a ¢ F, gilt,
so ist, fiir alle n, f,(a) = p und damit f,, € 7, 1[O]. Sonst wihle man ein r € w mit

a € F,.. Da p zelluldrer w-Punkt ist, gibt es ein m > r, so daB, fiir jedes n > m,
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O,, C O ist. Weil nun, fiir n > m, f, € C, gewidhlt war und auflerdem F,. C F,,_1
und damit C,, C 7, 1[0,] gilt, ist f,, € 7 [On].

SchlieBlich besitzt die Folge (f,, )new einen Hiufungspunkt in D, da D abzéhlbar
kompakt ist: Sei ndmlich, fiir alle n € w, A, := m N D. Dann ist ({A, :
n € w} # 0, da kein endlicher Schnitt von Mengen A,, leer ist. Die Elemente dieses
Schnittes sind aber gerade die Haufungspunkte der Folge (f,)new in D. Da aber
(p) der einzige Hiaufungspunkt ist, folgt daraus (p) € D. Dieses widerspricht der
Wahl von D mit (p) € D\ D. O

3.3. Bilder kompakter linearer Ordnungen. Im Folgenden bezeichne L
immer eine kompakte lineare Ordnung. Die Ordnungsrelation wird mit < bezeich-
net.

Ein stetiges Bild X von L ist immer auch Bild einer kompakten linearen Ord-
nung unter einer irreduziblen Abbildung. Das ist ein Spezialfall einer Tatsache, die
fiir alle Bilder von kompakten Réumen gilt:

Sei Y ein kompakter topologischer Raum und f : ¥ — X stetig und sur-
jektiv. Dann existiert nach dem Zornschen Lemma eine minimale abgeschlossene
Teilmenge Y/ von Y mit f[Y’] = X. Wegen der Minimalitét von Y’ gibt es keine
echte Teilmenge von Y, deren Bild unter f der ganze Raum X ist. f | Y ist also
irreduzibel.

Fiir Y = L ist solch ein minimales Y als eine abgeschlossene Teilmenge einer
kompakten linearen Ordnung selbst eine kompakte lineare Ordnung. Wegen der
Abgeschlossenheit von Y/ stimmt némlich die Unterraumtopologie von Y’/ mit der
Ordungstopologie, die von der auf Y’ eingeschrinkten Ordnung von L induziert
wird, iiberein.

Entscheidend fiir die Untersuchung von Bildern kompakter linearer Ordnungen
ist die Tatsache, dafy schwach zelluléire k-Punkte einer kompakten linearen Ordnung

unter irreduziblen Abbildungen auf zelluldre k-Punkte abgebildet werden.

DEFINITION UND LEMMA 3.8. Ist A eine disjunkte Familie offener, nichtleerer
Teilmengen der kompakten linearen Ordnung L und ¥ : L — X eine irreduzible

stetige Surjektion, so ist auch
P (A) ={X\Y[X\4]: Ae A}

eine disjunkte offene Familie nichtleerer Mengen. Falls A beweist, dafi ein Punkt
p € L zellulirer k-Punkt ist, fir eine Kardinalzahl k, so beweist ¢ = (A), daf 1(p)

zelluldrer k-Punkt von X ist.

BEWEIS. Sei A ein disjunkte offene Familie nichtleerer Teilmengen von L. Da
1 eine abgeschlossene Abbildung ist, ist, fiir jedes A € A, X \ y[L \ 4] offen. Da
A nicht leer ist und v irreduzibel, ist ¢[L \ A] # X. Seien A1, Ay € A verschieden.
Dann gilt

X\GIL\ AN X\P[L\ Ag] = X\ (P[L\ AJUP[L\ Az]) = X\P[L\ (A1 N Az)] = 0.



3. POTENZEN VON BILDERN KOMPAKTER LINEARER ORDNUNGEN 23

Angenommen, A beweist, dafl ein Punkt p € L zellulidrer k-Punkt ist. Dann sei

O C X eine Umgebung von % (p). Es gilt dann
{AeA: AZ Y YO} < &,

und fiir A € A mit A C O] ist ¥[L\ A] 2 X \ O und damit X \ ¢[L \ A] C O.
Also gilt [{B €y *(A): BZO}| < k. O

Falls eine kompakte lineare Ordnung L unendlich ist, so enthélt L einen w-
Punkt, ndmlich einen Haufungspunkt einer nichttrivialen Folge. Ein w-Punkt in L

ist schon zelluldrer w-Punkt. Dieses 143t sich verbessern zu folgendem Lemma:

LEMMA 3.9. Falls p ein w-Punkt in einem stetigen Bild X einer kompakten

linearen Ordnung L ist, so ist p zelluldrer w-Punkt von X.

BEWEIS. Sei (pn)new €ine nichttriviale Folge in X, die gegen p konvergiert
und ¢ : L — X surjektiv, stetig und irreduzibel. Fiir jedes n € w wihle man
tn € V7 [{pa}l.

Nun firbe man jede Paarmenge {n,m} € [w]? mit 0, falls n < m und g, < g,
und mit 1, falls n < m und ¢, > ¢,. Nach dem Satz von Ramsey gibt es eine
unendliche Teilmenge A von w, die homogen beziiglich dieser Farbung ist.

Dann ist (gn)nea eine monotone Folge, die gegen ein ¢ € L konvergiert, und
0.B.d.A. injektiv. Es gilt ¢¥)(q) = p. Man wiihle, fiir alle n € A, disjunkte offene
Intervalle I, mit g, € I,. Die Familie A := {I,, : n € A} zeigt, daf} g zelluldrer
w-Punkt von L ist. Damit ist p zelluldrer w-Punkt in X mittels ¢ x (A). O

Wiéhrend das letzte Lemma die Existenz von zelluldren w-Punkten in unend-
lichen Bildern kompakter linearer Ordnungen liefert, garantiert das folgende die
Existenz von zelluldren x-Punkte fiir gewisse iiberabzidhlbare Kardinalzahlen k,
falls X Punkte von iiberabzihlbarem Charakter enthélt.

Fiir eine Teilmenge A von L sei w(A) :=sup A, falls 6(A) = cf 4, und 7n(A) :=
inf A sonst. Dann ist, falls 7(A) € A, w(A) zelluldrer 6(A)-Punkt von L.

LEMMA 3.10. Ist p € X nicht isoliert und X stetiges Bild einer kompakten li-
nearen Ordnung L, dann ist p ein zelluldrer char(p, X)-Punkt von X . Falls char(p, X)

singuldr ist, so ist
char(p, X) = sup{« : & ist regulir und p zelluldrer r-Punkt}.

BEWEIS. Sei ¢ : L — X stetig, surjektiv und irreduzibel, und sei \ :=
char(p, X). Dann ist 3 := char(y»"*[{p}], L) = \:

DaBl 5 < A gilt, ist klar. 8 > A sieht man so: Sei U eine offene Umgebung von
7 L{p}]. Dann ist X \ ¢[L \ U] eine offene Umgebung von P, da 1) abgeschlossen
ist. Sei (Ua)a<p eine offene Umgebungsbasis von 1~ [{p}]. Dann ist
(N (X\WILAUa]) = X\ | #IL\Ua] = X\GIL\ (1) Ual = X\ (X\ {p}) = {p}.
a<f a<f a<p

Daraus folgt die Behauptung.



24 1. UBER LINEARE ORDNUNGEN

Sei nun A eine disjunkte offene Familie maximaler Intervalle mit | JA = L\
Y {p}]. Dann ist A = > {6(A4) : A € A} und somit ist | A|< A und, fiir alle
A € A, §(A) < A Da ihr Komplement kompakt ist, trifft jede offene Umgebung
von 1~ 1[{p}] alle bis auf endlich viele Elemente von A.

Fir A € A mit 6(A) > 1 sei R(A) eine disjunkte Familie offener Intervalle
in A, die die zelluldre 6(A)-Punkteigenschaft von w(A) beweist. Fiir 6(A) > 1 ist

m(A) € Y~ [{p}]. Sei
S:=|J{R(A): A€ Aund 5(A) > 1} U{A € A:5(A) =1}

Dann ist S disjunkte offene Familie und jede Umgebung von ¢ ~![{p}] enthiilt
alle bis auf weniger als A viele Elemente von S. Also zeigt ¥ * (S), da8l p zelluldrer
A-Punkt ist.

Um die zweite Aussage zu beweisen, unterscheide man zwei Falle. In jedem Fall
sei char(p, X) singulir.

Der Fall char(p, X) = sup{d(A) : A € A} ist trivial.

Falls char(p, X) > sup{d(A) : A € A} ist, gilt char(p, X) =| A|. Sei k <| A|

beliebig. Dann gibt es eine Teilfamilie 5 von A von reguldrer Méachtigkeit mit
| B| > max(x,sup{d(A4) : A € A}).
Wie oben folgt dann, daf p zelluldrer | B|-Punkt ist. O
Nach diesen Vorbereitungen kann man nun den angestrebten Satz beweisen.

SATz 3.11. Jedes stetige Bild X einer kompakten linearen Ordnung, das homo-

gene Potenzen hat, erfillt das erste Abzdhlbarkeitsaxiom.

BEWEIS. Sonst sei p € X ein Punkt mit x := char(p, X) > w. Dann gibt es nach
Lemma 3.10 eine iiberabzihlbare regulidre Kardinalzahl A < k, fiir die p zelluldrer
A-Punkt ist. Dann ist p insbesondere schwach zelluldrer A-Punkt. Damit gilt gemif3
Satz 3.6 fiir alle Punkte ¢ € X, char(q, X) > A. Damit gibt es fiir jedes ¢ € X eine
regulére Kardinalzahl A\, > w, fiir die ¢ zelluldrer A,-Punkt ist. Da X unendlich ist,
ist X stetiges Bild einer unendlichen kompakten linearen Ordnung. Diese enthélt
einen w-Punkt, der wegen Lemma 3.9 auch zelluldrer w-Punkt ist. Dieser Punkt
wird auf einen zelluldren w-Punkt von X abgebildet. Da X keine isolierten Punkte
enthalten kann, ist geméaf Satz 3.7 jeder Punkt ein w-Punkt. Damit ist nach Lemma
3.9 jeder Punkt von X auch zelluldrer w-Punkt. Solch einen Raum X kann es jedoch

wegen Satz 3.5 nicht geben. O

Dafl homogene, nulldimensionale Bilder kompakter linearer Ordnungen das er-

ste Abzéahlbarkeitsaxiom erfiillen, 148t sich auch anders zeigen:

BEMERKUNG 3.12. Sei X ein homogenes, nulldimensionales stetiges Bild einer
kompakten linearen Ordnung L, 0.B.d.A. unter einer irreduziblen Abbildung. Wie
man nachrechnen kann, ist L dann auch nulldimensional. Die Boolesche Algebra
Clop X der offen abgeschlossenen Teilmengen von X 148t sich in Clop L einbet-
ten. Es 148t sich zeigen, dafl Clop X dann eine Pseudobaumalgebra ist, d.h. da§
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Clop X erzeugt wird von einer Menge T' C Clop X, die beziiglich der inversen Ord-
nung der Booleschen Algebra Clop X ein Pseudobaum ist (siche Heindorf [8]). Ein
Pseudobaum ist eine halbgeordnete Menge, in der die Vorgéngermenge eines jeden
Elementes linear geordnet ist.

O.B.d.A. sei ) ¢ T. Sei C eine maximale Kette in 7. Dann erzeugt C' einen
Ultrafilter p von Clop X. Wenn nun die Koinitialitdt von C bzgl. der mengentheore-
tischen Inklusion iiberabzéhlbar wére, so wére p ein P-Punkt von Ult Clop X. Das
widerspricht Lemma 2.2. Damit ist ¢iC' < w. Eine koinitiale Teilmenge von C' ist
aber nichts anderes als eine Umgebungsbasis des p ensprechenden Punktes von X.
Also hat ein Punkt von X abzéhlbaren Charakter, und damit besitzt jeder Punkt

von X eine abzidhlbare Umgebungsbasis. O
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KAPITEL 2

Grofle homogene Riume

1. Vorbemerkungen

Ziel dieses Kapitels ist es, die Inhomogenitidt gewisser Produkte mit grofien
Réumen zu zeigen. Ein ,grofler” topologischer Raum ist hierbei ein unendlicher
kompakter Raum, in dem jede unendliche abgeschlossene Teilmenge (w als Unter-

raum enthélt.

DEeFINITION 1.1. Fiir einen topologischen Raum X bezeichne Clop X die Boo-
lesche Algebra der offen-abgeschlossenen Teilmengen von X. X heifit nulldimen-
sional, falls die offen-abgeschlossenen Teilmengen von X eine Basis der Topologie
von X bilden. Ist X zusétzlich kompakt, so heiit X Boolesch. Fiir eine Boolesche
Algebra A bezeichne Ult A die Menge der Ultrafilter in A mit der Topologie, die

von der kanonischen Basis

{{pepBw:Acpl:Ac A}

induziert wird.

DEFINITION 1.2. fw ist die Stone-Cech Kompaktifizierung des Raumes w der
natiirlichen Zahlen mit der diskreten Topologie. Es ist fw = Ult P(w).
Jede natiirliche Zahl n wird mit dem von {n} erzeugten Hauptultrafilter iden-

tifiziert. w* ist fw \ w mit der Unterraumtopologie. O

Bw ist in folgendem Sinne grof: Auf Grund der Eigenschaften der Stone-Cech
Kompaktifizierung 148t sich jede Abbildung von w in einen kompakten Raum stetig
auf fw fortsetzen. Damit ist jeder kompakte Raum mit einer abzéhlbaren, dichten
Teilmenge ein stetiges Bild von fw. Insbesondere ist Sw ein Kompaktum mit einer
abzahlbaren, dichten Teilmenge von maximaler Kardinalitét.

Kompakte F-Riume sind grofi.

DEFINITION 1.3. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A von X heif3t
C*-eingebettet genau dann, wenn sich jede stetige Abbildung f : A — [0, 1] stetig
auf ganz X fortsetzen 1aft.

X heifit F-Raum genau dann, wenn jede Konullmenge, d.h. jedes Urbild von
(0, 1] unter einer stetigen Abbildung g : X — [0, 1], C*-eingebettet ist. O

LEMMA 1.4. pw ist F-Raum.

BEWwEIS. Offenbar ist w ein F-Raum und C*-eingebettet in Sw. Sei A C fw
eine Konullmenge und f: A — [0, 1] stetig.

27
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Nun sei A’ := ANw und F eine stetige Fortsetzung von f | A’ auf w und SF
die Stone-Erweiterung von F. Da A offen ist, liegt A’ dicht in A. Da 8F und f auf
A’ iibereinstimmen, gilt SF | A = f. O

LEMMA 1.5. In jedem kompakten F'-Raum X haben offene, disjunkte F,-Mengen
A und B disjunkte Abschliisse.

BEwEIs. Mit A und B ist auch AU B eine F,,-Menge. Mit der Normalitéit von
X folgt nun aus dem Lemma von Urysohn, dafl AU B eine Konullmenge ist. Da A
und B offen und disjunkt sind, ist f: AU B — [0, 1], definiert durch

0, fallsz € A
flz) =
1, sonst,
stetig und 1Bt sich damit stetig auf X fortsetzen. Bezeichne f : X — [0, 1] eine
stetige Fortsetzung von f.
Dann ist A C f7'[[0,1]] und B C f~*[[2,1]]. Damit ist AN B = 0. 0

DEFINITION 1.6. Eine injektive, diskrete Folge (d,)ne, in einem kompakten
Raum X heif3t stark getrennt genau dann, wenn es, fiir alle n € w, Umgebungen U,
von d,, gibt, so daf} fiir alle A C w
UuanJUn=0
€ n¢A

neA

gilt. O

LEMMA 1.7. Falls (d(n))nau eine stark getrennte Folge in einem kompakten
Raum X ist, so ist {d(n):n € w} homdomorph zu fw. Genauer ist bereits die

Stone-Erweiterung
Bd : fw — {d(n) :n € w}

ein Homdomorphismus.

BEWEIS. Da (w kompakt ist, geniigt es zu zeigen, dafl Gd bijektiv und stetig
ist. Die Stetigkeit ist aber klar.

Bd ist surjektiv, da Bd[Sw] abgeschlossen ist und {d(n) : n € w} enthilt.

Die Injektivitéit sieht man so ein: Seien a,b € fw mit a # b und U eine ab-
geschlossene Umgebung von a, die b nicht enthélt. Weiter sei A := U N w und
B:=w\ A Dannist A={p€ pw: A€p}und B={p€ pBw:B € p}, und fw ist
die disjunkte Vereinigung von A und B.

Wegen der Wahl von U ist a € A und b € B. Da (d(n))new
ist, gilt Bd[A] N Bd[B] = 0. Wegen (d[A] C Bd[A] und Bd[B] C (d[B] ist dann
a #b. O

stark getrennt

LEMMA 1.8. Jede diskrete, injektive Folge (dp)ncw in einem kompakten F -

Raum X ist stark getrennt.
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BEWEIS. Induktiv lassen sich fiir alle n € w disjunkte, abgeschlossene Umge-
bungen V,, von d,, konstruieren:

Man wibhle fiir alle n € w abgeschlossene Umgebungen V,, von d,, mit d,,, € V,,
fiir alle m € w\ {n} und V,, NY

Nun sei, fir alle n € w, W,, C V, eine offene Umgebung von d,. Da X

men Vm = 0. Solche V;, existieren, da X reguliir ist.
vollstindig regulér ist, gibt es stetige Funktionen f, : X — [0,1], die d,, und
X \ W, trennen, 0.B.d.A. mit f,(dy) = 0. Sei U, := f,;*[[0,3)]. Dann sind die
U, offene F,-Mengen, und die Familie {U, : n € w} beweist, dal (d,)necw stark
getrennt ist. [l

KOROLLAR 1.9. Jede abgeschlossene, unendliche Teilmenge eines kompakten

F-Raumes X enthdlt eine Kopie von fw.

BEWEIS. Jede abgeschlossene, unendliche Teilmenge von X enthélt eine diskre-
te, injektive Folge und deren Abschlufl beziiglich X. Dieser ist aber homdomorph
zu [Bw. O

Solchen groflen Rdumen entgegengesetzt sind folgenkleine Riume.

DEFINITION 1.10. Ein topologischer Raum X heifit folgenklein genau dann,
wenn jede unendliche Teilmenge A von X eine unendliche Teilmenge B hat, deren
Abschluf} keine Kopie von [Sw enthéilt. O

2. Uber fw und w*

2.1. fBw ist prim. Um Produkte mit unendlichen kompakten F-R&dumen in
den Griff zu bekommen, wird eine nichttriviale Aussage iiber die Einbettbarkeit
von fw in abzéhlbare Produkte benétigt, die auch an sich interessant ist:

Falls Sw sich in ein abzdhlbares Produkt von 75 Raumen einbetten 148t, so
auch in einen der Faktoren. Dieser Satz stammt von urspriinglich von Malykhin.
Der Beweis dieser Aussage benétigt einige Lemmata. Der Beweis von Lemma 2.5

beruht auf miindlicher Kommunikation mit Shapiro.

LEMMA 2.1. Falls X ein kompakter topologischer Raum ist und fw ein stetiges
Bild von X, so lqf$it sich fw in X einbetten.

BEWEIS. w C fw ist eine gut getrennte Folge. Man wihle fiir jedes n € w eine
Umgebung U,, C fw, so daBl (U )new eine gut trennende Familie ist.

Sei f : X — [w stetig und surjektiv. Nun wéhle man, fiir jedes n € w,
xn € f7YU,). Dann ist die Folge (2, )new gut getrennt in X mittels (f U] new

und damit {z, : n € w} homdomorph zu Sw. O

KOROLLAR 2.2. Falls 22 stetiges Bild eines kompakten Raumes X ist, so lift

sich Bw in X einbetten.

BEWEIS. P(w) hat die Méchtigkeit 2¢ und ist daher homomorphes Bild der

freien Booleschen Algebra iiber 2¢ vielen Erzeugern. Dualisieren liefert, dafi Sw
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sich in 22” einbetten liBt. Also ist Sw stetiges Bild einer abgeschlossenen und damit

kompakten Teilmenge von X. Damit 148t sich Sw in X einbetten. O

Der Beweis des angestrebten Satzes zerfillt in zwei Teile. Den ersten Teil liefert

das folgende Lemma:

LEMMA 2.3. Ldft sich fw in ein Produkt X =[]
ten, so existiert eine endliche Teilmenge 7 C w, so daf$ sich Bw bereits in [],
einbetten 1Gf3t.

icw Xi von Ty-Riumen einbet-

167’

BEWEIS. Fiir U € Clop Bw bezeichne U die Menge U selbst und U! das Kom-
plement Sw\U. Sei (Uy)a<2+ eine unabhiéngige Familie in Clop fw. Man identifiziere
Bw mittels einer Einbettung mit einer Teilmenge von X. Fiir jedes a < 2“ wihle
man in X disjunkte offene Umgebungen V! von U? und V! von U..

Da U2 und U} kompakt sind, lassen sich V.Y und V! als endliche Vereinigungen

von Mengen der kanonischen Basis von [],._ X; wihlen. Damit leben V¥ und V!

icw
auf einer endlichen Teilmenge 7, von w.

Da w nur abzéhlbar viele endliche Teilmengen hat, gibt es T C 2% mit |T'|= 2¢
und 7 € [w]<¥, so daB, fiir alle « € T, 7, = 7 gilt. Offenbar ist 7 # 0. O.B.d.A. sei
die unabhiingige Familie (Uy )a<2+ bereits so gewiihlt, dal T' = 2¢ gewiihlt werden
kann.

Es ist

wlpel = | () w04
fe22v ag2v

Man definiere ¢ : 7, [fw] — 22° durch

gz)=fexec () U]
a<2v

q ist wohldefiniert: Fiir f,g € 22 mit f # g existiert v € 2 mit f(y) # g(7).
Wegen der Wahl von 7 ist

U = win | =Ud) Cr U] nr [UsD] = 9.
a<2w a<2w

Die Unabhiingigkeit von (Uy)q<o- garantiert, daB g surjektiv ist: Fiir f € 227
ist

ﬂ 7T7-[Uf a) O, ﬂ Uf(a 7; 0,
a<2w a<2w
da wegen der Unabhéngigkeit der U, und der Kompaktheit von Sw Schnitte der
Form (1, cou UZ(® nicht leer sind.
Die Abbildung ¢ ist stetig: Die Mengen der kanonischen Subbasis von 22° haben
die Form 7 1[{i}] mit o < 2 und i = 0, 1. Es ist
¢ [ma ) = m[U8] = (T] X\ w8 \ UL) 0 e,
ier
also offen.

Damit ist 227 stetiges Bild von 7, [fw]. Also 1Bt Sw in 7, [Bw] und damit auch

in [[;c, Xi einbetten. O
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Mit der in dem letzten Beweis benutzten Konstruktion der Abbildung ¢ 148t

sich noch eine Verbesserung von Korollar 2.2 zeigen:

BEMERKUNG 2.4. fw 148t sich in einen T5-Raum X einbetten genau dann,
wenn sich mindestens eine kompakte Teilmenge von X surjektiv und stetig auf 22°
abbilden 148t. O

Um nun den gewiinschten Satz vollstdndig beweisen zu kénnen, mufl aus der
Einbettbarkeit von fw in ein endliches Produkt von T5-Réumen noch die Einbett-

barkeit in einen der Faktoren gefolgert werden.

LEMMA 2.5. Falls fw sich in ein Produkt X XY wvon Ts-Rdumen einbetten lafst,

so auch in X oderY.

BEWEIS. Fafit man Sw, nachdem man sich fiir eine Einbettung von fw in X XY
entschieden hat, als Teilmenge von X X Y auf, so geniigt es 0.B.d.A. X = mx[fw]
und Y = 7y [fw] anzunehmen. Im Folgenden sei g := 7 [ Sw. Man unterscheide
drei Fille:

1. Esgibt ein z € X mit | g~ [{z}]| > w. Dann ist g~![{z}] eine abgeschlossene,
unendliche Teilmenge von Bw und enthélt damit eine Kopie von fw. my |
g '[{z}] ist injektiv und daher Homdomorphismus auf my [¢~![{z}]]. Damit
148t sich Sw in Y einbetten.

2. Fiir jedes z € X ist g~ ![{z}] endlich, aber die M#chtigkeiten dieser Mengen

sind unbeschrénkt in w. Man wéhle eine unendliche Teilmenge 7" von X mit

Va,y € (19~ {2} =lg7 {y}ll &z =y).

Nun wihle man eine diskrete Folge (z;);c, in T und disjunkte offene
Umgebungen V; der z; in X, so daB (| g~ [{zi}] | )iew streng monoton
steigt.

Schliefllich wihle man noch, fiir alle n € w, disjunkte Folgen U,, = {p? :
n < i < w} mit g(p) = z; fiir n <4, und fiir alle n € w disjunkte offene
Familien {W : n < i} mit my (pl*) € W fir i < n.

Dann beweist {V; x W : i € wAn < i}, daB {p!' : i € wAn < i}
diskret ist. Damit gilt U, N U,, = 0 fiir n # m. Sei 2 € X Haufungspunkt
von (z;)icw. Dann existiert fiir jedes n € w ein p™ € U,, mit g(p") = z. Die
p™ sind alle verschieden und damit ist | g~![{x}] | > w. Dieses widerspricht
der Annahme.

3. (g =} | )xeX ist beschrankt in w. Dann sel n € w maximal mit |
g~ [{z}]| = n fiir unendlich viele z € X. Nun wihle man eine diskrete Folge
(7i)icw in X mit | g~ [{z;}]|= n fiir alle i € w. AuBerdem wiihle man, fiir
alle j < n, disjunkte Folgen U; = {pf i € w} mit g(pz) = x; fiir alle i € w.

Wie in (a) sieht man, daB {p/ : i € w A j < n} diskret ist in Sw. Damit
gilt U; NU; = 0 fiir j # j'. Die Menge F = {x € X :| g [{z}] | > n}

ist endlich. Man zerlege Uy in unendlich viele unendliche, disjunkte Mengen
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(Ar)mew- Dann ist A,, N A, = () fiir m # m’. Damit existiert m € w, so
daB, fiir alle p € A,,, g(p) & F gilt. Dann ist A,, als Abschluf} einer diskreten

Folge in fw homéomorph zu fw und g | A, injektiv. Also 148t sich fw in
X einbetten.

Insgesamt folgt die Behauptung. O

Mit Hilfe der Lemmata 2.3 und 2.5 und vollsténdiger Induktion erhélt man nun

den gewiinschten Satz.

SATZ 2.6. PBw lifit sich genau dann in ein abzdhlbares, nichtleeres Produkt von

Ty-Rdumen einbetten, wenn Bw sich in einen der Faktoren einbetten laft. O

2.2. Schwache P-Punkte in w*. Unter CH kann man mit Hilfe von P-
Punkten beweisen, daf§ w* nicht homogen ist. Nach einem Resultat von Shelah
ist die Existenz von P-Punkten in w* jedoch unabhingig von ZFC. Wie in diesem

Abschnitt gezeigt wird, enthélt w* aber schwache P-Punkte.

DEFINITION 2.7. Sei X ein topologischer Raum. Dann heifit p € X schwacher

P-Punkt genau dann, wenn p nicht im Abschlufl einer abzihlbaren Teilmenge von
X\ {p} liegt.

Wie im Falle der P-Punkte muf} jeder kompakte homogene Raum X, der einen
schwachen P-Punkt enthilt, bereits endlich sein. Sonst existiert ndmlich eine nicht-
triviale Folge in X, und diese hat wegen der Kompaktheit von X einen Haufungs-
punkt p. p ist kein schwacher P-Punkt. Das widerspricht aber der Homogenitét von
X.

Die schwachen P-Punkte, die in diesem Abschnitt konstruiert werden, sind alle

sogenannte wi-OK-Punkte.

DEFINITION 2.8. Sei X ein topologischer Raum und & eine Kardinalzahl. p € X
heifit k-OK genau dann, wenn fiir jede Folge (U, )new von Umgebungen von p eine

Folge (Viu)a<x von Umgebungen von p existiert, so daf fiir alle n € w mit n > 1

gilt:
o << ap<k=>Vy, N---NV,, CU,.
Solch eine Folge (V,,) heifit k- Verfeinerung der Folge (U,,). O
BEMERKUNG 2.9. 1. Fir zwei Kardinalzahlen x und A mit k < \ ist ein

A-OK-Punkt p € X auch x-OK.
2. Jeder Punkt p € X ist w-OK.
3. Falls p € X ein P-Punkt ist, so ist p k-OK fiir alle Kardinalzahlen x.
4. Falls p € X k-OK ist fiir ein x > char(p, X), so ist p P-Punkt.

BeEwEIs. (1) ist trivial.
Zum Beweis von (2) wéhle man, fiir alle o <w, Vo := (1, <41 Un.

Zum Beweis von (3) wihle man, fiir alle a < &, V,, 1= U,.

new
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(4) sieht man so ein: Sei (Up)new eine Folge von Umgebungen von p und
(Va)a<r eine k-Verfeinerung dieser Folge, 0.B.d.A. seien dabei alle V,, Elemente
einer festen Umgebungsbasis U von p mit |U | = char( J X).

Wegen |U | < k gibt es ein @ < k und eine streng monoton wachsende Folge
(n)new In K, so daB, fiir alle n € w, V,, =V, gilt.

Dann ist fiir alle n € w

VL ::rw v;ifg Uﬁa

i<n
und damit
Vo=()Va, €[] Un:
new new
Also ist (,,c,, Un Umgebung von p. O

Die Verbindung zwischen x-OK-Punkten und schwachen P-Punkten liefert das

folgende Lemma.

LEMMA 2.10. Ist X Ti-Raum und p € X ein wy-OK-Punkt, so ist p schwacher
P-Punkt.

BEWEIS. Sei {¢q, : n € w} C X \ {p}. Fiir jedes n € w sei U,, := X \ {¢g,}. Da
X Ty-Raum ist, ist jedes U,, Umgebung von p. Sei (V,)a<w, €ine wi-Verfeinerung
von (Up)new-

Fiir jedes n € w gilt |[{o < wy : gn € Vo }| < n. Damit enthélt V, fiir alle bis auf
abzéhlbar viele v < wy kein g,. Also liegt p nicht im Abschlufl der Folge (¢n)new-

Da die g, beliebig gegeben waren, folgt die Behauptung. [l

In diesem Kapitel soll die Inhomogenitidt von w* auf gewisse andere Riume
iibertragen werden. Dazu ist es notwendig w* und fw genauer zu untersuchen. Ein

wichtiges Hilfsmittel dazu ist die Rudin-Keisler Ordnung auf Sw.

DEFINITION 2.11. Fiir eine Funktion f : w — w bezeichne f : fw — (w
die eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung von f auf Sw.
Die Rudin-Keisler Ordnung < auf fw ist wie folgt definiert:

Fiir alle p, g € fw gelte p < q¢ genau dann, wenn es ein f : w — w gibt, so dafl
Bf(q) = p gilt. O

Man beachte, da8 fiir f: w — w die Abbildung 8f gegeben ist durch Sf(p) =
{BCw: f~1[B] €p}.

Die Rudin-Keisler Ordnung ist reflexiv und transitiv, aber keine Halbordnung.
Es 148t sich zeigen, daf fiir alle p,q € fw mit p = ¢ und ¢ < p eine Bijektion
f:w — w existiert mit Bf(p) = ¢ (sieche Comfort und Negrepontis [4]).

Umgekehrt kann man, fiir alle p, ¢ € fw, p ~ g genau dann definieren, wenn eine
Bijektion f : w — w existiert mit 3f(p) = ¢. Dann ist ~ Aquivalenzrelation auf

Bw und die von < auf fw/ ~ induzierte Quotientenrelation ist eine Halbordnung.
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Das Ziel dieses Abschnittes ist es eine Teilmenge der Michtigkeit 2¢ von w*
zu konstruieren, deren Elemente paarweise Rudin-Keisler unvergleichbare schwache
P-Punkte sind. Genauer werden die Elemente dieser Menge sogar 2“-OK sein.

Die induktive Konstruktion benutzt Familien, die unabhéngig modulo eines
Filters sind, und wurde urspriinglich von Kunen benutzt, um gute Ultrafilter zu
konstruieren, die in der Modelltheorie benutzt werden. Die Existenz guter Ultrafil-
ter konnte vorher nur unter CH gezeigt werden. Diese Methode der unabhéngigen
Mengen eignet zur Konstruktion von Ultrafiltern, deren Existenz sich sonst nur
unter CH oder MA zeigen li8t. Die Beweisstruktur ist dabei immer folgende:

Man startet mit einem Filter und einer Familie, die gewisse Unabhéngigkeits-
eigenschaften bzgl. des Filters besitzt. Nun erweitert man den Filter induktiv zu
einem Ultrafilter. In jedem Schritt liefert die unabhéngige Familie die Mittel, den
Filter so zu erweitern, daf§ er die gewiinschten Eigenschaften erhélt. In jedem Schritt
verkleinert man dann die Familie so, da3 die Unabhéngigkeit wieder hergestellt
wird, aber nur so wenig, daf} sich die Konstruktion fortsetzen 148t. Die Limes-
schritte der Konstruktion sind immer trivial, d.h. man erhélt den Filter, indem
man iiber die bisher konstruierte aufsteigende Kette von Filtern vereinigt, und die
unabhingige Familie, indem man iiber die bisher konstruierte fallende Kette von
unabhéngigen Familien schneidet.

Sei fin das Ideal der endlichen Teilmengen von w und CF der duale Filter der
koendlichen Teilmengen von w. Fiir jeden Filter F sei F* das duale Ideal und fiir
jedes Ideal 7 sei Z* der duale Filter.

DEFINITION 2.12. Sei F Filter iiber w mit CF C F.

1. Sei 1 < n < w. Eine indizierte Familie {A; : ¢ € I'} heifit genau n-verbunden
modulo F genau dann, wenn, fiir alle o € [I]", ., Ai &€ F* gilt, aber, fiir
alle n € [I]"*1, N, Ai € fin ist.

2. Eine Familie {A;, : i € IN1 < n < w} C P(w) heifit verbundenes System
modulo F genau dann, wenn fiir alle n > 1 die Familie {4, : i € I'} genau
n-verbunden modulo F ist und, fiir allen € wund i € I, Ajp € Aj(p41) gilt.

3.{A :ieIAl<n<wAjeJ} C Pw) heiBt I mal J unabhiingige
verbundene Familie modulo F genau dann, wenn fiir alle j € J die Familie
{Al i€ IAl<n < w}en verbundenes System modulo F ist und

auBlerdem fiir alle 7 € [J]<“, 1 <nj; <wund o; € [I|™ fir j € 7

N () AL,)¢F

JET i€0;

gilt. (|
Die Existenz unabhéngiger Familien liefert folgendes Lemma.

LEMMA 2.13. FEs gibt eine 2¢ mal 2¥ unabhdngige verbundene Familie modulo
CF.
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BEWEIS. Sei
S:={(k, f):kewAf:Pk) — P(P(k))}.

Dann gilt | S |= w. Die gesuchte unabhingige Familie wird als Familie von Teil-
mengen von S anstelle von w konstruiert. Fiir n € w mit 1 < n und X,Y € P(w)
sei

A, ={k, eS| fYNk)|<nAXNke fYNE)}.

Diese Familie leistet das Gewiinschte:
Fiir feste Y und n ist {AY, : X € P(w)} genau n-verbunden modulo CF. Sei
némlich o € [P(w)]”. Dann ist

N A% ={ResIfynrl<na A (XnkefYnk)} & fin:

Xeo Xeo

Fiir beliebiges k € w ist {X Nk : X € ¢} € P(P(||)) und hat héchstens n
Elemente. Nun existiert ein f : P(k) — P(P(k)) mit f(Y Nk) = {XNk: X € o}.
Also gibt es unendlich viele Paare (f, k) € Nye, AXn-

Sei nun o € [P(w)]"*!. Dann existiert ein kg € w mit |[{XNko: X € 0} |=n+1.
Fiir k > ko gibt es also kein f : P(k) — P(P(k)) mit | f(Y Nk) [< n und
{XNko: X €0} C f(YNE).

Da es fiir jedes k € w nur endlich viele f : P(k) — P (P(k)) gibt, ist

() Ak, € fin.
Xeo
Fiir festes Y € P(w) ist die Familie {AY, : X € P(w) Ao <\ < w} ver-
bundenes System modulo CF, da, fiir alle X,V € P(w) und n € w mit 1 < n,
A}/(n c A§(n+1) gllt
Schlielich sei 7 € [P(w)]<¥, und fiir jedes Y € 7 sei ny € w mit 1 < ny und
oy € [P(w)]\¥. Dann ist

N(N %) ={knes:

Yer X€oy
VWer(|f(YNk)|<ny A{XNk:Xcoy}C f(YNEk))}

unendlich:
Man wahle kg € w so grof, dafl die Mengen Y N ko fiir Y € 7 paarweise
verschieden sind. Dann gibt es wie oben fiir jedes k > ko Funktionen f mit (k, f) €

ﬂYGT (ﬂXeoy A§"Y) u

Die Konstruktion der 2¢ Rudin-Keisler unvergleichbaren schwachen P-Punkte
in w* ist eine Variation der folgenden Konstruktion eines schwachen P-Punktes in

*

w".

SATZ 2.14. w* enthdlt einen 2% -OK-Punkt und damit einen schwachen P-Punkt.
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BEWEIS. Sei {B, : pt < 2¥ A p ist gerade} eine Aufzéhlung aller Teilmengen
von w. Fiir n € w und ungerades p < 2% sei Cy, C w so gewahlt, daB (Cpn)new
eine streng fallende Folge ist und jede streng fallende Folge von Teilmengen von w
in {(Cun)new : p < 2% A p ist ungerade} kofinal oft vorkommt.

Man beachte, daB fiir jeden Punkt p € w* eine fallende Folge (Cp,)new in p (p
ist ein Ultrafilter iiber w) sich mittels der Abbildung

Cp— U, ={qew":C,eq}

auffassen 148t als Folge von Basisumgebungen von p.
Sei {42, :a,8 <2Y A1 < n < w} eine 2 mal 2% unabhingige verbundene
Familie modulo CF. Induktiv sollen fiir alle p < 2 Teilmengen K, von 2“ und

Filter F,, iiber w konstruiert werden, so daf} folgendes gilt:

L {AB o <29Al <n<wAB € K,}ist 2¢ mal K, unabhiingige verbundene
Familie modulo F,,.

Ko =2%, Fy=CF.

Fir alle v < p gilt 7, C F, und K, 2 K,,.

Fiir alle Limesordinalzahlen p ist 7, = J
K, \ K, 41 ist endlich.

Fiir gerades p ist entweder B,, € 41 oder w\ B, € Fj41.

F,und K, = ﬂU<MK,,.

v<p

NS oA N

Fir ungerades p und {C,, : n € w} C F, existieren, fiir alle a < 2¥,
Do € Fuy1, so daB, fiir allen > 1 und alle oy < -+ < oy < 2%, Doy N
-++N Dya, \ Curn endlich ist.

Falls diese K, und F,, so konstruiert werden kénnen, sei p := J p<2w Fu- Dann
garantiert (6), daf p Ultrafilter ist, und (2), daB p frei ist. Wegen (7) ist p 2¢-OK
in w*:

Sei (Uy, )new eine Folge von Umgebungen von p, 0.B.d.A. so, da8 es eine streng
fallende Folge (C},)new von Teilmengen von w gibt mit U, = {q € w* : C,, € ¢} fiir
alle n € w.

Dann gibt es ein p < 2% mit {C,, : n € w} C F, und (Cun)new = (Crn)new. Die

Familie
{{gew* : Dua €q}: a0 <2}

ist 2¥-Verfeinerung von (U, )new:

Da Do, NN Dya, \ Cupn endlich ist, gibt es keinen freien Ultrafilter ¢ tiber
w, der in {q € fw: Dya, N--- N Dyq, € q} aber nicht in {g € fw : Cpy € g} liegt.

Die Konstruktion geht wie folgt: Sei p < 2“ und fiir alle v < p seien F,, und
K, bereits mit (1)-(7) konstruiert.

Fiir gerades p sei K der Filter, der von F,, U {B,} erzeugt wird. Falls K echt
ist und {42, 1 < 2¥ A1 <n <wA B € K,} unabhingig verbunden modulo K,
50 sei Fpqoo := K und K, 41 := K.
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Sonst gibt es ein E € F,, 7 € [K,]<“ und ng € w und og € [2¥]"¢ fiir alle

8 € T, so daf3
B,NnEN() ( N Afmﬁ) =

BeT a€og
gilt.
Es sei K41 := K, \ 7 und F,41 der Filter, der von
Zo{ (N 4%}
BET «atEog
erzeugt wird. Damit ist w \ B, € F41.
Die Familie {A?, : o < 2A1 <n <wAB € K,11} ist unabhiingig verbunden
modulo Fj,11:

Sonst sei 79 € [K,41]<%, 7 wie eben und, fiir alle 3 € 79, 1 < n < w und

og € [2¥]"8, so dal
ﬂ ( ﬂ Ag”ﬁ) E}—;H

BETY «aEop
gilt.
Dann gibt es ein F' € F, mit
Fo () (N ab,)n N (N 4d.,) =0
BETY akog BET «atog
Man beachte, dafl 7 und 7y disjunkt sind. Mit 7/ := 79 U 7 ist dann

Fo () ( N Aﬁnﬁ) =

Ber! a€og

Dieses widerspricht aber der Induktionsvoraussetzung, da 7’ ein Element von [K,] <%
ist.

Falls p ungerade ist und ein n € w existiert mit C,, & F, so sel Fup1 1= F,
und K41 = K.

Sonst sei § ein beliebiges Element von K,,. Solch ein [ existiert, da wegen (5)
K, nicht leer ist. Fiir alle o < 2“ sei

Dya= () Cun) U (U (A2 0 Cun\ Cuiny) )
new 1<n<w

Nun sei F,,41 der Filter, der von F,, U{D,q : a < €“} erzeugt wird.

Das garantiert (7): Seien a1 < -+ - < iy < 2% und

Y :=Dya, NN Dya, \ Cpun.
Fir n=11ist Y = 0, da die Folge (cun)new fallt und D, C C)y, ist. Fiir n > 1 ist
YCAD . yn-nAY € fin,
da die Ai (n—1) genau (n — 1) verbunden sind:

Y = mme Cﬂm U U1§m<w (Aglm n---n Agnm n Cﬂm \ CH(’”+1)) \ CN"
= U1§n<w (Aglm n---N Agnm N O,um \ Cu(erl)) \ Clm

s on AP
< Aal(nfl) N N Aan(nfl)’
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da die Folgen (A2 ,.)1<m<. monoton steigen.
Fir allen € w mit 1 <n und alle o < 2% ist

D,ua 2 ﬂ (Agm N C;Lm \ Cp,(erl))

nim<w

2 ﬂ (Agn N Cltm \ OM(erl)) = Agn N OI“’L'

n<m<w
Sei 7 € [K,41]<% und, fiir alle 5/ € 7, 1 < ng < w und o € [2¢]"#". AuBerdem
selen o < ...am, < 2¥, 7" = TU{B} und F € F,. Dann gilt fir og = {a1,...,am}
und ng :==m

F 1 Dy 0N Dy 0 () () 4Z,.)

p'er a€ogs
SFNCmn () () AZ,) #0.
Ber’! Otedﬁ/
da F'NCum € F,, und nach Induktionsvoraussetzung. Damit ist (1) erfiillt.
Die Limesschritte der Konstruktion werden durch (4) bestimmt und machen

keine Probleme. O

Indem man diese Konstruktion noch etwas verfeinert erhilt man schliefflich den

folgenden Satz.

SATZ 2.15. w* enthdlt mindestens 2* Rudin-Keisler unvergleichbare schwache
P-Punkte.

BewEIs. Es werden fiir alle § < 2¢ freie Ultrafilter p? iiber w konstruiert. Sei
{(0p; By) : p <2 Ap =0 (mod 3)} Aufzéhlung von 2¢ x P(w). Fiir alle 11 < 2¢ mit
w=1 (mod 3) seien ¢, < 2¥ und streng fallende Folgen (C\r)new von Teilmengen
von w so gewihlt, daB fiir jedes 0 < 2¢ und jede streng fallende Folge (C},)new in
P(w) die Menge

{u < 2% (5,“ (Cp,n)n<w) = (5, (Cn)new) Ap=1 (mod 3)}

kofinal in 2% liegt. Weiter sei

{04, Cus fu) 0 <2°Ap=2 (mod 3)}

eine Aufzdhlung von (2¢ x 2¥ x w*)\ (A[2¢] x w®).

Die Konstruktion startet mit einer Familie
{A8 ra<2A1<n<wAB<2°VU{E,:y<2*} CP(Pw)),

die in folgendem Sinne unabhéngig modulo CF ist:

Der erste Term ist eine unabhéingige verbundene Familie modulo CF. Fiir £ C
w sei wie iiblich EY := F und E! := w\ E. Dann gilt fiir p € [2°]<%, f:p — 2,
7€ [2¢]<¥ und 1 < ng <w und o € [2¥]" fiir jedes f € T

N (N 42,)nNED ¢ fin ().

BeET «aEog YEP
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Solch eine unabhéingige Familie erhélt man so:

{AB o< 2Al<n<wAf<2¥+29)

sei unabhéngig verbunden modulo CF und E, := A(Q):J”. Wegen der Unabhéngig-
keit gilt dann (), wenn man E,ly durch A%:JW ersetzt. (*) selbst ergibt sich nun aus
der Tatsache, daB, fiir jedes v < 2, Ag:JW N A%:JW € fin gilt und damit w \ E,
bis auf endlich viele Elemente Obermenge von Aiwlﬂ ist.

Nun sei fiir alle § < 2¢ der Filter 7 := CF. Die Filter 73 und die Mengen
K, werden nun wie im vorhergehenden Beweis induktiv konstruiert, fiir alle § < 2¢
gleichzeitig, so daf fiir alle § < 2

{AP ca<29Al<n<wABEK,U{E, :v€K,}

an

unabhéngig modulo F 3 ist.

Im p-ten Schritt sieht die Konstruktion dann wie folgt aus:

Im Falle 4 = 0 (mod 3) wird sichergestellt, dafl -7:311 entweder B, oder w\ B,
enthilt. Das geht bis auf eine kleine Anderung, auf die im Falle g = 2 (mod 3)
eingegangen wird, wie im vorhergehenden Beweis.

Im Falle 4 = 1 (mod 3) wird dafiir gesorgt, dal es, fir (Cpun)new C .7-'3, zu
der von der Folge (Cpn)new induzierten Folge von Umgebungen von p® eine 2¢-
Verfeinerung gibt.

SchlieBlich wird im Falle g = 2 (mod 3) dafiir gesorgt, dal es Mengen A, B C w
gibt, so daB {A,w\ f,; [B]} C Fory und {B,w )\ f; '[A]} C Fei oo

Sei a € K, und bezeichne K den Filter, der von F;* U {w \ {;,*°[€4]} erzeugt

wird, und A die Familie

gelten.

{AS, ca<2AN1<n<wABeK,\{a}}U{E,:v€eK,\{a}}.

Man unterscheide zwei Fille:

1. Die Familie A ist unabhéngig modulo K. In diesem Falle setze man A := E,.
Dann ist A auch unabhéngig modulo des von }"3“ U {A} erzeugten Filters.
Es ist ndmlich fiir alle F' € .7-'3*‘, pER, fip— 2, 7€ [2¥¥ und
1 <ng <wund og € [2¥]"8 fiir jedes f € T

N (N 4%.,) N EDnENF 0.

BET «a€og YEP

2. Die Familie A ist nicht unabhéngig modulo K. Dann existieren ein F' € ]—"ﬁ“,
pERY, f:p— 2,7 € [2° und ng € w mit 1 < ng < w und
og € [2¥]" fiir jedes B € T mit

N ( N Afmﬁ) N ELD N\ £ BN F =0,

BeET «aEog YEP
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Man setze A := w \ E,. Dann ist
{Agn:a<2“’/\1§n<w/\5€KM\({a}UpUT)}
U{Ey v €K, \({a}UpUr)}
unabhéngig modulo des Filters, der erzeugt wird von
o1 ) )0 )
Ber acog vep

und dieser enthélt

W\ W\ [ [Ba) = w\ fi lw \ Ba] = w\ 7 [A]L

Das gleiche Argument liefert eine Menge B und zwei Filter, so dal man ins-
gesamt A,B C w, }"jj_l, fiil und K41 wie gewiinscht erhilt, d.h. die Un-
abhéngigkeits-Forderungen bleiben erfiillt, K, \ K, ist endlich und es gelten
{A,w\ f[Bl} € Fiy und {B,w\ f1[A]} € Fiy.

Die Existenz der Mengen A und B garantiert die Rudin-Keisler Unvergleich-
barkeit zweier Punkte p° und p¢ fiir § # .

Sei némlich f : w — w. Dann existiert ein p < 2¢ mit (6,¢, f) = (04, Cus fu)
und damit auch A € p® und B € p¢, so daB w \ f~'[B] € p? und w\ f~'[A] € p¢
gelten. Dann ist f~![B] € p® und somit kann nicht Bf(p®) = p¢ gelten. Umgekehrt
kann auch nicht 3f(p¢) = p? gelten. Also gibt es keine Funktion f : w — w, deren
Stone-Erweiterung den einen Punkt in den anderen iiberfiihrt. Insbesondere sind
p® und p¢ verschieden.

Wie im Falle 4 = 2 (mod 3) muf} auch im Falle p = 0 (mod 3) die Unabhiingig-
keit beziiglich der FE, gesichert werden. Die Limesschritte der Konstruktion sind

wieder einfach. O

3. Die Inhomogenitit gewisser Produkte mit F-Riumen

3.1. Unendliche kompakte F-Raume. Ein wichtiges Konzept zur Unter-

suchung kompakter F-R&ume ist folgende Verallgemeinerung des Limesbegriffes:

DEFINITION 3.1. Sei (d,,)new eine Folge in einem kompakten Raum X und F
ein Filter iiber w. Dann heifit 2 € X F-Limes der Folge (d,,)necw genau dann, wenn

fiir jede Umgebung U von = die Menge {n € w : d,, € U} ein Element von F ist.

DEFINITION UND LEMMA 3.2. Seien die Voraussetzungen der obigen Definiti-
on erfillt. Falls F ein Ultrafilter ist, so besitzt die Folge (dn)necw einen eindeutig

bestimmten F-Limes. Dieser wird mit limz(d,,)ne, bezeichnet.

BEWEIS. Sei W := (), cr {d, :n € A}. Da F die endliche Durchschnittseigen-
schaft hat und X kompakt ist, ist W # ). Jedes Element von W ist F-Limes der
Folge (dy)new- Sei ndmlich € W und U eine Umgebung von z. Dann schneidet
A:={n € w:d, € U} samtliche Elemente von F. Da F ein Ultrafilter ist, ist
damit A selbst Element von F.
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Fiir zwei verschiedene Punkte a,b € X existieren disjunkte Umgebungen U und
V von a und b. Nun kann F hochstens eine der beiden Mengen {n € w : d,, € U}
und {n € w:d, € V} enthalten. Damit kénnen nicht a und b F-Limites der Folge

sein. ([l
Ein F-Limes bleibt erhalten unter stetigen Abbildungen.

LEMMA 3.3. Seien X und Y kompakte Réiume, (d,)ne, eine Folge in X, f :
X — Y eine stetige Abbildung und F ein Ultrafilter iber w. Dann ist

F(limz(dn)new) = limr (£(dn)), ., O

Fiir einen Ultrafilter p € Sw und eine Folge (d;;)ne, in einem kompakten Raum
X bedeutet .z ist p-Limes der Folge (dy,)ney”, daB sich (d,)ne, bei x hiuft, wie
die Folge w bei p in fw.

LEMMA 3.4. Fiir jedes p € fw gilt p = limy(n)new.

BEWEIS. Sei U eine beliebige Umgebung von p in Sw. Dann existiert eine Teil-
menge A von w mit {g € fw: A€ q} CU und A € p. Nun ist wNU D A. Also gilt
wnNU € p. O

Die Inhomogenitit von Sw 148t sich so beweisen: Man wihle zwei Rudin-Keisler
unvergleichbare schwache P-Punkte p und ¢ in Sw. Nun zeigt man, dafl es keinen
Autohomoéomorphismus von Sw gibt, der p auf g abbildet.

Dieser Beweis 148t sich auf unendliche, kompakte F-R&ume verallgemeinern.
Entscheidend ist dabei folgendes Lemma, das im wesentlichen aussagt, dafl ein
p-Limes einer beliebigen, nichttrivialen Folge nicht auch ¢-Limes irgendeiner nicht-

rivialen Folge sein kann.

LEMMA 3.5. Seien p und q Rudin-Keisler unvergleichbare schwache P-Punkte
in w*, X kompakter F-Raum, (d")ncw eine diskrete, injektive Folge in X und
(e™new eine beliebige Folge in X.

Sei x € X mit

= lim,(d")new = limg (") new-

Dann gilt {n e w:e" =z} € q.

BEWEIS. Sei K := {d":n cw} und K* := K\ {d" : n € w}. Man wiihle,
fir alle n € w, offene, stark trennende Umgebungen U™ der d", die K* nicht
treffen. Nun sei A ;== {n c w:e" € K*}, B:={ncw:e" € U, U™} und
C :=w)\ (AU B). Dann enthilt p genau eine dieser drei Mengen.

1. A€ p: Sei fd : fw — K die Stone-Erweiterung der Abbildung n — d".

Dann ist #d ein Hom6omorphismus. Sei g die zu 8d inverse Abbildung. Fiir
allen € Aist g(e") € w* und g(z) = p = lim, (g(e”))new, da

p = limy(n)new = limy, (g(dn))new

ist.
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Da p ein schwacher P-Punkt ist, liegt p nicht im Abschluf von {g(e™) :
n € w}\ {p}. Daher gibt es eine Umgebung U, von p, so daB fiir alle n € w
mit g(e™) € U, bereits e™ = p gilt. Damit ist

{new:e"=z}={necw:g(e") =p} €q.

2. B € p: Fiir alle n € B wihle man f(n) € w so, daf e” in Uf(") liegt, fiir alle
n €w\ B sel f(n) € w beliebig. Dann gilt fiir alle T C w

Tecpe fT eq.

Sei ndmlich 7' € p. Dann ist © € J,,,c U™ und damit = & U, ,gp U™

Also ist
{neB:e"g{ U Um}Q{nEw:e"EX\ U Um}ﬂBEQ.
megT mgT
Nun gilt

f—l[T]Q{nEw:e"E U Um}eq,

meT
Damit ist f~![T] € q.
Sei f~YT] € q. Dann ist

ze{en:ne f7HT]} C U um.
meT
Also gilt z & W und damit 7' € p. U 1= X \ U, ,gp U™ ist némlich
Umgebung von z, und es gilt T ={n €w:d" € U}.
Daraus folgt, da8l f(q) = p ist. Das widerspricht aber der Rudin-Keisler
Unvergleichbarkeit von p und gq.
3. C € q Firn e Cist e” ¢ K. Man wihle fiir alle n € w offene F,-Mengen
V™ und W7, so daf3 gilt:
e dtcVTCVrCU",
o firneCiste™” e Wh, firng Cist W* =10,
e Wn ist disjunkt von K und allen V?, i < n,
e V™ ist disjunkt von allen W, i < n.
Dann sind {J,,c,, V" und UU,,c,,
liegt im Abschluf beider. X ist aber F-Raum.

W™ disjunkte offene F,-Mengen, und z

Insgesamt folgt die Behauptung. O

Die Inhomogenitét unendlicher kompakter F-R&ume 148t sich nun leicht fol-

gern.
KOROLLAR 3.6. Kein unendlicher kompakter F'-Raum X ist homogen.

BEWEIS. Angenommen es gibt doch einen solchen Raum X. Dann hat X eine
diskrete, abz&hlbare, unendliche Teilmenge. Sei (d(n))n c
derselben und K := {d(n) : n € w}. Wie oben ist fd : fw — K ein Homdomor-

phismus. Seien p und ¢ Rudin-Keisler unvergleichbare schwache P-Punkte.

., €ine injektive Aufzéhlung
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Es gilt fd(p) = lim,, (d(n))n@) und Bd(q) = lim, (d(n))new. Seinun h: X —
X ein Homgomorphismus, der 3d(p) auf 3d(q) abbildet. Dann ist 3d(g) = lim,, (ho
d(n))nEW, aber hod:w — X ist injektiv. O

3.2. Produkte. Die Inhomogenitéit unendlicher kompakter F-R&ume kann

auf gewisse Produkte iibertragen werden.

SATz 3.7. Seik eine Kardinalzahl und X = []

wobei jedes X, unendlicher kompakter F-Raum sei oder einen schwachen P-Punkt

a<w Xa Produkt von T2-Rdumen,
enthalte oder eine offene, nichtleere, folgenkleine Teilmenge besitze. Mindestens ein

X set unendlicher kompakter F-Raum. Dann ist X nicht homogen.

BEWEIS. Sei (R, S,T) eine Partition von «, so dafl R nichtleer ist, X, unendli-
cher kompakter F-Raum ist fiir & € R, einen schwachen P-Punkt enthélt fiir o € S
und eine offene, nichtleere, folgenkleine Teilmenge besitzt fiir o € T. Fiir jedes
a€ X und a < K sel ay = my(a).

Man wiihle eine Folge (d")ne, in X wie folgt:

e Fiir o € R sei (d?)ne, eine injektive, diskrete Folge in X,.

e Fiir a € S sei d = w, fiir alle n € w, wobei w € X, ein schwacher P-Punkt
sei.

e Fiir « € T sei U, eine nichtleere, offene, folgenkleine Teilmenge von X,.

(d%)new sel eine konstante Folge in U,,.
Weiter seien p und ¢ Rudin-Keisler unvergleichbare schwache P-Punkte in w*,
x := lim, (d")new und y := limg (d")newn- Da (ﬂ'suT(d"))ne

diese Limites, und sie sind eindeutig bestimmt. Sei h : X — X ein Homd6omor-

,, konstant ist, existieren

phismus, der z auf y abbildet, und e™ := h(d") fiir alle n € w.

Die d" sind stark getrennt, da R nichtleer ist. Damit sind auch die e™ stark
getrennt. Sei J C k abzéhlbar, so daB (ms(e")) stark getrennt ist in [],. ; Xq. Fiir
jedes a € K ist

To = limg(ey)new = limy(dy).

Fiir alle « € J N R gibt es A, € ¢ mit el = x, fiir alle n € A,. Ebenso fiir
a € JNS, da x, schwacher P-Punkt ist.

Fiir jedes o € J NT gibt es eine Umgebung U, von z,, die folgenklein ist. Es
gilt Ay :={ncw:el cU,} €q.

Nun ist J abzdhlbar, und endliche Schnitte der A,, « € J, sind unendlich, da
die A, Elemente desselben freien Ultrafilters sind. Damit gibt es eine unendliche
Teilmenge B von w, die in allen A,, o € J, fast enthalten ist, das heifit fiir alle
acJist |B\ Ay|<w. Firae JN(RUT) ist die Menge {e' : m € B} endlich.

Nun sei {e; : i € w} eine injektive Aufzéhlung von JNT. Man wihle D_; := B
und , fiir alle i € w, D; € D;_; so, daB sich fw nicht in D; einbetten 18t und
{ey, : n € D;} unendlich ist, bzw., falls {e}, : n € D,,_, } endlich ist, D, := Da,_,.

Dann existiert wie oben ein D C w, das in allen D, fast enthalten ist.
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Sei nun, fiir alle @ € J, P, := {e? : n € D}. Dann 148t sich fw in kein P,

einbetten und damit auch nicht in [],. ; Pa. Der Abschluf von {m;(e™) : n € D}

acJ
ist aber homéomorph zu fBw.

Also kann es den Homéomorphismus A nicht geben. O



KAPITEL 3
Beispiele

1. Die lexikographischen Ordnungen 27

Fiir eine Ordinalzahl 7 sei im Folgenden 27 der Raum der Funktionen von ~
nach 2 versehen mit der lexikographischen Ordnung, die mit < bezeichnet wird,
und der Ordnungstopologie beziiglich dieser Ordnung. Diese Ordnungen wurden
von Maurice untersucht. 0 € 27 ist die Folge, die konstant den Wert 0 hat, 1 € 27
ist die Folge, die konstant den Wert 1 hat.

Das Ziel dieses Kapitels ist zu zeigen, daf$§ fiir unzerlegbare Ordinalzahlen v <

w1 27 homogen ist.

DEFINITION UND LEMMA 1.1. Fine Limesordinalzahl v heifit unzerlegbar ge-
nawu dann, wenn, fir alle Ordinalzahlen o, 3 < v, o+ B <~y gilt. Eine Limesordi-

nalzahl v ist unzerlegbar genau dann, wenn, fir alle o <, o+ =y gilt. O
Folgende Notationen erweisen sich als giinstig:

DEFINITION 1.2. Sei (X, <) eine lineare Ordnung und z,y € X. Dann bilden
2 und y einen Sprung genau dann, wenn x < y ist und (x,y) = () gilt. Man schreibt

dann z < y. |

DEFINITION 1.3. Seien vy und ¢ zwei Ordinalzahlen. Fiir zwei Folgen (aa)a<y
und (bg)g<s bezeichne (ana)a<y — (b3)p<s die Folge (ca)a<ryts mit ¢q = aq fiir
a < ~vyund ¢, = bg fiir a =v+ G und B < 4.

(@) bezeichnet die Folge, die konstant den Wert ¢ annimmt. Ihre Linge wird

sich immer aus dem Zusammenhang ergeben. Sie kann auch null sein. |
Die Ordnungen 27 sind Boolesch, das heifit es gilt folgender Satz:
SATZ 1.4. Fir jede Ordinalzahl 7y ist 27 ein Boolescher Raum.

BEWEIS. 27 ist kompakt: Es reicht zu zeigen, dafl 27 vollstandig ist. Um das zu
zeigen geniigt es Suprema zu betrachten, da (27, <) isomorph ist zu (27, >). Durch
Induktion iiber v sieht man, dafl jede Teilmenge T von 27 ein Supremum in 27
besitzt.

Sei v von der Form o fiir eine Ordinalzahl a. Nach Induktionsannahme ist 2
vollsténdig. Sei a := supm<qo[T]. Ist & ~ (1) € T, so ist @« ~ (1) das Supremum
von T, sonst a —~ (0).

Falls 7 eine Limesordinalzahl ist ist, so ist 2% nach Annahme vollstindig fiir
alle a < 7. Fiir alle o < 7y sel aq, := sup m<o[T]. Dann sind die a, vertriglich, d.h.
fiir « < o’ <7 ist ay = ao | @ Das Supremum von T ist dann Ua<,y Gey-

45



46 3. BEISPIELE

27 ist nulldimensional: Es geniigt zu zeigen, dafl die Spriinge dicht in 27 liegen,
d.h. fir alle a,b € 27 mit a < b existieren z,y € 27" mit ¢« < z < y < b und
(z,y) = 0.

Seien also a,b € 27 mit a < b. Sei a < v minimal mit 7, (a) # 74 (b). Dann ist
Ta(a) =0 und 7o (b) =1, und z:=a [ a™ ~ (1) und y :==b | ™ —~ (0) leisten das
Gewdlinschte. O

BEMERKUNG 1.5. Fiir Limesordinalzahlen ~ sind die Spriinge in 27 alle von
der Form a ~ (0,1) < a ~ (1,0).

BEWEIS. Seien z,y € 4 mit x < y und a < 7 minimal mit m,(z) = 0 und
To(y) = 1. Dann gilt

r<zla~0,1)<yla~(1,0)<y

und damit z =z [ a ~ (0,1) und y = z | a ~ (1,0). O

LEMMA 1.6. Fiir jede unzerlegbare Ordinalzahl v < wy und jedes x € 27\ {0},

das ab einer Ordinalzahl o <« konstant 1 wird, ist [0,x] homdomorph zu 27.

BEWEIs. Es geniigt zu zeigen, daf [0, z] und 27 als lineare Ordnungen isomorph
sind. Fiir alle a € 27 und § < v sei

Us(a) :={y € 27 : m5(y) = m<s(a)}.

Fiir alle a € 27 und § < + sind die linearen Ordnungen 27 und Us(a) isomorph.
Bezeichne type(L) den Ordnungstyp der Wohlordnung L. Dann ist fiir 6 < ~y ist
type(y\90) = v, da d+v = 7 gilt. Sei pu : v\d — 7 die Mostowski-Kollapsabbildung.
Dann ist

f:Us(a) — 27; (yu)u<v — (y;rl(u))u<v
ein Ordnungsisomorphismus.
Seien nun « und = wie in der Voraussetzung des Lemmas. Fiir alle 8 < a mit

7wg(x) =1 sei 75 := type{v < B : m,(x) = 1}, und fiir § < « sei

fo: Us(x) — Ur, (1))

Ordnungsisomorphismus, ebenso

fo:Un(z) — U, ((()))

Dann sei F':= U,ﬂga fs. F ist ordnungserhaltende Bijektion von [0, z] nach 27:

F ist eine totale Abbildung, da die Definitionsbereiche der fs disjunkt sind und
[0, ] iiberdecken. Mittels vollstdndiger Induktion iiber /3 zeigt man die Surjektivitét
von F. F ist bijektiv, da die Bilder der fg disjunkt sind. Da die fg ordnungser-
haltend sind und die Definitions- und Bildbereiche entsprechend geordnet sind, ist

auch F' ordnungserhaltend. [l

Da die Rdume 27 Boolesch sind, lassen sie sich mit Hilfe Stonescher Dualitéts-

theorie untersuchen.
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DEFINITION UND LEMMA 1.7. Sei A eine Boolesche Algebra und a € A. Dann
15t
Ala:={beA:b<a}
zusammen mit der von A auf A | a eingeschrinkten Halbordnung eine Boolesche

Algebra, die Relativalgebra von A beziglich a. O

BEMERKUNG 1.8. Fiir einen Booleschen Raum X, A = Clop X und a € A ist
A | a isomorph zu Clop a. O

DEFINITION 1.9. Eine Boolesche Algebra A heifit algebraisch homogen, falls
fiir jedes a € A\ { L4} die Relativalgebra A | a isomorph zu A ist. O

Fiir einen Booleschen Raum X ist A := Clop X also genau dann algebraisch ho-
mogen, wenn X homoéomorph zu jeder nichtleeren offen-abgeschlossenen Teilmenge
von sich selbst ist.

Falls X das erste Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt, so folgt die topologische Homo-

genitdt von X aus der algebraischen von Clop X:

SATz 1.10. Sei X ein Boolescher Raum, der das erste Abzihlbarkeitsaxiom

erfullt. Wenn Clop X algebraisch homogen ist, so ist X homogen.

BeweIs. Falls X einen isolierten Punkt besitzt, so ist wegen der Homogenitét
von Clop X jeder Punkt von X isoliert und X damit diskret und endlich, also
homogen.

Falls X keine isolierten Punkte besitzt, so seien z und y Elemente von X und
{U, :n € w} und {V,, : n € w} offen-abgeschlossene Umgebungsbasen von z und y
mit Uy = Vp = X, so daB, fiir alle n,m € w mit n < m, Uy, C U, und V,,, C V,,
gelten.

Fiir alle n € w seien A, := U, \ Upy1 und B, := V, \ V,41. Da Clop X
homogen ist und alle A,, und B, offen-abgeschlossen und nichtleer sind, existiert
fiir jedes n € w ein Homdomorphismus f,, : A, — B,. Da nun die Definitions-
und Bildbereiche der f,, disjunkt und offen-abgeschlossen sind und X \ {z} bzw.
X \ {y} iiberdecken, ist

Fi=J fo: X\ {2} — X\ {o}
neEw
ein Homoomorphismus.

Da die offenen Umgebungen von x bzw. y genau die Teilmengen von X sind, die
x bzw. y enthalten und deren Komplement kompakt ist, 148t sich F’ stetig auf ganz
X fortsetzen durch x — y. Diese Fortsetzung ist dann ein Homdomorphismus, der
x auf y abbildet. O

Dieses Lemma 148t auf sich 27 anwenden, falls v < w; unzerlegbar ist. Dazu

benotigt man zunéchst folgende Lemmata.

LEMMA 1.11. Fiir v < wy erfillt 27 das erste Abzdhlbarkeitsaziom.
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BEWEIS. Es ist zu zeigen, daf}, fiir jedes x € 27, cf ([O,x)) und ci ((x,l])
abzdhlbar sind. Aus Symmetriegriinden geniigt es, cf ([O,x)) < w zu zeigen. Sei
d :=type{a < v : mo(z) = 1}. Man unterscheide zwei Fille:

1. 0 ist eine Limesordinalzahl. Dann sei S C {a < v : mo(x) = 1} kofinal mit

type S = w. Fiir n € w sei a,, das n-te Element von S. Dann ist (a: [ oy —
(0, D)new eine Folge, die kofinal in [0, z) liegt.

2. § ist keine Limesordinazahl. Dann ist z = 0, oder es gibt ein @ < v mit
z=u1x]a~ (1,0). Im zweiten Falle ist = | o —~ (0,1) das groBte Element
von < z. In jedem Falle ist cf ([0, )) endlich.

Insgesamt ist cf ([0, 7)) < w. O

LEMMA 1.12. Fir unzerlegbare Ordinalzahlen v ist Clop 27 algebraisch homo-

gen.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, da8, fiir alle A € (Clop27)\ {0}, A homéomorph
zu 27 ist.

Falls A ein Intervall ist, so sei z := inf A und y := sup A. Offenbar ist A = [z,y],
wobei z entweder 0 oder der groflere Partner eines Sprunges ist und y entweder 1
oder der kleinere Partner eines Sprunges. Damit wird « ab einem a < 7 konstant
0 und y ab einem (8 < ~ konstant 1.

Damit ist [0, y] ordnungsisomorph zu 27. Aus Symmetriegriinden ist dann auch
[z, y] ordnungsisomorph zu 27. Da A ein Intervall ist, stimmt die Unterraumtopolo-
gie auf A, die von 27 herkommt, mit der Ordnungstopologie, die von <[ A induziert
wird, iiberein. Also ist A homdomorph zu 27.

Sei nun A € (Clop2?) \ {0} beliebig. Dann 18t sich A als Vereinigung offen-

abgeschlossener Intervalle darstellen. Da 27 kompakt ist, geniigen endlich viele In-

tervalle, die sich auch disjunkt wéhlen lassen. Seien also n € w und Io,..., I,
disjunkte, nichtleere offen-abgeschlossene Intervalle in 27 mit A =J,,, ., Im-

Man wibhle, fiir alle m < n, Ty, Ym € 27 mit

O=z0<yo<z1 < < Yn2<Tp1 <Yn-1=1

und Homéomorphismen fp, : [Zm,Ym] — L. Dann ist F = J,, <n fm Homdo-
morphismus von 27 nach A. [l

Damit erhélt man den folgenden Satz:

SATZ 1.13. Fir unzerlegbare Ordinalzahlen v < wi ist 27 homogen. O

Die Zellularitédt eines topologischen Raumes X ist das Supremum der Méchtig-
keiten disjunkter, offener Familien in X.
Fiir unzerlegbares v mit w < v < w sind die Raume 27 Beispiele fiir homogene

Raume mit der Zellularitiat 2«.

SATZ 1.14. Sei v eine Limesordinalzahl und x eine Kardinalzahl mit v > k.

Dann hat 27 mindestens die Zellularitit 2.
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BEWEIS. Fiir jedes a: k — 2 ist U(a) := [a ~ (1,0),a —~ (1,0, 1)] offen, und
fir a,b: k — 2 mit a # b gilt U(a) NU(b) = 0. O

Ob es homogene kompakte Ridume mit einer noch gréfleren Zellularitét gibt,

ist unbekannt.

2. Erweiterungen kompakter Riume

Jeder kompakte topologische Raum X ohne isolierte Punkte 148t sich so zu
einem kompakten Raum E(X) erweitern, dafl sich die Eigenschaften Homogenitiit
und Nulldimensionalitét von X auf E(X) iibertragen. Sei im Folgenden X immer
kompakt und ohne isolierte Punkte.

Fiir eine iiberabzihlbare Kardinalzahl « ist die Erweiterung E(2%) des Can-
torraumes 2% ein homogenes, nulldimensionales Bild eines Cantorraumes und nicht

homdomorph zu einem Cantorraum.

DEFINITION 2.1. Sei X ein kompakter topologischer Raum, der keine isolierten

Punkte besitzt. Man definiere auf X x 2% eine Aquivalenzrelation ~ durch

Y(z0,%0), (z1,71) € X x 2%
((zo,y0) ~ (x1,91) & o = 21 Ayo [ X\ {zo} =91 [ X\ {z1}).

Dann sei B(X) := (X x2%)/ ~und f : X x2%X — E(X) die Quotientenabbildung.
Eine Menge Z C X x 2% sei ausgezeichnet genau dann, wenn es ein Y C E(X) gibt
mit Z = f1[y]. O

Man beachte, daB jede Aquivalenzklasse bzgl. ~ genau zwei Elemente enthélt.
Es gibt ein einfaches Kriterium, wann eine Teilmenge von X x 2% ausgezeichnet

ist.

LEMMA 2.2. Sei U C X und V ein Element der kanonischen Basis C(2%) von

2X. Dann ist U x V ausgezeichnet genau dann, wenn X \ U ein Trdger von V ist.

BEWEIS. V hat die Form {f € 2% : f | T = g} fiir eine endliche Teilmenge T
von X und g : T' — 2. Offenbar ist U x V genau dann ausgezeichnet, wenn fiir
allex € U und alle f € V auch f | X \ {z} U (2,1 — f(x)) € V ist. Das ist aber
genau dann der Fall, wenn U und T disjunkt sind. O

Die offenen, ausgezeichneten Teilmengen von X x 2% bilden eine 7-Basis von
X x 2%,

LEMMA 2.3. Jede nichtleere, offene Teilmenge W wvon X x 2% enthilt eine

nichtleere, offene, ausgezeichnete Menge Wy.

BEWEIS. Man wihle eine offene Menge U C X und V, € C(2%) mit @ # U x
Vo € W. Da X keine isolierten Punkte hat und Vj einen endlichen Trager T" besitzt,
gibt es eine offene, nichtleere Teilmenge Uy von U\ T'. Man setze Wy := Uy x Vy. O
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Aquivalenzklassen bzgl. ~ in X x 2¥ haben sogar Umgebungsbasen, die aus

offenen, ausgezeichneten Teilmengen von X x 2% bestehen.

LEMMA 2.4. Sei z € E(X) und W C X x 2% eine offene Umgebung von
FY{z}]. Dann existiert Uy C X und eine kanonische Basismenge Vo von 2%,
so daff Wy := Uy x Vo ausgezeichnet und offen in X x 2% ist und f~1[{z}] C Wy
gilt.

BEWEIS. Sei z € X die erste Komponente der beiden Elemente von f~1{[z}],
und seien y; und y, die beiden zweiten. Man wihle eine offene Umgebung von z in
X und Vi, Vo € C(2X) mit U x V; C W und y; € V; fiir i = 1 und ¢ = 2. Dann gibt
es ein Vy € C(€Y) mit y1,y2 € Vo C V1 U Va.

Sei nun T ein endlicher Tréger von Vj, der  nicht enthélt. Da X keine isolierten
Punkte hat, gibt es eine offene Umgebung Uy C U von x, die T nicht trifft. Uy und

Vo leisten das Gewiinschte. O

BEMERKUNG 2.5. Falls X nulldimensional ist, 148t sich Uy auch aus Clop X

wéhlen. Dann ist auch Wy offen-abgeschlossen. O
Aus Lemma 2.4 und der Bemerkung folgt nun

SaTz 2.6. E(X) ist kompakt und, falls X nulldimensional ist, ebenfalls nulldi-

mensional. O
Mit Lemma 2.3 erhilt man
SATZ 2.7. Die Abbildung f: X x 2% — E(X) ist irreduzibel. O

Das oben versprochene Beispiel fiir einen dyadischen Raum, d.h. ein stetiges

Bild eines Cantorraumes, konstruiert man nun wie folgt:

KOROLLAR 2.8. Sei I eine beliebige Indexmenge. Dann ist die Quotientenab-
bildung f : 27 x 22 E(27) stetig und irreduzibel. Die Menge der Punkte von

E(21), deren Urbild einelementig ist, ist leer.

Der Beweis der angekiindigten Eigenschaften dieses Beispiels erfordert noch
einen gewissen Aufwand. Um zu zeigen, daf} sich die Homogenitét von X auf E(X)
iibertréigt, werden nun Autohomdomorphismen von 2% konstruiert, die zusammen
mit Autohomdomorphismen von X geniigend Autohoméomorphismen von E(X)
induzieren, so daf sich die Homogenitit von E(X) zeigen lift.

Man beachte, da# 2% mit der iiblichen Addition, die von der Gruppe (2,+)

herkommt, zu einer topologischen Gruppe wird.
LEMMA 2.9. Sei ¢ : X — X ein Homdomorphismus und yo,y1 € 2%X. Dann
18t
P28 — 2%y —ygod T +y1 +yoo !

ein Autohomdomorphismus von 2% mit 1 (yo) = y1.
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BEWEIS. Die Abbildung y — y o ¢! ist ein Autohomdomorphismus von 2%.
yo o ¢~ und 7; sind Konstanten in 2%. Da 2% eine topologische Gruppe ist, ist
die Addition von Konstanten stetig und bijektiv. Damit ist ¢) die Hintereinander-
ausfithrung dreier Autohomdomorphismen. Die Eigenschaft ¢ (yo) = y1 rechnet man

einfach nach. O
SATZ 2.10. Wenn X homogen ist, dann auch E(X).

BEWEIS. Seien zg = f((xo, yo)) und z; = f((gcl,yl)) zwei beliebige Elemente
von E(X). Sei ¢ : X — X ein Homdomorphismus, der xo auf x; abbildet, und
¥ E(X) — E(X) definiert wie im obigen Lemma.

Dann ist

@ X x 2% — X % 2% (2,y) — (8(2),(y))

ein Hom6omorphismus mit ®(zg, y0) = (21, y1). Offenbar gilt:
(z,y) ~ (@' y) & ®(z,y) ~ (2", y).

Damit induziert ® einen Autohoméomorphismus von E(X), der zg auf z; abbildet.
O

Dafl E(2%) fiir eine iiberabzihlbare Kardinahlzahl s nicht homéomorph zu
einem Cantorraum ist, sieht man an folgender bekannter Eigenschaft der Can-
torrdume, die F(2*) nicht hat:

SATZ 2.11. In einem Cantorraum 27 ist jede requlir abgeschlossene Menge eine

Gs-Menge, d.h. Durchschnitt von abzdhlbar vielen offenen Mengen. O

Im Folgenden wird nun fiir k > w eine regulidr abgeschlossene Teilmenge von
E(2%) gesucht, die nicht G ist. Eine reguléir abgeschlossene Menge ist der Abschluss
einer regulér offenen Menge. Das néchste Lemma liefert eine geeignete regulér offene

Menge.

LEMMA 2.12. Fiir zg € X undi € 2 ist f[(X \ {xo}) x 7 .} (i)] regulir offen in
E(X).

BEWEIS. Sei ¢ € 2. Dann ist

(X \ {zo}) X mag (6) = X x 7. (4)
und
FHAX xm @)]] = {wo} x 2X U (X \wo) x my (i) (%)

Sei z ein innerer Punkt von f[X x 7, (i)]. Es wird gezeigt, da$§ z ein Element von
FIX N\ A{zo}) x w1 (i)] ist. Es gilt

FTHEN S (X \ {@o}) x mz (i) oder f7H[{z}] € {ao} x 27,

da f=[{z}] und (X \ {z0}) x 2% ausgezeichnet sind. Der zweite Fall ist unméoglich:
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Da z im Inneren von f[X X ( )] liegt, gibt es eine offene Teilmenge W von
E(X)mit z € W C f[X x 7' (i)]. Mlt (*) erhdlt man fiir geeignete Mengen U C X
und V C 2¥

FHEN CU XV S fHWIC {mo} x 2% U (X \ {mo}) x 75, (3).

Nach Lemma 2.4 lassen sich U und V so wihlen, dal U x V ausgezeichnet ist und
V ein Element von C(2%). Fiir f~1[{z}] C {zo} x 2% ist 29 € U und damit hat V'
einen Triger, der xo nicht enthilt. Also gibt es ein v’ € 2% mity’ € VNa~1(1—1).
Man wéhle ein ' € U \ {zo}. Dann gilt

(@',y) € (Ux V)\ ({wo} x 2% U (X \ {zo}) x 75} (4)).-

Das ist ein Widerspruch. O
Der Abschlu f[X x ()] der Menge f[(X \ {zo}) x 7,1 (¢)] ist damit regulér
abgeschlossen.

Satz 2.13. Sei xg € X mit char(zo, X) > w und ¢ € 2. Dann ist die reguldir
abgeschlossene Menge f[X x m 1(i)] keine Gs-Menge.

BEWEIS. Angenommen, die Menge f[X x 7w, !(i)] ist doch Gs. Dann gibt es
eine offene Familie {Wy : k € w} C P(E(X)) mit
FIX <M ﬂ Wi.
kew
Es gilt
{wo} x 2X U (X \ {wo}) x m (i) = () £

kew
Nach Lemma 2.4 1i8t sich jedes f~1[W}] schreiben als

FUWe = | Uak % Var),

a<Yk
wobei vy, eine Ordinalzahl, U, x V,, fiir alle o < 7 ausgezeichnet und V,,, fiir alle
a < 7y, ein Element von C(2%) ist.
Sei (x0,y0) € {zo} x 2%. Fiir jedes k € w wiihle man ein o < v mit (2o, yo) €
Uak X Vo und setze Uy, X Vi, := Uy X V. Dann ist
(@0, 0) € [ (Uk x Vi) = [ Uk x () V-

kew k€w kew
Da die Mengen Uy, x Vi ausgezeichnet sind, hat jedes Vj einen Tréger, der xg nicht
enthilt. Damit gibt es ein y; € 2% mit

y € [ Ve nmy (1 —4).

kew

Wegen char(zg, X) > w gibt es ein x1 # o in (., Ur. Damit ist

(wr,m) € (U, x Vi) \ ({0} x 2¥ U (X \ {ao}) x 7.1 (1)

kew

C ) £ R\ ({zo} x 2% U (X \ {zo}) x 7, (i) = 0.

kEw
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Das ist ein Widerspruch. |

Das bedeutet, da3 E(2%) fiir £ > w nicht homéomorph zu einem Cantorraum

sein kann:

KOROLLAR 2.14. Sei k eine dberabzihlbare Kardinalzahl. Dann ist E(2%) ho-

mogen, nulldimensional, dyadisch und nicht homdomorph zu einem Cantorraum.

BEWEIS. Es ist nur noch zu zeigen, dafl 2 einen Punkt von iiberabzihlbarem
Charakter besitzt. Es hat aber jeder Punkt von 2% den Charakter . |

Offen bleibt die interessante Frage, ob die Algebra Clop E(2%) fiir gewisse oder

sogar fiir alle kK > w algebraisch homogen ist.

3. Eine Baumalgebra

Einen Booleschen Raum zu konstruieren, dessen endliche Potenzen inhomogen
sind, ist einfach. Man nehme die topologische Summe des Cantor-Raumes 2% mit
dem einpunktigen Raum. Alle endlichen Potenzen dieses Raumes haben dann einen
isolierten Punkt und kénnen daher nicht homogen sein.

Einen Raum zu konstruieren, der das erste Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, keine
isolierten Punkte hat und dessen endlichen Potenzen inhomogen sind, ist schwieri-
ger. Ein Boolescher Raum, der zu einer Baumalgebra dual ist, hat keine isolierten

Punkte, wenn der Baum geschickt gew&hlt ist.

3.1. Vorbereitungen. In diesem Abschnitt wird in ZFC 4+ < gearbeitet. &
behauptet die Existenz einer &-Folge. Hier nun die im Folgenden verwendete Defi-

nition einer solchen:

DEFINITION 3.1. Eine Folge (A, C w1 : a < wi) heift O-Folge genau dann,
wenn

VACwi({a<w;: ANa= A,} ist stationér in wy). O

Will man <& anwenden, so mufl man im Normalfall von einigen Teilmengen von

w1 nachweisen, daf sie club sind. Dies erleichert folgendes Lemma:

LEMMA 3.2. Sei A eine abzihlbare Menge von endlichstelligen Funktionen auf
w1. Dann ist

{a < wi : « ist abgeschlossen unter A}

club in wy. O

Etwas handlicher ist diese modelltheoretische Version, dabei bezeichne ,,<* die

Relation ,,ist elementare Substruktur von*:

KOROLLAR 3.3. Sei B = (w1, (fn)new, (Rn)new) eine Struktur mit den end-
lichstelligen Funktionen f, und Relationen R,,. Firn € w sei i, die Stelligkeit von

fn und j, die von R,,. Dann ist

{a <wip: (a, (fn I ain)newa (Rn N ajn)new) = (wla (fn)nEwa (Rn)nau)}

club in wy.
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BEWEIS. Man wende das obige Lemma auf einen vollstdndigen Satz A von

Skolemfunktionen fiir B an. O

Da im wesentlichen Bédume konstruiert werden sollen, benotigt man einige Be-
griffe, um {iber Bdume gut reden zu kénnen. Wie iiblich wird von einem Baum

(T, <) meist einfach als T' gesprochen.

DEFINITION 3.4. Fiir einen Baum 7" und ¢ € T sei

1. predp(t) ;== {s € T : s < t} die Menge der Vorgiinger von ¢,

2. hty(t) := type(pred(t)) die Hohe von ¢ in T,

3. Levo(T) :={s € T : htr(s) = a} der a-te Level von T fiir a € ord,

4. T, = J{Levs(T) : B < «a} der Unterbaum von T unterhalb des a-ten

Levels,

ht(7T) := min{« € ord : Lev,(T) = (0} die Héhe von T und

6. sucer(t) == {s € Levye,(1)+1(T) : t < s} die Menge der unmittelbaren
Nachfolger von t. O

ot

DEFINITION 3.5. Ein Baum T mit |T'| = w; heifit wi-Souslin genau dann, wenn
jede Kette und jede Antikette abzéhlbar ist. O

DEFINITION 3.6. Ein Baum (7, <) heifit immer verzweigend, falls fiir jedes t €
T die Menge {s € T': t < s} durch < nicht total geordnet ist. O

DEFINITION 3.7. Ein Baum T der Hohe wy heifit wi-Baum genau dann, wenn

Vo < wi(|Leve(T) | < wq). O

LEMMA 3.8. FEin immer verzweigender wy-Baum, in dem jede mazimale Anti-

kette abzdhlbar ist, ist wy-Souslin. O
Jedem Baum T 148t sich nun eine Boolesche Algebra Br zuordnen.

DEFINITION 3.9. Sei T ein Baum. Fiir jedes t € T'sei by := {s € T : t < s}. Die
zu T gehorige Baumalgebra By ist die Subalgebra von P(T), die von der Menge
Er :={b; : t € T} der kanonischen Erzeuger von By erzeugt wird. O

Falls es notig ist, auf den betrachteten Baum T Bezug zu nehmen, werden die
b; auch als b} bezeichnet.
Wichtig ist die folgende Eigenschaft:

LEMMA 3.10. Sei T ein Baum mit Vt € T'(|succr(t)| > w). Dann liegt Ep dicht

m BT.
BEWEIS. Normalform-Lemma fiir Baumalgebren. O

Freie Produkte Boolescher Algebren sind die zu Produkten topologischer Réu-
me dualen Objekte. Fiir eine topologischen Raum X und eine Kardinalzahl « ist
die Algebra Clop X* die k-te freie Potenz von Clop X. Freie Potenzen lassen sich

durch eine universelle Eigenschaft bis auf Isomorphie eindeutig definieren.
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DEFINITION 3.11. Sei B eine Boolesche Algebra und x eine Kardinalzahl. Ein
Paar ((ey)y<sx, C) heiflt k-te freie Potenz von B genau dann, wenn C' eine Boolesche
Algebra ist, jedes e, ein Monomorphismus von B nach C' und fiir jede Familie
(fy)y<x von Homomorphismen von B in eine beliebige Boolesche Algebra D ein

eindeutig bestimmter Homomorphismus f : C — D existiert, so daf§ fiir alle v < k

B 2. C
AN lf
D
kommutiert. O

Freie Potenzen haben folgende niitzliche Eigenschaften:

LEMMA 3.12. Sei ((ey)y<x,C) freie Potenz von B. Dann gilt:

1. C wird erzeugt von | J{e4[B] : v < }.

2. Fir~y,y' <k, v#~" istey[B]Ney Bl ={L, T}

3. Die Elemente der Form A\{e,(by) : v € F}, wobei F eine endliche Teilmenge
von st und alle b, Elemente von B sind, bilden eine dichte Teilmenge von

C. O

3.2. Eine starre Algebra. Eine Boolesche Algebra heif3t starr, wenn die
Identitédt ihr einziger Automorphismus ist. Das Ziel dieses Abschnittes ist es, in-
duktiv einen wi-Souslin-Baum T = (wj, <1) zu konstruieren, dessen Baumalgebra
By starr ist, und fiir den auch die endlichen freien Potenzen von Bp nur wenige
Automorphismen haben. Die Konstruktion wird erméglicht durch folgendes Lem-

ma:

LEMMA 3.13. Sein € w und B = (w1, <, A, f,C, (ém)m<n, En, h) eine Struk-
tur, so daf$ gilt:

1. T = (w1, Q) ist ein wi-Baum.

2. A C wy ist eine maximale Antikette in T'.

3. C st Boolesche eine Halbordnung auf wi, so daff ein Isomorphismus ¢ :
(Br,C) — (w1, E) derart existiert, dafs fiir jedes t € T gilt: ¢(by) = f(t).

4. &, ist eine Halbordnung auf wy, so daf ((em)m<n, (wi, En)) eine n-te freie
Potenz von (w1, L) ist.

5. h:wy — wq ist ein Automorphismus von (w1, C).

Dann ist die Menge

{a <wy: Ty =a AN ANa ist mazimale Antikette in Ty, A hla] = «
A L a induziert eine Algebra, die erzeugt wird von f[T4)]

A C.l «a induziert eine Algebra, die erzeugt wird von U{em[a] tm < n}}

club in wy.
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BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, daf3 die einzelnen Konjunktionsglieder club-
Mengen definieren, da abzéhlbare Schnitte von club-Mengen in w; wieder club in
w1 sind.

Die Abgeschlossenheit ist in jedem der Félle klar. Um die Unbeschrianktheit von
{a: T,, = o} einzusehen, definiere p(§) := ht7(£) und ¢(&) := sup{n : n € Lev¢(T)}.
Die Menge der o < wyq, die unter p und g abgeschlossen sind, ist club, und fiir solche
agilt T, = a.

Nach Korollar 3.3 ist {a.: B | @ < B} club in w1. ,,ANc ist maximale Antikette
in (o, <l &) und ha] = o 148t sich durch eine erststufige Formel ausdriicken und
gilt damit fiir eine in w; unbeschrinkte Menge.

Ebenso gelten die letzten beiden Konjunktionsglieder fiir jedes o mit B [ a <
B:

Klar ist, da3 die Einschrankungen der Relationen C und C,, auf elementare
Substrukturen von B Subalgebren von (w1,C) und (wy, C,) induzieren. Fiir jedes
x € wy gibt es ein ¢ € w und einen Booleschen Ausdruck 7, der von ¢ Variablen

abhéngt, so daf} gilt:

on, .. .,xi,l(x = T(f(on), ey f((Eifl))).

Diese Formel gilt dann auch in jeder elementaren Substruktur von B, die = enthilt.
Damit wird fiir o < wq mit B | o < B die Algebra (o, A, V,...) von fla] erzeugt.

Die Aussage bzgl. C,, beweist man analog. O

Sei nun (A, : a < w1) eine O-Folge. Mit dieser Folge sollen nicht nur Teil-
mengen von wj codiert werden, sondern, mit Blick auf die Struktur B in obigem
Lemma, eine Antikette A in (w1, <), eine Relation = C w? (w? bezeichnet dabei
w1 X wy), eine natiirliche Zahl n, eine Relation C,,C w% und eine bijektive Abbil-

2 2 2

dung h : wqy — wi. Dazu sei ¢ : w; — w1 X wi X wy X wi X wi eine Bijektion.

LEMMA 3.14. Die Menge {a : cla] = a x a? x a x a? x o?} ist club in w;.

BEweEIs. Die Abgeschlossenheit ist klar, die Unbeschranktheit folgt aus der

Tatsache, daf§ die o < wy mit (o, ¢! [ @®) < (w1,c¢7!) in der Menge liegen. O

Die Eigenschaft ,die endlichen freien Potenzen von Br haben wenig Automor-

phismen* wird nun prézisiert.

DEFINITION 3.15. Sei T' = (w1, <) ein w;-Baum und C eine Boolesche Algebra,
so daf es eine Injektion f : w3y — C und einen Isomorphismus ¢ : By — C
gibt, so daB, fir alle t € wy, w(by) = f(t) ist. Die Algebra C hat die Eigen-
schaft t bzgl. T' genau dann, wenn fiir jedes n € w und jede n-te freie Potenz
((em)m<ns (D, Ap,Vn,...)) von C, wobei C,, die kanonische Ordnung von D be-

zeichnet, gilt:
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Wann immer fiir A € Hom(D, D)

Jto, .. tn_1,50,---, 801 ETﬂaeDﬂl<n(Vm<n(btm Nbs, = 0)
A agn eOOf(tO) /\n "'/\n enflof(tnfl)

A h(a) En €p © f(SO) /\n T /\n €n—10© f(snfl)) (*)
gilt, dann ist A &€ Aut(D). O

Diese Definition ist unabhéngig von f und ¢. Natiirlich hat By die Eigenschaft
1 bzgl. T genau dann, wenn irgendeine isomorphe Algebra C' sie hat. Da der Baum
T immer aus dem Kontext heraus bestimmt sein wird, wird nicht mehr auf T Bezug

genommen werden.

LEMMA 3.16. Wenn fiir einen Baum T mit ¥t € T(|succer(t)| > w) die Algebra
Br die Figenschaft T hat, dann ist Br starr.

BEWEIS. Sei h € Aut(Br) und h # idp,. Dann existiert ein b € Br mit
h(b) # 0 und h(b) Nb = § Da die Menge FEr der kanonischen Erzeuger dicht in
Br liegt, existieren t,s € T mit by C b und bs C h(b;). Sei a := h~1(bs). Dann
ist a N h(a) = @. Damit sind die Voraussetzungen fiir () fiir die erste freie Potenz
(idpy, Br) von By erfiillt, jedoch nicht die Konsequenz. Also hat By nicht die
Eigenschaft {. (|

Nun wird mit Hilfe der ¢-Folge (Aq : o < w1) ein wy-Souslin-Baum konstruiert,

dessen Baumalgebra die Eigenschaft { hat.

SATZ 3.17. Aus O folgt die Existenz eines wy-Souslin-Baumes T, fiir den Br
die Figenschaft t hat.

BEWEIS. Der Baum 7" wird die Form (w1, <) haben. Seien Ig := {w- 03+ :

2 — w eine Bijektion, f : w; — w; eine Injektion

i€w}firale f<wy, g:w
mit |wy \ flw1]|= w1 und, fir jedes m € w, ey, : w1 — w; eine Injektion, so dafl
Vm,m' € w(m #m' = epfwi1] Nepswi] = 2) und |wr \ U{em[wi] : m < n}|= ws.
Die Ordnung <1 wird induktiv konstruiert, so daf gilt:
1. < ist eine Baumordnung auf w; und fiir alle 5 < wy gilt Levg(T) = I.
2. Fiir alle 8 <wyund i,m € w gilt (w-B+14) < (w- (B4 1)+ g(m,1)).
3. Falls 8 < a < w; und z € I, dann gibt ein y € I, mit z < y.
4. Wann immer o < w; eine Limesordinalzahl ist, c[a] = o8, T, = a und
c[Aa] = AXx C x{n}x C, xh, wobei
e A maximale Antikette in T, ist,
e [ eine Halbordnung auf «, so dafl es einen Isomorphismus ¢ :
(Br,,C) — (o, C) gibt, fiir den, fiir jedes t € T, @(bl*) = f(t) gilt,
e [, eine Halbordnung auf «, so dal ((em)m<n, (@, E,,)) eine n-te freie
Potenz von (a, C) ist, bzw., fiir n = 1, C=LC,,, und

e 1 Automorphismus von (o, C,,),
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dann
Vo € Levo (T)3y € Aa(y < ).

5. Wenn fiir h, T, und n > 1 zusétzlich (x) aus Definition 2.3 gilt, bzw. fiir
n =1 (*) gilt, wenn man e durch id,, ersetzt, dann existieren Ketten ¢ <
tyr < ... und t7* < t5 < ... fiir m < n, die jeweils beliebig hohe Level von
T, treffen, so daf3, mit a; := eg o f(t?H) An = Ap€p_10 f(t?_;ll), fiir gerade

1 Ew

ai+1 Cp h(a;)

gilt, fiir ungerade i € w

aip1 C ™1 (a;)

gilt, und auferdem
Jxg,...,n—1 € Levy(T)Vi € w¥m < n(th < )

und
Im < nflz € Levo (T)Vi € w(th,; < ).

Wenn es gelingt <0 mit diesen Eigenschaften zu konstruieren, sorgen (1) und (2)
dafiir, daB T ein immer verzweigender wy-Baum ist, wobei V¢t € T'(|sucer(t) | = w)
gilt. Wegen (4) ist T dann w;-Souslin:

Es geniigt zu zeigen, dal jede maximale Antikette abzihlbar ist. Sei also A

eine maximale Antikette in 7. Man wihle C so, dafl es einen Isomorphismus ¢ :
(Br,C) — (w1,C) mit Vt € T(o(b]) = f(t)) gibt. Dann ist die Menge

S={a<wi:ca]=a®A c[As]=AN ax CNa® x {n}x CNa xidy}
stationér in wy, denn sie 143t sich auch schreiben als
S={a<w : A, =cAx C x{n}x C xidy] N a} N{a < w; : c[a] = a®}.

Wegen der Lemmata 3.13 und 3.14 existiert ein a € S fiir das die Préamissen von
(4) erfillt sind. Man wéhle solch ein . Fiir ein z € T' mit htr(2) > « existiert nun
ein z € Lev,(T) unterhalb von z. Wegen (4) liegt « oberhalb eines y € AN «. Da
A Antikette ist, folgt daraus A C Tp4+1 und damit gilt |A| < w.

(5) garantiert, dafl die Algebra By die Eigenschaft { hat:

Sei C wie oben. Fiir n > 1 sei C,, Boolesche Halbordnung auf w;, so dafl
((em)m<n, (w1,E,)) n-te freie Potenz von (wq,C) ist. Fiir n = 1 ersetze man eg
durch id,, und wiihle C,,:=C. Weiter seien A eine maximale Antikette in (w1, <)
und h € Hom ((w1,C,), (w1,Cy)), so daB (x) aus Definition 3.15 erfiillt ist. Dann
ist

S'={a<w:cla)=aA ] =AN ax TNa® x {n}x C, Na xh | a}

stationédr und damit gibt es ein a € S’, fiir welches die Priamissen von (4) und

(5) erfiillt sind, denn die Voraussetzungen von (5) sind natiirlich auch auf einer
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club-Menge erfiillt. Fiir ein solches « seien t{* <1 ¢5* < ... und t{* < ¢§* < ... fir
m < n die in (5) garantierten Ketten in T,. Weiter seien zg,...,z,—1 € Levy(T)

die versprochenen oberen Schranken der Ketten (t5});c,. Sei
a:=ego f(x0) A+ Anen_10 f(zn_1).
Dann ist a #.1,, und
Vicw(@C,eoo f(ta) An- Apen_10 f(tgi_l)).
Damit gilt auch
Vi € w(h(a) En € 0 f(thiy1) An -+ An€n_10 f(tg;}l))

Nun existiert wegen des letzten Teils von (5) ein m < n mit A{f(t5; ;)i €w} =1
und damit gilt h(a) =L,. Also ist h & Aut ((w1,Cy)).

Man beachte, dal T, = w - « ist. Die Konstruktion von < verlduft nun recht
natiirlich durch Induktion iiber die Hohe. Angenommen < ist bereits definiert auf
w - a, so dafl (1)-(5) unterhalb von « gelten. Fiir a = 8+ 1 wird die Fortsetzung
von < auf w - a U I, bereits durch (2) bestimmt:

Fir v € w-aund alle m € wsel ¢ < (w -« + g(m,i)) genau dann, wenn
= (w-a+1i)oder z < (w-a+1i) gelten. Damit bleiben (1)-(3) erfiillt, (4) und (5)
sind nur fiir Limeszahlen a relevant.

Sei « eine Limesordinalzahl unterhalb von w;, ohne daf§ die Voraussetzungen
von (4) erfiillt sind. Fiir jedes z € T, = w- « sei (£F);e. eine kofinale Folge in o mit
hty, (z) < & < & < .... Man wihle induktiv fiir jedes i € w ein yf € Leves (Ta),
sodal x < y¥ <yf < ... gilt. Das geht wegen (3). Es sei

B(a) = | J{preds, (47) : i € w}

Dann ist jedes B(z) eine Kette in T}, durch z, die jeden Level von T}, schneidet. Nun
sei {x; : i € w} eine Aufzihlung von w- . Man definiere, fiir z € w-a, 2z < (w-a+1)
genau dann, wenn z € B(z;). Da B(x;) jeden Level von T, trifft, hat (w -« +1) die
Hohe o in T'. Der Rest von (1)-(3) bleibt ebenso erfiillt.

Fiir eine Limesordinalzahl «, fiir die die Prdmissen von (4) erfiillt sind, aber
nicht die von (5), verbessert man die Wahl der B(x) so, da8 jedes B(x) die Antikette
A schneidet:

Fir x € T, wihlt man zundchst y* € T, oberhalb von z und einem Element
von A. Das geht, da A maximal ist. Nun ersetzt man B(z) durch B(y®). Damit ist
zusétzlich zu (1)-(3) auch (4) erfiillt.

Falls nun auch die Voraussetzungen von (5) erfiillt sind, seien a € (o, C,,) und

[ < m wie in (*) aus Definition 3.15. Seien tg, ..., tn—1,t,.--,tn_1 € Tu, so dafl
€0 © f(tO) /\n et /\n €n—10 f(tn—l) En a

und

€0 0 f(t6) An -+ A en—10 f(t,_1) En h(a)
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gelten und jedes f(t,,) oberhalb eines Elementes von A liegt. Fiir m < n seien
(£57)iew und (£33, 1 )icw kofinale Folgen in o mit htr, (t,,) < &5* < &' < ... und
htr, (¢,) < & < & < .... Nun wihle man fiir alle m < n Ketten ¢§* < t53* < ...
und 7" < t3" < ... mit

oty < tfrund t), <t

e Vi € w(htr, (t") > &) und

o Vicw(eoo f(t% ) An - Anen—io f(EPY) En hD (eg o f(E)1) An -+ An

en—10 f(t771)).

Das geht wegen der Lemmata 3.10 und 3.12. Nun sei fiir m <n
Blty) = {predy, (t,) i € w}
und weiterhin
B = U{predTa (th 1 i € w}.
Fiir die restlichen x € w - a wihle man wie oben B(x) mit B(z) N A # @ und

zusiitzlich B(z) # B’. Das geht, da T, immer verzweigend ist. Dann definiert man

die Fortsetzung von < auf w - U I, wie oben.

n

Dieses garantiert, daff die Ketten (¢

")icw Obere Schranken in Lev,, (7)) haben,
die Kette (3; 1 )icw jedoch nicht. Damit ist zusétzlich zu (1)-(4) auch (5) erfiillt. O

3.3. Aus topologischer Sicht. Die Motivation einen wi-Souslin-Baum zu
konstruieren, dessen Baumalgebra die Eigenschaft { hat, liegt in den topologischen
Eigenschaften des dualen Raumes der Algebra. Der Raum X := Ult(Br) ld8t sich

als eine Art Erweiterung von 7" ansehen.

LEMMA 3.18. Fir einen Baum T gibt es eine natirliche Bijektion zwischen den

initialen Ketten von T und den Ultrafiltern von By, definiert durch
Vp e Ult Bp(®(p) :={t €T : b €p}). O
Das erméglicht eine gute Einsicht in die Topologie von X:

LEMMA 3.19. Sei T ein wi-Souslin-Baum. Dann erfillt X = Ult By das erste

Abzihlbarkeitsaxiom.

BEWEIS. Sei x € X. Unterscheide drei Falle:

1. Die Kette ®(x) hat ein Maximum ¢ € T'. Dann sei
E(z) :={bs:s€ ®(x)} U{T \bs:s € succ(t)}.

2. Die Kette ®(x) ist beschrinkt in 7', hat aber kein Maximum. Dann sei

S(x) C T die Menge der minimalen oberen Schranken von ®(z) und
E(z) :={bs:s€®(x)} U{T \bs:s€S(x)}
3. ®(x) ist unbeschriinkt in 7. Dann sei

E(z) :={bs:s € P(x)}.
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Offenbar gilt E(x) C x. E(z) erzeugt den Ultrafilter a:

Fir y € X mit E(z) C y gilt wegen Lemma 3.18 y = x. Damit existiert fiir
jedes a € z eine endliche Teilmenge F' C E(z) mit (| F C a, da sonst E(x)U{T \ a}
in einem von x verschiedenen Ultrafilter enthalten wére.

Sei E(z) der Abschluf von E(x) unter endlichen Durchschnitten. Die s € T’ mit
bs € E(x) oder T\ by € E(z) liegen in der Vereinigung von einer Kette mit einer
Antikette von T. Damit ist E(z) abzihlbar und somit auch E(x). Da z von E(z)
erzeugt wird, ist {{y € X ta €y}l :a € m} eine abzihlbare Umgebungsbasis

von x. |
Jetzt kommt die Eigenschaft t ins Spiel.

LEMMA 3.20. Sei T ein Baum mit |sucer(t)| > w, so daf8 Br die Eigenschaft
1 hat. Dann sind alle endlichen Potenzen von X = Ult(Br) inhomogen. Genauer

gilt fiir jedes n € w und jeden Autohomdomorphismus h von X™:

VCEO,.. 3 Tn—1,Y05-+ - Yn—1 € X(h((x07 wxnfl)) = (y07" '7yn71)

= {(EO, e 7xn71} = {y07 cee 73/7171})'

BEWEIS. Seien n € w, h : X™ — X" ein Homéomorphismus und ., ¥m € X
fiir alle m < n, sodaf3 h((xo, . ,xn,l)) = (Yoy--sYn—1) und {zg,...,zp_1} #
{Y0,---,Yn—1}. O.B.d.A. existiere ein | < n mit z; € {yo,...,Yn—1}, sonst gehe
man von h zu h~! {iber. Fiir alle m < n bezeichne 7, : X" — X die m-te
Projektionsabbildung. Seien A und B disjunkte offene Mengen in X mit z; € A und
ym € B fiir alle m < n. Dann gibt es Uy, ...,U,_1 € Clop X mit Uy x ---x U,_1 C
~UB] und h=1[Ug x -+ x Uy—1] C m, [A]. Fiir a € Br sei s(a) :={r € X :a €

Tm,

x}. Damit ist s : By — Clop X der kanonische Isomorphismus. Dann existieren
toy ...y tn—1 € T mit s(by,, ) C Uy, fiir alle m < n. Nun wihle man sg,...,s,-1 € T
mit
$(bs) X =+ X 8(bs,_,) € h ™ [s(bt) x -+ x s(be,_,)].
Man setze a := h[s(bs,) X -+ X s(bs, _,)]. Sei h* : Clop X™ — Clop X™ definiert
durch
Vb € Clop X" (h*(b) = h™'[b]).

Dann ist h* Automorphismus von Clop X™ und es gilt h*(a) = s(bs, ) x -+ - x s(bs,_,)
und a C s(by,) X -+ - X 8(bt, _, ). AuBerdem gilt bs, N by, = O fiir alle m < n. Da By

die Eigenschaft { hat, kann es solch ein h* nicht geben. Damit ist X™ inhomogen,

da es fiir z,y € X mit x # y keinen Autohoméomorphismus h von X" gibt, so daf}
h((z,...,2)) = (y,...,y) gilt. O

Fiir einen geeigneten Baum hat der Raum, der zu der zu dem Baum gehorigen

Algebra dual ist, keine isolierten Punkte.

LEMMA 3.21. Sei T ein Baum, so daf fir jedes t € T gilt: | sucer(t) | > w.
Dann hat X = Ult By keine isolierten Punkte.
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BEWEIS. Sei z € X und U C X Umgebung von z. Da die Menge der kanoni-
schen Erzeuger b; von Br dicht in By liegt, gibt es ein t € T, so daBB V := {y €
X : b € y} CU gilt. V ist unendlich, denn V' enthilt die disjunkten, nichtleeren
Mengen {y € X : bs € y} fiir s € succp(t). Also sind alle Umgebungen von x
unendlich. |

Damit 148t sich das Lemma 3.20 noch etwas verbessern.

LEMMA 3.22. Sei T ein Baum wie in Lemma 3.20. Dann gilt firn € w, X =

Ult Br und jeden Autohomdomorphismus h: X" — X™:
Vg, ..., Tn_1 € Xdo €S, (h((xo, . ,xn,l)) = (Zy(0), - - - ,xo(n_l))).
BEwWEIS. Da X keine isolierten Punkte hat, liegt die Menge
N :={(zo,....,¢n-1) € X" :Vi,j <n(i#j = x; # )}

dicht in X™.
Sei nun # = (xg,...,2,_1) ein beliebiges Element von X" und (z%);c; ein
Netz in N, das gegen = konvergiert. Wegen Lemma 3.20 gibt es fiir jedes 2/ =

(z,...,2¢ _,) eine eindeutig bestimmte Permutation o € S,, mit

h((ﬂ?o, PN ,xn_l)) = (ﬂfo-i(o), ceey xo-'i(nfl)).

Nun existiert eine kofinale Teilmenge I’ C I und ein o € S,, mit o = ¢* fiir alle

%

1 € I'. Fiir jedes m < n konvergiert das Netz (z? );crr gegen x,, und damit konver-

giert (a;fy(o), . ,a:f,(n_l))iep einerseits gegen (Z,(0),---;To(n—1)) Und andererseits
gegen h(z). Es ist also h((xo, ce, xn,l)) = (Z(0)s+ > Ta(n—1))- O

Insgesamt erhélt man schlieflich folgenden Satz:

SATZ 3.23. Aus < folgt die Existenz eines kompakten, nulldimensionalen to-
pologischen Raumes X ohne isolierte Punkte, der das erste Abzihlbarkeitsaxiom

erfillt, sodaf fiir jedes n € w und jeden Autohomdomorphismus h von X™ gilt:
Vao,...,n—1 € X30 € Sp (h((#i)icn) = (To@) )i<n)-
Insbesondere sind alle endlichen Potenzen von X inhomogen.

BewEels. Wihle X = Ult By, wobei T' = (w, <) der in Satz 3.17 konstruierte
Baum ist. g

Man kénnte nun hoffen, daf} sich das Lemma 3.22 dahingehend verbessern 148t,
dal man zu jedem Punkt x € X" eine Umgebung U von z und ein o € S,, finden
kann, so da, fiir alle y = (yo,...,¥n—1) € U, h(y) = (Yo (0)s - - - » Yo(n—1)) gilt. Dies
geht jedoch nicht, zumindest nicht unter ¢, wie folgendes Gegenbeispiel zeigt:

Sei X = Ult By, T wie in Satz 3.17, und x ein beliebiger Punkt von X. We-
gen Lemma 3.21 ist z nicht isoliert. Weiter sei (U;);e. eine offen-abgeschlossene
Umgebungsbasis von z, die absteigend geordnet ist, mit Uy = X. Dann zerfallt
X \ {z} in die offen-abgeschlossenen Mengen A; := U; \ U;4+1. Nun kann man einen

Autohomomorphismus h von X? wie folgt definieren:
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(xo,z1) , falls g und z7 in demselben A; liegen
h((SUO, xl)) = oder xy = x oder x1 = x gilt,
(z1,20) , falls g und x; in verchiedenen A; liegen.

Dafli h Homéomorphismus ist, ist klar. Nun gibt es in jeder Umgebung von
(z,x) sowohl Punkte (zg,z1) mit zo # z1 und h((zo,21)) = (21, 20) als auch mit
o # 21 und h((xo,xl)) = (zo, 1)-
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