Fachbereich Mathematik der Universitat Hamburg SoSe 2014
Dr. K. Rothe

Anleitungsaufgaben zu

Differentialgleichungen 11

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Aufgabe 1:

a) Man bestimme den Typ der folgenden partiellen Differentialgleichungen:

(1) g+ v’u, = 3z + 4y — 6u + 5,
(i) ugy + yzuz = e + 2% + 97,

) ul, + 2%uy, = 1+ 22 + 3y + du + Su, + 6uy,
(iv) In(uy + uy) + up +uy =1,

o (5)-(-2)

b) Man zeige, dass folgende Funktionen harmonisch sind:

(iii

(i) wi(z,y) =2’ -3y’
(it) us(z,y) =32y —y°
(i) ws(z,y) =Im(e®* + 2) + 6Re(z) mit z =z +iy € C .

Aufgabe 2:
Man lose folgende Differentialgleichungen

a) Uy, — 4ru, + 32’u = —8z + 32° + 627y,

b) g, = 2z cosy + € + 3y,

¢) x(z+ 1)ugy = (22 + 1)uy,.
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Aufgabe 3:
Man berechne mit Hilfe von Exponentialansétzen reelle Losungen der folgenden Differenti-
algleichungen:

a) u(t,z) =" fiir  uy = Nyy

az+py+yz

b) u(x,y,z) =e fir — wpy + Uyy + Uz, —2u, +u=0.

Aufgabe 4:
Man 16se die Anfangswertaufgabe

duy — Tu, =y*, u(z,0) =2

und zeichne die Losung.

Hinweis:  Durch eine geeignete lineare Transformation

§ = ar+fy
n = yxr+0y

mit ad — By # 0 transformiere man die Differentialgleichung auf eine gewchnliche Diffe-
rentialgleichung.

Aufgabe 5:
Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung:

a) (2$ - y)uar +yuy = 07

b) dzu, — 12zxyu, — 222%u, =0.

Aufgabe 6:
Man 16se die Anfangswertaufgabe

zug + (z+ 2y)u, = 3u— 22 mit  u(2z,2z) = 2z + 82°

unter Verwendung der Charakteristikenmethode.
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Aufgabe T7:
Gegeben sei die partielle Differentialgleichung erster Ordnung

TUy + 20Uy = Y .

a) Man berechne die allgemeine Losung.

b) Man bestimme mit dem Ergebnis aus a) die Losung, die der Anfangsbedingung
u(1,y) =y geniigt.

¢) Man fiihre die Probe fiir die berechnete Lésung aus b) durch.
d) Man bestimme mit dem Ergebnis aus a) die Losung, die der Anfangsbedingung

u (z,2x) = 3z geniigt.

Aufgabe 8:
Gegeben sei das folgende Anfangswertproblem fiir die Burgers-Gleichung

ur +uu, =0 fir (z,t) € R x (0,00) mit wu(x,0) = uy(z).

a) Man berechne die allgemeine Losung mit Hilfe der Charakteristikenmetode.
b) Man l6se die Aufgabe fiir die Anfangsdaten

(i) wo(x) =2(x+ 1) und
(i) wo(x) =2(1 —x),

zeichne die charakteristischen Grundkurven und gebe den Zeitpunkt 7" an, bis zu dem
die Losung existiert.

Aufgabe 9:
Gegeben sei das Anfangswertproblem fiir die Burgers-Gleichung

u +uu, =0 fir (z,t) € R x (0,7)

mit
0 , r <=2
u(z,0) = ug(x) = 1, —2< 2 <0
-1, 0< =z

a) Man berechne die Entropielosung fiir (z,¢) € IR x (0, 2).

b) Man zeichne die Grundcharakteristiken ggf. mit Stoffront im Rechteck (x,t) €
(_37 1) X (072)

¢) Man zeichne u(z,0), u(x, 1), u(z,2) fir z € (=3,1).
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Aufgabe 10:

Man schreibe folgende partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung in Matrix-
Vektorschreibweise, bestimme den Typ und skizziere im IR* gegebenenfalls die Gebiete
unterschiedlichen Typs:

a) uzx + 2uxy + uyy - 3Uy + .’132’LL — 1 y
b) (y + 2)ugy + 42uyy + uyy + 3u, — e uy + 27u = 23sin(y — 7) ,

) Ay, — Ay, + 2uy, + 4u,, + 2*uy — yu, +4u = 0.

Aufgabe 11:
Gegeben sei die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung:
14 4 11
Euwx - guxy + Euyy + 2\/gu;p - \/guy + 3u =X

a) Man bestimme den Typ der Gleichung und

b) transformiere sie auf Normalform.

Aufgabe 12:
a) Man zeige, dass die Wellengleichung wu;; = 4u,, folgende allgemeine Losung besitzt:
u(z,t) = f(z —2t) +glx+2t), fgecC?

Tipp: Man transformiere v auf die Koordinaten £ = x—2t und n = x + 2¢ und berechne
die allgemeine Losung der transformierten Differentialgleichung.

b) Man zeige, dass das folgende Randwertproblem fiir die Wellengleichung keine Losung

besitzt.
Uy = dUgy, O<a,t<1
w(xz,0) = z—2*, 0<z<1,
u(x,1) = 0,
u(0,t) = 0, 0<t<1,
u(l,t) = 0.

Man iiberpriife auch, ob die vorgegebenen Randwerte in den Eckpunkten vertraglich
sind.
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Aufgabe 13:

a) Man zeige, dass der Laplace-Operator im IR* invariant gegeniiber Drehungen ist, d.h.
fiir die um den Winkel ¢ gedrehten Koordinaten

Y\ cosy sinp x
n ) \ —sing cosy Yy
gilt Uy + Uy = Uge + Uy

b) Unter Verwendung der Mittelwerteigenschaft berechne man fiir die Losung u des Pro-
blems
Upe + Uy =0 fiir (z—1)2+4(y—1)2<25,

w(r,y)=wzy fir (z—1)>2+(@y—12=25

den Wert u(1,1).

Aufgabe 14:
Man 16se die Randwertaufgabe

Au = 0, O<z<l, 0<y<?2,
u(z,0) = 2sin(37z), wu(z,2)=0, 0<z<1

u(0,y) = 0, wu(l,y)=0, 0<y<2

durch einen Separationsansatz der Form u(z,y) = f(z) - g(y), berechne minimalen und
maximalen Funktionswert von v und zeichne die Losung.

Aufgabe 15:
Gegeben sei das folgende Dirichlet-Problem im Kreisring
2 <r = /2% +y? < 3 (in Polarkoordinaten):

Uy + TU, + Uy, =0,
u(2,p) =cosp,

65 .
u(3,0) =1+ i sin(2¢) .

Man berechne die Losung in Polarkoordinaten, gebe sie in kartesischen Koordinaten an und
zeichne sie.
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Aufgabe 16:
Man berechne die Losung des folgenden Dirichlet-Problems im Halbkreis
r2urr+rur+uW:O fir 0<r<6 und 0<p<m,
u(r,0)=0 und wu(r,m)=0 fir 0<r<6,

o) =Jo-3|-7 me v<esn

bestimme den maximalen und minimalen Funktionswert von « und zeichne die Losung.

Aufgabe 17:
Fiir den Kreisring 1 < 2% + y* < 4 16se man das Problem (in Polarkoordinaten) mit ge-
mischten Randdaten

P2 U + 17U+ Up, =0, 1 <7 <2,
u(l,gp) =0,

5 195
up (2, ) = 5t 6—4(?053907

zeichne die Losung und gebe sie auch in kartesischen Koordinaten an.

Aufgabe 18:
Man berechne die Losung der Anfangswertaufgabe

Uy = Uy, fir x€R und t >0,

u(z,0) = > fir reR.

a) unter Verwendung der Fundamentallésung und

b) mit Hilfe eines Produktansatzes.
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Aufgabe 19:
Man  berechne  die  Losung  der  Anfangsrandwertaufgabe — fiir  folgende
Warmeleitungsgleichung

Uy = Uy fir 0<x<4, ()
0<t<T,
w(0,t) = 0 fir 0<t<T 2
u(d,t) = 0
w(z,0) = wup(z) fir 0<z<4 0 2 4 >

Bild 19 Anfangsfunktion g

mit Hilfe eines Produktansatzes und bestimme den Maximalwert der Losung u im Gebiet
[0,4] x [0,T7.

Aufgabe 20:
Man  berechne  die  Losung  der  Anfangsrandwertaufgabe — fiir  folgende
Wiérmeleitungsgleichung mit Hilfe eines Produktansatzes:

Uy = Au fir (x,y) €]0,1[x]0,3[, 0 < ¢,
u(0,y,t) =0 =u(l,y,t) fiir ye [0,3], 0<¢t,
u(z,0,t) =0 =u(x,3,t) rze 0,1, 0<t,
uw(z,y,0) =  (3sinmz —sin37wz)sinwy fir (x,y) € [0,1] x [0,3].

1

Man zeichne die Losung u fir t = 0, g, 2—10, % Wie verhélt sich die Losung fiir ¢ — oo?

Aufgabe 21:
Die Telegraphengleichung  ug, = 4uy + 4u, +u  beschreibt den zeitlichen Verlauf einer
Signalspannung v am Ort = > 0 in einem langen Ubertragungskabel.

Gesucht ist die Signalspannung u(z,t), wenn am Rand z = 0

des Ubertragungskabels ein periodisches Signal der Form
u(0,t) = 5sin(3t), fir ¢ > 0, eingespeist wird. Auflerdem soll die Signalspannung u
fiir x — oo beschrankt sein.

a) Man zeige, dass ein Produktansatz der Form wu(z,t) = X (z) - T(t) zu keiner Lésung
fithrt.

b) Man versuche den Losungsansatz u(z,t) = uge ** sin(3t — bx) mit a,b € IR und a > 0.



8 Fachbereich Mathematik der Universitat Hamburg

Aufgabe 22:
Man berechne fiir die Funktion

t erc

:%/ / ngdng

0 z—c(t—7)

die partiellen Ableitungen wu, und u,, unter Verwendung der Differentiationsregel fiir para-
meterabhangige Integrale

s(t) s(1)
= /f(é,t) d§ = F'(t) = f(s(t),1)s'(t) —f(r(t),t)r’(tH/ft(é,t) dg .
r(t) (t)

Aufgabe 23:
Man berechne die Losung der Anfangswertaufgabe
Ut — Ugye = 2, xE]R,t>O,
u(z,0) = 50sinz, ze€lR,
u(z,0) = 2z, r IR

und bestétige die Losung durch Einsetzen in die Anfangswertaufgabe.

Hinweis: Man bestimme zunachst eine Losung der inhomogene Wellengleichung mit homo-
genen Anfangsdaten, 16se die homogene Differentialgleichung mit Hilfe der d “Alembertschen
Losungsformel und verwende anschlieBend das Superpositionsprinzip.

Aufgabe 24:
Gegeben sei das Anfangsrandwertproblem im Halbraum
Uy — AUy, = 0, reR;y, >0,
u(z,0) = wo(z), x>0,
u(z,0) = wvo(z),
u(0,t) = 0, t>0.

a) Man gebe den Abhéngigkeitsbereich der Losung im Punkt (xg,t9) = (3,1) an
b) Man zeichne den Bestimmtsheitsbereich der Losung zum Interval [0, 6] fiir ¢ > 0.

¢) Man lose das Anfangsrandwertproblem mit Hilfe der Reflexionsmethode und kléare, ob
es sich bei der gefundenen Losung um eine C?-Funktion handelt, fiir

(i) wo(z)=2z(x—1)(x+1), vo(z)=_8x,
(ii) wp(x) =1—cosz, wvp(x)=0.
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Aufgabe 25:
Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe
Uy = Ugy fir O0<x<1,0<t,
uw(0,t) = 0 = u(l,t) fir ¢t>0,
u(z,0) = wp(z) =0
u(z,0) = wo(x) = 2*(x—1) fir 0<x<1.

a) Man berechne die Lésung unter Verwendung der d “Alembertschen Losungsformel und
b) iiber den Produktansatz u(z,t) = X (x) - T(t) nach Fourier.

¢) Man zeichne die Losung.

Aufgabe 26:
Man l6se die Anfangsrandwertaufgabe fiir die Wellengleichung unter Verwendung der
Fourier-Methode:

) ,(27rx) x—/
Uy = CUge +Tsin | — | + 7

x
7 sint—zcost,0<$<€,0<t,

u(0,t) = sint,
u(l,t) = cost, fir t>0,
u(z,0) = a

)

27
T

g Y

und zeichne die Losung fiir £ =1 und ¢ = 1.

w2, 0 fir 0<az</

Aufgabe 27:
Berechnen Sie die Losung der Anfangsrandwertaufgabe der Warmeleitungsgleichung unter
Verwendung der Fourier-Methode

U = Upp + (22 — 1)t +3n%sindnr fir O<z<1, 0<t,

dr+1l, 0<2<1)2
u(z,0) = up(z) :=
1, 12<2<1

uw(0,t) = e, u(l,t)=—et fir 0<¢.
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Aufgabe 28:
Man lose die folgende Randeigenwertaufgabe mit Hilfe eines Produktansatzes der Form

u(z,y) = X(x)-Y(y)
“Au = Au, (z,y) €]0,3[x]0, 4],
w(@,0) = 0=u(z,4), =€ [0,3]
w(0,9) = 0=u(3,y), ye [0,4].

Anschlielend gebe man die sechs kleinsten Eigenwerte an und zeichne die zugehorigen Ei-
genfunktionen.



