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Anleitungsaufgaben zu

Differentialgleichungen 11

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Aufgabe 1:

Man I6se die Anfangswertaufgabe

2u; + 5, = 12tz + 15t%,  v(0,t) = cos(2x).

Hinweis:  Durch eine geeignete lineare Transformation

= at+bx
= ct+dx

mit ad —bc # 0 transformiere man die Differentialgleichung auf eine gewhnliche Differen-
tialgleichung.

Aufgabe 2: (keine Ersatzaufgabe)

Bei einer eingespannten Seite greife eine konzentrierte Kraft F'(¢) im Punkt xg mit 0 < 2 < [
an.

> X

Bild: Abbildung zum Zeitpunkt ¢ = 0
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Dann ergibt sich die Schwingungsgleichung in Integralform in der Gestalt

jp(é)[ut(f,h) —Ut(f,tl)]df—iff(&T)dde

2} 12}

_ / Tofta (22, 7) — ta(z1, 7)|dr + / F(r)dr

t1 t1

fir alle (¢1,t2) und alle (21, x2), wobei p die lineare Dichte der Saite ist und f(x,t) die zum
Zeitpunkt ¢ auf die Langeneinheit bezogene Kraft im Punkt x. Wie kann diese Schwingung
durch Differentialgleichungen und Anfangs- und Randbedingungen beschrieben werden?

Aufgabe 3:

Man zeige:
Es gibt stetige Funktionen f € C(IR?)\ C'(IR?) derart, dass u,, = f(z,y) keine C?(IR?)-
Losung besitzt.

Hinweis:  f(z,y) = g(z)h(y) mit h € C°(R) \ C*(IR) ist eine Moglichkeit.

Aufgabe 4:

Gegeben sei ein Gebiet U C IR? und eine kompakte Menge D C U mit stiickweise glattem
Rand, die beztiglich beider Koordinatenrichtungen projizierbar ist. Auerdem sei v € C*(U),
v : U — IR? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, w € C*(U), n = (n,, n,) die duflere Nor-
male von D und ds das Bogenelement. Man beweise fiir mathematisch positiv durchlaufenen
Rand 0D

a) die Regeln fiir die partielle Integration

(i) / o, y) Az, y) = / w(@)n, ds

@) [ o)) = [u@n,ds,

b) den Gaufischen Integralsatz

/div v(x,y)d(x,y) = / <wv(x),n > ds,

D oD

c) sowie

/Aw(x,y) d(z,y) :/Z—st.
oD

D
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Aufgabe 5:

Gegeben sei die partielle Differentialgleichung erster Ordnung
3um+x2uy—uz =0.
a) Man bestimme die allgemeine Lésung mit Hilfe des charakteristischen Differentialglei-
chungssystems und

b) ermittle die Losung, die der Anfangsbedingung u(z,y, z) = y + 2z geniigt.

Aufgabe 6:

Gegeben sei die partielle Differentialgleichung erster Ordnung
3uy, + $2uy =—1.
a) Man berechne die allgemeine Losung mit Hilfe der Phasendifferentialgleichungen in-
dem man

(i) « als unabhéngige Variable einfiihrt,

(ii) y als unabhéngige Variable einfiihrt.

b) Man bestimme mit dem Ergebnis aus a) die Losung, die der Anfangsbedingung
u(z,0) = 2° — 2/3 geniigt.

¢) Man fiihre die Probe fiir die berechnete Lésung aus b) durch.

d) Man bestimme mit dem Ergebnis aus a) die Losung, die der Anfangsbedingung

23
U (x, g + 1) = sinx genugt.

Aufgabe 7:  (keine Ersatzaufgabe)
a) Man passe die allgemeine Losung von — u,+2zu, =y an die Anfangswerte u(x, 2%+
1) =3z  an und priife das Ergebnis durch Einsetzen.

b) FaBt man die Differentialgleichung

al(xa y)ul‘('rv y) + a2<l’, y)uy(x, ?J) = CLQ(.T}, y)
auf als die Ableitung einer Funktion u(z(t),y(t)) langs einer Kurve (z(t), y(t)),

du  dudr dudy

=t Wt ao(x(t), y(t)),
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so erhalt man das System

dr dy du
ar N a T w

= Gy,

dessen Losungen charakteristische Kurven, kurz Charakteristiken heilen. Thre Projek-
tion auf die xy-Ebene heiflen charakteristische Grundkurven. Sie werden durch die
ersten beiden Differentialgleichungen beschrieben. Was hat eine Charakteristik mit
der Losung der Differentialgleichung zu tun? Betrachte eine Charakteristik langs einer
charakteristischen Grundkurve. Erklére das Ergebnis aus Teil a).

Aufgabe 8:

Man bestimme den Typ der folgenden partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
und skizziere im IR? gegebenenfalls die Gebiete unterschiedlichen Typs:

a) gy + 4duyy — TU, = 2y,

b) (y+ 2)ugy + 4xuyy + wyy + 3u, — e uy + 270 = 23sin(y — ) .

Aufgabe 9:

Man zeige:

Fir die Anfangswertaufgabe der Wellengleichung

gilt:

2

Uy = ClUpe, 0<t<ty, —00o<zx<00,
w(z,0) = ¢(z),
0
au(x,O) =0

Zu jedem e > 0 gibt es ein §(¢) > 0 derart, dass sich zwei Losungen w;(x,t), ¢ = 1,2 mit
den Anfangswerten

und

[p1(z) — pa(x)] <6

um weniger als € unterscheiden, d.h.

lup (x,t) — ug(z,t)| < e.
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Aufgabe 10:
Man lose
Uy — U :0 OSx,tSI,
u(:(:,O)—x(l—:L‘) 0<z<1,
u(z,0) = 0<z<l1,
u(0,1) = ( t) =0, 0<t<1

durch geeignete Fortsetzung der Anfangsdaten. Wo ist u wie oft differenzierbar?

Aufgabe 11

Man berechne zu
Uy = gy, it u(r,0) = p(x), u(2z,7) = Y(v)

eine Losung, falls sie existiert.

Aufgabe 12:
Man lose
Uy, = 2 +siny, x,y>0
u(z,0) = e, x>0
u@,9) = y+1, y=0.
Aufgabe 13:
Man lose

Uy — Uy =1+20+2y mit u(z,z)==z

unter Verwendung

a) der Charakteristikenmethode und

b) des Summenansatzes u(z,y) = f(z) + g(y).
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Aufgabe 14:

Man zeige, dass das folgende Randwertproblem fiir die Wellengleichung keine Losung besitzt.

Uy = Ugg , O<zx,t<1
u(r,0) = =, 0<ax<1,
u(z,1) = 14+z(x—-1),
uw(0,t) = ¢, 0<t<1,
u(l,t) = 1.

Man tberpriife auch, ob die vorgegebenen Randwerte in den Eckpunkten vertraglich sind.

Aufgabe 15:

Man berechne durch einen Separationsansatz der Form u(z,y) = f(z)-g(y) eine Losung der
Anfangsrandwertaufgabe

Au = 0, z e (0,1), y>0,
u(z,0) = —sin3nmzx, x€[0,1],
n
uy(z,0) = 0,
u(0,y) = 0, y=0,
u(l,y) = 0.

und begriinde damit, warum keine stetige Abhangigkeit von den Anfangsdaten vorliegt, die
Aufgabe also nicht sachgemaf gestellt ist.

Aufgabe 16:

Gegeben sei die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
Upy + 20Uy + (27 — Dy, = (2,9, 4, Ug, uy) .
a) Man bestimme den Typ der Differentialgleichung.

b) Man berechne die Charakteristiken und

¢) transformiere die Differentialgleichung auf Normalform fiir den Fall
f(xa Y, U, Ug, uy) = Uy -

d) Mit den Daten aus c¢) bestimme man die allgemeine Losung der Differentialgleichung.
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Aufgabe 17:

Man  berechne die Losung der Anfangsrandwertaufgabe fiir die folgende

Wiérmeleitungsgleichung: o ()
Uy = Uy fir 0<x<2,
0<t<T, 1
u(0,t) = 0 fir 0<t<T
w(2,t) = 0 ; >
(21) 0 1 2
u(z,0) = wup(z) fir 0<z<2.

Bild 17  Anfangsfunktion wu

Hinweis: Man bestimme mit einem Produktansatz der Form
u(z,t) = X(x) - T(t)

zunachst Losungen der Differentialgleichung zu den homogenen Randdaten.

Aufgabe 18:

Gegeben sei die folgende Anfangsrandwertaufgabe fiir die Warmeleitungsgleichung

Uy = Uy, fir O<z<m, 0<t,
uw(0,t) =1, wu(mt)=-1 fir 0<¢,

u(z,0) = cosx fir 0<z<m.

a) Man gebe eine einfache Naherungslosung 4 an und schétze den Fehler | —u*| beziiglich
der Losung u* in D := [0, 7] x [0, co[ nach oben ab.

b) Man berechne die Losung u*.

Hinweis: Es darf die sich aus dem Produktansatz ergebende Losungsdarstellung verwendet
werden.

Aufgabe 19:

Mit Hilfe des Produktansatzes u(z,y) = f(x) - g(y) bestimme man Ldsungen von

Ugy + Uy + Uy +2u = 0.
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Aufgabe 20:

a) Man zeige mit z = x + 1y gilt:

u(z,y) := Re(e?) und v(z,y) := Im(e*) sind harmonische Funktionen, d.h. Losungen
der Gleichung
Aw=0.

b) Man berechne eine Lésung von
Au=z+vy

in Polynomform.

Aufgabe 21:

Die Transversalschwingungen einer am Rand eingespannten kreisfomigen Membran werden
beschrieben durch das folgende Anfangsrandwertproblem

uy = cAu fiir (¢, 2,9) €]0,00[x{2* +y* < R*},
u(z,y,t) = 0 fir 224+¢y*=R* und t>0,
u(z,y,0) = uo(w,y)  fiir (z,y) € {a”+y* <R},

ut<x7y70) = Uo(l‘,y)

Man gebe die zu losenden gewohnlichen Differentialgleichungen an, gegebenenfalls mit Rand-
bedingungen, die sich bei der Losungskonstruktion iiber einen Produktansatz ergeben. Dabei
sollen Polarkoordinaten fiir die Ortsvariablen verwendet werden.

Aufgabe 22:
Man zeige, dass bei der Telegraphengleichung
Upp — Ugy +4uy +4u =0

mit folgender Randbedingung
u(0,t) = cost
ein Produktansatz der Form u(z,t) = X (z) - T(t) zu keiner Losung fiihrt.

Aufgabe 23:
Man lose das folgende Dirichlet-Problem im Rechteck
Au = 0, O<uzy<m,
w(z,0) = 0, wu(z,mn)=0, 0<zx<m,

u(0,y) = siny, u(my)=sin2y, 0<y<m
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und zeichne die Losung.

Aufgabe 24:
Man bestimme a,b, ¢ € IR so, dass sich eine rechtsseitige Differenzenapproximation von
Uz (25, y;) mOglichst hoher Ordnung p aus der folgenden Gleichung

1
um(:cj, yj) = ﬁ (CL . Uj’j + b- Ujt1,j +c- U/j+2’j) + O(hp)

ergibt.

Hinweis: ~ Man entwickle w;iy j := u(z; + kh,y;) fir £ = 1,2 jeweils in eine
(eindimensionale) Taylor-Reihe um z;.



