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1. Vektorrechnung
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Rechnen mit Vektoren

Erinnerung:

o Fiir eine Menge X und n e INg ist X" die Menge der n-Tupel
bestehend aus n Elementen aus X

X”={(Xl,...,x,,):Xl,...,x,,eX}.

e Fiir einen Korper IK nennt man die Elemente (n-Tupel) aus IKK” auch
Vektoren.

Definition
Fir Vektoren u = (u1,...,u,), v=(v1,...,v,) € K" und ein Skalar a € K
definieren wir die Vektoraddition und Multiplikation mit einem Skalar durch

u+vi=(u1+vi,...,Uup+Vvy) und a-v=av:i=(avy,...,av,).
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Geometrische Interpretation

e Vektoren in R? entsprechen Punkten in der reellen Ebene bzw. Pfeile vom
Nullpunkt (0,0) zu dem Punkt

e Summe zweier Vektoren entspricht dann der , Aneinanderreihung der Pfeile"

e Produkt mit einem Skalar o € R entspricht einer Skalierung/Streckung des
Pfeils, d.h. « € (0,1) verkiirzt und o > 1 verlangert, wihrend o < 0 skaliert
wie || und zusatzlich die Richtung umdreht

e entsprechendes gilt in R® oder ganz allgemein in R”

Sei u=(—1,3) und v = (2, —1). Sei
_y/\ y | |
ki S T T R I T T
| verschoben 1 | | |
S
| uw—+ v = (1,\2) | | | 2
: T % : T
\ \ \ 1 \ \ \
2
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Vektorraume

Sei K ein Korper und n € INg. Dann gilt:

e (IK",+) ist eine abelsche Gruppe.

e Das neutrale Element der Addition ist der Vektor 0 = (0,...,0) € IK”, den
wir auch Nullpunkt/Nullvektor nennen.

e Fiir alle Vektoren v, w € IK” und Skalare «, § € KK gelten die Rechenregeln:

(a) alv+w) =av+aw
(b) (a+ B)v=av+ Bv
((Cg )V—a(ﬁv)

Bemerkungen
e Satz kann durch einfaches einsetzen der Definitionen bewiesen werden
e IK” zusammen mit der Vektoraddition und Multiplikation mit Skalaren ist ein
Vektorraum (lber IK)
e allgemeiner ist ein Vektorraum Gber IK eine abelsche Gruppe (V/, +) mit einer
skalaren Multiplikation IK x V — V die die Rechenregeln erfiillt
—> hier: V = K"
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Vektoren multiplizieren

Definition (Standardskalarprodukt)

Sei IK" ein Verktorraum. Das Skalarprodukt (-, -): K" x K" — IK bildet
u= (ui,...,up), v=_(vg,...,v,) € K" auf ein Kérperelement ab:

(v, w) = u1v1—|—---—|—u,,vn=21'7=1ujvj, falls IK = C,
’ VL + 4 UV =20 vy, falls K = C.

Beispiele:
e Firu=(1,2,3), e R3, gilt
u,vy=1-(—4)+2-5+3.-(—6)= —12.
o Fiir u=(1,0,2,2), v = (2,1,1,2) € (Z/3Z)*, gilt
(u,vy=1-240-14+2-1+2-2=2.
e Fir v=(a; +iby,...,a,+ib,) € C" gilt
{v,v) = Zaj+|b (aj + ibj) ZaJJrlb j)=Zn:(aJ2+bj2).

Jj=

Jj=1
Mathias Schacht Mathematik 1l fiir Informatik SoSe 2025 §1. Vektorrechnung / 5




Langen von Vektoren und Satz von PYTHAGORAS
Sei u = (a, b) ein Vektor in R?:

e Nach dem Satz des PYTHAGORAS hat der Vektor u = (a, b) die Lange

Va2 + b2 = \/{u,u).

e Im Allgemeinen definieren wir fiir v = (vq,...,v,) € C" den Betrag |v|

durch
v = Vv = a2+ a2,

was der geometrischen Lange von v in C" entspricht (PYTHAGORAS).
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Eigenschaften des Skalarproduktes

Sei IK ein Kérper und n € IN. Dann gilt fiir alle « € IK und alle u, v, w € K"

(a) <viw) =<{w,v) fir K # C und {v,w) =<{w, v) fir K =C
(b) (av,w) = alv,w)

(c) <u+v,wy=_u,wy+{v,w)

Beweis: Alle Eigenschaften ergeben sich direkt aus der Definition des
Skalarproduktes und den Rechenregeln

z-zl=z.-2Zl=2Z'.Z

fir komplexe Zahlen z, z’' € C. (]

Bemerkungen
e Eigenschaft (a) nennt man Symmetrie bzw. Hermitizitat (in C)

e Eigenschaften (b) und (c) nennt man Linearitat im ersten Argument

e mit (a) ergibt sich auch Linearitat im zweiten Argument fiir K # C und
Sesquilinearitat {u,av + w) = @{u, vy + {u, w) iiber C
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Eigenschaften des Betrages

Sei IK = R oder € und n e IN. Dann gilt fiir alle A € IK und alle v, w € K"

(a) |v|]€ Rsg und es gilt [v| =0 <= v =(0,...,0) e K" positiv definit
(b) |Av]| = |A|-|v]| homogen
(c) |[v+w| < |v|+|w| Dreiecksungleichung

Beweis: Die ersten beiden Eigenschaften ergeben sich aus der Definition
des Betrages, den Rechenregeln des Skalarproduktes und aus der Definition
des Betrages fiir komplexe Zahlen A = a + bi

Al = Va2 + b2 = +/(a+ bi)(a—bi) =V A

mit

] = VWAV = A/ (A ), vy = VAR v vh = A [y

Der Beweis der Dreiecksungleichung basiert auf der
CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung. []
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Ungleichung von CAUCHY und SCHWARZ

Satz (CAUCHY—SCHWARZ)

Fir alle Vektoren u, v e C" gilt [{u, v)| < |ul|v]|.

Beweis: Die Ungleichung gilt offensichtlich falls v der Nullvektor ist und wir
konnen somit annehmen, dass v nicht der Nullvektor ist.
Fir jedes )\ € C gilt

0<|u—Av]P={u—Av,u—Av)
und aus der Linearitdt und Symmetrie des Skalarproduktes folgt
(u—Av,u—Av) = u,u)y — Mu, vy — Xv, u) + | A2 v, v).

Da v nicht der Nullvektor ist, kdnnen wir \ = % einsetzen und erhalten

2 2
0 < <U, U>— |<U, V>‘ _ ‘U|2 . |<U, V>‘ s |<u, V>‘2 < |U|2 |V‘2

2
(v, v) v|

und die Ungleichung folgt durch Wurzelziehen auf beiden Seiten. []
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Beweis der Dreiecksungleichung |u + v| < |u| + |v|

Beweis: Seien u, v € C" beliebig. Mit den Rechenregeln erhalten wir

lu+v]?=lu+v,u+v)={u,u)+u,v)+ (u, vy + v, v)
und, da {u, vy + {u, v) der zweimal Realteil ({u, v)) von {u, v) ist, gilt
lu+ v|? = |u]? + 2R u, v)) + |v]?.

Wegen R(z) < |z| fiir jede komplexe Zahl z € C, folgt mit der
CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung

2R(Cu, vp) < 2[Ku, vl < 21ulv|
und
Ju+ v|? < |ul? + 2|ul|v] + [v|* = (Ju] + [v])?,
wodurch sich die Ungleichung
ju+ v] < ful + |v|

nach Wurzelziehen auf beiden Seiten ergibt. []
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2. Lineare Gleichungssysteme
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Lineare Gleichungssysteme

Definition
Eine lineare Gleichung liber einem Koérper IK in den Variablen xq, ..., x, ist eine

Gleichung der Form

aixy+---+apxp=0>b
wobei die Koeffizienten a; und b Elemente von K sind.
Die Losungsmenge der Gleichung ist die Menge

{01, yn) € K" a1y1 + -+ + anyn = b}

Ein lineares Gleichungssystem iiber KK in den Variablen xi, ..., x, besteht aus
mehreren linearen Gleichungen iiber KK:
alixi+ -+ ainXxp = b

a1 X1+ -+ ayn Xy = b2

dm1X1 + e+ dmnXn = bm

Ein n-Tupel (y1,...,yn) € K" 16st das Gleichungssystem, wenn (y1,...,y,) jede
der m linearen Gleichungen erfiillt. Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist
der Durchschnitt der Lésungsmengen der einzelnen Gleichungen.

4
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Losungen von Gleichungssystemen

Definition

Ein Gleichungssystem heiBt:
e konsistent/Iosbar, falls (iberhaupt eine Lésung existiert.
e inkonsistent/unlosbar, falls keine Losung existiert.
e homogen, falls by = --- = b,, = 0 gilt.

Wir nennen zwei lineare Gleichungssysteme in denselben Variablen
aquivalent, falls sie dieselben Lésungsmengen haben.

Bemerkungen:

e jedes homogene Gleichungssystem in n Variablen hat die triviale
Losung (0,...,0) e K"

e homogene Gleichungssysteme kénnen aber auBer der trivialen Losung
noch weitere Losungen haben
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Koeffizientenmatrix und Matrixdarstellung

Flr ein lineares Gleichungssystem

a1 Xy + -+ aip Xp = bl

A1 X1+ -+ ay X, = b

admiX1 + : + amnXn = bm

definiert man die Koeffizientenmatrix A und die erweiterte Koeffizientenmatrix:

(311 di?2 .. aln\ (811 di2 .. din bl\
ani dno .. don dni doo .. don b2
A= , , , und
\aml am2 ... amn ) \aml am2 ... amn | bm )

Das Gleichungssytem enstspricht dann der Matrizengleichung

X1 by
Ax = b fiir die Spaltenvektoren x = | : | € K" und b = L |e Kmxt

Xn bm
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Beispiel
Das lineare Gleichungssystem

X1+ xXo+2x3=9
2x1 +4x0 — 3x3 =1
3x1 + 6x0 —bxz3 =0

uber R hat die Koeffizientenmatrix, erweiterte Koeffizientenmatrix und
Matrixdarstellung

1 1 2 1 1 2|9 1 1 2 X1 9
2 4 3], |2 4 -3]|1 und 2 4 3llx|=11
3 6 =5 3 6 =50 3 6 =5/ \x3 0

e das Gleichungssystem hat drei Variablen und drei Gleichungen,
e es ist nicht homogen
e und (1,2,3) ist die einzige Lésung.
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Elementare Umformungen

e cinfache Umformungen zur Lésung linearer Gleichungssysteme
Definition
Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax = b iiber einem Koérper IK Die

folgenden Operationen nennen wir elementare Gleichungsumformungen:
(a) Vertauschen zweier Gleichungen

(b) Multiplikation einer Gleichung mit a € K ~\ {0}

(c) Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung

Elementare Gleichungsumformungen andern die Losungsmenge nicht, d. h. das
umgeformte System und das Ausgangssystem sind aquivalent.

Beweis:

e offensichtlich fiir (a)

e klar fiir (b), da jede Lésung erhalten bleibt und die Umformung wegen o # 0 umkehrbar ist,
e folgt ebenso fiir (c¢), Losung bleibt erhalten und Umformung ist umkehrbar [l

Der Satz gilt analog fiir entsprechende Zeilenoperationen auf der erweiterten Koeffizientenmatrix. l
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/eilenstufenform

Definition (Zeilenstufenform)

Eine Matrix ist in Zeilenstufenform wenn folgende Punkte erfiillt sind:
(a) Alle Zeilen, die nur Nullen enthalten, stehen unten in der Matrix.

(b) Wenn eine Zeile nicht nur Nullen enthalt, so ist der am weitesten links

stehende, von Null verschiedene Eintrag eine Eins (die fithrende Eins
dieser Zeile).

(c) Fiir je zwei verschiedene Zeilen, die nicht nur Nullen enthalten, steht

die fihrende Eins der oberen Zeile echt weiter links als die fiihrende
Eins der unteren Zeile. )

Bemerkung:

e in einer Matrix in Zeilenstufenform stehen unter fiuhrenden Einsen nur Nullen

e stehen auch liber den fiihrenden Einsen nur Nullen, so ist die Matrix in
reduzierter Zeilenstufenform
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Beispiele

—t

2
—7
1

()

und

9
—1
2

OO =

o = O

O O

und

O O

O~ O

o O O

OO =

und

o O O

Mathias Schacht Mathematik Il fiir Informatik

1

O O

OO ON

nicht in Zeilenstufenform

in ZSF, aber nicht in red. ZSF

0 4
1 3
0 0
SoSe 2025

in red. ZSF

§2. Lineare Gleichungen /8



Rickwartseinsetzen

e lineare Gleichungssysteme mit erweiterte Koeffizientenmatrix in
Zeilenstufenform lassen sich leicht durch Rickwartseinsetzen |6sen

Beispiel

Wir betrachten Gber R das Gleichungssystem mit erweiterter Koeffizientenmatrix

1 4 2 9 |2
0O 1 —7v —-1|3
0 0 1 2 |1

o |etzte Zeile ergibt: x3 =1 —2x4
e vorletzte Zeile ergibt: x, = 3 4+ 7x3 + x3 und Einsetzen von x3 fiihrt zu

o =3+7(1—2x4) + x4 = 10 — 13x4
o erste Zeile ergibt: x; = 2 — 4x, — 2x3 — 9x4 und mit Einsetzen von x3 und x
x; =2—4(10 — 13x5) — 2(1 — 2x3) — 9x4 = —40 + 47x4

= X1, X und x3 sind durch x; eindeutig bestimmt, d. h. fiir beliebige Wahl
von x; = t € R erhalten wir eine Lésung des Gleichungssystems
= Lésungsmenge ist die Menge {(—40 + 47t,10 — 13t,1 — 2t,t): te R} < R*
o (—40+47t,10 — 13¢t,1 — 2t, t) heiBt allgemeine Lésung in Parameterform

y
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Losungsmengen via reduzierter ZSF

o (erweiterte) Koeffizientenmatrizen in reduzierter Zeilenstufenform erméglichen
direktes (ohne Riickwértseinsetzen) ablesen der Lésungsmenge

Beispiel

Wir betrachten iiber R das Gleichungssystem mit erweiterter Koeffizientenmatrix
1 2 0|4
0 0 1|3

o erste Zeile ergibt: x; = 4 — 2x

o letzte Zeile ergibt: x3 =3

= X3 ist eindeutig festgelegt,
x1 ergibt sich fiir jede Wahl von x; in R,

= Parametrisierung x» = t € R ergibt die Losungsmenge

{(4-2t,t,3): te R} = R

bzw. die allgemeine Losung (4 — 2t, t,3) in Parameterform
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Fihrende und freie Variablen

Definition
Fir ein Gleichungssystem in den Variablen xq, ..
Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform gilt:

e die Variable x; heiBt fiihrend, falls die /-te Spalten eine fiihrende Eins

enthalt;
e die anderen Variablen heiBen frei.

., Xn Mit (erweiterter)

Bemerkungen:
e in den vorherigen Beispielen ist x4 frei und xq, x2, x3 sind fiihrend bzw.

x> ist frei und x; und x3 sind fiihrend

e Werte der freien Variablen sind frei in IK wahlbar

e jede unabhangige Auswahl fiir alle freien Variablen definiert
Losungswerte der fiihrenden Variablen

e die freien Variablen parametrisieren die Lésungsmenge
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GauB—Jordan-Verfahren

Mittels elementarer Zeilenumformungen lasst sich jede Matrix liber einem Kérper IK in eine Matrix
in reduzierter Zeilenstufenform lberfiihren.

Beweise: GauB—Jordan-Verfahren liefert folgenden Algorithmus:

(a)
(b)

Wahle am weitesten links stehende Spalte der Matrix, die Werte ungleich Null enthalt

Ist der oberste Eintrag der gefundenen Spalte Null, dann tausche oberste Zeile mit einer
Zeile, die in dieser Spalte keine Null hat

Sei e # 0 in der betrachteten Spalte der oberste Eintrag, dann multipliziere die erste Zeile
der Matrix mit ! und erzeuge eine fiihrende Eins

Addiere /subtrahiere das jeweils passende Vielfache der ersten Zeile zu den anderen Zeilen,
so dass alle Eintrdge unter der fiihrenden Eins der ersten Zeile Null werden

Wiederhole Schritte (a)—(d) angewendet auf die Matrix an, die man durch Streichen der
ersten Zeile erhalt und iteriere das Verfahren bis die Matrix Zeilenstufenform hat

Beginnend mit der letzten Zeile die nicht nur Nullen enthalt, addiere/subtrahiere geeignete
Vielfache dieser Zeile zu den dariiber liegenden Zeilen, um iiber der fiihrenden Eins Nullen
Zu erzeugen

Der Algorithmus terminiert, da sich bei jedem Durchlauf der Schritte (a)—(d) und jeder lteration
von (f) jeweils die Anzahl der zu betrachtenden Zeilen um eine verringert. [
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GauB—-Jordan-Verfahren — Bemerkungen

e Verfahren verwendet nur elementare Umformungen und andert somit
die Losungsmenge linearer Gleichungssysteme nicht

= Losungsverfahren, indem die erweiterte Koeffizientenmatrix mit dem
GauB—Jordan-Verfahren in reduzierte Zeilenstufenform gebracht wird

e in manchen Fillen ist es effizienter, den Schritt (f) wegzulassen und
die Losungen eines Gleichungssystems anhand der erweiterten
Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform durch Riickwartseinsetzen zu
bestimmen ——> GauB-Verfahren

e /ecilenstufenform einer Matrix ist im Allgemeinen nicht eindeutig

e reduzierte Zeilenstufenform einer Matrix ist eindeutig
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Beispiel: GauB-Verfahren

Wir lésen das Gleichungssystem:

X+y+2z=9
2x +4y —3z =1
3x +6y —5z=0

Fiihrende Eins ist bereits in erster Zeile und Spalte und wir fiihren direkt Schritt (d) aus:

1 1 2 9\ —(—2) 7:(-3) 1 1 2 9
2 4 3|1 «+ —‘ —> o 2 -7 | —17
3 6 -5 |0/ <« + o 3 -—-11 | —27

Mit Schritt (c) filhrende Eins in zweiter Zeile herstellen und dann Schritt (d) ausfiihren

1 1 2 9 1 1 2 9 1 1 2 9
0 2 -7 |-17)]:2 — |0 1 I |-F] —(3 — |0 1 —% _1§7
0 3 —11| —27 0 3 -—11|-27) <« 0o o 1| _3
SchlieBlich multiplizieren wir die letzte Zeile mit —2 (Schritt (c)), um eine fiihrende Eins zu
erhalten
1 1 2 9 1 1 2 9
L — o 1 —I|-L]inzSF.
0 0 —5| -5/ |-(=2) 0O 0 1 3
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Beispiel: GauB-Verfahren — Riickwartseinsetzten

Mit dem GauB-Verfahren haben wir die erweiterte Koeffizientenmatrix des linearen
Gleichungssytems

X+y+2z=9
2x +4y —3z =1
3x +6y —5z=0

in Zeilenstufenform gebracht

1 1 2 |9 1 1 2 9
2 4 3|1 — o 1 -I|-%
3 6 5|0 0 O 1 3
Riickwartseinsetzen ergibt die eindeutige Losung:
3 L + ! 9 2
z=3, = —— + =z X=9—y—-2z
Yy 5 5 y

= 2, =9—-2—-6

=1.
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Beispiel: GauB—Jordan-Verfahren

Mit dem GauB-Verfahren haben wir die erweiterte Koeffizientenmatrix des linearen
Gleichungssytems

X+y+2z=9
2x +4y —3z =1
3x +6y —5z=0

in Zeilenstufenform gebracht

1 1 2|9 1 1 2 9
2 4 3|1 — o 1 -I|-¥
3 6 —5|0 0 0 1 3

Fir die reduzierte ZSF beginnen wir mit der dritten Zeile und fiihren Schritt (f) aus:

2 9 + 1 1 0]3
L | =] e — |0 1 0|2
1 3 ) 1 Jo 0 0 1|3

SchlieBlich substrahieren wir die zweite Zeile von der ersten Zeile (Schritt (f)) und erhalten

o OoR
O K

1 1 0] 3\ «—+ 1 0 0|1
O 1 0|2 —/ (-1 — 0O 1 0]2
0O 0 1]3 O 0 1|3

die reduzierte Zeilenstufenform. Wir kénnen direkt die Losung x =1, y = 2 und z = 3 ablesen.
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Inkonsistentes Beispiel

Wir betrachten das Gleichungssystem

X=0
x+y=0
x 4+ 2y = 0.
und die erweiterte Koeffizientenmatrix lautet
1 016
1 110
1 210
Die Anwendung des GauB-Verfahrens liefert die Zeilenstufenform
1 0] 6 1 0| 6 1 0| 6
— |0 1| -6 — |0 1| -6]— |0 1|—-6
0 2| —6 0 0| ©6 0 0| 1

Damit ergibt sich 0 =0x +0y =1 ¢
— das Gleichungssystem is also unldsbar.
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Allgemeine Falle fiir reellwertige lineare Gleichungssysteme

Fir lineare Gleichungssysteme iiber den reellen Zahlen treten also genau
drei mogliche Falle auf:

e ein lineares Gleichungssystem ist eindeutig l6sbar,
e es ist unlésbar
e oder es gibt unendlich viele verschiedene Loésungen.

Bemerkung:

e wir werden spater sehen, dass es Uber R keine weiteren Falle gibt
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3. Vektorraume
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Vektorraume

Definition (Vektorraum)
Sei K = (K, +Kk, 'k ,0K, 1lx) ein Kérper und V eine Menge auf denen Abbildungen

+:VxV—5YV und T KxV —YV

definiert sind. Dann ist (V, +, ) ein Vekrtorraum iiber K (kurz: KK-Vektorraum),
falls folgende Axiome erfiillt sind:

(a) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
(b) Fir alle Vektoren u, v € V und Skalare «, § € K gelten die Rechenregeln:

(i) a-(6-u)=(ap)-u
(i) 1g - u = u,

(i) a-(u+Vv)=a-u+a-v,
(iv) (a+k pB) - u=a-u+p3-u.

Bereits bekannte Beispiele:
e V = K" mit Vektoraddition und Multiplikation mit Skalaren
o V =IK"*" mit Matrizenaddition und Multiplikation mit Skalaren
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Einfache Rechenregeln

Lemma
Fir jeden IK-Vektorraum V und fiir alle v € V, den Nullvektor 0y € V und
jedes a € K gilt:

(1) -0y =0y

(2) 0-v =0y
(3) (1) -v=—v
(4) a-v=0y = «a=0oderv=0y. )

Beweis: (1) Nach den Axiomen fiir Vektorrdume gilt
Oé-O\/:Oé-(O\/—I-O\/)ZOé-O\/—I—Oé-O\/ — Oy =a-0y.

(2) folgt ganz dhnlich aus0-v=(0+0)-v=0-v+0-v = 0y =0-v.

(3) folgtausv+(—-1)-v=1-v+(-1)-v=(1—-1)-v=0-v =0y,
— (—1) - v is additiv invers zu v.

(4) Angenommen « # 0. Dann gilt:

v=1-v=(ata) - v=ata v) Annz'(4)oz_1-0\/ (1)0\/ ]
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Vektorraume — Polynomen- und Funktionenraume

Polynome als Vektorraum

Die Menge der Polynome V = K| X] bildet einen IK-Vektorraum mit der
Polynomaddition und der Multiplikation mit Skalaren (=~ konstante
Polynome).

Funktionen als Vektorraum
Sei X eine Menge, dann ist die Menge

V = {f: f ist eine Funktion von X nach IK}

fir einen Korper IK ein IK-Vektorraum mit der punktweisen Addition und
Multiplikation definiert fiir alle Elemente x € X durch

(f + g)(x) = f(x) + g(x) und (- F)(x) := af(x)

fur alle Funktionen f, g € V und alle Skalare o € KK.

y
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Vektorraume — Homogene lineare Gleichungssysteme

Lésungen homogener linearer Gleichungssysteme

Sei Ax = 0 ein homogenes lineares Gleichungssystem iiber einem Kérper IK, d. h.
fir natirliche Zahlen m und n ist
o Ac K™ eine Matrix,

e x ist ein Spaltenvektor der Lange n
e und Ok~ ist der Nullvektor in IK™.

Offensichtlich folgt fiir zwei Lésungsvektoren u und v aus Au = Ogm und
Av = Okm auch

A(u+v) =Au+ Av = Ogm + Ogm = Ogm
und fiir jedes a € KK gilt
Ala-u) =a- (Au) = a - Ogm = Ogm .

— Losungen sind abgeschlossen unter Vektoradditionen und Multiplikation mit
einem Skalar und man priift leicht nach, dass fiir festes A die Lésungsvektoren

{ve K™ Av = Ogn}

des homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0, einen IK-Vektorraum bilden.

4
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Untervektorraume

Definition

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Kérper K. Eine nichtleere Teilmenge U < V ist
ein Untervektorraum (einfach Unterraum), falls gilt:

(a) Firalleu, veUist u+veU.

(b) Fiir alle ue U und alle A e K ist Au € U.

Bemerkungen:
Unterraume sind selber Vektorraume

V' selbst und {0y} sind triviale Unterraume von V

R’ ist formal kein Unterraum von R'?

Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0 in n
Variablen liber K ist ein Unterraum von K"

e Losungsmenge eines nichthomogenen linearen Gleichungssystems Ax = b in n
Variablen K ist kein Unterraum von IK”, da

Au=b und Av=b = A(u+v)=Au+Av=2b,

und somit ist u + v keine Losung, wenn b nicht der Nullvektor ist.

o U:={(x1,...,xn) € K": x; = 0} ist ein Unterraum von K"

e Menge der Polynome iiber IK, deren Grad hochstens 5 ist, ist ein Unterraum
des IK-Vektorraumes aller Polynome tiber K
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Linearkombination von Vektoren
Definition
Sei V ein IK-Vektorraum vq,...,v, € V und Aq,..., A, € K.
e Ein Ausdruck der Form
AMvit o+ AV
heiBt Linearkombination der Vektoren vq, ..., v,.

e Sind die Koeffizienten A1,..., A, alle 0 € IK, so sprechen wir von der trivialen
Linearkombination, welche den Nullvektor 0y € V ergibt.

e Im Spezialfall r = 0 der leeren Linearkombination, erhalten wir auch den
Nullvektor 0y, .

Definition (Lineare Hiille)

Fir eine Menge U < V von Vektoren eines IK-Vektorraums V' definieren wir die
lineare Hiille

span(U) := {)\1U1+---+)\,u,: reNg, up,...,u € U und )\1,...,)\,€IK},

als die Menge aller endlichen Linearkombinationen von Vektoren aus U.
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Lineare Hiillen erzeugen Unterraume

Lemma

Fir alle U € V eines IK-Vektorraums V ist span(U) ein Unterraum von V.

Beweis:

e Falls U = &, dann enthélt span(U) nur die triviale Linearkombination, d. h.
span(U) = {0y} ist trivialer Unterraum von V.

e Seien v, w € span(U) beliebig. Dann gibt es r, s € INy, Vektoren
Uiy ..., Up Uy, ... us € U und Skalare A1,..., A\, p1,. .., s € K, so dass

V=AU +...\ U und W= g + -+ psul .
— v+ w=(Au+ ... \u) + (pauy + - - + psul) € span(U)
e Ebenso fiir
v=Mu +- -+ Nu espan(lU) und ackK
gilt
av =a(Au + -+ Auy) = (@Ar)ug + - + (aA)u, € span(U).

[]
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Beispiele im R?

Standardbasis
Fiir e, = (1,0,0), & = (0,1,0), e3 = (0,0,1) € R> und beliebige o, 3, v € R ist
aer + Be +ve3 = (o, B,7)

und somit gilt span(e;, &, &3) = R°.

Ein echter Unterraum

Fir u = (1,—2,0), v = (0,1,0), w = (1,0,0) € R3gilt

1 1
u=w — 2v und V=—§U—|-§W und W= u-+ 2v

und somit folgt

span(u, v, w) = span(v, w) = span(u, w) = span(u, v).

Hier sehen wir dann leicht ein
span(v, w) = {(a,ﬁ,O): o, € IR} c R°.
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Beispiele im R|X]|

Polynome mit Nullstelle in 0

Sei U die Menge der Polynome ohne konstanten Term, d. h.
U={aX"+  +aX*+aX:neNund ai,...,a, € R} € R[X].

Dann gilt
U = span(U) = {pe R[X]: p(0) = 0}.

Polynome mit beschranktem Grad
Firf =1, g =X und h= X2 e R|[X] erhalten wir

span(f,g,h) = {p e R|X]: grad(p) < 2}.
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Lineare Unabhangigkeit

Definition

Eine endliche Menge von Vektoren vq,..., v, in einem IK-Vektorraum V
heiBen linear unabhangig, falls die einzigen Skalare A\1,..., A, € KK mit

Avi+ -+ Av, =0y
die Skalare
Al = =\ =0
sind. D. h.
AMvi+-+ A, =0y = XN =---=A\=0.

Eine unendliche Menge von Vektoren U < V ist linear unabhangig, wenn
jede endliche Teilmenge von U linear unabhangig ist.
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Beispiel linear unabhangiger Vektoren

Beispiel im R3

Wir betrachten v; = (1,0,1), v» = (1,1,0), v3 = (1,2,3) € R3. Seien A1, \2, A3 € R so, dass

1 1 1 0
)\1V1+)\2V2+>\3V3=O]R3 <~ M|IOl+X|1]4+X3]12|=10
1 0 3 0

gilt. D. h. A1, A2, A3 sind Lésung des homogenen linearen Gleichungssystems, dessen
Koeffizientenmatrix die Spalten vi, v» und v3 hat

1 1 1 X1 0
O 1 2|-Ix]=10
1 0 3 X3 0

Mit dem GauB—Jordan-Verfahren erhalten wir die reduzierte Zeilenstufenform der erweiterten
Koeffizientenmatrix

1 1 110 1 0 0]o0
0 1 20 - 0 1 0|0],
1 0 3|0 0 0 1]0

welches nur die triviale Lésung (x1, x2, x3) = (0,0,0) hat.

— Vektoren vi, v» und v3 sind linear unabhangig.
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Beispiel linear abhangiger Vektoren

Beispiel im R3

Wir betrachten v; = (1,0,1), vo = (1,1,0), v§ = (3,1,2) € R>. Das
GauB—Verfahren ergibt folgende Zeilenstufenform der entsprechenden
erweiterteten Koeffizientenmatrix

1 1 30 1 1 3 0
0 1 1|0 —> 0 1 1 O
1 0 2|0 0O 0 0 O

Insbesondere ist x3 eine freie Variable und das Gleichungssystem hat
unendliche viele nichttriviale Lésungen.

— Vektoren vi, v und v sind linear abhangig.
Zum Beispiel: Fliir \{ = 2, Ao = 1 und A3 = —1 erhalten wir

2 1 —3 0
)\1V1—|—)\2V2-|-)\3V§ =|0]|+[|1]+|-1]=160
2 0 —2 0

y
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Beispiel liber IK = Z./3Z

Beispiel im (Z/37.)*

Wir betrachten u; = (2,2,0,1), v, = (1,1,1,2), u3 = (0,1,1,0) € (Z/3Z)*. Das
GauB—Verfahren ergibt folgende Zeilenstufenform der entsprechenden erweiterteten
Koeffizientenmatrix

2 1 0]0\ |24 -2 1 2 0]0 1 2 0]0
> 1 1]0] —Js oo 1jol—  fo1 1]0
01 10 0 1 1|0/ « 0 0 10
1 2 0|0 + 0 0 00 0 0 00

Das Gleichungssystem ist also eindeutig [6sbar ist und somit gibt es nur die triviale
Losung.

—= Vektoren ui, uy und w3 sind linear unabhangig.
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Beispiele mit Polynomen

Beispiel im R[X]
Die Polynome p; = 2X, po = 3X? und p3 = 6X? — 3X sind linear abhingig, da
3p; — 4py + 2p3 = 6X — 12X% +12X?> —6X =0,

es gibt also eine nichttriviale Linearkombination von p;, p> und ps die das
Nullpolynom ergibt.

Beispiel im C|[X]

Wir betrachten den Vektorraum C|X] der Polynome iiber dem Koérper der
komplexen Zahlen. Die Menge der Monome

M = {X": ne Ny} < C[X]

ist offensichtlich linear unabhangig, da fiir jede endliche Teilmenge aus

A XM 4+ A X" =0

folgt
M= oee = =0,
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Abhangigkeitskriterium

Lemma (Abhangikeitskriterium) |

Seien vi,..., Vv, linear abhiangige Vektoren in einem IK-Vektorraum V. Dann lasst
sich einer der Vektoren als Linearkombination der restlichen Vektoren darstellen,
d. h. es existiert ein i € [r], so dass v; eine Linearkombination der Vektoren

Vi, ...y Vi1, Vit1,...,V, ISt J

Beweis: Da die leere Menge von Vektoren linear unabhangig ist, gilt r > 1. Falls
r = 1 ist, dann ist v; der Nullvektor, da dies der einzige Vektor ist, fiir den die
Gleichung Av = 0 fiir A # 0 erfiillbar ist. In diesem Fall ist v; die
Linearkombination der leeren Summe und das Lemma gilt.

Somit kénnen wir r = 2 annehmen. Sei A\jv; + --- 4+ A\, v, = 0 eine nicht triviale
Linearkombination, d. h. es gibt ein i € [r| mit \; # 0 und wir erhalten

—AjiVi=XMvi+ -+ ANi_1vi1 + )\,'_|_1V,'_|_1 + -4 AV,
und nach Multiplikation beider Seiten mit —)\i_l ergibt sich die gesuchte

Darstellung von v;. []

Bemerkung: Es gilt auch die Umkehrung, d. h. wenn ein Vektor die
Linearkombination der Anderen ist, dann ist die Familie linear abhangig.

Mathias Schacht Mathematik 1l fiir Informatik SoSe 2025 §3. Vektorraume / 16




Erzeugendensystem und Basis

Definition
Sei V' ein IK-Vektorraum und U < V. Die Menge der Vektoren U ist ein
Erzeugendensystem von V' (bzw. U erzeugt V), falls

span(U) = V.

Sind die Vektoren in U dariiberhinaus linear unabhangig, dann ist U eine
Basis von V.

Bemerkungen:

e Wir hatten bereits gesehen, dass e; = (1,0,0), e = (0,1,0) und
e3(0,0,1) den R* erzeugen und offensichtlich sind die Vektoren linear
unabhingig. Somit ist ey, ey, e3 eine Basis von R3.

e Allgemeiner bilden die Einheitsvektoren ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) € K"
mit der Eins an der i-ten Stelle fiir i € [n] die Standardbasis des IK”.

e Ganz 3hnlich sieht man ein, dass die Monome {X": ne No} < K|[X]
eine Basis der Polynome iiber K bilden.

e Die leere Menge @ ist eine Basis vom Nullvektorraum {0}.
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Beispiel im R

Beispiel

Gegeben seien wieder die Vektoren v; = (1,0,1), v» = (1,1,0) und

v3 = (1,2,3) € R3, fiir die wir die lineare Unabhingigkeit bereits (iberpriift haben.
Um zu zeigen, dass diese Vektoren den ganzen R> erzeugen, miissen wir fiir

b = (c, 3,7v) € R? beliebig, dass lineare Gleichungssystem

1 1 1 o
Olxx+ {1+ (|2]|x3=]|0
1 0 3 Y

|6sen. Mit den gleichen Zeilenumformungen, wie bei der Uberpriifung der linearen
Unabhangigkeit, iberfiihren wir die erweiterte Koeffizientenmatrix in reduzierte
Zeilenstufenform und erhalten

1 1 1]a 1 0 0]\
01 2|38 S 0 1 0
1 0 3|~ 0 0 1|

und erhalten die Losung A1vq + Aovo + A3vz = b.

— Vektoren v, v» und v3 sind eine Basis vom R3.
y
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Basen erlauben eindeutige Darstellungen

Lemma

Eine Menge von Vektoren vy, ..., v, € V bildet genau dann eine Basis des
IK-Vektorraums V/, wenn es fiir alle Vektoren w € V eindeutig bestimmte
Skalare A1,..., A\, € K gibt, so dass

A]_V]__'_"'_'_ArVr:W.

Beweis: ,,—" Angenommen
Avi+ o AV =w =i+ ey

dann folgt
(A —p)vi 4+ A —p)v, =0

und die lineare Unabhangigkeit erzwingt fir alle i € |r]
Ai — pi =0

was A; = u; und somit die Eindeutigkeit der Linearkombination zeigt.
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Eindeutige Darstellungen definieren Basen

Lemma

Eine Menge von Vektoren vy, ..., v, € V bildet genau dann eine Basis des
IK-Vektorraums V/, wenn es fiir alle Vektoren w € V eindeutig bestimmte
Skalare A\1,..., )\, € K gibt, so dass

AMVI+ -+ AV, =w.

Beweis: ,,<=" Die Voraussetzung angewendet auf w = 0 besagt, dass es
nur eine Linearkombination

AMvi+ -+ Av, =0

fir den Nullvektor gibt. Da A1 = --- = A, = 0 eine solche Darstellung ist
und diese die einzige ist, sind die Vektoren vy, ..., v, also linear unabhangig.
Da es nach Voraussetzung fiir jedes w € V eine Linearkombination gibt,
folgt auch unmittelbar

span(vy,...,v,) = V.
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Beispiel im R

Beispiel
Gegeben seien wieder v; = (1,0,1), vo = (1,1,0) und v3 = (1,2,3) € R3, fiir die
wir bereits wissen, dass sie eine Basis bilden. Wir wollen als
Linearkombination von vi, v» und v3 darstellen. Dafiir [6sen wir

1 1 1 1 0 0| —-5/4

0 1 2 — > 0 1 0] 1/2

1 0 3 0 0 1| 3/4

Bemerkungen:

e Die eindeutig bestimmten Skalare der Linearkombination eines Vektors bzgl.
einer Basis heiBen Koordinaten des Vektors beziiglich der Basis.

e Beziiglich der Standardbasis sind die Koordinaten wie iiblich die Eintrage des
Vektors selbst.
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Basiserganzungssatz

Sei V ein [K-Vektorraum und vq,..., v, wy,...,ws € V, so dass

(a) wvi,...,vr sind linear unabhangig

(b) und vi,...,v,, wy,...,ws erzeugen den Vektorraum V.
Falls vi, ..., v, keine Basis von V bilden, dann kann vy, ..., v, durch Hinzufiigen von Vektoren
aus {wi,...,ws} zu einer Basis von V erganzt werden. )
Beweis: Wir kénnen annehmen span(vy,...,v,) # V, da sonst vy, ..., v, bereits eine Basis bilden.

Weiterhin kénnen wir annehmen, dass fiir ein j € [s] gilt
wi & span(vy,..., V),
da sonst jeder Vektor w; als Linearkombination der v; darstellbar ware und
span(vi,...,v,) =span(vi, ...,V Wi,...,ws) =V

zum Widerspruch fithren wiirde. Falls es nun eine nichttriviale Linearkombination
A1vi + -+ Arvr + Bwj = 0 gdbe, dann wiirde (a) 8 # 0 nach sich ziehen und nach Umstellung
erhielten wir den Widerspruch
)\]_ )\r
Wj=——vi—--— —Vv,espan(vy,..., V).
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Folgerungen

e Fall r = 0 zeigt, dass jedes endliche Erzeugendensystem eine Basis
enthalt
= jeder endlich erzeugte Vektorraum hat eine Basis
e Unendlich erzeugte Vektorraume, d. h. solche die sich nicht endlich
erzeugen lassen wie z. B. R|X], haben auch eine Basis, aber fiir den
Beweis verweisen wir in dieser Vorlesung auf die Literatur

Korollar
Sind vq,...,v, und wyq, ..., ws Basen von V, so gilt r = s. J
Beweis (ldee): Schrittweise Ersetzung von v,, v,_1, ..., v1 durch disjunkte

nichtleere Teilmengen
Wi j€Jr}, .. Aw;:je€ i},

wobei wir {w; : j € J,} durch Anwendung des Basiserganzungssatzes fiir
Vi,...,V,—1 und wy,...ws erhalten.
— r < s und aus dem symmetrischen Argument folgt s < r. []
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Dimension eines Vektrorraums

e das Korollar zeigt Wohldefiniertheit der folgenden Definition

Definition (Dimension)
Sei V ein endlich erzeugter IK-Vektorraum, dann ist die Dimension von V

(dim(V)) die eindeutig bestimmte Zahl n € INg, so dass jede Basis von V
genau n Vektoren umfasst.

Bemerkungen:

o dim(K") = n

e auch im Spezialfall n = 0: IK° enthilt nur das leere Tupel () als
Nullvektor und die leere Menge ist Basis vom Nullvektorraum
{0} = {0} =K°

e fiir unendlich erzeugte Vektorrdume V setzen wir dim(V) = oo.

e Dimension der Lésungsmenge eines homogenen linearen
Gleichungssystems entspricht der Anzahl der freien Variablen und kann
von der Zeilenstufenform abgelesen werden
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Beispiel homogene Losungen

Vier Gleichungen mit sechs Variablen liber R

Gegeben in erweiterter Koeffizientenmatrix

1 2 3 -1 -1 2|0
(o 1 3 2 0 0 o\
0 0 0 0 1 -3|0
\2 6 -12 2 0 2 |0/

GauB—Jordan- Verfahren ergibt reduzierte Zeilenstufenform

1 0 -3 -5 0 —1|0
(0132000\
00 0 0 1 —3|0
\0 o 0 0 0 0|0
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Beispiel homogene Losungen

Vier Gleichungen mit sechs Variablen iiber R

Von der reduzierten Zeilenstufenform

1 0 -3 -5 0 —1|0
(0132000\
00 0 0 1 —3/|0
\0 0o 0 0 0 0|0

lesen wir die allgemeine Losung ab:

x1 =3r+5s+t,

Xp = —3r — 2s,

X3 =T,

X4 = S,

x5 = 3t,

xg = t, firr,s,teR beliebig.

vy
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Beispiel homogene Losungen

Vier Gleichungen mit sechs Variablen liber R

Diese Losung kéonnen wir auch mit Hilfe von Vektoren wie folgt schreiben:

()
X2
X3
X4

e/

(3

o/

+ S

/5)
0
1

(o)

+ t

1
/O
0

0

3

\1

)

/

Offenbar ist jede Losung des Gleichungssystems eine Linearkombinationen

der Vektoren

vi = (3,-3,1,0,0,0), v» = (5,-2,0,1,0,0) und v = (1,0,0,0,3,1).

D. h. span(vy, v», v3) ist die Menge der Lésungen und vy, vo, v3 ist
tatsachlich eine Basis des Losungsraumes des Gleichungssystems.

4
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Basen sind maximal linear unabhangig und minimal erzeugend

Korollar (Maximal linear unabhangig)

Sei V ein IK-Vektorraum mit dim(V') = n und seien vy,...,v, € V linear
unabhangig. Dann gilt r < n.

Beweis: Folgt direkt aus dem Basiserganzungssatz. []

Korollar (Minimal erzeugend)

Sei V ein KK-Vektorraum mit dim(V) = n und seien vy, ..., v, ein
Erzeugendensystem von V. Dann gilt n < r.

Beweis: Folgt direkt aus dem Basiserganzungssatz. []

Korollar

Sei V ein K-Vektorraum mit dim(V) = n und seien vy, ..., v, € V. Dann sind
folgende Aussagen aquivalent:

(a) Die Vektoren vy, ..., v, sind linear unabhangig.
(b) Die Vektoren vy, ..., v, erzeugen V.

4

Beweis: ;-) Folgt direkt aus dem Basisergidnzungssatz. []
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Unterraume

Sei V ein KK-Vektorraum mit dim(V) = n und U ein Unterraum von V.

Dann ist U endlich erzeugt und dim(U) < n, wobei dim(U) = n auch
U = V nach sich zieht.

v

Beweis: Sei uy, ..., u, eine maximale Menge linear unabhangiger Vektoren
in U.
e die Vektoren sind auch linear unabhangig in V und somit gilt r < n
e falls r = n, dann bilden die Vektoren uq,..., u, eine Basis von V' und
es folgt
U=V

e Maximalitat und Basiserganzungssatz implizieren
span(uy,...,u) = U
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Unterraume des R3

° dim(]R3) = 3 = es gibt nur Unterraume mit Dimension 0, 1, 2 und 3
e {(0,0,0)} ist der einzige Unterraum mit Dimension 0O

e Geraden durch (0,0,0) sind die eindimensionalen Unterrdume von R>,
d.h., fir ue R3~.{(0,0,0)} Unterrdume der Form

L, = {)\-u: E IR} = span(u)

e Ebenen durch den (0,0,0) sind die zweidimensionalen Unterraume
von R3, d.h. fir linear unabhangige Vektoren u, v € R3 Unterraume

Eu,vz{)\-u%—,u-v: A,MER}zspan(u,v)

e es gibt nur einen Unterraum der Dimension 3, namlich R> selber
Bemerkung: Fiir u, v e R ~ {(0,0,0)} gilt

l,=L, <= vespan(u) <= uce€span(v)
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Bestimmung von Basen im IK”

ldee

e clementare Zeilenumformungen erzeugen ausschlieBlich Linearkombinationen
der Zeilenvektoren
e elementare Zeilenumformungen sind umkehrbar (Ricktausch, Multiplikation
mit ™!, av von u abziehen)
= sind also uq, ..., u, die Zeilen einer Matrix A und vq, ..., v, die Zeilen einer
Matrix die aus A durch eine Abfolge von elementaren Zeilenumformungen
entstanden ist, dann gilt

span(uy,...,u,) =span(vy,...,Vv,)

Sei K ein Korper und seien vy, ..., v, € IK". Eine Basis des Unterraums
U = span(vy, ..., Vvn) kann mit dem GauB-Verfahren ermittelt werden.

Beweis: Uberfiihre die (m x n)-Matrix bestehend aus den Zeilenvektoren vi, ..., vy,
mit elementaren Zeilenumformungen in Zeilenstufenform. Dann erzeugen die Zeilen,
die nicht ausschlieBlich Nullen enthalten, den Unterraum U. Da die fiihrenden

Einsen in unterschiedlichen Spalten stehen, folgt die lineare Unabhangigkeit. [
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Beispiel im R*

Unterraum im R*

Seien die Vektoren v; = (1,2,3,0), v» = (1,0,1,1) und

vz = (0,2,2,—1) € R* gegeben und eine Basis von U = span(v, vp, v3)
gesucht. Schreibe die Vektoren als Zeilen einer Matrix:

1 2 3 0
1 01 1
0 2 2 -1

und Uberfiihre diese mit dem GauB-Verfahren in Zeilenstufenform

1 23 0
01 1 —3
000 O

Also gilt dim(U) = 2 und (1,2,3,0), (0,1,1,—1/2) bilden eine Basis von U.
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Unterraume definiert durch Matrizen

Definition (Zeilen- und Spaltenraum)
Sei A eine (m x n)-Matrix Gber einem Koérper K.

e Der Zeilenraum von A ist der von den Zeilen der Matrix A erzeugte
Unterraum des K".

e Der Spaltenraum von A ist der von den Spalten der Matrix A erzeugte
Unterraum des K.

Die Dimensionen dieser Unterrdume bezeichnen wir als Zeilen- bzw.
Spaltenrang von A.

Bemerkungen:
e offensichtlich entspricht der Zeilenrang der maximalen Anzahl linear
unabhangiger Vektoren unter den Zeilen von A
e analog gilt entspricht der Spaltenrang der maximalen Anzahl linear
unabhangiger Vektoren unter den Spalten von A

e demnachst werden wir sehen, dass der Zeilen- und Spaltenrang einer
Matrix immer gleich ist
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4. Lineare Abbildungen
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Homomorphismen zwischen Vektorraumen

Definition (Lineare Abbildungen)

Eine Abbildung f: V — W zwischen zwei IK-Vektorraumen V und W heiBt
linear, falls fiir alle u, v e V und alle X\ € K folgende Bedingungen erfillt sind:

(i) f(lu+v)="Ff(u)+f(v)
(i) und f(Av) = Af(v).

Beispiel:
e f: R> — R definiert durch (x,y) — x + 3y ist linear, da fiir alle (x, y),
(x',y") € R? gilt:
f(06y) + (X y) = flx+ Xy +y') = (x +X') +3(y +y')
= x+ 3y +x" + 3y
=f(x,y) + (X', y)
und fir alle A € R gilt:

F(Ax,y)) = F((Ax,Ay)) = Ax +3dy = X« (x + 3y) = Af(x,y).
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Weitere Beispiele

Beispiel mit Polynomen R[X]
Die Abbildung f: R|X]| — R definiert durch p — p(17) ist linear, da

f((p+q)) =(p+q)(17) = p(17) + q(17) = f(p) + (q)

und
f(Ap) = (Ap)(17) = Ap(17) = Af(p).
fir alle Polynome p, g € R[X] und A € R aus den Rechenregeln fiir Polynome folgt.

Beispiel mit Matrizen
Die Abbildung g: R® — R? definiert durch

Noorr 1 (D) (x+y+z
Y 0 2 —1 “\ 2y -z

V4 V4

<

ist linear, was direkt aus den Rechenregeln der Matrizenmultiplikation folgt.
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Lineare Abbildungen und Matrizen

Verallgemeinerung des letzten Beispiels

Fir jede Matrix Ae IK™*" ist v —— Av eine lineare Abbildung von IK" nach K™.

Fir jede lineare Abbildung f: IK" — IK™ existiert eine Matrix A € IK™*", so dass
fur alle v e K" gilt

f(v) = Av.

Dariiberhinaus ist A eindeutig bestimmt und fiir j € [n] ist die j-te Spalte von A
durch f(e;j) fiir den j-ten Einheitsvektor e; € IK" gegeben.

Letztes Beispiel wiederholt

g: R® —> R2 gegeben durch (i) — (XzJ; 4 Jrzz) entspricht (3 _11> . (j) und
g(er) =g( ( )) = (3) g( )=g( (2)) = und - g(es) :g< (g)) - (—11)
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Lineare Abbildungen und Matrizen — Beweis

Fir jede lineare Abbildung f: IK" — IK™ existiert eine Matrix A € IK™*", so dass
fur alle v € IK" gilt

f(v) = Av.

Dariiberhinaus ist A eindeutig bestimmt und fiir j € [n] ist die j-te Spalte von A
durch f(e;) fiir den j-ten Einheitsvektor e; € IK" gegeben.

Beweis: Fiir v € IK” mit Koordinaten vy, ..., v, € IK und die Einheitsvektoren
el,..., € gilt
V = Vv1€61 + - + Vp€,

und somit ergibt die Linearitat von f

f(v) =wvif(er) + -+ vof(en) e K™.

D. h. fiir die Matrix A bestehend aus den Spalten f(e1),...,f(e,) erhalten wir
f(v) = Av.
Fir die Eindeutigkeit sei A’ eine Matrix mit A'v = f(v) fiir alle v € K”. Dann gilt

.- . . / / / . / o )
fiir die j-te Spalte a} von A" sofort a} = A'e; = f(¢). ]
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Lineare Abbildungen werden durch Basen festgelegt

e die Matrix A im letzten Satz war durch das Bild von f eingeschrankt auf die
Einheitsvektoren eindeutig bestimmt

= f(e1)...,f(e,) definiert f vollstandig

Verallgemeinerung fiir beliebige Basen

Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen IK-Vektorrdumen und sei
ui,...,u, eine Basis von V.

Fiir beliebiges v € V' gibt es eine eindeutig bestimmte Linearkombination
V= A1Ui + -+ AUy

mit A1,..., A, € K.

Aus der Linearitat von f ergibt sich sofort

f(V) = f()\lul = © 99 9 )\nun) = Alf(ul) EGLIC s )\nf(u,,)

d. h. die Koordinaten von v beziiglich der Basis vq,..., Vv, und f eingschrankt auf
die Basis bestimmen bereits f(v).
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Komposition linearer Abbildungen

Seien f: K" — K™ und g: K™ — K’ lineare Abbildungen mit den
entsprechenden Matrizen F € K™*" and G € K**™, d.h.

f(v)=Fv und g(u)= Gu

fur alle ve K" und u e IK™.

Dann gilt fiir die Komposition h = go f: K" — K* und v € K"

h(v) = (GF)v.

Insbesondere ist h also eine lineare Abbildung mit entsprechender Matrix H = GF.

Beweis: Der Satz folgt direkt aus der Assoziativitat der Matrizenmultiplikation
durch

h(v) = (gof)(v)=g(f(v))=G-(F-v)=(G-F)-v=Hv.

[]
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Unterraume assoziiert zu linearen Abbildungen

Definition (Kern und Bild)

Fir eine lineare Abbildung f: V — W zwischen IK-Vektorrdumen definieren wir:

e den Kern
ker(f) :=={veV:f(v) =0y} V
e und das Bild
im(f) :={f(v):veV}<c W.
Lemma
Der Kern und das Bild jeder linearen Abbildung sind Unterraume. J

Beweis:
° f(O\/) = f(O\/ + 0\/) = f(O\/) + f(O\/) — f(O\/) =0y = ker(f) +
o v, Vieker(f) = f(v+Vv')="f(v)+ f(v') =0w und f(Av) = A\Ow = Oy
= ker(f) ist ein Unterraum von V
o Beweis fiir im(f) folgt direkt aus der Linearitat von f ]
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Bemerkungen

e im(f) hatten wir bereits allgemein in Mafll fiir Abbildungen definiert

o f: K" — K™ linear mit entsprechender Matrix A (d.h. f(v) = Av)

o der Kern von f ist: die Losungsmenge des homogenen linearen
Gleichungssystems Ax = 0
o das Bild von f ist: der Spaltenraum von A

e die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems Ax = b ist das
Urbild von b unter der linearen Abbildung f gegeben durch v — Av

e Existenz einer Losung ist aquivalent zu:

o b liegt im Spaltenraum von A
o b liegt im Bild von f
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Dimensionsformel

Satz (Dimensionsformel)

Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen IK-Vektorrdumen und sei
dim(V) < co. Dann gilt

dim(V) = dim(ker(f)) + dim(im(f)).

Beweis: Wihle Basis vi, ..., v, von ker(f) € V und erweitere diese mit dem Basisergdnzungssatz
zu einer Basis

VI eowy Vi, Wiy ooy Ws
von ganz V. Insbesondere gilt also r + s = dim(V). Wir zeigen, f(wy), ..., f(ws) ist eine Basis

von im(f) < W.

(1) span(f(wi),...,f(ws)) =im(f), da fiir beliebiges y € im(f) ein u € V gibt, so dass:
y=f(u)=FfAvi+ -+ Xvritpuiws + -+ psws) =0y tpurf(wy) + -+ + usf(ws)

(2) f(wy),...,f(ws) sind linear unabhangig, da aus pi1f(wy) + - - - + pusf(ws) = Oy folgt:
Ow = f(piws + -+ psws) = x = piwy + - - - + psws € ker(f)

d. h. falls x # 0y, dann lasst sich x auch als nichttriviale Linearkombination von v1,..., v,
darstellen und somit hatte x zwei unterschiedliche Darstellungen durch die Basisvektoren
Vi, ..., Vr,W1,...,Ws, was ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der Darstellung ist. []
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Rang einer Matrix

Korollar

Der Zeilenrang einer Matrix ist gleich dem Spaltenrang. J

Beweis: Fiir A € IK™*" mit Spaltenrang s sei f: K" — K™ gegeben durch v — Av. D. h.
s =dim(im(f)) und r = dim(ker(f)).

mit ker(f) =Lésungsmenge von Ax = 0. Nach der Dimensionsformel gilt
n=s+r.

Sei nun B die reduzierte Zeilenstufenform von A. Das Gleichungssystem Bx = 0 hat dieselbe
Losungsmenge wie Ax = 0. Insbesondere ist die Dimension des Lésungsraums von Bx = 0 auch r.
D. h. B hat r freie Variablen und n — r = s fiihrende Einsen. Es gibt also s Zeilen, die nicht nur
Nullen enthalten und somit gilt

s = Zeilenrang von B = Zeilenrang von A.

Definition (Rang)
Der Rang einer Matrix A (rank(A)) ist der Zeilenrang von A. J

Der Rang von A ist die Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen der Matrix B in
Zeilenstufenform, die durch elementare Zeilenumformungen aus A hervorgeht.

Beweis: Ergibt sich aus dem Beweis des Korollars. L]
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Rang und Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen

Fiir jede Matrix A€ IK™*" und b € IK™ ist das lineare Gleichungssystem
Ax = b genau dann lésbar, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix A des
Gleichungssystems gleich dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix
(Alb) ist.

Beweis: Seien vy, ..., v, die Spalten der Matrix A. Das Gleichungssystem
Ax = b ist also genau dann lésbar, wenn b eine Linearkombination der
Spalten vq,...,v, von Aist. D.h. Ax = b is genau dann l6sbar, wenn b ein
Element des Spaltenraums von A ist und

span(vi, ..., Vy) = span(vi,..., vy, b)
gilt.
Insbesondere haben dann A und (A|b) den gleichen Spaltenraum,
Spaltenrang und Rang. []
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Beispiel

Betrachte eine gegebene Koeffizientenmatrix

1 2 3 1 2 3
A=[1 0 1 Gaub, 0 1 1 mit  rank(A) = 2.
0 2 2 0 0 0

Fir b = (0,1,—1) ergibt sich fiir die erweiterte Koeffizientenmatrix

1 2 3|0 1 2 3, 0
Apy=[1 0 1| 1 S8, o1 1] -1
0 2 2| -1 0 0 0] O
ebenfalls Rang 2 und damit Losbarkeit von Ax = b.
Fir b’ = (0,1,1) erhalten wir aber
1 2 3|0 1 2 3| 0
Ap)=[1 0 1|1] =22 |0 1 1|-1
0 2 2|1 0 0 0] 1

eine erweiterte Koeffizientenmatrix mit Rang 3 > rank(A) und somit ist das lineare
Gleichungssystem Ax = b’ nicht |sbar.
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Losungsstruktur inhomogener linearer Gleichungssysteme

Fir eine Matrix A€ IK™*" und b e K™

e sei U < K" der Unterraum der Lésungsmenge des homogenen
Gleichungssystems Ax = 0

e und es sei w € IK” eine Losung des Gleichungssystems Ax = b.
Dann ist die Lésungsmenge des Gleichungssystems Ax = b gegeben
durch

w4+ U:={w+u:ueU}.

v

Bemerkung: Wenn das Gleichungssystem also mindestens eine Losung
hat, dann ist die Lésungsmenge eine Nebenklasse des Unterraums der Losungen des
homogenen Gleichungssystems.

Beweis:
e falls v eine Losung ist, d.h. Av = b, dann gilt fir u = w — v
w+u=vund A u=Aw—-Av=b—-—b=0 — vuelUund vew+ U;

o fiir jedes u € U gilt offensichtlich A(w + u) = Aw + Au= b+ 0= b und
somit ist w + U auch in der Lésungsmenge enthalten []
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Beispiel im R

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem gegeben durch
1 0 1] 1
GauB—Jordan X 0 1 1 _%
0 0 O

Wir setzten die freie Variable x3 gleich 0 und erhalten eine Lésung v von

Flr das zugehorige homogene Gleichungssystem ergibt sich die reduzierte ZSF

1 0 1|0
0 1 1|0
0 0 00
Wir erhalten die allgemeine homogene Losung x; = —t, xop = —tund x3 =t, te R

und somit ist

—1
U{t- —1 :tER} und
1
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Injektive lineare Abbildungen haben trivialen Kern

Lemma

Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei IK-Vektorrdumen.
Dann ist f genau dann injektiv, wenn ker(f) = {0} gilt.

y

Beweis: Wenn f injektiv ist, dann gibt es hochstens ein v € V mit f(v) =0
und es gilt £(0) = 0. Damit gilt also ker(f) = {0}.

Sei nun ker(f) = {0} und seien v, w € V mit f(v) = f(w). Dann gilt
f(v—w)="f(v)—f(w)=0.

Also ist v — w € ker(f) und damit ist v — w = 0, also v = w und somit
ist f injektiv. []

Korollar

Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei n-dimensionalen
IK-Vektorraumen. Dann ist f genau dann injektiv, wenn f surjektiv ist.

v

Beweis: Lemma + Dimensionsformel [ ]
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Isomorphismen

Lemma

Fir jede bijektive lineare Abbildung f: V — W zwischen zwei IK-Vektorraumen
ist auch die Umkehrabbildung f=*: W — V linear.

Beweis: Fiir w = f(v) und w’ = f(v') aus W beliebig ergibt sich f~!(w) = v und
f~1(w’) = v/ und somit

fFv+v) = F(V)+F(V) = w+w = fHw+w)=v+v =F H(w)+f 1 (w).
Ebenso fiir A € K gilt

FAV) = Af(v) = dw  —  1Qw) = Av = M H(w). ]
Definition (Isomorphismus)
Bijektive lineare Abbildungen zwischen IK-Vektorraumen heien Isomorphismen. J

Beispiel:
e |dentitdt idy: V — V definiert durch v — v ist ein Isomorphismus
e Matrix zu idk~ ist die Einheitsmatrix E, € IK"*" deren i-te Spalte der i-te
Einheitsvektor e; in K" ist, d. h. idg~(v) = E,-v =v
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Invertierbare Matrizen

e fiir jeden lineare Abbildung f: IK" — K" existiert Ar € IK"*" mit
f(v)=Af-v

e ist f ein Isomorphismus, dann ist auch f~=! ein Isomorphismus und
f~lof =idgn=fof*

und somit gilt
Arr - Ar=E, = Ar - Ars

Definition (Invertierbarkeit)

Fir eine Matrix A € IK"*" heiBt eine Matrix B € IK" inverse Matrix wenn
B-A=E,.

Da Inverse in Monoiden eindeutig sind (siehe Mafl1) schreiben wir A=1 fiir B.
Matrizen die Inverse haben, nennen wir invertierbar.

Die invertierbaren Matrizen in IK"*" sind die Einheiten im Ring der Matrizen.
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Invertierbarkeitskriterien

Fir jede Matrix A € IK"*" sind folgende Aussagen aquivalent:

(a) A ist invertierbar,

(b) fir alle b € K" hat das lineare Gleichungssystem Ax = b genau eine Losung.
(c) A hat vollen Rang, d.h. rank(A) = n.

v

Beweis: ,(a) = (b)" Die Lésung x = A~1b ergibt sich durch die Existenz der Inversen. Wegen
der Invertierbarkeit existiert die Umkehrabbildung von v —— Av und somit ist diese injektiv und
es kann keine zweite Lésung geben.

+(b)==(c)" Sei f4 die Abbildung v — Av. Aus (b) folgt im(f4) = IK". D. h. der Spaltenraum
hat Dimension n und (c) gilt.

»(c)=(a)" Aus rank(A) = n folgt im(f4) = n und somit ist f4 eine surjektive Abbildung von
IK" nach IK” und somit nach dem letzten Korollar auch injektiv. D. h. f4 ist bijektiv und somit
umkehrbar und A damit invertierbar. L]

Bemerkung: Aus BA = E, folgt ABA= A und (AB — E;)A =0¢€ K"*". Da A invertierbar ist
und vollen Rang hat, muss somit AB — E, = 0 € IK"*" gelten, d. h.

BA = E, — AB = E,.

Ebenso folgt aus AB = E,, auch BA = E,. Insbesondere gilt also AA~! = E, und (A~})~! = A.
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Berechnung der Inversen

Idee:
e A invertierbar =— Ax = ¢; eindeutig l6sbar

— AA~! = E, gleichbedeutend, dass der i-te Spaltenvektor von A~! die Lésung
von Ax = g; ist

Korollar

Invertierbarkeit kann mit dem GauB-Verfahren liberpriift und Inverse damit
berechnet werden.

Beweis: Lose Ax = ¢; fiir die Einheitsvektoren ey, ..., e, des IK", denn A ist genau
dann invertierbar, wenn alle diese Gleichungssysteme eindeutig [6sbar sind. []
Bemerkung:

Anstelle alle diese n Gleichungssysteme einzeln zu I6sen, kénnen wir das
Gauss-Jordan-Verfahren auf die n x 2n-Matrix (A|E,) anwenden. Die Matrix A ist
genau dann invertierbar, wenn das Gauss—Jordan-Verfahren die Matrix A in die
Einheitsmatrix E,, iiberfiihrt und dann erhalten wir (E,|A™!) und kénnen die
inverse Matrix ablesen.
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Beispiel

Wir betrachten die Matrix

-1 2 0
A=11 2 1
1 0 0
und wenden das Gauss—Jordan-Verfahren auf folgende Matrix an:
-1 2 01 0 O 1 0 0] 0 O 1
(AE)=[1 2 10 1 0] — (01 0|1 0o L ]|=(A"Y
1 0 0|0 0 1 o 0 1|—-1 1 =2
D.h. Aist invertierbar und
0 0 1
—1
At=2 0 1
-1 1 =2
Tatsachlich ergibt die Probe A='A = E, = AA~! und z. B.
1 0 0 1 1 3 1
At (2l=(2 0 Z |- |2)=2] l6st Ax= |2
3 -1 1 =2 3 -5 3
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Determinanten

Erinnerung:
e symmetrische Gruppe S, ist Menge der Permutationen auf [n] = {1,..., n}

e Permutation m € S, ist gerade/ungerade, wenn sie das Produkt von
gerade/ungerade vielen Transpositionen ist und

1, 7 ist gerade,

sgn(m) =
gn() —1, m ist ungerade.

Definition (Leibniz-Formel fiir Determinanten)

Sei A = (a;) € K™ " eine Matrix lber einem Korper K. Dann ist die Determinante
von A definiert durch

det(A) = Z sgn () 1_[ i (i) -

TES,

Fir die Determinante einer Matrix A = (a;;) € IK"*" schreiben wir auch
air ... din
det(A) =

an]_ o o o ann
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Explizite Formeln fir sehr kleine n

e Fiir n = 0 besteht Sp aus der leeren Abbildung und in der
Leibniz—Formel steht ein Summand mit einem leeren Produkt, welches
Eins ergibt.

e Fiir n =1 enthalt &1 nur die Identitat, die eine gerade Permutation ist

und somit ist fiir A = (ay1) € IK1*! die Determinante gegeben durch
det(A) = a11.

e Fiir n = 2 gibt es neben der Identitat id noch die ungerade
Permutation 7 € &> die die beiden Elemente vertauscht und fir eine
Matrix A = (a;;) € IK**2 erhalten wir die allgemeine Formel

di1  di12

det(A) = or o

= sgn(id)a; id(1)92id(2) T Sg”(T)alf(l)a%(Q)

= d11d22 — 412421 -
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Sarrus—Formel fur n = 3

Fir n = 3 gibt es drei gerade und drei ungerade Permutationen in S3 und man
erhalt fur A = (aU) e [K3%3

dil  d12 413
det(A)z ar>1 az» ass

d31 d32 da33
= d11d22433 + 812423431 1+ a134821d32 — a134d224a31 — 411423432 — 412421433
die oft graphisch wie folgt dargestellt wird:

+ + +
arl  d12 413 ¢ a1 a1
\ N N
N N
d21 d22 d23 . 421 d22
N N
<X N\

dsi dso d33 : ad3i dso

Produkte entlang durchgezogener Linien entsprechen geraden Permutationen und
Produkte entlang enstprechen ungeraden Permutationen
entsprechen und werden deswegen mit negativem Vorzeichen verrechnet.
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Entwicklungssatz von Laplace

Fir allgemeines n € INg kann man aus der Leibniz—Formel durch
Umsortierung der Summanden ein rekursives Verfahren zur Berechnung von
Determinanten ableiten.

Fir eine Matrix A = (a;;) € K"*" und k,? € |n] sei Ay, die

(n—1) x (n— 1)-Matrix die aus A durch Streichen der k-ten Zeile und
¢-ten Spalte hervorgeht.

Es gilt fiir jedes k € [n]

n

det(A) = Z(—l)kﬁau det(Axe)
(=1

und man nennt diese Formel auch Entwicklung nach der k-ten Zeile.

Genauso ergibt sich fiir jedes ¢ € [n] die Entwicklung nach der /-ten Spalte
durch

n

det(A) = > (—1)*ar, det(Ax) .
k=1
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Entwicklung nach Laplace fiir n = 4

Entwickelt man A = (a;) € IK*** nach der ersten Zeile erhalt man

di1 d12 di1i3 414
doo do3 d4 d21 d23 dps
det(A) — dp1 d22 d23 44|
et( )— = ad11|4a32 433 as34| —aizp|as1 433 as
931 932 933 34 dq2 d43  das dql  d43  da4
dal  d42 da3 d44
d21 d22 dps d>1 do2 a3
+ 813|431 432 ad34| — adi14 (431 4a32 ass
dql d42  dag dqal 442 d43
Genauso erhialt man z. B. fiir die Entwicklung nach der zweiten Spalte die Formel
di1 d12 di3  di4
d21 d23 do4 dil1  di13  dia
det(A) — dp1 d22 d23 44|
et( )— = —a1p|a31 433 a34| + ax (a1 as3 ass
931 932 933 34 dql  d43  da4 dqgl 443 da4
dal  d42 d43 d44
dil1  di13  di4 dil1  di13 di4
— ds3p |d21 423 adz4| + asp (a1 a3 a4
dqgl  d43  da4 d3l1 d33 d34
Hilfreich wenn viele Eintrage in der entsprechenden Zeile/Spalte Null sind. )
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Einfache Rechenregeln fiir Determinaten

Fir jede Matrix A = (a;;) € IK"*" gelten folgende Rechenregeln:

(i) Falls A eine obere Dreiecksmatrix ist, d. h. a; = O fiir alle i > j, dann ist die
Determinante von A das Produkt der Elemente auf der Diagonalen von A

det(A) = ﬁ dajj .
i=1

Insbesondere ergibt sich det(E,) = 1 fiir die Einheitsmatrix.

(i) Seien ay,...,a, € K**" die Zeilen von A und fiir ein k € [n] sei ax = a, + a]
fiir zwei Zeilenvektoren a,, aj € K'*". Dann gilt

det(A) = det(A") + det(A"),

wobei A" und A” aus A dadurch hervorgehen, dass die k-te Zeile a, jeweils
durch aj bzw. a) ersetzt wird.

(iii) Falls A zwei gleiche Zeilen hat, dann ist det(A) = 0.
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Rechenregeln fiir elementare Zeilenumformungen

Fir jede Matrix A = (a;;) € IK"*" gelten folgende Rechenregeln:

(iv) Sei B die Matrix die aus A hervorgeht, indem fiir ein k € [n] die k-te Zeile
mit A € IK multipliziert wird, dann gilt

det(B) = Adet(A).

Insbesondere gilt
det(AA) = A" det(A) .

(v) Sei B die Matrix, die aus A durch Vertauschung zweier Zeilen hervorgeht,
dann gilt det(B) = — det(A).

(vi) Sei B die Matrix die aus A hervorgeht, indem das Vielfache einer Zeile auf
eine andere addiert wird, dann andert sich die Determinante nicht, d. h. in

diesem Fall gilt det(B) = det(A).

Zusammen mit (i) erlauben die Rechenregeln (v)—(vi) die effiziente Berechnung
der Determinante durch ein vereinfachtes GauB3-Verfahren.

v
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Beispiel vereinfachtes GauB-Verfahren

e mit den entsprechenden Operationen aus (v) und (vi) bringen wir die gegebene Matrix
A e K" in eine Matrix O = (0;7) in oberer Dreiecksform

e sei k die Anzahl der verwendeten Zeilenvertauschungen, dann gilt wegen (v), (vi) und (i)

det(A) = (—1) - det(0) = (—1)* - H o

i=1
Beispiel
3 2 —1 3
. 6 4 1 2 4% 4
A=l-3 3 4 —1|cR
0 2 3 —38
3 2 —1 3 (—2) 3 2 —1 3 3 2 —1 3
6 4 1 2 + —‘ . 0 0 3 —4 I:l N 0 —1 3 2 2
-3 -3 4 —1] < + 0o -1 3 2 0 0 3 —4 ]
0 2 3 —38 0 2 3 —8 0 2 3 —8 +
3 2 —1 3 3 2 —1 3
o -1 3 2 R S - B2 [
0 0 3 —4 (—3) 0 0 3 —4 |
0 0 9 —4 + 0 0 0 8
Fir die Determinante von O erhalten wir also det(O) = 3 (—1) - 3.8 = —72 und da wir eine Zeilenvertauschung durchgefiihrt
haben, gilt
det(A) = (—1)! det(0) = — det(0) = 72.
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Konsequenzen der Rechenregeln

Korollar

Fir eine Matrix A € IK"*" gilt det(A) = 0 genau dann, wenn rank(A) < n. J

Beweis: ,—" det(A) = 0 impliziert, dass sich mit dem vereinfachten
GauB-Verfahren eine obere Dreiecksmatrix O mit mindestens einer 0 auf der

Diagonalen ergibt. Insbesondere enthalt O eine Nullzeile und somit ist die
Dimension des Zeilenraums < n. v

<" Die Behauptung ist klar fiir n < 1. Sei also n = 2 und rank(A) < n. D.h. ein
/eilenvektor von A ist eine Linearkombination der anderen Zeilen und mit
Rechenregeln (iv) and (vi) erhalten wir eine Matrix B mit zwei gleichen
Zeilenvektoren. Rechenregel (iii) besagt det(B) = 0 und det(A) = 0 folgt. ]

Korollar

Fiir eine Matrix A € IK"*" gilt det(A) # 0 genau dann, wenn A invertierbar ist. DJ

Bemerkung:
e Rechenregeln (ii) und (iv) nennt man Multilinearitat
e Rechenregel (v) heiBt alternierend

e die Konsequenz det(E,) = 1 aus Rechenregel (i) heiBt normiert
e diese drei Eigenschaften bestimmen det: K"*" — KK eindeutig
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Beweis der Rechenregeln fiir det(A) = > s sgn(m) [[_ air (i)
Regel (i): w(i) =i Vi zwingt 1(n) =n=7n(n—1)=n—1= ... == 7(1)=1,dh. 7 =id v
Regeln (i) und (iv): In der Leibniz-Formel ersetzt sich a,. () durch:

Regel (iii): O.B.d.A. Zeilen a; = a». Fiir jede Permutation 7 gibt es eine eindeutige
Permutation 7’ die sich durch die Transposition der Vertauschung von 1 und 2 ergibt, d. h.

(1) =7'(2) und 7(2)=7x'(1) und (i) =«"(i) firi> 2.

Da die erste und zweite Zeile gleich ist und © und 7’ folgt somit

11 (i) = ]:{ i’ (i) -

Da die Permutationen 7 und n’ sich genau durch eine Transposition unterscheiden, gilt
sgn(m) = —sgn(7’) und ihre Beitrage fiir die Determinate von A heben sich weg. v

Regel (v): Wie im Beweis von Regel (iii) lasst sich der Beitrag von 7 in det(B) auf den Beitrag
von 7’ in det(A) zuriickfiihren und wir erhalten die gleiche Produkte mit unterschiedlichen

Vorzeichen.

v

Regel (vi): Folgt direkt aus Regeln (ii), (iii) und (iv). [l
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Determinantenfunktion ist multiplikativ

Fir Matrizen A, B e IK"™*" gilt

det(A- B) = det(A) - det(B) = det(B - A).

e Fiir den nicht ganz einfachen Beweis, der auf den Rechenregeln basiert,
verweisen wir auf das Skript.

Korollar

Fir jede invertierbare Matrix A € IK"*" gilt

1

det(A™) = A

Beweis: Die Matrix A ist invertierbar, also gilt det(A) # 0 und wir erhalten:
1 = det(E,) = det(A~! - A) *2* det(A™1) - det(A) u
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Endomorphismen

Definition

Lineare Abbildungen f: V — V von einem IK-Vektorraum V nach sich selbst
heiBen Endomorphismen.

e fiir eine Basis B = (vy,...,V,) eines n-dimensionalen IK-Vektorraum V
erinnern wir an die Koordinatenabbildung xz: V — IK” definiert durch

Vl—>(>\1,...,)\n)

fur die eindeutigen Skalare aus der Linearkombination der Basis B die v
ergibt, d. h.

v=MANvi+ -+ AV,
e rkp ist linear und bijektiv und somit ein Isomorphismus zwischen V' und K"
e fiir Endomorphismen f: V — V/, Basen B = (vy,...,Vv,) von V ist

ligofomgl:]K”—ﬂK”

linear und somit eine Multiplikation mit einer Abbildungsmatrix Mz (f)
e Mp(f) bildet die Koordinaten von v auf die Koordinaten von f(v) ab
e in der j-te Spalte Mp(f) - ¢ finden sich also die Koordinaten von f(v;)
e zum Verstandnis von f suchen wir eine Basis B fir die Mg(f) “einfach” ist
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Spezialfall V = K”

e fiir V =1IK" und Basis B = (v1,...,Vn) ist kg eine Multiplikation mit einer Matrix
Ae K™ "™ und Av; = ¢;
e die Umkehrabbildung /ﬁzgl und entsprechend die Inverse A~1 erfiillen also A_lej = vj, d. h.

die Spalten von A~! sind die Basisvektoren vy, ..., v,
Beispiel in R?
Gegeben sei folgende Basis B = (v1, v, v3) und u € R3
—1 2 0 1
vy = 1], ww=|2 und w3 = |1 u= |2
1 0 0 3

Wir suchen beziiglich B die Koordinaten von u. Wir erhalten die Spalten der Inversen A~! der
Koordinatenabbildung durch die Basis und invertieren A~1

-1 2 0 -1 2 0|1 0 O© 1 0 0] O 0 1
Al=l1 2 1|—(|1 2 1|0 1 0o]—|0 1 0] 3 0 I |=(&lA
1 0 0 1 0 0|0 0 1 0 0 1|-1 1 =2

und erhalten die Koordinaten von u beziiglich B durch
0O 0 1 1 3
kp(u) = Au = % 0 % (2] =1 2
-1 1 =2 3 —5
v
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Eigenvektoren

Ziel:

o fiir gegebenes f finde (wenn méglich) eine Basis B = (vi,...,Vv,), so
dass die Koordinatenabbildung Mg(f) die Basisvektoren nur streckt,
aber nicht dreht

e solche Endomorphismen heien diagonalisierbar

Definition (Eigenvektoren und Eigenwerte)

Sei f: V — V ein Endomorphismus auf einem IK-Vektorraum V. Ein
Vektor v € V ~. {0y} heiBt Eigenvektor zum Eigenwert X\ € IK, falls

f(v) =Av.

Ganz analog fiir eine Matrix A€ K™ " ist v € IK” \. {Okn} ein Eigenvektor
zum Eigenwert A € IK falls Av = Av.

Ziel: Wir suchen also eine Basis des IK"” bestehend aus Eigenvektoren der
entsprechenden Abbildungsmatrix.
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Eigenvektoren berechnen

Idee:
e v Eigenvektor von A zum Eigenwert A

— Av = \v
<~ (A= XE,)v=0
e )\ Eigenwert von A
<= homogenes Gleichungssystem (A — \E,)x = 0 hat nicht-triviale Lésungen
<= rank(A— \E,) <n
<= det(A— \E,) =0

Die Eigenwerte einer Matrix A € IK"*" sind genau die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms der Matrix A

xa(\) := det(A — \E,)

mit der Variable . DJ

o fiir einen Eigenwert X ist der Kern von (A — AE,) der Eigenraum zum
Eigenwert A, d. h. die Lésungsmenge des homogenen Gleichungssystems
(A— ME,)x = 0 ist der Eigenraum

e die Losungen/Vektoren im Eigenraum ungleich dem Nullvektor sind die
Eigenvektoren zum Eigenwert A
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Beispiel in R?*?

Fiar die Matrix

erhalten wir das charakteristische Polynom

6—-—A -1

xa(\) = det(A—AE) = " T

‘ =(6-N(B3—=X)+2=X—-9\+20.

Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen von xa( ) die wir mit der p-g-Formel

bestimmen:
und )\2 =bh.

Die Eigenvektoren zum Eigenwert sind im Kern der Matrix (A — \ E,)
ohne dem Nullvektor

6 1 2 _1
= E”:(z 3 ):<2 —1) — )

ebenso fiir den Eigenwert \» =5

6-5 -1 1 -1 1
A—)\QEn:< o) 3_5> :(2 _2) — EV V2:(1>.
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Diagonalmatrizen

Definition

Sei IK ein Korper und n € IN. Eine (n x n)-Matrix D € IK"™*" der Form

()\1 0
0 X
D=|
\ 0
mit Aq,..., A, € K heiBBt Diagonalmatrix.

o)

0 A/

Bemerkungen:

e der i/-te Einheitsvektor ¢; ein Eigenvektor der Matrix D zum Eigenwert \;
e Diagonalmatrizen konnen wir einfach potenziern berechnen fiir k € IN

A0
¥ A

o

Dk =

o)

0 Ak

e D ist genau dann, invertierbar, wenn alle A\; # 0
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Diagonalisierbarkeit

Definition (diagonalisierbare Abbildungen)

Ein Endomorphismus f: V —— V heiBit diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von V gibt, so dass
die Abbildungsmatrix Mz (f) (Matrix der Abbildung kp o f o /{gl) eine Diagonalmatrix ist.

Eine Matrix A € IK"*" heiBt diagonalisierbar, wenn die lineare Abbildung v —— Av
diagonalisierbar ist.

Ein Endomorphismus f: V — V eines endlichdimensionalen IK-Vektorraums V ist genau dann
diagonalisierbar, wenn V' eine Basis hat, die aus Eigenvektoren von f besteht.

Beweis: , <" Sei B = (v1,...,Vvn) eine Basis von V, so dass fiir alle i € [n] der Vektor v; ein
Eigenvektor zum Eigenwert \; € K ist. Dann ist f(v;) = Ajv; und

A1 0 ... 0
0O X ... O
Ms(f) = | . . :
O ... 0 A,
folgt, da die i-te Spalte von Mg(f) die Koordianten von f(v;) bzgl. B enthilt.
,=" Sei nun umgekehrt B = (v1, ..., vy) eine Basis von V, so dass Mpz(f) eine Diagonalmatrix
ist. Fiir jedes i € [n] gilt dann f(v;) = Ajv;. Damit ist B eine Basis von V/, die aus Eigenvektoren
von f besteht. L]
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Ahnlichkeit

Definition (dhnliche Matrizen)

Zwei (n x n)-Matrizen A, B liber einem Kérper KK heiBen ahnlich, falls es
ein invertierbare Matrix P € IK"*" gibt, so dass

A=P.-B-P1. J
Bemerkung:
e Ahnlichkeit definiert eine Aquivalenzrelation auf IK"™*":
A = E,AE, = E,AE ! (reflexiv)
A= PBP!

— B= P 1AP = QAQ ! fur Q = P! (symmetrisch)

A= PBP~! und B = QCQ!
— A=P -QCQ ! - P1=RCRfir R=PQ,

da (PQ)_1 = Q1P gilt (transitiv)
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Invertierbarkeit und Basiswechsel

Lemma

Zwei (n x n)-Matrizen A und A’ iiber einem Koérper K sind genau dann ahnlich, wenn IK” eine
Basis B = (v1, ..., vn) hat, so dass die Abbildungsmatrix Mg(fs) der Abbildung fa(v) = Av
genau die Matrix A’ ist, d. h. Mg (fy) = A’.

y

Beweis: ,—" Sei A = PA’P~L. Da P invertierbar ist, sind die Spalten von P linear unabhingig

und bilden somit eine Basis von IK". Sei B = (vi, ..., v,) diese Basis von IK". Wir bestimmen die
Abbildungsmatrix Mg (fs).

Fiir alle j € [n] ist Pe; genau die j-te Spalte von P, also ist Pe; = v; und somit
APej = Av; und P lyi=¢.

Insbesondere entspricht P~1 der Koordinatenabbildung x5 zu der Basis 3. Damit ist die j-te
Spalte von P7LAP gleich P~1APe; = P~1Av; der Koordinatenvektor von Ay; beziiglich der Basis

B und Mg(fy) = P~1AP = A’ folgt. v
<" Sei umgekehrt B = (v1,...,v,) eine Basis von K", so dass Mg (fa) = A’. Sei P die Matrix,
deren Spalten genau die Vektoren v, ..., v, sind. Wieder ist P~! die Matrix zu der
Koordinatenabbildung xz. Fiir jedes j € [n] ist P~ Av; der Koordinatenvektor von Av; beziiglich
der Basis B, also die j-te Spalte von A’ und wegen Pe; = v; folgt B = P71AP. ]
Korollar

Eine Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie einer Diagonalmatrix ahnlich ist. DJ
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Diagonalisierung von Matrizen

Flr eine gegebene Matrix A € IK"*" (berpriift und berechnet man
Diagonalisierbarkeit wie folgt:

(1) bestimme die Eigenwerte A1, ..., A, iiber die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms ya(A) = det(A — AE,)

(2) fir jeden Eigenwert \s bestimme eine Basis Bs des Eigenraums ker(A — \sE},)
durch Losen des homogenen Gleichungssystems (A — A\;E,)x =0

(3) Vereinigung der Basen B = Use[r] Bs der Eigenrdume sind linear unabhangig,

sind dies also n Vektoren, dann bilden diese eine Basis B = (v4,...,V,) des
IK" aus Eigenvektoren von A, andernfalls ist A nicht diagonalisierbar
(4) die Vektoren vy, ..., v, definieren die Spalten von P~! und mit dem
GauB—Jordan-Verfahren invertiert man P~1 um P zu erhalten
(5) dann gilt
D=PAP™* bzw. A=P'DP

fur eine Diagonalmatrix D = (d;;) auf deren Diagonale nur die Eigenwerte
A1, ..., A, von A stehen, insbesondere gilt

Av; = djjv; )

der Eigenwert As kommt also auf der Diagonalen von D genau so oft vor, wie
die Dimension seines Eigenraums ist
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Beispiel

Fiar die Matrix

hatten wir bereits die Eigenwerte
und )\2 =bh
und die eindimensionalen Eigenraume

und E(X) ={awv,: a e R}

und Vo — (1)

berechnet. Wir erhalten also eine Basis B = (v1, v») des R? aus Eigenvektoren und

1 1 G-J (-1 1 1 A 0
P —( ) P = > 1 und PAP~" =D = 0 5/
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Weitere diagonalisierbare Beispiele

Diagonalisierbare (3 x 3)-Matrix iiber R mit Eigenwert 0

3 1
;2
A= | L -1 _1
3 3 12
2 2
hat Eigenwerte A\; = 2, A\» = 0 und A3 = —1 deren Eigenraume jeweils eindimensional sind. Also
ist A diagonalisierbar und es gilt z. B.
2 0 O 1 2 1 % -1 1
A=P7'f0 0 o0 |P fir P'=|0 1 1] ud P=|3 0 -1
_ 1 1
0 O 1 1 0 1 —3 1 3
v
Diagonalisierbare (3 x 3)-Matrix iiber R mit zwei Eigenwerten
1 5
_55 2 °
A = 55 —g O
-2 —3 3
hat Eigenwerte A\; = 2 und A2 = —3 und fiir die Eigenrdume £(A1) und (A7) gilt
dim(E(A1)) = 1 und dim(E(X2)) = 2. Also ist A diagonalisierbar und es gilt z. B.
2 0 0 1 0 -1 20
A=pP 1o -3 o |P fir P'=[1 0 1 und P=| 1 0 1
o 0 -3 -1 1 1 -2 1 o0
y
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Nicht-diagonalisierbare Beispiele

Nicht-diagonalisierbare (2 x 2)-Matrix liber R ohne Eigenwerte

(%)

hat ein charakteristisches Polynom x4()\) = A2 + 6 ohne reelle Nullstellen. Also hat
A keine Eigenwerte, keine Eigenvektoren und ist nicht diagonalisierbar.

v

Nicht-diagonalisierbare (5 x 5)-Matrix iiber R mit zu ,kleinen” Eigenrdumen

3 -2 0 -1 4
/03000\

A=]0 0 3 0 0
0 0 0 —4 2
\0 0 0 0 -4

hat Eigenwerte und \» = —4. Aufgrund der einfachen Dreiecksstruktur
kann man die Range 3 und 4 von und A — \»E, direkt ablesen und mit
der Dimensionsformal so die Dimensionen der Kerne mit und 1 =5 —4

bestimmen. D. h. es gibt nur 2 + 1 linear unabhangige Eigenvektoren von A und A
ist deswegen nicht diagonalisierbar.
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