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1 Mengen und Boolesche Algebra

1.1 Einige Begriffe und Notationen der Mengenlehre

In diesem Abschnitt stellen wir einige Begriffe, Schreib- und Sprechweisen zusammen, die wir von Anfang
an benétigen, um mathematische Sachverhalte (wie iiblich) in der Sprache der Mengenlehre ausdriicken
zu kénnen. Einiges hiervon wird spéter noch wesentlich genauer behandelt werden.

Unter einer Menge verstehen wir eine Zusammenfassung von bestimmten Objekten, welche die Elemente
der Menge genannt werden, zu einem neuen Objekt. Zur Beschreibung von Mengen verwenden wir
geschweifte Klammern. Eine Menge kann durch Aufzdhlen ihrer Elemente beschrieben werden (z.B.:
{6, 7,879}). Dariiber hinaus kann man eine Menge durch Angabe von Eigenschaften ihrer Elemente
beschreiben, wobei genau festgelegt werden muss, welche Elemente zu der betreffenden Menge gehéren
(s.u. fiir eine derartige Beschreibung der Menge {6,7,8,9}).

Beispiele fiir Mengen:

1. Die Menge der natiirlichen Zahlen: Dies sind die Zahlen 1, 2, 3, .... Diese Menge bezeichnen wir mit
N.

2. Die Menge der natiirlichen Zahlen, die grofer als 5 und kleiner als 10 sind. Diese Menge kénnen wir
auch so schreiben:

{n : n ist eine natiirliche Zahl, fiir die 5 <n < 10 gilt}.

Offenbar ist dies genau die Menge {6, 7,8, 9}.

3. Die Menge der geordneten Paare von natiirlichen Zahlen: Diese Menge bezeichnet man mit N x N
oder N2. Es gilt also:

N?=NxN= {(n, m) : n und m sind natiirliche Zahlen}.

4. Die Menge der ganzen Zahlen: Dies sind die Zahlen 0, 1, 2, 3, ... sowie —1, —2, =3, .... Diese Menge
bezeichnen wir mit Z.

x € M bedeutet: ,,x ist ein Element von M,

x ¢ M bedeutet: ,x ist kein Element von M*.

Sind A und B Mengen, so nennt man A eine Teilmenge von B (Schreibweise: A C B), wenn jedes Element
von A auch ein Element von B ist. Zwei Mengen heifien gleich, wenn sie dieselben Elemente besitzen.
Das heiftt insbesondere, dass es nicht darauf ankommt, in welcher Reihenfolge man die Elemente einer
Menge aufschreibt.

Beispiel. {2,3,4} = {3,4,2}.

Ferner spielen Mehrfachnotierungen von Elementen keine Rolle:

{1,2,1,1} — {1,2}.

Die Menge, die keine Elemente enthilt, heift leere Menge. Sie wird mit () bezeichnet. Die leere Menge
ist Teilmenge jeder Menge, d.h., es gilt: § C A fiir alle Mengen A.

Eine Menge A heifit echte Teilmenge von B (Zeichen: A G B), wenn A € B und A # B gilt.



Ist M eine Menge, so bezeichnen wir (wie im obigen Beispiel) mit M x M oder M? die Menge aller
geordneten Paare von Elementen aus M, d.h.:

MQ:MxM:{(a,b):a,beM}.

Man nennt die Menge M x M kartesisches Produkt oder auch Paarmenge.
Beispiel. Es sei M = {1, 2, 3} Es folgt

M2 =M x M ={(1,1), (1,2), (1.3), (1), (2,2, (2,3), 3.1, (3.2), (3.3)}.

Man beachte, dass die Paare (1,2) und (2, 1) verschieden sind, da es wie gesagt sich um geordnete Paare
handelt.
Analog definieren wir:

M3 =Mx Mx M= {(a,b,c) Labc e M}.

M3 ist also die Menge der geordneten Tripel von Elementen aus M. Ebenso: M* ist die Menge der
geordneten Quadrupel, M® ist die Menge der geordneten Quintupel, .... Allgemein definiert man fiir
n > 2:

M" = {(al,ag,...,an) ca; € M fir ¢ = 1,...,n}.

Man bezeichnet mit M' die Menge M selbst, also M' = M. Die Elemente von M™ nennt man n- Tupel
von Elementen aus M; die Menge M™ aller n-Tupel von Elementen aus M nennt man auch n-stelliges
kartesisches Produkt von M (n > 1).

Beispiel. Es sei B = {0, 1}. Dann ist

Bl = {0,1}
B = {(0.0), 0.1, (1,0), (1,1}
B® = {(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)}.

1.2 Grundlegendes iiber Abbildungen

Definition.

Sind A und B Mengen, so versteht man unter einer Funktion f von A nach B eine Vorschrift, durch
die jedem Element a € A genau ein Element b € B zugeordnet wird.

Anstelle von Funktion sagt man auch Abbildung. Um zum Ausdruck zu bringen, dass f eine Funktion
von A nach B ist, benutzt man die Schreibweise

f:A— B.

Man nennt A den Definitionsbereich und B den Bild- oder Wertebereich der Funktion f: A — B. Wird
durch die Funktion f : A — B dem Element a € A das Element b € B zugeordnet, so sagt man ,, f bildet
a auf b ab“ und bezeichnet b mit f(a). Statt ,,f bildet a auf b ab* kann man also kurz

fla)=1b
schreiben; aufserdem verwendet man héufig die Schreibweise

a+—b.



Diese bringt ebenfalls zum Ausdruck, dass a auf b abgebildet wird. Gilt f(a) = b, so nennt man b den
Wert von f an der Stelle a.

Beispiel. Es seien A = {1,2,3,4,5} und B = {um,w,x,y,z}. Wir geben eine Funktion f: A — B in
Form einer Tabelle an:

s

—~
S

N

<

8

<

Uv‘h&‘w‘m‘»—t‘ IS
g

8]

Fiir diese Funktion f gilt also beispielsweise f(3) = w und f(5) = z. (Oder anders geschrieben: 3 — w
und 5 +— z.) Die Funktion dieses Beispiels konnen wir auch durch ein Pfeildiagramm veranschaulichen:

Wir betrachten einige Pfeildiagramme (Statt Pfeildiagramm sagt man auch bipartiter gerichteter Graph;
vergleiche Abschnitt 3.1):

Nur das erste dieser Pfeildiagramme stellt eine Funktion f : A — B dar! (Warum?)



Weitere Beispiele von Funktionen:

1. Eine Funktion f : N — N wird beispielsweise durch die Formel f(n) = n + 1 definiert. Durch diese
Funktion wird jeder natiirlichen Zahl ihr Nachfolger zugeordnet.

Durch die Formel g(n) = 3n* + 2 wird ebenfalls eine Funktion g : N — N definiert.

Durch f((n,m)) = n+m wird eine Funktion f: N> — N definiert’.

Ebenso: f(n,m)=n-m.

Durch f(n,m,k) = (n+k)-m -k + n wird eine Funktion f : N3 — N definiert.

Eine Funktion f: {0,1} — {0,1} wird beispielsweise durch f(0) =1 und f(1) = 0 definiert.

S o wN

Hinweis zur Beschreibung von Abbildungen (in Anlehnung an Jénich: Lineare Algebra): Was
schreibt man auf, wenn man eine Abbildung anzugeben hat? Als Beispiel benutzen wir die Abbildung
von N nach N, die jeder natiirlichen Zahl ihr Quadrat zuordnet. Dann kann man beispielsweise schreiben:

Sei f: N — N die durch f(n) = n? (fiir n € N) gegebene Abbildung.

Oder etwas kiirzer:
Sei f : N — N die durch n — n? gegebene Abbildung.

Oder noch etwas kiirzer:

f: N — N

n — n?

Falls es nicht notig ist, der Abbildung einen Namen zu geben, so kann man auch schreiben (besonders
kompakte Schreibweise!):

N — N
n +— n?
Eine Abbildung muss aber nicht unbedingt durch eine Formel beschrieben werden; man kann eine Ab-
bildung auch in Worten beschreiben. (In unserem Beispiel: ,Wir betrachten die Abbildung, die jeder

natiirlichen Zahl ihr Quadrat zuordnet®.)

Definition.

Eine Abbildung f : A — B heifst
(a) injektiv, falls fir alle z,y € A gilt: Aus © # y folgt f(x) # f(y).
(b) surjektiv, falls es zu jedem b € B mindestens ein a € A gibt, fiir das f(a) = b gilt.

(c) bijektiv, falls sie injektiv und surjektiv ist.

Beispiele:

1. Essei A = {1,2,3} und B = {1,2,3}. Die Funktion f : A — B sei definiert durch f(1) =1, f(2) =1
und f(3) = 2. Diese Funktion ist weder injektiv noch surjektiv.

2. Es sei A = {1,2,3} und B = {1,2,3,4}. Die Funktion f : A — B sei definiert durch f(1) = 1,
f(2) =3 und f(3) = 4. Diese Funktion ist injektiv, aber nicht surjektiv.

3. Essei A= {1,2,3} und B = {4,5}. Die Funktion f : A — B sei definiert durch f(1) =4, f(2) =5
und f(3) = 4. Diese Funktion ist nicht injektiv, aber surjektiv.

4. Essei A= {1,2,3} und B = {3,4,5}. Die Funktion f : A — B sei definiert durch f(1) =4, f(2) =5
und f(3) = 3. Diese Funktion ist sowohl injektiv als auch surjektiv, also bijektiv.

'In diesem Beispiel und in vergleichbaren Fillen ist es auch iiblich, anstelle von f((rn,m)) einfach f(n,m) zu
schreiben.



Anstelle von ,f ist eine surjektive Abbildung von A nach B*“ sagt man auch , f ist eine Abbildung
von A auf B anstelle von injektiv sagt man auch eineindeutig; anstelle von bijektiv sagt man auch
umkehrbar eindeutig. Empfehlung: Man veranschauliche sich die Begriffe ,injektiv, ,surjektiv und
,bijektiv¢ mithilfe von Pfeildiagrammen.

Bemerkung zum Nachweis der Injektivitat

Ist von einer Funktion f : A — B nachzuweisen, dass sie injektiv ist, so ist es meistens zweckméfig, nach
folgendem Schema vorzugehen (,Widerspruchsbeweis): Man wéahlt z,y € A beliebig und nimmt an, dass
x # yund f(z) = f(y) gilt. Aus f(z) = f(y) folgert man dann (beispielsweise durch Umformung der
Gleichung f(x) = f(y)), dass © = y gilt. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme x # y, wodurch die
Injektivitdt nachgewiesen ist. Wir erldutern diese Vorgehensweise anhand eines Beispiel.

Beispiel. Die Funktion f : N — N sei definiert durch f(n) = 2n + 1 fir alle n € N.
Behauptung. f ist injektiv.

Beweis. Angenommen, es gibt n,m € N, so dass n # m und f(n) = f(m) gilt. Nach Definition von f
gilt also 2n + 1 = 2m + 1. Durch Subtraktion von 1 auf beiden Seiten dieser Gleichung folgt 2n = 2m.
Hieraus folgt mittels Division durch 2, dass n = m gilt — im Widerspruch zu n # m. Also ist f injektiv.
O

Das Zeichen [J bedeutet, dass der Beweis abgeschlossen ist.

Wir weisen dariiber hinaus nach, dass f nicht surjektiv ist. Hierzu geniigt es, ein m € N anzugeben,
fiir das gilt: Es gibt kein n € N mit f(n) = m. Wir weisen nach, dass dies fiir m = 2 der Fall ist:
Angenommen, es gebe ein n € N mit f(n) = 2. Nach Definition von f wiirde 2n + 1 = 2 gelten,
woraus durch Subtraktion von 1 und anschliefsender Division durch 2 folgen wiirde, dass n = % gilt. Dies
widerspricht der Annahme n € N. Also ist f nicht surjektiv.

Beim Beweis der Surjektivitdt im vorangegangenen Absatz handelt es sich ebenfalls um einen Beweis
durch Widerspruch; in Abschnitt 2.2 finden sich weitere Bemerkungen zu Thema Widerspruchsbeweis.

Definition.

Unter einer n-stelligen Verkniipfung auf einer Menge M versteht man eine Abbildung f : M™ — M
(fiir n € N). Statt n-stellige Verkniipfung sagt man auch n-stellige Operation.

Ein besonders wichtiger Spezialfall ist der Fall n = 2; in diesem Fall spricht man auch von einer bindren
Verkniipfung (bzw. Operation). Beispiele bindrer Verkniipfungen sind die Addition und die Multiplikation
natiirlicher Zahlen. Siehe Beispiel 3 und 4 in Abschnitt 1.2 (vor dem Hinweis zur Beschreibung von
Abbildungen).

Weitere Grundbegriffe, die im Zusammenhang mit Abbildungen stehen (wie beispielsweise Bild, Urbild
oder Komposition von Abbildungen) werden in Abschnitt 3.6 behandelt.

1.3 Operationen fiir Mengen und Boolesche Algebra

In diesem Abschnitt seien mit grofsen lateinischen Buchstaben immer Mengen bezeichnet. Mit A N B
bezeichnet man die Schnittmenge von A und B (auch Durchschnitt genannt), mit A U B die Vereini-
gungsmenge von A und B (auch Vereinigung genannt). Diese werden definiert durch?:

ANB = {x:xeAundxeB}
AUuB = {x:xerdermeB}
2 :=“ist hier das definitorische Gleichheitszeichen; links von ,,:=“ steht immer der zu definierende Ausdruck.



Unter Verwendung der iiblichen Verkniipfungszeichen fiir Aussagen hétten wir auch schreiben kénnen:

ANB = {x:meA/\J;EB}

AUB

{x:xeA\/xEB}.

Zwei Mengen A und B heifen disjunkt (oder elementfremd), falls AN B = () gilt.

Die Differenz von Mengen definiert man durch
A\ B := {x:xeAundx¢B}.
Die symmetrische Differenz, fiir die wir das Zeichen @ benutzen, wird definiert durch

A®B = (A\B)u(B\A).

Die Potenzmenge P(M) einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von M.

Beispiele:
1. Bs sei M = {a,b,c}. Damn gitt P(M) = {0, {a}, {0}, {c}, {a.b}, {a,c}, {b.c}. {a:b.c}}.
2. Essei M = {a,b}. Dann gilt P(M) = {@, {a}, {0}, {a,b}}.

25

. Essei M = {a}. Dann gilt P(M) = {@, {a}}.
4. Es sei M = (). Dann gilt P(M) = {(D}

. Bssei M = {a,{b,c} }. Dann gilt P(M) = {0, {a}, {{b.c}}, {a.{b.c}}}.

Auch von Potenzmengen konnen Potenzmengen gebildet werden:
M = {a}
{0 {a}}
{0, {0}, ({a}}, {0, {a}}}.
Es sei eine Menge M fest gegeben. Fiir A C M definiert man das Komplement A von A (in M) durch
A= {x:xeM\A}.
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Verwendet man das Zeichen A, so muss aus dem Zusammenhang hervorgehen, auf welche Grundmenge
M man sich bezieht.

Es sei nun M fest gegeben. A, B und C seien Teilmengen von M. Fiir das Rechnen mit den Operationen
N, U und — gelten die folgenden Regeln:

(1) Assoziativgesetze:
e AN(BNC)=(AnB)NC
e AU(BUC)=(AUB)UC
(2) Kommutativgesetze:
e ANB=BNA
e AUB=BUA
(3) Absorptionsgesetze:
e AN(AUB)=A4
e AU(ANB)=A



(4) Distributivgesetze:
e AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
e AU(BNC)=(AUB)Nn(AUC)
(5) 0-1- Gesetze:

e ANM=A
e AND=10
e AUM=M
e AUD=A
(6) Komplementgesetze:
e ANA=10
e AUA=M
(7) Idempotenzgesetze:
e ANA=A
e AUA=A
(8) Negation der Negation:
e A=A

(9) De Morgansche Regeln:

e ANB=AUB

e AUB=ANB
Beweisen lassen sich diese Regeln mithilfe von Wahrheitstafeln; wir demonstrieren dies fiir das erste der
beiden Distributivgesetze:

b
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Der Eintrag ,,1“ bedeutet, dass die betreffende Aussage wahr ist. (Beispielsweise bedeutet der Eintrag
,1¢ in der ersten Spalte, dass die Aussage z € A wahr ist.)

Der Eintrag ,0“ bedeutet, dass die betreffende Aussage falsch ist. (Beispielsweise bedeutet der Eintrag
,0¢ in der ersten Spalte, dass die Aussage x € A nicht wahr ist, d.h., dass = ¢ A gilt.)

Da die Spalte fiir x € AN (B UC) mit der Spalte fir z € (AN B) U (AN C) ibereinstimmt, gilt
x € AN(BUC) genau dann, wenn z € (ANB)U(ANC) gilt, dh. AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Aufgrund der Assoziativgesetze kann man bei der Durchschnittsbildung von mehreren Mengen auf eine
Klammerung verzichten, gleiches gilt fiir die Vereinigung.

Durchschnitt und Vereinigung fiir Mengen A; (i € I, I ist eine sog. Indexmenge) definiert man durch

ﬂAi = {x:xeAifﬁraﬂeiEI}

iel

UAi = {x: EsgibteiniEImitxeAZ}.
i€l



Beispiel. Es sei I = {1,27 e ,n}. Statt ﬂ A; bzw. U A; schreibt man dann auch ﬂ A; bzw. U A;

iel i€l i=1 i=1
oder auch A1 NA;N...NA, bzw. Ay UAU...UA,.

Man kann sich die Regeln (1) - (9) durch sogenannte Venn-Diagramme veranschaulichen:

A B A B
C C
Schraffiert: A Schraffiert: AN B
Grau: BUC Grau: ANC
Grau und schraffiert: AN (B U C) Grau oder schraffiert: (A N B) U (A N C)

Unter einer Booleschen Algebra versteht man Folgendes:

Definition.

Gegeben sei eine Menge B zusammen mit zwei bindren Verkniipfungen auf B, die mit M und U be-
zeichnet seien (d.h., jedem geordneten Paar (a,b) mit a,b € B seien zwei Elemente aus B zugeordnet,
die mit aMb bzw. a b bezeichnet seien). Man nennt B (zusammen mit den Verkniipfungen M und LJ)
eine Boolesche Algebra, falls folgende Aussagen fiir alle a, b, c € B gelten:

(Al) Assoziativgesetze:
e all (bﬂc) = (al‘lb) Me
e all (bUC) = (al_lb) Uc
(A2) Kommutativgesetze:
e allb=>bMNa
e alUb=>bUa

(A3) Distributivgesetze:
e all (buc) = (al‘lb) U (al‘lc)
e all (bﬂc) = (al_lb) r (al_lc)
(A4) Existenz von Null und Eins:
Es gibt in B zwei Elemente, genannt 0 und 1, fiir die gilt:
e alll=a
e alU0=a
(A5) Existenz eines Komplements:
Zu jedem a € B gibt es ein Element a € B derart, dass gilt:
e alla=0

e alla=1

Man nennt die Aussagen (A1) - (A5) Axiome einer Booleschen Algebra. Wir wollen jetzt exemplarisch
vorfiihren, wie man aus diesen Axiomen Folgerungen herleitet. Solche Folgerungen nennt man Sdtze iiber
Boolesche Algebren. Mit B sei jetzt immer eine Boolesche Algebra bezeichnet.

Satz 1.
Fiir alle a € B gilt: aMa=a und aUa = a.
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Beweis. Es gilt

(A4

afa :)(al_la)l_IO =

(42 (aﬂa)l_l(al_lﬁ)(: al(aUa) @ n1 W,

Damit ist a Ma = a gezeigt. Ganz entsprechend weist man a U a = a nach:

(A5 (A3)

al_la(ﬁ)(al_la)l_ll :)(aLIa)IT(aI_IE) = au(al_lﬁ)(AS) (44

=" aU0 ="a O

Uber dem Gleichheitszeichen ist notiert, weshalb diese Gleichheit besteht. Man beachte, dass wir zur
Herleitung nur die Axiome benutzt haben. Aufféllig ist ferner, dass der Beweis der beiden Teilaussagen
nach genau demselben Schema abgelaufen ist. Dies ist nicht verwunderlich: Jedes Axiom besteht aus
einem Paar von Aussagen, die durch Vertauschen von M und LI sowie durch Vertauschen von 0 und
1 auseinander hervorgegangen sind. Alle Schliisse in einem Beweis kann man daher ebenso gut mit
vertauschten Rollen von M und U bzw. 0 und 1 machen. Daher gehort zu jeder giiltigen Folgerung aus
den Axiomen immer zugleich noch eine weitere giiltige Folgerung, die man auch als ,duale Aussage*
bezeichnet. Wir halten dies noch einmal explizit als Dualitdtsprinzip fest.

Dualitétsprinzip fiir Boolesche Algebren.

Jede Aussage, die eine Folgerung aus den Axiomen (A1) - (A5) ist, geht in eine giiltige Aussage tiber,
wenn man in ihr iiberall M und U sowie 0 und 1 vertauscht.

Satz 2.
Fir allea € Bgilt all0=0und a1 =1.

Beweis. Es gilt:

(45) )

_ Satz 1

amno al‘l(al‘lﬁ)(Azl)(aﬂa)ITa = al_lﬁ(g) 0.

Die Behauptung a LU 1 = 1 folgt aus a M0 = 0 nach dem Dualitdtsprinzip. [

Zum Beweis von Satz 2 haben wir nur die Axiome und den bereits bewiesenen Satz 1 benutzt. In &hnlicher
Weise konnten wir fortfahren und eine ganze Reihe von giiltigen Sdtzen fiir Boolesche Algebren beweisen
und dadurch die mathematische Theorie der Booleschen Algebren aufbauen®.

Die Vorgehensweise, an den Anfang einer Theorie einige Aussagen als Axiome zu stellen, um dann aus
ihnen durch Deduktion (logisches Schlieffen) eine mathematische Theorie zu entwickeln, ist typisch fiir
die gesamte Mathematik. Man spricht von der aziomatischen Methode (oder auch axiomatisch deduktiven
Methode). Beispiele fiir diese Vorgehensweise werden uns noch hiufig begegnen.

3Wir kénnen und wollen dies hier nicht durchfiihren. Uns geht es hier in erster Linie um die Darlegung der azio-
matischen Methode. Deshalb begniigen wir uns mit den Herleitungen der beiden Sétze 1 und 2. Ausfiihrlichere
Darstellungen findet man beispielsweise in:

e J. E. Whitesitt: Boolesche Algebra und ihre Anwendungen, Vieweg, Braunschweig (1968)

e D. Lau: Algebra und Diskrete Mathematik, Band 1 und 2, Springer (2011)

e M. Rueff, M. Jeger: Sets and Boolean Algebra, George Allen and Unwin Ltd., London (1970)
e W. Dorfler: Mathematik fiir Informatiker, Band 1, Hanser, Miinchen (1977)
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Beispiele fiir Boolesche Algebren

1. Die Mengenalgebra

Hier ist B die Potenzmenge P(M) einer Menge M (also: B = P(M)), die beiden binéren Verkniip-
fungen sind Durchschnitt und Vereinigung von Mengen, das Nullelement ist die leere Menge und das
Einselement ist die Menge M.

2. Die Schaltalgebra

Bei dieser Booleschen Algebra ist die zugrundeliegende Menge B die Menge {O, 1} (also: B = {O, 1});
die Elemente 0 und 1 nennt man in diesem Zusammenhang Wahrheitswerte. Die beiden bindren
Verkniipfungen sind die bekannten Operationen A und V (Konjunktion und Disjunktion), die sich
durch die folgenden Verkniipfungstafeln definieren lassen:

A0 |1 V| 0|1
0(01]0 001
1101 111]1

Die Komplementbildung entspricht der Negation: 0 = 1, 1 = 0.

1.4 Bemerkungen zum Summenzeichen

Wir schicken einige Feststellungen zu den reellen Zahlen und zum Distributivgesetz voraus.

Die reellen Zahlen R bilden einen Kdrper®, d.h., die vier Grundrechenarten sind in R definiert und
unbegrenzt ausfithrbar (mit Ausnahme der Division durch 0) und es gelten die bekannten Rechenregeln
wie beispielsweise a + b =b+ a und a - b = b a (,Kommutativgesetze*) oder das Distributivgesetz: Fiir
alle a,b,c € R gilt

a(b+c) = ab + ac.

Eine entsprechende Regel gilt auch fiir drei, vier oder mehr Summanden, beispielsweise gilt:
a(b+c—|—d) = ab + ac + ad,
a(b+c—|—d+e) = ab+ ac + ad + ae.

Allgemein gilt fiir n Summanden:

a(by +...+by) =aby + ...+ aby,. (1.1)

Liest man die Formel (1.1) von rechts nach links, so erkennt man, dass durch diese Formel das Ausklam-
mern von gemeinsamen Faktoren beschrieben wird.

Von links nach rechts gelesen beschreibt die Formel (1.1) das iibliche Ausmultiplizieren: Jeder der Sum-
manden by, ...,b, wird mit dem Faktor a multipliziert.

Entsprechend verfihrt man, wenn man zwei Summen miteinander zu multiplizieren hat; es gilt beispiels-
weise
(a1 + a2)(by + ba + b3) = a1b1 + a1by + a1bs + asby + azba + asbs.

Allgemein gilt:

(a1++am)(b1++bn):a1b1++a1bn++amb1++ambn (12)

Jeder Summand der ersten Klammer wird also mit jedem Summanden der zweiten Klammer multipliziert.

4Genaueres zum Begriff des Korpers findet man in den Abschnitten 2.2, 5.1 und 7.2; Genaueres zu den reellen
Zahlen findet man in den Abschnitten 2.3 und 2.8.
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Nun, wie angekiindigt, zum Summenzeichen:

Gegeben seien n reelle Zahlen (fiir n € N)
Aiy...,0pn.

n
Dann ist Y a; eine andere Bezeichnung fiir die Summe a; + ... + a,. Es gilt also
i=1

n
E a; =a1+...+an.
i=1

5
Beispiel. Y a; ist ein anderer Ausdruck fiir die Summe a; + as + a3 + a4 + as, es gilt also
i=1

5

Zai:al +as + as + aq + as.
=1

n
In der Summe ) a; wird ¢ Laufinder genannt, da 4 die natiirlichen Zahlen von 1 bis n durchlauft; 1
i=1
nennt man die untere Summationsgrenze, n ist die obere Summationsgrenze. (Statt Laufindex kann man
auch Summationsindex oder Indezvariable sagen.)

Der Laufindex muss nicht unbedingt mit ¢ bezeichnet werden, sondern man kann z.B. auch j, k oder s
wahlen; aufferdem muss die untere Summationsgrenze nicht unbedingt gleich 1 sein. Beispielsweise ist

3
>4
=0

eine andere Bezeichnung fiir ag + a1 + as + as, es gilt also

3
E a; = ag + ai + az + as.
Jj=0

Analog:

bk:b2+b3+b4+b5+b6+b7;

b
| ~
[V

29 =20 4921 4192249231920 =1 424+44+8+16=31;

Il
=3

S

5

%
E (—1) a; =ag9 — a1 +ay —as+aq — as.
=0

Wir geben im Folgenden einige einfache, aber niitzliche und oft gebrauchte Regeln fiir das Rechnen mit
dem Summenzeichen an.

Unmittelbar klar ist die folgende Regel:

n
(1> Zai = na, falls a; =...=a, =a.
i=1
Aufgrund des Distributivgesetzes gilt (vgl. (1.1)):

abl—I—...—i—abn:a(bl—i—...—l—bn).

13



Mit dem Summenzeichen lésst sich diese Regel wie folgt schreiben:

(11) i abi =a i bi.
i=1 i=1

Auch die Regel (1.2) lasst sich mit dem Summenzeichen schreiben, wodurch die Regel eine besonders
kompakte Form annimmt:

m n 9y m n
(**
(i) {2 a VIR S STED 3) pINN
j=1 i=1 j=1 Jj=11i=1

Die mit () bezeichnete Gleichheit ergibt sich aus dem Kommutativgesetz der Addition: Es handelt
sich nur um eine Anderung der Summationsreihenfolge. Um dies deutlich zu machen, schreiben wir die
Formel noch einmal fiir den Spezialfall m = 3 und n = 2 auf:

1.2
(a1 + as + ag)(bl + b2) ( = ) a1b1 + albg + CLle + a2b2 + a3b1 + agbg

(+%)

= a1b1 + CLle + a3b1 + a162 + a2b2 + agbg.
Auch die folgende Regel beruht nur auf einer Anderung der Summationsreihenfolge:

(iv) Z az—|—b Zal—l—Zb

Zu (iv) analoge Regeln gelten auch7 wenn anstelle von a; +b; eine Summe aus drei oder mehr Summanden
vorliegt. Beispielsweise gilt analog zu (iv) die Regel

n n n
(ai+bi—|—01) :Zaq—FZb,—&—Zcz
=1 =1 =1

-

=1

Wir haben unsere Regeln (i)-(iv) nur fir den Fall formuliert, dass der Laufindex Werte von 1 bis n
annimmt. Analoge Regeln gelten entsprechend abgeéindert natiirlich auch fiir Varianten hiervon; bei-
spielsweise gilt analog zu Regel (i):

Z a; = )a, falls ag = =a, = a;
n+1
Zalf (n+2)a, falls ag = ... = ap41 = a.

Beispiel. Gelegentlich hat man es auch mit Summen der folgenden Art zu tun:

5 5
E a2;4+1 oder E ag;.
=0 =0

Ohne Summenzeichennotation lautet die erste dieser Summen:

5
E a2i+1 = a1 + a3z +as + a7+ ag + a.
i=0

Schreiben Sie die zweite Summe entsprechend auf:
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2 Elementare Zahlentheorie und
Kombinatorik

2.1 Natirliche Zahlen und vollstandige Induktion

Obwohl uns die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... vertraut sind, wollen wir sie doch etwas genauer studieren;
vor allem soll die Methode der vollstindigen Induktion behandelt werden. Zunéchst wollen wir jedoch
einige einfache Eigenschaften der Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen festhalten:

(1) Assoziativgesetze:
e a+ (b+c) = (a+b)+c
®a- (b~c) = (a-b) -c
(2) Kommutativgesetze:
e at+tb=b+a
ea-b=b-a
(3) Distributivgesetz:
®a- (b—i—c) =a-b+a-c
(4) Existenz eines neutralen Elements der Multiplikation:
e a-l=a
Vollstandige Induktion ist eine hiufig angewandte Methode, sowohl in der Mathematik als auch in der
Informatik. Sie dient

e zum Nachweis der Richtigkeit von Behauptungen oder Vermutungen (vollstindige Induktion als
Beweismethode);

e zur Definition von Objekten oder Operationen (vollstindige Induktion als Definitionsmethode);
mit dieser Methode gewonnene Definitionen werden auch rekursive Definitionen genannt.

Vollstdndige Induktion als Beweismethode wird bei Problemen der folgenden Art angewandt: Fiir jede
natiirliche Zahl n sei A(n) eine Aussage. Es soll bewiesen werden, dass A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n
gilt, d.h., es soll die Giiltigkeit der unendlich vielen Aussagen A(1), A(2), A(3), ... nachgewiesen werden.
Hierzu ist es haufig glinstig, vollstdndige Induktion einzusetzen.

Beweismethode der vollstindigen Induktion.

Um eine Aussage A(n) fiir alle n € N zu beweisen, geniigt es, Folgendes zu zeigen:
(I) Induktionsanfang:
A(1) ist richtig.
(I1) Induktionsschritt:
Fiir jedes n € N gilt: Falls A(n) richtig ist, so ist auch A(n + 1) richtig.

Wir erldutern die Idee, die dieser Methode zugrunde liegt. Zu beweisen sind die unendlich vielen Aussa-
gen A(1), A(2), A(3), . ... Wieso hat man das erledigt, wenn man (I) und (II) nachweist? Das ist einfach
zu erkennen: Hat man (I) und (IT) nachgewiesen, so gilt aufgrund von (I) zunéchst einmal A(1). Hieraus
folgt, wenn man (II) fiir den Fall n = 1 anwendet, dass auch A(2) richtig ist. Wendet man nun (II) fiir
den Fall n = 2 an, so folgt aus der Richtigkeit von A(2), dass auch A(3) richtig ist. Aus der Richtigkeit
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von A(3) ergibt sich durch Anwendung von (II), dass auch A(4) richtig ist. Analog erhdlt man Schritt
fiir Schritt die Richtigkeit von A(5), A(6) usw. Schematisch lasst sich das so zusammenfassen:

Ay Y oae) Woap Yoaw @
~—~—
richtig wegen (I)
Wir wollen nun die Anwendung von vollstdndiger Induktion an einem Beispiel vorfithren. Hierzu be-
trachten wir die folgende Aussage A(n):

1
Die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen (d.h. 1+ 2+ ... 4 n) ist gleich M

Als Gleichung geschrieben lautet diese Aussage:
n(n+1)

An): 1424+...+n= 5

Dass dies fiir einzelne nicht allzu grofe natiirliche Zahlen n richtig ist, lasst sich leicht feststellen: Man
setzt einfach fiir n die betreffende Zahl ein, rechnet den Wert der linken und rechten Seite der Gleichung
aus und vergleicht die Ergebnisse. Auf diese Art kann man beispielsweise nachweisen, dass A(n) fir
n = 1,2, 3,4 richtig ist:

A1) 1 = 1 = w
A(2) 142 = 3 = %
A(3): 14243 = 6 = w
A4): 1+2+3+4 = 10 = %*1)

Mit vollstéandiger Induktion lésst sich zeigen, dass A(n) nicht nur fiir bestimmte n € N, sondern fir alle
n € N gilt:

(I) Induktionsanfang:

A(1) ist richtig, da 1 = L0+ o1 (wie oben bereits festgestellt).

2
(I1) Induktionsschritt:

Es sei n € N eine beliebig gewéhlte natiirliche Zahl; wir setzen voraus, dass A(n) fir dieses n
richtig ist, d.h., es gelte fiir dieses n:

1424, 4n = ”("2;1) (2.1)

Wir haben zu zeigen, dass unter dieser Voraussetzung auch A(n + 1) richtig ist, d.h., wir miissen
nachweisen, dass

1424 4+n+(n+1) = (n+1)((7;+1)+1) (2.2)

gilt. Dies ergibt sich durch folgende Rechnung:

: 1
1+2+...+n+(n+1) D @+(n+1)
Zusammenfassen n(” + 1) + 2(” + 1)
B 2
(n+1) ausklammern (n + 1) (n + 2)
= f
(n+1)((n+1)+1)
2
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Damit sind (I) und (II) gezeigt; nach dem Induktionsprinzip' gilt A(n) also fiir alle n € N. O

Im Induktionsschritt geht man also wie folgt vor: Man wéhlt sich ein beliebiges n € N und nimmt fir
dieses fest gewdhlte n an, dass A(n) richtig ist. Dies nennt man die Induktionsannahme. (In unserem
obigen Beispiel war (2.1) die Induktionsannahme.) Sodann weist man die Richtigkeit von A(n + 1) nach;
im Laufe dieses Nachweises (nicht notwendigerweise am Anfang!) wird man die Induktionsannahme ein-
oder auch mehrmals benutzen.

Wir wollen unser Ergebnis noch ausdriicklich als Satz festhalten, wobei wir das Summenzeichen verwen-
den.

Satz 1.

Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

Wegen der Wichtigkeit der Vorgehensweise fiihren wir den Beweis von Satz 1 noch einmal aus, diesmal
unter Verwendung des Summenzeichens.

Beweis von Satz 1 (unter Verwendung des Summenzeichens).

(I) Induktionsanfang:

Fiir n =1 ist die behauptete Formel richtig, da fiir n = 1 gilt:

. . _1-(1+1)
szzzflff.

(IT) Induktionsschritt:

Es sei n € N eine beliebig gewéhlte natiirliche Zahl; wir setzen voraus (Induktionsannahme), dass
die behauptete Formel fiir dieses n richtig ist, d.h., es gelte fiir dieses n:

n

Zi: w (2.1)

Wir haben zu zeigen, dass unter dieser Voraussetzung die behauptete Formel auch fiir n+ 1 richtig
ist, d.h., wir miissen nachweisen, dass gilt:

ni:li: (nt)((n+1)+1) 22)

2
i=1
Dies ergibt sich so:
n+1 n
S @ it (n+1)
i=1 i=1
(219 Ln; ) +(n+1)
Zusamm:enfassen n(n + 1) + 2(” + 1)
2
(n+1) ausklammern (’II + 1) (n + 2)
B 2
B (n+1)((n+1)+1)
B 2

1Statt Beweismethode der vollstindigen Induktion sagt man auch Induktionsprinzip.
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Die obige Umformung () ist typisch fiir derartige besonders einfache Induktionsbeweise: Man spaltet
den letzten Summanden ab, d.h., man nimmt ihn aus der Summe heraus.

Wegen der Wichtigkeit des Induktionsprinzips wollen wir uns seine Anwendung noch an zwei weiteren
Beispielen anschauen.

Satz 2.

Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

zn:i? n(n+1)(2n+1)

=1 6
n
Beweis. Die Gleichung Y % = w sei mit A(n) bezeichnet. Wir zeigen mit vollstdndiger

=1
Induktion, dass A(n) fiir alle n € N gilt.

(I) Induktionsanfang:

Die Gleichung A(1) ist richtig, wie man durch Einsetzen von n = 1 leicht sieht. Fiir n = 1 gilt

6 6

iigzﬁzl g MoADEnt+D) 10412 1+1)
i=1

(IT) Induktionsschritt:

Es sei n € N beliebig gewéhlt; wir setzen voraus (Induktionsannahme), dass die Gleichung A(n)
fiir dieses fest gewéhlte n richtig ist, d.h., es gelte fiir dieses n:

é 2 n(n+ 1)6(2n +1) 2.3)

Wir zeigen nun, dass (unter der Voraussetzung (2.3)) auch die Gleichung A(n + 1) gilt, d.h., wir
weisen Folgendes nach:

n+1
o (1) ((n+1)+1)(2(n+1)+1)
27 5

Dies ergibt sich so:

n+1 n
> i > it (n+1)?
=1 =1
n(n + 1) (2n + 1)
6
Zusammenfassen TL(TL + ]-) (2n + 1) + G(TL —+ 1)2
B 6
(n+1) ausklammern (n + 1) (n(2n + 1) + 6(n + 1))
B 6
(n+1)((n+1)+1)(2(n+1)+1)
6

—~
[\V]
w

N2

+(n+1)°

Die letzte Gleichheit ergibt sich aus der Tatsache, dass

n2n+1)+6(n+1)=((n+1)+1)(2(n+1) +1)
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gilt, wie man durch ,einfaches Ausrechnen bestétigt:

n2n+1)+6(n+1) = 2n°+n+6n+6

= 202 +7Tn+6
(n+1)+1)2n+1)+1) = (n+2)(2n+3)
= 2% +3n+4n+6

= 202 +Tn+6

Aus (I) und (II) folgt nach dem Induktionsprinzip die Behauptung von Satz 2. O

Im néchsten Beispiel benutzen wir die folgenden einfachen Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen.
Eine ausfiihrlichere Behandlung des Rechnens mit Ungleichungen erfolgt in Abschnitt 2.2. Der Doppel-
pfeil = bezeichnet wie iiblich die Implikation; A = B bedeutet: ,,Aus A folgt B“ (fiir Aussagen A und
B).

(5) a<bAb<c=a<c (fira,bceN)

(6) a<b=a+c<b+c (fira,bceN)

Behauptung: Fiir alle n € N gilt 2n < 2™,

Beweis.

Mit A(n) sei die Aussage 2n < 2" bezeichnet.

(I) Induktionsanfang:
A(1) ist richtig, da 2 -1 < 2! gilt.
(I1) Induktionsschritt:

Es sei n € N beliebig gewihlt. Wir setzen voraus, dass A(n) fiir dieses n gilt, d.h., es gelte
2n < 2" (Induktionsannahme). Wir wollen zeigen, dass dann auch A(n + 1) gilt, d.h., wir haben
2(n+1) < 2" zu zeigen. Wir starten den Nachweis dieser Ungleichung, indem wir die linke Seite
ausmultiplizieren:

2(n+1)=2n+2.
Auf den Term 2n konnen wir die Induktionsannahme anwenden und erhalten

2(n+1)=2n+2<2"+2.
Wegen 2 < 2™ folgt
20n+1) < 2" +2< 2" 42" =2.2" =2 H!
womit A(n + 1) gezeigt ist.
Aus (I) und (II) folgt nach dem Induktionsprinzip die Behauptung. O

Beweismethode der vollstindigen Induktion (2. Fassung).
Haufig verwendet man auch folgende Variante des Induktionsprinzips: Um eine Aussage A(n) fir alle
natiirlichen Zahlen n zu beweisen, geniigt es, Folgendes zu zeigen:
(1) Induktionsanfang:
A(1) ist richtig.
(I1) Induktionsschritt:
Fiir jedes n € N gilt: Falls alle Aussagen A(1), ..., A(n) richtig sind, so ist auch A(n+1) richtig.

In dieser 2. Fassung, die wie gesagt ebenfalls hiufig verwendet wird, wird die Voraussetzung, dass A(1),
.., A(n) richtig sind, als Induktionsannahme bezeichnet.
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Weitere Varianten ergeben sich, wenn man in einer der beiden Fassungen anstelle von n = 1 einen anderen
H2Anfangswert” ng wihlt. Wir geben diese Variante explizit fiir die erste Fassung des Induktionsprinzips
an.

Beweismethode der vollstindigen Induktion (1. Fassung mit beliebigem ,,Anfangswert‘
np).
Es sei ng € N oder ng = 0. Um eine Aussage A(n) fiir alle ganzen Zahlen n > ng zu beweisen, geniigt
es, Folgendes zu zeigen:
(I) Induktionsanfang:
A(ng) ist richtig.

(I1) Induktionsschritt:
Fiir jedes n > ng gilt: Falls A(n) richtig ist, so ist auch A(n + 1) richtig.

Diese Varianten lassen sich auf die urspriingliche Version zuriickfithren, d.h., die Richtigkeit dieser Vari-
anten lésst sich mithilfe der urspriinglichen Version beweisen.

Wir kommen nun zum Begriff der rekursiven Definition (auch Definition durch vollstindige Induktion
genannt).

Betrachten wir ein Beispiel. Wir definieren eine unendliche Folge von natiirlichen Zahlen aq, as, as, ...
durch die folgenden beiden Bedingungen:

M ar=1
() ap+1 =2-a, +1 fiir alle n € N.
Wir wollen die ersten vier Glieder aq, as, ag und a4 berechnen.
Nach (I) gilt zunédchst einmal
a; = 1.

Wenden wir (II) auf den Fall n = 1 an, so folgt
ax=2-a1+1=2-1+1=3.
Wenden wir nun (IT) auf den Fall n = 2 an, so folgt
as=2-a34+1=2.34+1=T1.
Durch Anwendung von (II) auf den Fall n = 3 folgt

a1 =2-a3+1=2-7+1=15.

In obiger Definition wird die Zahl a, 1 also dadurch definiert, dass man die bereits definierte Zahl a,,
verdoppelt und anschlieffend 1 addiert. Definitionen dieser Art, in denen eine Folge von Objekten aq, as,
ag, ... dadurch definiert wird, dass man zur Definition des Objektes a1 alle oder einen Teil der bereits
definierten Objekte a1, ..., a, heranzieht, nennt man rekursive® Definitionen.

Drei weitere typische Beispiele fiir rekursive Definitionen:

1. Die Folge fy, f1, fo, ... der Fibonacci-Zahlen wird rekursiv definiert durch
D fo=0,fi=1
(D) fn=fa—1+ fao firn>2

Hier werden durch die Anfangsbedingungen (I) die ersten beiden Folgenglieder fo und f; direkt
festgelegt; die n-te Fibonacci-Zahl f,, ergibt sich fiir n > 2 aus den bereits definierten Zahlen f,_

2yon lat. recurrere = zuriicklaufen
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und f,_2, indem man ihre Summe bildet. Die ersten zehn dieser Zahlen:

fo = 0

i = 1

foo= fi+tfo = 140 =1
fs = fot+tfi = 141 = 2
fia = fs+fo = 2+1 = 3
fs = fat+tfz = 3+2 =5
fo = fs+fs = 5+3 = 8
fr7 = fe+fs = 8+5 = 13
fs = f1+fs = 1348 = 21
fo = fs+fr = 21+13 = 34

2. Die n-te Potenz einer Zahl a (n € N) lésst sich folgendermafien rekursiv definieren:
(1) a':=a
(Il) a" ™ :=a"-a

Das definitorische Gleichheitszeichen := dient hierbei nur zur Verdeutlichung der Tatsache, dass es
sich bei diesen Gleichungen um Definitionsgleichungen handelt.

3. Wir definieren Zeichenreihen, die aus den beiden Zeichen [J und x gebildet werden.
(I) Die erste Zeichenreihe sei [J *.

(IT) Die (n+1)-te Zeichenreihe entstehe aus der n-ten Zeichenreihe, indem man die n-te Zeichenreihe
in umgekehrter Reihenfolge aufschreibt und danach rechts erst O und dann * anfiigt.

Es ergibt sich:

o =

* O O =

O 0O = 0O =

* O - O 0O % O %

*» O + O 0O « O % O %

* O = 0O « O 0O+ O % O %

Bemerkung zur axiomatischen Einfiihrung der natiirlichen Zahlen

Wir haben uns in diesem Abschnitt auf den Standpunkt gestellt, dass wir wissen, was die natiirlichen
Zahlen 1,2, 3, ... sind und wie man mit ihnen rechnet (siche Regeln (1) - (4) am Anfang dieses Abschnitts
sowie Regeln (5) und (6) fiir das Rechnen mit <).

Eine andere Vorgehensweise ist, zunéchst einmal so zu tun, als wiissten wir noch nichts iiber die na-
tiirlichen Zahlen; nicht, wie man mit ihnen rechnet, und nicht einmal, dass es sich bei den natiirlichen
Zahlen um die uns vertrauten Objekte 1, 2, 3, ... handelt. Man nimmt diesen Standpunkt ein, wenn man
daran interessiert ist, die Grundlagen, auf denen der Umgang mit natiirlichen Zahlen beruht, genau zu
klaren. Man fiihrt dann die natiirlichen Zahlen durch Axiome ein. Das bekannteste Axiomensystem fiir
natiirliche Zahlen sind die Peano-Aziome?.

3nach G. Peano (1858-1932), italienischer Mathematiker.
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Peano-Axiome.

1. 1 ist eine natirliche Zahl.

2. Jeder natiirlichen Zahl n ist genau eine natiirliche Zahl n’ zugeordnet, die der Nachfolger von n
genannt wird.

3. 1 ist kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl.

4. Sind die natiirlichen Zahlen n und m verschieden, so sind auch ihre Nachfolger n’ und m’ verschie-
den.

5. Enthéilt eine Menge M natiirlicher Zahlen die Zahl 1 und folgt aus n € M stets n’ € M, so besteht
M aus allen natiirlichen Zahlen.

Ausgehend von diesen Axiomen kann man nun die Operationen + und - sowie die Relation < fiir natiir-
liche Zahlen geeignet einfiihren®. In diesem Rahmen beweist man dann beispielsweise die Regeln (1) -
(6). Das fiinfte Peano-Axiom wird auch Induktionsaziom genannt, weil es sowohl die Grundlage fiir den
Beweis durch vollstdndige Induktion ist als auch fiir die Moglichkeit, rekursiv zu definieren.

Anmerkung zur Sprechweise: Haufig wird statt vollstdndige Induktion einfach nur Induktion gesagt.
In manchen Lehrbiichern wird die vollstéandige Induktion auch mathematische Induktion genannt.

2.2 Ganze und rationale Zahlen

Ahnlich wie wir im letzten Abschnitt die Menge N der natiirlichen Zahlen (zusammen mit den auf N
erkldrten Operationen + und - sowie der Kleiner-Gleich-Beziehung <) als bekannt vorausgesetzt haben,
wollen wir in diesem Abschnitt (ebenfalls zusammen mit den Operationen + und - und der Kleiner-
Gleich-Beziehung <) als bekannt voraussetzen:

e Die Menge Z der ganzen Zahlen. Dies ist (wie wir wissen) die Menge aller natiirlichen Zahlen
erweitert um 0 und um die Zahlen —1, —2, —3, .. .; also:

7= {...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...}.

e Die Menge Q der rationalen Zahlen, d.h. die Menge aller Zahlen, die sich als Briiche 7 mit m,n € Z
und n # 0 darstellen lassen.

Wir wollen uns im Folgenden die Addition und Multiplikation ganzer und rationaler Zahlen etwas genauer
anschauen; dies wird auf die Feststellung hinauslaufen, dass die rationalen Zahlen Q zusammen mit den
Operationen + und - ein Beispiel fiir die algebraische Struktur eines Korpers sind, wahrend die ganzen
Zahlen Z zusammen mit + und - die (schwiichere) algebraische Struktur eines Rings besitzen. (Die
Begriffe Korper und Ring werden spéter noch wesentlich ausfiihrlicher behandelt werden.)

Wir weisen zunéchst darauf hin, dass Z C Q gilt. (Man beachte, dass sich jede ganze Zahl m als Bruch
darstellen ldsst: m = 5t.) Der Vollstédndigkeit halber erinnern wir daran, wie man Briiche addiert und
multipliziert:

m m m-n' +m'-n
7+7/ = ——
n n n-n

m m m-m'

n n n-n

Fiir die Addition und Multiplikation rationaler Zahlen gelten folgende Regeln (a,b,c € Q):

(1) Assoziativgesetze:

4Wir verzichten hier auf die Einzelheiten. Genaueres findet man etwa in: A. Oberschelp: Aufbau des Zahlensys-
tems, Vandenhoeck und Ruprecht, Géttingen 1972.
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e at+(b+c)=(a+b)+c
ea-(b-c)=(a-b)-c

(2) Kommutativgesetze:
sat+b=b+a
ea-b=b-a

(3) Distributivgesetz:
ea-(b+tc)=a-b+a-c

(4) Existenz neutraler Elemente:

Es gibt in QQ zwei verschiedene Elemente 0 und 1, welche die Eigenschaft haben, dass fiir jedes a € Q
gilt:

e at+0=a
e a-l=a
(5) Existenz inverser Elemente:

Zu jedem a € Q gibt es ein Element —a € Q und zu jedem a € Q, a # 0, ein Element a~! € Q, fiir
die gilt:

e a+(—a)=0
ea-al=1

(Seia="¢cQ\ {0}. Dann gilt fiir das inverse Element der Multiplikation a~* natiirlich a=* = 2 )

Definition.
K sei eine Menge, auf der zwei bindre Operationen + (,,Addition*) und - (,Multiplikation®) erklért sind.
K heifit ein Kérper, falls Folgendes erfiillt ist (a,b,c € K):

(K1) Assoziativgesetze:
e a+(b+c)=(a+b)+c
ea-(b-c)=(a-b)-c
(K2) Kommutativgesetze:
e at+b=b+a
ea-b=b-a
(K3) Distributivgesetz:
ea (b+c)=a-b+a-c
(K4) Existenz neutraler Elemente:

Es gibt in K zwei verschiedene Elemente 0 und 1, welche die Eigenschaft haben, dass fiir jedes
a € K gilt:

e a+0=a
e a-l=a
(K5) Existenz inverser Elemente:
Zu jedem a € K gibt es ein Element —a € K und zu jedem a € K, a # 0, ein Element o' € K,
fiir die gilt:
e a+(—a)=0

e a-al=1
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Man nennt (K1) - (K5) die Korperaziome. Fiir die rationalen Zahlen Q zusammen mit der iiblichen
Addition und Multiplikation sind, wie wir oben gesehen haben, (K1) - (K5) erfiillt. Daher spricht man
vom Korper Q der rationalen Zahlen.

Die ganzen Zahlen Z bilden keinen Korper: Es sind zwar (K1) - (K4) auch fiir Z erfiillt; ferner ist der
erste Teil von (K5) erfiillt; aber der zweite Teil ist nicht erfiillt: Beispielsweise gibt es zu 2 innerhalb von
Z kein inverses Element der Multiplikation (d.h., es gibt keine ganze Zahl z, fiir die 2z = 1 gilt). Daher
konnen wir nur feststellen: Die ganzen Zahlen bilden einen Ring, genannt Ring der ganzen Zahlen. (Die
genaue Definition der algebraischen Struktur eines Ringes wird spéter gegeben werden, wenn wir noch
andere Beispiele fiir Ringe kennengelernt haben.)

Neben der algebraischen Struktur eines Korpers besitzen die rationalen Zahlen eine weitere wichtige
Eigenschaft: Die rationalen Zahlen sind angeordnet durch die Kleiner-Beziehung <. Fiir je zwei verschie-
dene rationale Zahlen a und b gilt stets entweder a < b oder b < a. Fiir das Rechnen mit Ungleichungen
gelten folgende Regeln:

l.a<bAb<c=a<c
2. a<b=a+c<b+c
.a<b=a-c<b-c fallsc>0
4. a<b=a-c>b-c,fallsc<0

Das Zeichen a < b bedeutet, dass a < b oder a = b gilt. Fiir das Rechnen mit < gelten dhnliche Regeln
wie fiir das Rechnen mit <:

1. a<bAb<c=a<c
2. a<b=a+c<b+c
. a<b=a-c<b-c fallsc>0
4. a<b=>a-c>b-c fallsc <0

Veranschaulichung der Zahlen auf der Zahlengeraden

Man veranschaulicht Zahlen durch Punkte auf einer Geraden, die Zahlengerade genannt wird, indem
man einen beliebigen Punkt auf dieser Geraden als Nullpunkt 0 festsetzt und einen anderen, rechts von 0
gelegenen Punkt als den Punkt 1. Dadurch legt man den Mafstab der Darstellung fest. Die Punkte 2, 3,
... findet man, indem man 2-mal, 3-mal, ... die Strecke 01 vom Nullpunkt aus nach rechts abtriigt. Die
negativen Zahlen —1, —2, ... werden entsprechend vom Nullpunkt aus nach links abgetragen. Ahnlich
wie die ganzen Zahlen veranschaulicht man die rationalen Zahlen als Punkte auf der Zahlengeraden.
Beispielsweise findet man die Punkte, die den Zahlen %, %, g und % entsprechen, indem man die Strecke
01 in fiinf gleichgrofe Teile teilt:

|
[N}
|
—
(an)
A= 4
STV
ulw =

Wahlt man zwei verschiedene Punkte A und B auf der Zahlengeraden, so kann man immer eine rationale
Zahl finden, deren zugehoriger Punkt auf der Zahlengeraden zwischen A und B liegt. Man sagt hierzu
auch: Die rationalen Zahlen sind dicht auf der Zahlengeraden. Trotzdem fiillen die rationalen Zahlen die
Zahlengerade nicht vollstindig aus, wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden.

2.3 Die reellen Zahlen

Mit /2 bezeichnet man bekanntlich die positive Losung der Gleichung 22 = 2.
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Frage: Ist /2 eine rationale Zahl?

Die Antwort lautet nein, wie der folgende Satz zeigt.

Satz.
Es gibt keine rationale Zahl a, fiir die a? = 2 gilt.

Der Beweis dieses Satzes ist ein weiteres Beispiel fiir die Methode des Widerspruchsbeweises. Bevor wir
den Beweis durchfiihren, sei an Folgendes erinnert: Eine ganze Zahl m heiftt gerade, wenn sie durch 2
teilbar ist; oder anders gesagt: m ist gerade, wenn m = 2k fiir ein k € Z gilt. Andernfalls heifst m
ungerade; m ist also ungerade, wenn m = 2k + 1 fiir ein k& € Z gilt. Das Quadrat m? einer Zahl m ist
genau dann gerade, wenn m gerade ist, wie man an den folgenden beiden Gleichungen sehen kann:

(2k)* = 4.k =2(2k?)
(2k+1)° = 4k +4k+1=2(2k>+2k) +1

Beweis des Satzes. Wir wollen annehmen, dass die Aussage des Satzes falsch sei, d.h., wir nehmen an,
dass es ein a € Q gibt, fiir das a? = 2 gilt. Diese Annahme fiihren wir zum Widerspruch, woraus folgt,
dass der Satz richtig ist.

Da a € Q gilt, lésst sich a als ein Bruch darstellen, d.h., a = ™* fiir m,n € Z mit n # 0. Wir kénnen

voraussetzen, dass der Bruch 7* in gekiirzter Form vorliegt. Aus a> =2und a = - folgt (%)2 = 2,
woraus folgt:
m? = 2n? (2.4)

Also ist m? eine gerade Zahl. Dann ist aber auch m eine gerade Zahl (wie oben bemerkt), d.h., m = 2k
fiir ein k € Z. Setzt man dies in (2.4) ein, so folgt 4k? = 2n?, woraus 2k? = n? folgt. Also ist n? eine
gerade Zahl, woraus folgt, dass auch n gerade ist. Demnach gilt n = 2k’ fiir ein &’ € Z. Wir haben also
m = 2k und n = 2k’ gezeigt. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass 7' in gekiirzter Form
vorliegt. Die Annahme, unser Satz sei falsch, ist also zum Widerspruch gefiihrt worden, womit der Satz

bewiesen ist. (1

Veranschaulicht man Zahlen, wie im letzten Abschnitt vorgefithrt, durch Punkte auf der Zahlengeraden,
so entspricht der Zahl /2 ein wohlbestimmter Punkt: Man konstruiert iiber der Strecke 01 ein Quadrat
mit Seitenlinge 1 (siehe Zeichnung); die Diagonale hat dann die Linge v/2 (nach dem Satz des Pytha-
goras); klappt man nun diese Diagonale herunter auf die Zahlengerade, so erhilt man den Punkt P, der
der Zahl v/2 entspricht.

Wir haben gesehen:

1. Es ist innerhalb der rationalen Zahlen Q nicht mdglich, eine so einfache Gleichung wie z? = 2 zu
16sen (da v/2 ¢ Q).
2. Es gibt Punkte auf der Zahlengeraden, denen keine rationale Zahl entspricht.

Ahnlich dem obigen Beispiel v/2 gibt es viele Zahlen, denen ein Punkt auf der Zahlengeraden entspricht,
die aber nicht in Q liegen: beispielsweise Wurzelausdriicke (wie \/g, \3/5, V5 oder \Vﬁ), die Kreiszahl =
oder die Eulersche Zahl e. Man kann diese Beobachtungen als Begriindung dafiir ansehen, warum man die
Menge Q noch einmal erweitert, ndmlich zur Menge R der reellen Zahlen. Wie man diese Erweiterung
durchfiihrt, wollen wir an dieser Stelle nicht diskutieren, da eine genaue Durchfiihrung zu aufwéndig
ware. Wir begniigen uns damit, die folgenden Tatsachen iiber die reellen Zahlen festzuhalten:
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1. Die Erweiterung von Q zu R fithrt dazu, dass jedem Punkt der Zahlengeraden genau eine reelle Zahl
entspricht, und dass auch umgekehrt zu jeder reellen Zahl genau ein solcher Punkt gehort.

2. Auf R sind bindre Operationen + und - sowie eine Kleiner-Beziehung < erklart. Ebenso wie die
rationalen Zahlen Q (vgl. Abschnitt 2.2) bilden die reellen Zahlen einen Korper. Man spricht dement-
sprechend auch vom Kérper der reellen Zahlen. Die Regeln iiber das Rechnen mit Ungleichungen
(vgl. Abschnitt 2.2) gelten ebenso fiir R.

3. Man kann die reellen Zahlen auch beschreiben als die Menge der Zahlen, die durch einen endlichen
oder unendlichen Dezimalbruch darstellbar sind. Den endlichen und periodischen Dezimalbriichen ent-
sprechen genau die rationalen Zahlen Q, wihrend den nicht-periodischen Dezimalbriichen die Zahlen
aus R\ Q entsprechen.

2.4 Teilbarkeit, Primzahlen und Euklidischer Algorithmus

In diesem Abschnitt seien mit kleinen lateinischen Buchstaben stets ganze Zahlen bezeichnet.

Definition 1.

Man nennt b einen Teiler von a, falls es ein ¢ gibt, fiir das a = b - ¢ gilt (fiir a,b, ¢ € Z).

Ist b ein Teiler von a, so sagt man ,,b teilt o und nennt a ein Vielfaches von b.
Schreibweisen:
e b | a bedeutet: ,,b ist ein Teiler von a‘.
e b{a bedeutet: ,,b ist kein Teiler von a*.
Einige Eigenschaften der Teilbarkeitsbeziehung |:
(1) Gilt ¢| b und b | a, dann gilt auch ¢ | a.
(2) Aus by | a1 und by | ag folgt by - bs | a; - as.
(3) Ausc-b|c-a (fiir ¢c#0) folgt b | a.
(4) Ausb|aj und b | ag folgt b | ¢1 - a1 + o - as fiir beliebige ganze Zahlen ¢; und co.

Von der Richtigkeit der Aussagen (1) - (4) kann man sich leicht iiberzeugen; (4) sieht man beispielsweise
so ein: Wegen b | a; und b | as gibt es dy,ds € Z mit a; = bd; und ay = bds. Fiir beliebige ¢1,c0 € Z
folgt c1a1 = ¢1bdy und coas = cabds, woraus man cray + caas = c1bdy + cobdy = b(c1dy + cods) erhilt.
Dies zeigt b | cra1 + cgas. O

Teiler jeder ganzen Zahl a sind 1 und —1 sowie a und —a. Dies sind die sogenannten trivialen Teiler von
a.

Definition 2.

Eine natiirliche Zahl n > 2 heiftt Primzahl, wenn n nur die trivialen Teiler besitzt, d.h., n ist nur durch
1, —1, n und —n teilbar.

Die ersten zwolf Primzahlen sind 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31 und 37.

Ist n > 2 eine natiirliche Zahl und ist p eine Primzahl, fiir die p | n gilt, so nennt man p einen Primteiler
von n. Jede natiirliche Zahl n > 2 besitzt mindestens einen Primteiler, da die kleinste natiirliche Zahl
p > 2, die n teilt, ein Primteiler ist.

Satz 1 (Satz von Euklid).

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Wir nehmen an, dass es nur endlich viele Primzahlen py, ps, ..., p, gibt und fiihren diese
Annahme zum Widerspruch. Es sei @ = py - pa - ... - p,. Die Zahl a + 1 hat (wie jede natiirliche Zahl
> 2) einen Primteiler p. Da py, pa, ..., p, nach unserer Annahme die einzigen Primzahlen sind, muss
p = p; fir ein ¢ gelten, d.h., p; | (a +1). Wegen a = p1 - p2 - ... - p, gilt p;la. Wir haben also erhalten,
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dass p; sowohl a + 1 als auch a teilt. Nach (4) teilt p; dann auch (a + 1) — a, d.h., p; teilt 1, was wegen
p; > 2 unmoglich ist. Damit haben wir aus unserer Annahme, es gebe nur endlich viele Primzahlen, einen
Widerspruch hergeleitet. Es folgt Satz 1. O

Ohne Beweis geben wir den folgenden grundlegenden Satz an (Existenz und Eindeutigkeit der Primfak-
torzerlegung).

Satz 2.
Jede natiirliche Zahl n > 2 ist als Produkt von Primzahlen darstellbar:

n=pi-pz....pm (m=1). (2.5)

Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Erlauternd sei angemerkt, dass das Produkt (2.5) lediglich aus einem Faktor besteht, falls n selbst eine
Primzahl ist.

In der obigen Darstellung sind die Primfaktoren py, p2, ..., py, im Allgemeinen nicht alle verschieden.
Beispiele:

1. 6600=2-2-2-3-5-5-11

2.126=2-3-3-7

Um eine iibersichtlichere Darstellung zu bekommen, fasst man gleiche Faktoren meistens zusammen:
1. 6600 =23-3-5%-11

2. 126=2-32.7

Ubertrigt man dies auf den allgemeinen Fall der Primfaktordarstellung (2.5), so kann man n auch wie
folgt darstellen.

Satz 2°.
Jede natiirliche Zahl n > 2 ist als Produkt wie folgt darstellbar:

n=pyt-ps?-...opom (m>1und ai,...,am € N). (2.6)

Die p; sind dabei paarweise verschiedene Primzahlen. Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der
Faktoren eindeutig.

Eine wichtige Eigenschaft von Primzahlen, die man als Folgerung aus Satz 2 erhalten kann, ist die
folgende: Fiir jede Primzahl p gilt:
plabApta=plb. (*)

Man mache sich klar, dass die Aussage (x) im Allgemeinen nicht richtig ist, wenn p keine Primzahl ist
(Beispiel: p = 6, a = 4 und b = 3). Aus Satz 2 kann man auch die folgende Aussage (xx) erhalten, die
etwas allgemeiner als () ist: Fiir jede Primzahl p und « € N gilt:

p*labApta=p¥|b. (%x)

Grolter gemeinsamer Teiler (ggT) und kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV)

Gilt ¢ | a und ¢ | b, so nennt man ¢ einen gemeinsamen Teiler von a und b. Als eine Folgerung aus Satz
2 lasst sich Folgendes zeigen: Zu je zwei ganzen Zahlen a und b, die nicht beide gleich Null sind, gibt es
immer einen gemeinsamen Teiler ¢t € N, so dass fiir jeden gemeinsamen Teiler d von a und b gilt: d | ¢.
Man nennt ¢ den gréfiten gemeinsamen Teiler von a und b (Zeichen: ggT (a,b)).

Ist fiir @ und b (b > 2) die Primfaktorzerlegung von a und b gegeben, so kann man ggT (a,b) leicht
bestimmen.
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Beispiel.

24.3.52.7.13%

a =
b = 22.5.72.13%.17-23
geT (a,b) = 22.5-7-133

Gilt a | ¢ und b | ¢, so nennt man ¢ ein gemeinsames Vielfaches von a und b. Ebenfalls als Folgerung
aus Satz 2 erhélt man: Zu je zwei ganzen Zahlen a und b gibt es immer ein gemeinsames Vielfaches
v € N, so dass fiir jedes andere gemeinsame Vielfache w von a und b gilt: v | w. Man nennt v das kleinste
gemeinsame Vielfache von a und b (Zeichen: kgV (a,b)).

Beispiel.
a = 2+.3.52.7.13%
b = 22.5.7%2.13%.17-23
kgV (a,b) = 2*.3.5%.72.13".17.23
Fiir a,b € N gilt allgemein:
geT (a,b) - kgV (a,b) = a - b. (2.7)

Sind a und b gegeben (etwa a = 816 und b = 294), so geniigt es, ggT (a,b) zu berechnen; kgV (a, b) kann
dann mittels (2.7) bestimmt werden.

Wir kommen nun zum Fuklidischen Algorithmus, mit dem man fiir m,n € N den grofiten gemeinsamen

Teiler von m und n berechnet. Hierzu bendtigen wir die folgende Feststellung iiber die Division mit Rest.

Zum € Z und n € N gibt es immer eindeutig bestimmte ganze Zahlen
qund r mit 0 < r < n, sodass m =q-n+r gilt. (2.8)
Man nennt in dieser Darstellung g den Quotienten und r den Rest.

Beispiele zur Division mit Rest’:

1. m =27, n =12; dann gilt 27 = 2 - 12 4 3; es folgt ¢ = 2 und r = 3.

2. m=—10, n = 3; dann gilt —10 = (—4) - 3+ 2; es folgt g = —4 und r = 2.
Dem Euklidischen Algorithmus liegt die folgende einfache Beobachtung zugrunde:

Gilt m=g¢q-n+7r (0<r <n), so folgt ggT (m,n)=ggT (n,r). (2.9)

Beweis von (2.9). Es gelte m = ¢ - n + r. Ist ¢t ein gemeinsamer Teiler von n und r, so ist ¢ auch ein
gemeinsamer Teiler von m und n (wegen Eigenschaft (4) auf Seite 26). Ist umgekehrt ¢ ein gemeinsamer
Teiler von m und n, so ist ¢ auch ein gemeinsamer Teiler von n und r (aufgrund der genannten Eigenschaft
(4)) und wegen r = m — ¢ - n). Die Menge der gemeinsamen Teiler von n und r ist also gleich der Menge
der gemeinsamen Teiler von m und n; insbesondere gilt also ggT (n,r) = ggT (m, n). O

Euklidischer Algorithmus

Der Algorithmus liefert zu gegebenen m,n € N (mit m > n), den groften gemeinsamen Teiler.

1. Man teilt m durch n und bestimmt den Rest r derart, dass m = ¢ - n + r gilt (mit ¢, € Z und
0<r<n).

2. Falls r = 0 gilt, ist man fertig, und das Ergebnis ist der Wert von n.

3. Andernfalls setzt man m := n und n := r und geht zuriick zu 1.

5Man spricht auch von ,Zerlegung mit kleinstem nicht negativen Rest* oder einfach von ,Zerlegung mit Rest.
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Bestimme r mit Nei l
m = q-n+r, wobei M m:=n
q,r€Z,0<r<n n.=r
Ja
Beispiel. Es seien m = 816 und n = 294.
816 = 2294+ 228
294 = 1-228+466
228 = 3-66+ 30
66 = 2-30+6
30 = 5640 = ggT (816,294) =6

Der Algorithmus endet nach endlich vielen Schritten, da bei jeder Ausfiithrung der Anweisung n := r der
Wert von n verkleinert wird.

Dass der Euklidische Algorithmus tatsichlich ggT (m,n) berechnet, lisst sich wie folgt einsehen: Ist
r > 0, so wird in 3. die Anweisung m := n, n := r ausgefiithrt und anschlieftend nach 1. gegangen. Dies
bedeutet, dass man die Aufgabe, den ggT (m,n) zu berechnen, durch die Aufgabe, den ggT (n,r) zu
berechnen, ersetzt hat; wegen (2.9) gilt aber ggT (m,n) = ggT (n,r). Ist r =0, so gilt m =¢q-n, dh., n
ist ein Teiler von m; also ist in diesem Fall n der grofste gemeinsame Teiler von m und n.

Im Folgenden werden wir den Begriff der Kongruenz ganzer Zahlen betrachten.

Definition.

Es sei m € N. Zwei ganze Zahlen a und b heifen kongruent modulo m, wenn a — b durch m teilbar ist.
Man sagt auch: ,,a ist kongruent zu b modulo m* und schreibt a = b (mod m).

Beispiele:

1. 27 =12 (mod 5),da 27 —12 =15 und 5 | 15.

2. —7=2 (mod 3),da —7—2=—-9 und 3| 9.

3. 8227 £ 11 (mod 3), da 8227 — 11 = 8216 und 3 1 8216.

Es sei m € N. Fiir die ganzen Zahlen a und b seien a = q; - m+ 1y
und b = ¢y - m + ry die Zerlegungen mit Rest (d.h., 0 <7y <m und 0 < ry < m). (2.10)
Behauptung: a =b (mod m) gilt genau dann, wenn r = ro gilt.

Bevor wir dies beweisen, wollen wir uns den Inhalt von (2.10) an einem Beispiel verdeutlichen: Es sei
m = 3. Wir teilen die ganzen Zahlen Z in drei Klassen Iy, K1 und Ky ein:

Ko = { —9, -6, -3, 0, 3, 6, 9, 12, }
K1 = { -8, -5, -2, 1, 4, 7, 10, 13, }
Ko = { 7, —4, —1, 2, 5, 8, 11, 14, }

In Ky sind also diejenigen ganzen Zahlen, die durch 3 teilbar sind, in K7 sind diejenigen, die beim Teilen
durch 3 den Rest 1 ergeben, und in Ko sind diejenigen, die den Rest 2 ergeben. Die Behauptung von
(2.10) besagt fiir dieses Beispiel, dass a = b (mod 3) genau dann gilt, wenn ¢ und b in derselben Klasse
IC; (fiir ein i € {0,1,2}) liegen.
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Beweis von (2.10). Es wird behauptet: a = b (mod m) < r; = ro. Um eine solche Aquivalenz zu
beweisen, hat man zwei Dinge zu zeigen:

(1) a=b (mod m) =r; =ry

Es gelte a = b (mod m), d.h., m | (a —b). Es gibt also ein ¢ € Z, so dass a — b = ¢ - m gilt.
Ausa=q -m+r; und b = go - m + ro folgt

C.m:a—b:(ql—QQ)'m+(T1—7‘2).

Durch Umstellen ergibt sich:
ri—r2=(c—q1+q2) m.

Also ist 71 — 79 ein Vielfaches von m. Aus 0 < r; < m und 0 < ro < m folgt

—_m < ry—1ro < m.

Das einzige Vielfache von m, das grofler als —m und kleiner als m ist, ist 0. Also gilt r; — ry = 0,
woraus 11 = ro folgt.

(2) a=b (mod m) < r; =rg

Es gelte 1y = r9. Aus a = ¢; -m + 71 und b = g2 - m + ro folgt demnach:
a—b = (@1 —q) m+(ri—12)
= (@1 —q) -m.
Also gilt m | (a —b), d.h., a =b (mod m). O

Regeln fiir das Rechnen mit Kongruenzen.
a=a (mod m) fir allea € Z
a="b (mod m)=b=a (mod m)

a="b (mod m) Ab=c (mod m)=a=c (mod m)

L

ay =b; (mod m) A ag = by (mod m) = a; + as = by + by (mod m)
a1 = b; (mod m) A ag =bs (mod m) = a; —az = by — by (mod m)
5. a1 =b; (mod m)Aaz =by (mod m) = ay - ag = by - by (mod m)

6. Gilt ggT (k,m) =1, so folgt aus k-a =k -b (mod m), dass a =b (mod m) ist.

Man erhélt diese Regeln durch direktes Zuriickfithren auf die Definition von a = b (mod m) oder durch
Verwenden der gleichwertigen Bedingung r1 = 79 aus (2.10). Empfehlung: Man beweise zum Einiiben
des Umgangs mit Kongruenzen die Regeln 1 bis 6.

Wir geben ein Beispiel dafiir, dass man in Regel 6 fiir das Rechnen mit Kongruenzen die Voraussetzung
ggT(k,m) = 1 nicht einfach weglassen darf: Es sei k¥ = 8 und m = 6; dann gilt 8-3 = 8-6 (mod 6), aber
keineswegs gilt 3 =6 (mod 6).

Eine hiufig verwendete Schreibweise: Ist r eine reelle Zahl, so bezeichnet [r] die kleinste ganze Zahl a,
fiir die @ > r gilt. Ahnlich wird |r| als die grofte ganze Zahl b definiert mit b < r. Es gilt [r] <r < [r].

Man nennt | | untere und [ ] obere Gaufklammer.

Beispiele:
[3.14] = 4 [3.14] = 3
Va2l = 2 V2l = 1
5] = 5 5] = 5
[-1.2] = -1 |-1.2] = =2
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2.5 Rechnen mit dem Summenzeichen

In diesem Abschnitt sind mit a; (i € Z) immer reelle Zahlen bezeichnet. Die Bedeutung des Summenzei-
chens > sei zuniichst an Beispielen erklirt®:

n
1. Wir wissen bereits aus Abschnitt 1.4, dass Y a; ein anderer Ausdruck fiir a; + as + ... + a,, ist (fiir
i=1
n € N).

n
Statt > a; kann man auch Y a; schreiben. Es gilt also beispielsweise:

i=1 1<i<n
5
E a; = E a; =ai +az+az+aqg+as .
i=1 1<i<5

2. Eine Variante dieser Schreibweise:

Z a; =as +ag+ay+as .

5<i<8
3. Weitere Beispiele:
Z ar = ao+tai+azx+as
0<k<3
Y b = boidbo+bitbs+bs
—1<s<3
Z aj = a2+a4+a6+a8+a10
1<5<10
J gerade
S = 2t 42420427420
0<5<10
j ungerade
Z §;j = S22+ 83+ 85+ 87+ S11
1<j<12
7 Primzahl
Z ar = a1+ a4+ a9+ aie+ azs + ase + aqg
1<k<50

k Quadratzahl

In allen diesen Beispielen ist die Indexvariable” i (bzw. j, k oder s) eine ganze Zahl. Unter dem Sum-
menzeichen steht eine Bedingung B(i), die von endlich vielen ganzen Zahlen 4 erfiillt wird. Summiert
wird {iber diejenigen i, die die Bedingung B(i) erfiillen. (Entsprechendes gilt natiirlich auch, wenn die
Indexvariable mit j, k, ... bezeichnet ist; die Bedingung wird dann mit B(j), B(k), ... bezeichnet.) Dies
fihrt zur folgenden allgemeinen Schreibweise:

> a; bezeichnet die Summe aller a;, die die Bedingung B(%) erfiillen.

B(i)

Dabei wird vorausgesetzt, dass dies nur fiir endlich viele ¢ der Fall ist. Erfiillt kein 7 € Z die Bedingung
B(i), so ist die Summe gleich 0.

SWir folgen in Abschnitt 2.5 teilweise der Darstellung in D. E. Knuth, The Art of Computer Programming,
Volume 3: Sorting and Searching. Addison-Wesley (1973).
" Aus Abschnitt 1.4 wissen wir, dass man statt Indexvariable auch Summationsindex oder Laufinder sagen kann.
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Beispiele:
1. Z a; = 0

50<:<60
i Quadratzahl

2. Y a;=0firn=0

1<i<n

Im Folgenden werden vier Operationen mit dem Summenzeichen besprochen.

2.5.1 Das allgemeine Distributivgesetz

Z a; Z bj = Z Z aibj (2.11)
B(i)

@) B(i) \C(@)
Bemerkung: Die Klammern auf der rechten Seite von (2.11) wurden nur der Deutlichkeit halber gesetzt.
Es ist moglich (und iiblich), diese Klammer wegzulassen.

Beispiel.

Z a; Z b; = (a1 +az)(by + by + b3)

1<i<2 1<5<3

= (albl -+ a1b2 —+ albg) + (a2b1 + (12172 -+ agbg)

> D b

1<i<2 1<j<3

2.5.2 Indextransformation

Zunichst schauen wir uns typische Beispiele an. Es gilt offenbar (fiir n € N):

n n—1

E a; = E Qi1
i=1 =0
n+1

n
E a; = E a;—1
i=1 i=2

Oder etwas allgemeiner (fiir m,n € Z und m < n):

n n—1

E a; = E Qi1
1=m 1=m—1

n n+1

E a; = E Aj—1
i=m i=m-+1

Oder noch etwas allgemeiner (fiir m,n € Z, m < n und h € N):

n—h

Sa = 3 (2.12)
i=m

i=m—h
n n+h
>ai = > ain (2.13)
i=m i=m-+h
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n
Bezeichnen wir in der Summe »_ a; die Zahlen m und n als Summationsgrenzen, so kénnen wir die For-

=m
meln (2.12) und (2.13) so beschreiben: Erhoht man den Summationsindez um h, so muss man gleichzeitig
die Summationsgrenzen um h erniedrigen; und umgekehrt.

Ein weiteres typisches Beispiel einer Indextransformation (fir n € N):
n n
OUED SO
i=0 i=0

Oder etwas allgemeiner (fiir m,n € Z und m < n):

i a; = nisnan_i (2.14)
i=m =0

Nachdem wir typische Beispiele gesehen haben, wollen wir nun den allgemeinen Fall behandeln. Unter
einer Indextransformation verstehen wir eine injektive Abbildung

T:Z — 4L
i = 7(9)
Die oben in (2.12), (2.13) und (2.14) betrachteten Indextransformationen waren die Abbildungen 7 :
Z — Z mit 7(i) =i+ h bzw. 7(i) =i — h bzw. 7(i) = n — i (fiir festes h bzw. n).

Sei nun 7 : Z — Z eine beliebige Indextransformation. Wir betrachten die Summe
> ai
B(i)
und bezeichnen mit S die Menge derjenigen i € Z, die B(i) erfiillen; wir setzen T = {i € Z : 7(i) € S}.
Dann gilt
DTS SIS S
B(i) = ieT

Ist nun C(i) entweder die Bedingung ,i € T selbst oder eine zu ,,i € T gleichwertige Bedingung (d.h.,
C(i) gilt genau dann, wenn i € T gilt), so erhalten wir

Z Ar(i) = Z A (i)
C(i)

ieT
Mit dieser Bedeutung von C(i) ergibt sich die folgende Formel fiir eine beliebige Indextransformation 7:

dai=Y ar. (2.15)

B(3) C(3)

2.5.3 Anderung der Summationsreihenfolge

Wir betrachten jetzt Summanden der Form a;;, d.h. Summanden, die mit zwei Indexvariablen ¢ und
j versehen sind. Die Idee, die der Regel iiber die Anderung der Summationsreihenfolge zugrunde liegt,
ist sehr einfach: Addiert man die Zahlen in einer Matrix ,zeilenweise”, so erhdlt man selbstverstéandlich
dasselbe Ergebnis wie bei ,spaltenweiser Addition.

Beispiel. Wir betrachten die folgende Matrix:

1 3 7 11
4 -6 9 8
3 3 1 2
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Zeilenweise Addition: (1+3+74+11)+(4—-64+9+8) +(3+3+1+2) =46
Spaltenweise Addition: (1 +4+3)+(3—6+3)+(7+9+1)+ (11 +8+2) =146

Die Regel iiber die Anderung der Summationsreihenfolge lautet

SN ai=> 0 ai (2.16)

B(i) C(3) C(3) B(3)
Ein Spezialfall: Wir betrachten die folgenden beiden Summen:

ZZCLU = Z (a“ —|—ai2)

B(z j=1 B(i)
ZZGU = Zai1+zai2-
i=1 B(i) B(i) B(i)

Nach (2.16) sind diese beiden Summen gleich. Schreibt man b; fiir a;; und ¢; fiir a;2, so ergibt sich als

Spezialfall von (2.16):
S hite)=) b +ch (2.16.1)

B(i) B(i)

Oftmals reicht die Regel (2.16) nicht aus; es tritt ndmlich haufig der Fall auf, dass die Bedingung C(j),
die unter dem inneren Summenzeichen steht, von 4 abhéngt. Mit anderen Worten: Fiir jedes ¢, das B(1)
erfiillt, tritt in der Summe eine Bedingung C;(j) auf, die von ¢ abhingt. Eine solche Summe hat dann

die Form
> Y

B(i) Ci(4)
Beispiel.
3 i 1 2 3
DD ey = Day+ ) ay+) ay
i=1 j=1 j=1 j=1 j=1
= ann+ (a21 + a22) + (a31 +asz + a33)

Hier gibt es zu jedem i eine eigene Bedingung C;(j), ndmlich die Bedingung 1 < j <.

Im Falle einer Summe ). > a;; kann man (&hnlich wie in (2.16)) eine Umformung vornehmen, wenn
B(i) Ci(4)

man sich die Zahlen a;; in einer Matrix angeordnet vorstellt. Der Unterschied zu (2.16) besteht allerdings

darin, dass wir es hier sozusagen mit einer ,unvollstdndigen“ Matrix zu tun haben, d.h., nicht an jeder

Stelle der Matrix befindet sich ein Eintrag. Wir wollen nicht die allgemeine Formel hierfiir behandeln,

sondern dies an einem typischen Beispiel erkléren.

no 1
Beispiel. Die Matrix, die zur Summe ) ) a,; gehort, hat die folgende ,Dreiecksgestalt:

i=1j=1
ail * * . *
a21 Q22 * N *
@31 as2 as3 ... % (* bedeutet, es besteht kein Eintrag).
Gpl Ap2 Gp3 ... QApp

Summiert man erst ,zeilenweise” und dann ,spaltenweise®, so erhalt man:
Y 9 )

i=1 j=1 j=1i=j

Wir kommen nun zur vierten Operation mit dem Summenzeichen.
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2.5.4 Vereinigungs- und Aufspaltungsregel

B(i) C(7)

B(i)VC(i) B(i)AC (i)

Typisches Beispiel:
m n n
St Y o= (o) o
i=1 i=m i=1

Wir werden im Folgenden die Verwendung der obigen Umformungsoperationen an einem Beispiel vor-
flihren; und zwar wollen wir die oft gebrauchte geometrische Summenformel herleiten.

Herleitung der geometrischen Summenformel

Es sei ¢ € R (¢ #1) und n € NU {0}. Wir betrachten die Summe
N d=1+q+@+¢+...+q"
=0

Unser Ziel ist es, fiir diese Summe einen einfachen, kurzen Ausdruck zu gewinnen, in dem insbesondere
das Summenzeichen nicht mehr vorkommt. Hierzu formen wir die Summe mithilfe unserer Umformungs-
operationen um:

noo (217 no
> U ey
1=0 =1
2.11 no
( = ) 1 _’_qzqul
i=1
2.12 n-l
1=0
n—1
_ 1+qzqz+qn+1_qn+l
1=0
2.11 n-l
(:) 1+q<zqz+qn>_qn+l
=0
(2.17)

=" 14+¢) ¢ —¢""
i=0
Vergleicht man die linke Seite mit der rechten, so erhdlt man durch Umstellung der Gleichung
i=0

Hieraus folgt, wenn wir durch (1 — ¢) teilen (das ist wegen g # 1 moglich):

Geometrische Summenformel

_ 4n+1

n
Yo =t

1—gq
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n )
Dadurch, dass wir die Summe Y ¢* mithilfe der Operationen (2.11), (2.12) und (2.17) umgeformt haben,
i=0
haben wir also einen einfachen Ausdruck fiir diese Summe gewonnen.

Hat man einmal eine gesuchte Formel gefunden, so ist es hdufig sehr einfach, diese Formel im Nachhinein
durch vollstandige Induktion zu bestitigen.

Um dies zu verdeutlichen, fiihren wir noch einen zweiten Beweis der geometrischen Summenformel vor,
bei dem wir vollstdndige Induktion verwenden:

Beweis der geometrischen Summenformel durch vollstindige Induktion

(I) Induktionsanfang:

Fiir n = 0 ist die geometrische Summenformel richtig, denn fiir n = 0 gilt:

0

X 1 — g%*? 1—
g ¢¢=¢"=1 und € _ 4 _1.
i=0 1-q 1—q

(IT) Induktionsschritt:

Fiir ein festes n > 0 gelte die geometrische Summenformel (Induktionsannahme). Dann gilt sie
auch fiir n + 1:

n
qi — qi 4 q71+1
2Ty

(;) 1_71171“ + qn+1
l—q
1— qn—H qn-i-l (1 _ q)
l—q l—q
1— qn+2
l—q

An der mit () bezeichneten Stelle wurde die Induktionsannahme benutzt. O

Man erkennt an diesem Beispiel im Ubrigen recht gut, was die Methode der vollstéindigen Induktion leistet
und was sie nicht leistet: Vollstdndige Induktion ist ein Mittel, um die Richtigkeit eines Ergebnisses (oder
einer Vermutung) zu beweisen; geht es aber darum, ein Ergebnis oder eine Vermutung zu finden, so hilft
die Methode der vollstdndigen Induktion nicht weiter.

Wir erwdhnen noch das Produktzeichen, das (fiir n € N) folgendermafen definiert wird:
Hai =aip-ag-...-0anp.
i=1

Zu guter Letzt noch ein ganz besonders einfacher Beweis der geometrischen Summenformel (diesmal ohne
vollstdndige Induktion): Wir setzen ¢ # 1 voraus und betrachten den Ausdruck (1—q)(1+g+¢*+...+q").
Durch Ausmultiplizieren erhilt man

Q-1 +qg+F+..+¢)=14+q+¢F+..+¢" —q¢—F—¢F — ... — ¢!
:1_qn+1

Teilt man auf beiden Seiten durch 1 — g, so erhélt man die geometrische Summenformel.
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2.6 Elementare Kombinatorik

Ist M eine endliche Menge, so bezeichnet man die Anzahl der Elemente von M mit |M|. Wir beginnen
mit drei ebenso einleuchtenden wie niitzlichen Regeln: der Additionsregel, der Multiplikationsregel und
der Gleichheitsregel.

Additionsregel.
Es sei M eine endliche Menge, die in k paarweise disjunkte Teilmengen M, ..., M} (k € N) eingeteilt
sei, d.h.,, M =M, U...U My, M; N M; =0 fiir alle i # j (siehe Zeichnung). Dann gilt:

k

M| =" 1M,

i=1

Zur Illustration der Additionsregel: Die Menge M ist in der folgenden Zeichnung in sechs paarweise
disjunkte Teilmengen My, ..., Mg eingeteilt.

My | M M
M
M, | Ms; M
Um die Multiplikationsregel formulieren zu konnen, betrachten wir k Késtchen K1, ..., Kj (k € N):
Kl K2 o Kk

Legen wir in Kj ein Objekt a;, dann in K5 ein Objekt as usw., so erhalten wir eine Belegung der
Kastchen:

K Ky e K
Multiplikationsregel.
Gegeben seien (wie oben) k Késtchen Ky, ..., K, die nacheinander belegt werden sollen: Erst K7,

dann K5 usw. Wir nehmen an, dass man n; Moglichkeiten hat, das Késtchen K7 zu belegen; nach
vorgenommener Belegung von K; hat man no Moglichkeiten, K5 zu belegen; nachdem K; und K
belegt wurden, hat man ng Moglichkeiten, K3 zu belegen usw. Dann ist die Anzahl der moglichen
Belegungen der Kastchen gleich:

ny-nNng-... - Ng.

Die Multiplikationsregel ist giiltig fiir alle ganzen Zahlen n; > 0; bewiesen werden kann sie mit vollstan-
diger Induktion.®

Gleichheitsregel.
A und B seien endliche Mengen. Wir méchten die Anzahl der Elemente von A bestimmen und nehmen
an, dass wir fiir die Menge B die Anzahl ihrer Elemente bereits kennen, etwa |B| = m. Gelingt es uns
nachzuweisen, dass es eine bijektive Abbildung f : A — B gibt, so gilt |A| = |B| = m, d.h., wir haben
die Anzahl der Elemente von A bestimmt.

8Die hier gegebene Formulierung der Multiplikationsregel ist an die Darstellung im Lehrbuch der Analysis von
H. Heuser (Band 1) angelehnt.
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Beispiele:

1. Eine Kennziffer bestehe aus drei Buchstaben und vier darauffolgenden Ziffern (z.B.: FFAB3447 oder
ARR5510).

(a) Wie viele derartige Kennziffern gibt es?

Nach der Multiplikationsregel ergibt sich:

26-26-26-10-10-10- 10 = 26 - 10* = 175760000.

(b) Wie viele Kennziffern gibt es, bei denen kein Zeichen doppelt vorkommt?

Nach der Multiplikationsregel ergibt sich:

26-25-24-10-9-8 -7 = 78624000.

2. Gegeben seien 15 unterschiedliche Biicher, von denen 8 in englischer Sprache, 3 in deutscher und 4
in russischer Sprache sind. Auf wie viele Arten kann man zwei Biicher in unterschiedlichen Sprachen
wahlen?

Nach der Additions- und Multiplikationsregel ergibt sich:

8-3+8-4+3-4=068.

Im Folgenden werden wir fiinf Fragestellungen behandeln, die wir als ,Grundaufgaben“ bezeichnen wollen,
da es sich bei ihnen um grundlegende kombinatorische Aufgaben handelt, denen man, oft in versteckter
Form, innerhalb und aufserhalb der Mathematik immer wieder begegnet.

Zunéchst nehmen wir jedoch eine Ergédnzung zum Begriff , k-Tupel“ vor. Fiir k& > 1 hatten wir bereits
frither definiert, was ein k-Tupel ist; dabei hatten wir mit M* die Menge der k-Tupel von Elementen
aus M bezeichnet. Nun beziehen wir zusétzlich den Fall £ = 0 mit ein, indem wir die folgende Definition
vornehmen.

Definition.

Unter einem 0-Tupel von Elementen einer Menge M wollen wir nichts anderes als die leere Menge 0
verstehen. Zu jeder Menge M gibt es also genau ein 0-Tupel von Elementen von M, nidmlich §. Mit
M? bezeichnet man die Menge der 0-Tupel von Elementen von M; es gilt also:

MO = {w}

Grundaufgabe 1

Frage: Es sei k > 0 sowie n > 0. Wie viele k-Tupel kann man aus einer n-elementigen Menge M bilden?
Antwort: n*

Begriindung: Fir k£ > 1 gilt dies aufgrund der Multiplikationsregel; fiir den Fall k£ = 0 ist die Antwort
ebenfalls richtig, da sowohl [M°| =1 als auch n® = 1 gilt.

Beispiele:
1. Essei M = {a, b} und k = 3. Es gibt insgesamt 23 k-Tupel:

2. Essei M = {a,b,c, d,e,f,g} und k = 3. Es gibt 73 k-Tupel.
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Grundaufgabe 2

Zur Vorbereitung von Grundaufgabe 2 fiihren wir zunéchst eine Bezeichnung ein.

Definition.
Fir k,n e NU {0} sei nk wie folgt definiert:

ko n-(n—l)-...~(n—k+1) yfalls E > 1
' 1 , falls £ = 0.

Beispiele:

1. 2=7-6-5=210

2. 2=7-6=142

3. 1=7

4. 0 =1

Frage: Es sei k > 0 sowie n > 0: Wie viele k-Tupel, in denen kein Element mehrfach auftritt, kann man
aus einer n-elementigen Menge M bilden?

Antwort: nk

Begriindung: Fiir £ > 1 erhilt man dies aufgrund der Multiplikationsregel; fiir k£ = 0 ist die Antwort
wegen n = 1 richtig.

Beispiel: Es sei M = {a,b, c, d,e,f,g} (also n = 7) und k = 4. Ein k-Tupel, bei dem ein Element
mehrfach auftritt, ist dann beispielsweise (b, f,0, a). Solche k-Tupel sind in Grundaufgabe 2 ,yerboten*.
Die Antwort zur Grundaufgabe 2 lautet hier:

T2=7.6-5-4=840.

Definition.

Eine bijektive Abbildung einer Menge M auf sich selbst nennt man eine Permutation von M.

Beispiel. Es sei M = {a, b,c}. FEine Permutation m von M ist dann beispielsweise die Abbildung 7 :
M — M, die durch
m(a) = ¢, m(b) =a und m(c)="b

gegeben ist.

Ist M eine endliche Menge, etwa M = {ml, . ,mn}, so schreibt man Permutationen 7 von M gewohnlich
in der Form
mq mao e my,
m(my) 7w(ma) ... 7w(m,)) "’
Die Permutation 7 des obigen Beispiels wird in dieser Schreibweise so dargestellt:
a b c
c a b))’

Fiir den Spezialfall n = k ergibt sich aus der Lésung von Grundaufgabe 2, dass die Anzahl der Permu-
tationen einer n-elementigen Menge gleich

nﬁzn-(n—l)-...-ll
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ist. Anstelle von n schreibt man gewohnlich n! (sprich: n Fakultdt). Es gilt also beispielsweise:

o = 00 =1

1= 11 =1

20 = 22 = 2.1=2

3 = 33 = 3.2.1=6

41 = 44 = 4.3.2-1=24

5 = 52 = 5.4.3.-2-1=120
100 = 102 = 10-...-2-1 = 3628800

Beispiele:
1. Essei M = {a,b,c}.

Es gibt insgesamt 3! = 6 Permutationen von M:

a b ¢ a b ¢ a b c a b ¢ a b ¢ a b ¢
a b ¢ a ¢ b b a c b ¢ a c a b c b a
2. Essei M = {a,b,c7d7e,f,g}.
Es gibt insgesamt 7! = 5040 Permutationen von M.

Grundaufgabe 3

Frage: Es sei n > k > 0. Wie viele k-elementige Teilmengen hat eine n-elementige Menge M7
k

n
Antwort: E

Begriindung: Um die gesuchte Anzahl ¢ der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge M
zu bestimmen, kénnen wir das Ergebnis von Grundaufgabe 2 verwenden; dort hatten wir k-Tupel von
Elementen von M betrachtet, in denen kein Element mehrfach auftritt. Die k-elementigen Teilmengen
von M unterscheiden sich von diesen k-Tupeln genau dadurch, dass bei den Mengen die Reihenfolge
der Elemente keine Rolle spielt. Da jede k-elementige Teilmenge von M auf genau k! Arten angeordnet
werden kann und es nach Grundaufgabe 2 genau n% derartige k-Tupel gibt, erhalten wir ¢ - k! = nk. Es
folgt wie behauptet ¢ = %1:, O

Fiir die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge schreibt man (2), man nennt

diese Zahlen Binomialkoeffizienten. Es gilt also

k) kU
k k

nt®  nf.(n—k)! n!

kR -(n—k)!  k-(n—k)!

Durch Erweitern mit (n — k)! ergibt sich:

Insgesamt hat sich also als Losung von Grundaufgabe 3 Folgendes ergeben:

(Z) N % - k'(:'—k)' : (2.18)

Fiir £ > 1 kann man alternativ die obige Formel (2.18) auch so schreiben:

(n>:n-(n—1)-...-(n—k+1) n! 218)

k! BECEDIN
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Ein Beispiel zu (2.18’): Wir fragen uns, wie viele 3-elementige Teilmengen eine 7-elementige Menge
besitzt?

Antwort: Nach (2.18) ist die gesuchte Anzahl gleich

Pascalsches Dreieck

Fiir die Zahlen <Z) gilt folgende Identitét:

<Z>:<nkl>+<2—i> (firn>2und 1 <k<n—1) (2.19)

Die Gleichung (2.19) kann man leicht nachpriifen, indem man

(’,;")=,Mﬁ'_w <n;1>:“(<::11>_!w sowie (Z:D:w—%f(lrz!—kﬂ

einsetzt (vgl. (2.18)) und anschliefend durch geeignetes Umformen und Zusammenfassen die Gleichheit
zeigt.

Mithilfe von (2.19) koénnen die Binomialkoeffizienten rekursiv berechnet werden; dabei ordnet man die
Binomialkoeffizienten im Pascalschen Dreieck an:

Nach (2.19) erhilt man die Zahl (Z) firn >2und 1 <k <n —1, indem man die beiden versetzt iiber

(Z) stehenden Zahlen addiert:
n—1 n—1
o) ()
¢ v

(+)

Auf diese Weise kann man leicht die Werte in den ersten Zeilen des Pascalschen Dreiecks berechnen:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Die Binomialkoeffizienten treten im Binomischen Lehrsatz auf (a,b € R).
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Satz (Binomischer Lehrsatz).
Fiir allen e NU {0} gilt:

(a + b)n = (?) a™ i
=0

(2

= a"+ (n)a"_lb—l— <n>an_2b2+...+( n )ab"_1+b".
1 2 n—1

Als Koeffizienten tauchen im Binomischen Lehrsatz also immer die Zahlen auf, die in der entsprechenden
Zeile des Pascalschen Dreiecks stehen.

Beispiele:

1. Fiir n = 2 ist der Binomische Lehrsatz nichts anderes als die bekannte Formel (a + b)2 = a?+2ab+ b2
2. Fiir n = 3 gilt: (a + b)3 = a® + 3a%b + 3ab® + b3.

3. Fiir n =4 gilt: (a + b)4 = a* + 4a3b + 6a%b? + 4ab® + b*.

4. Fiir n =5 gilt: (a+b)" = a® + 5a*b + 103> + 10a2b% + 5ab* + b?.

Um die Richtigkeit des Binomischen Lehrsatzes einzusehen, schauen wir uns zunédchst exemplarisch den

Fall n = 3 an: 5
(a+1b)" =a®+3a’ + 3ab> + b*.

Wir berechnen dies durch Ausmultiplizieren:
(a+b)° = (a+0b)-(a+b)-(a+b)
= (aa+ab+ba+bb) . (a+b)
= aaa + aab + aba + abb + baa + bab + bba + bbb
= a®+a’b+a’b+ab® + a*b+ ab® + ab® + b°
= @+ 3a%b + 3ab® + b*

Ebenso gehen wir jetzt im allgemeinen Fall vor: Es ist

(a+b)"=(a+b)-(a+b) ... - (a+b).

n Faktoren

Wir wollen die n Faktoren (a + b) mit Fy, Fy, ..., I}, bezeichnen, also:
F1:F2:...:Fn: (a—l—b)

Folglich gilt:

(a+0)" = (a+b) (a+b)-...- (a+D)
= F-F-...-F,

Wir berechnen dieses Produkt durch das iibliche Ausmultiplizieren: Wir wihlen aus Fy = (a+b) entweder
a oder b aus, wir wahlen sodann aus Fy = (a + b) entweder a oder b aus, ..., und schliefilich wihlen wir
aus F, = (a + b) entweder a oder b aus. Die so gewdhlten n Werte multiplizieren wir nun miteinander:
Haben wir beispielsweise beim ersten, zweiten und beim letzten Mal b und sonst immer a ausgewahlt, so
erhalten wir das Produkt b-b-a-...-a-b=a""3b.

Derartige Produkte bilden wir fiir alle méglichen Auswahlen von a und b; so erhalten wir jedes Mal einen
Summanden der Form a”~*b*, wobei 0 < i < n gilt. Fiir jedes i fassen wir danach die Summanden a™ b’
zusammen. Fiir festes ¢ gibt es genau (7;) Summanden o™ *b*, da jedem solchen Summanden eine der
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(’Z) Méglichkeiten entspricht, aus der Menge {Fl,Fg, ce Fn} die Teilmenge derjenigen ¢ Faktoren zu
bestimmen, aus denen beim Ausmultiplizieren b ausgewahlt wird. O

Obiger Beweis des Binomischen Lehrsatzes gibt ,die Idee, die hinter dem Binomischen Lehrsatz steckt®,
wieder. Eine andere Moglichkeit: Man beweist unter Verwendung von (2.19) den Binomischen Lehrsatz
durch vollstindige Induktion (Ubungsaufgabe!).

Setzt man im Binomischen Lehrsatz fiir @ und b jeweils 1 ein, so erhdlt man:

zn: (?) —on . (2.20)

=0

Dies bedeutet, dass die Anzahl der Teilmengen einer n-elementigen Menge 2" ist (vgl. auch Abschnitt
2.7.5).

Setzt man im Binomischen Lehrsatz a = 1 und b = —1 ein, so erh&lt man fir n > 1:

Z (-1) (Z> =0 (2.21)

=0
Deutung der Formel (2.21) am Pascalschen Dreieck:

1 - 1 =0

1 2 + 1 =0
1 -3 + 3 - 1 =0
1 4 4+ 6 — 4 + 1 =0
1 5 + 10 10 + 5 — 1 =0
1 - 6 + 15 - 20 + 15 - 6 + 1 = 0

Etwas anders ausgedriickt besagt die Formel (2.21), dass fiir jede nichtleere endliche Menge M gilt: Es
gibt ebenso viele Teilmengen von M mit einer geraden Anzahl von Elementen wie Teilmengen von M
mit einer ungeraden Anzahl von Elementen.

Abschliefend sei noch folgende hiufig benutzte Formel aufgefiihrt, die sich unmittelbar aus (2.18) ergibt:

(02

Man beachte, dass auch Formel (2.22) eine anschauliche Deutung am Pascalschen Dreieck besitzt. (Nam-
lich welche?)

Grundaufgabe 4

Die 4. Grundaufgabe soll hier in einer anschaulichen Darstellungsform présentiert werden: Zur Wahl
(etwa eines Vorsitzenden) stellen sich n Personen Py, Py, ..., P, (n > 1) und es gibt k¥ Wihler, die in
einer geheimen Abstimmung jeweils genau einen Kandidaten wéihlen (k > 0). Frage: Wie viele mogliche
Wahlergebnisse gibt es? Ein Wahlergebnis ist eine Liste der folgenden Art:

Immer wenn P; eine Stimme bekommen hat, wird beim Auszéhlen ein Haken in die entsprechende Spalte
eingetragen. Eine derartige Liste kann durch ein (k +n— 1)—Tupel aus Nullen und Einsen beschrieben
werden, wobei die Nullen den n — 1 Trennstrichen und die Einsen den k Haken entsprechen. Im Beispiel
der oben abgebildeten Liste sieht das zugehorige (k +n— 1)—Tupel so aus: (1,1,0,0,1,1,1,0,...,0,1).

43



Die Anzahl der Méglichkeiten, in dem (k +n — 1)-Tupel die k Plitze fiir die Einsen auszuwéhlen, ist
k+n—1
k
Also lautet die Losung: Es gibt (]H'Z_l) mogliche Wahlergebnisse.

Hinweis: Man beachte, dass auf Grund von (2.22) (k+2_1) = (ktff) gilt. Also héatte man ebenso gut
k+n—1
n

feststellen konnen: Es gibt ( "l

) mogliche Wahlergebnisse.

Grundaufgabe 5

Die fiinfte Grundaufgabe soll zunéchst an einem Beispiel illustriert werden.

Frage: Wie viele verschiedene (sinnvolle oder sinnlose) Worter mit acht Buchstaben kann man durch
Verdnderung der Reihenfolge aus den Buchstaben des Wortes AN AGRAM M bilden?

8!
Begriindung: Wir stellen uns zunéchst vor, die mehrfach auftretenden Buchstaben ,,A“ bzw. ,M* in dem
Wort AN AGRAM M seien unterscheidbar und bezeichnen sie dementsprechend mit Ay, A, und A3 sowie
M7 und Ms,. Wir unterscheiden also zunéchst einmal beispielsweise zwischen A1 N AosGRA3z MM, und
Ay NA1GRA3M; M. Unter dieser Voraussetzung kann man genau 8! unterschiedliche Buchstabenfolgen
bilden. Diese 8! Buchstabenfolgen zerfallen in disjunkte Klassen von jeweils 3!-2! = 12 Buchstabenfolgen,
die in Wirklichkeit nicht unterscheidbar sind; beispielsweise bilden die folgenden 12 Buchstabenfolgen
eine solche Klasse:

Antwort:

AlMlMQAQGRAgN AlMlMQAgGRAQN AQMlMQAlGRAgN

AQMlMQAgGRAlN A3M1M2A1GRA2N AngMQAQGRAlN

A Mo My AsGRA3N Ay MoMyA3sGRAsN Ao Mo M1 A1GRA3N

AgMQMlAgGRAlN A3M2M1A1GRA2N A3M2M1A2GRA1N
Man erhélt also wie behauptet % verschiedene Worter.

Die Verallgemeinerung dieses Beispiels fiihrt zur allgemeinen Form von Grundaufgabe 5.

Frage: Gegeben seien r verschiedene Zeichen 7y, ..., Z, (r > 1). Wie viele verschiedene Zeichenfolgen
der Lange n kann man aus den Zeichen Z1, ..., Z, unter den folgenden Bedingungen bilden?

Z1 kommt genau n; mal vor;
Z5 kommt genau ny mal vor;

Z, kommt genau n, mal vor.

,
Hierbei gelte > n; =n sowien; >0 (i=1,...,r).
i=1

|
Antwort: i

nil-nol- ... n,l
Man beachte, dass einige der Zahlen ng, ..., n, gleich 0 oder 1 sein kénnen. Wegen 0! = 1! = 1 kann man
dann die entsprechenden Faktoren n;! im Nenner der Losung weglassen. Im obigen Beispiel kamen etwa
die Buchstaben G, R und N jeweils nur einmal vor; deshalb konnten wir anstelle von
% schreiben.
Die in der Antwort zu Grundaufgabe 5 auftretenden Zahlen nennt man Multinomialkoeffizienten und
bezeichnet sie mit (nlnnr) Man definiert also fiir ganze Zahlen nq, ..., n, mit n; >0 (i =1,...,r) und
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T
Sng=mn:
i=1

( n ) n!
S ni!-..oon!

Im Spezialfall r = 2 stimmen die Multinomialkoeffizienten mit den zuvor behandelten Binomialkoeffizi-
enten iiberein; es gilt ndmlich (wegen ny + ny = n):

n _nl B n! _(n
(nl,ng) Conglong! gl (n—mng)! <n1>

n _on! B n! _(n
(nl,ng) Conglong! mg!-(n—ng)! <n2>

Der Vollstédndigkeit halber merken wir an, dass die Lésung von Grundaufgabe 5 auch den (sehr speziellen)
Fall n =ny; = ... = n, = 0 abdeckt. Dann gilt:

n 0!
:7:1.
(nl,...,nr) or-....o

Andererseits gibt es auch genau eine Zeichenfolge der Lange 0, namlich die leere Zeichenfolge, worunter
nichts anderes als die leere Menge () zu verstehen ist.

2.7 Erganzungen zur elementaren Kombinatorik

2.7.1 Ziehen von Elementen aus einer Menge

Die ersten vier Grundaufgaben lassen sich auch als Fragen zum Ziehen von Elementen aus einer Menge
formulieren. Die Grundfrage lautet dabei:

Wie viele Moglichkeiten gibt es, k Elemente aus einer n-elementigen Menge zu ziehen?

Die Antwort auf diese Frage ist davon abhéngig, welche ,Spielregeln“ fiir das Ziehen gelten; man unter-
scheidet

e Ziehen mit Zuriicklegen, geordnet

e Ziehen ohne Zuriicklegen, geordnet

e Ziehen ohne Zuriicklegen, ungeordnet
e Ziehen mit Zuriicklegen, ungeordnet

Die Menge, aus der die Elemente gezogen werden, wird im Folgenden immer mit M bezeichnet; es gilt
also immer

|M| = n.
Um etwas spitzfindige Diskussionen, die sich um die leere Menge drehen, zu vermeiden, setzen wir n > 1
und k > 1 voraus. Im Fall des Ziehens ohne Zuriicklegen sei aus dhnlichen Griinden n > k vorausgesetzt.
1) Ziehen mit Zuriicklegen, geordnet

Wie viele Moglichkeiten gibt es, & Elemente aus M zu ziehen, wobei die gezogenen Elemente jeweils
zuriickgelegt werden und es auf die Reihenfolge, in der die Elemente gezogen werden, ankommen soll?

Unter diesen Bedingungen kann das Ergebnis des k-maligen Ziehens als ein k-Tupel ausgedriickt werden:
Ist beispielsweise M = {a,b,c,d,e} und wird bei 4-maligem Ziehen (d.h. & = 4) zunéchst b, dann a
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und danach zweimal d gezogen, so liasst sich das Ergebnis durch das 4-Tupel (b, a,d,d) ausdriicken.
Ergebnisse von Ziehungen und k-Tupel entsprechen sich also umkehrbar eindeutig. Es liegt demnach (in
anderer Formulierung) Grundaufgabe 1 vor, und man erkennt, dass die Antwort

nk

lautet.

2) Ziehen ohne Zuriicklegen, geordnet

Wie in 1) soll es auf die Reihenfolge ankommen, aber gezogene Elemente sollen nicht wieder zuriickgelegt
werden. In diesem Fall liegt (in anderer Formulierung) Grundaufgabe 2 vor; die Antwort lautet also

nE=n-(n—1)-...-(n—k+1).

3) Ziehen ohne Zuriicklegen, ungeordnet

Wie in 2) werden gezogene Elemente nicht wieder zuriickgelegt, aber es soll diesmal nicht auf die Rei-
henfolge ankommen; wird beispielsweise im Fall £ = 3 zunéchst b, dann a und danach ¢ gezogen, so soll
jede beliebige andere Reihenfolge, in der die Elemente a, b, ¢ gezogen werden, als das gleiche Ergebnis
angesehen werden. Das Ergebnis einer Ziehung kann demnach eindeutig als k-elementige Teilmenge von
M beschrieben werden. Es liegt also (in anderer Formulierung) Grundaufgabe 3 vor und wir erhalten,
dass die Antwort im vorliegenden Fall lautet:

<Z>:n~(n—1)-.}c.!-(n—k+l)

4) Ziehen mit Zuriicklegen, ungeordnet

Wie viele Moglichkeiten gibt es, £ Elemente aus M zu ziehen, wobei die gezogenen Elemente jeweils
zuriickgelegt werden und es auf die Reihenfolge, in der die Elemente gezogen werden, nicht ankommen
soll?

Beispiel: M = {a,b,c,d, e}, k = 4. Wir betrachten zwei mogliche Ablaufe:
a) Erst wird ¢ gezogen, dann a und danach zweimal e,
b) erst wird e gezogen, dann a, danach ¢ und am Schluss wieder e.

Da es nicht auf die Reihenfolge, in der die Elemente gezogen werden, ankommen soll, betrachten wir
die Ergebnisse der beiden Ziehungen als gleich. Mit anderen Worten: Es kommt im vorliegenden Fall
nur darauf an, wie oft jedes einzelne Element gezogen wurde, und deshalb konnen wir das Ergebnis der
obigen Ziehung auch wie folgt in einer Liste notieren:

a‘b‘c‘d‘ e
VI vl Tw

Dabei wird, immer wenn ein Element gezogen wird, ein Haken in das entsprechende Késtchen gemacht.

Im allgemeinen Fall (d.h. fiir ein beliebiges n und k) geht man entsprechend vor. Man nummeriert
zunéchst die Elemente von M:
M ={ay,...,an}.

Dann entspricht jedem Ergebnis einer k-fachen Ziehung umkehrbar eindeutig eine Liste, in die wie be-
schrieben Haken eingetragen werden:
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Ein Vergleich mit Grundaufgabe 4 zeigt: Es liegt genau diese Grundaufgabe vor - nur in anderer Formu-
lierung. Die Antwort lautet im vorliegenden Fall also, dass es genau

k4+n-—1
k
)

Wir kénnen unsere Ergebnisse in einer Tabelle zusammenfassen”:

Moglichkeiten gibt.

geordnet | ungeordnet

mit Zuriicklegen n® (k+2_1)
ohne Zuriicklegen nk (Z)

Anzahl der Moglichkeiten, k Elemente aus einer n-elementigen Menge zu ziehen

2.7.2 Der Multinomialsatz

In dhnlicher Weise, wie die Binomialkoeffizienten im Binomischen Lehrsatz (z +y)™ = > (") iyt

i

auftreten, treten die Multinomialkoeffizienten in folgendem Satz auf, den man Multinomialsatz nennt.

Multinomialsatz.
Fir r > 2 und n > 0 gilt

n

(x1+x2+,,._|_xr)nzz<

)x?l R
Ny, N2, ...,Nyp

wobei die Summe iiber alle r-Tupel (n1,na,...,n,) nichtnegativer ganzer Zahlen genommen wird, fiir
die ny +ns + ... +n, = n gilt.

Man beachte, dass der Multinomialsatz fiir r = 2 dasselbe aussagt wie der Binomische Lehrsatz. Ganz
dhnlich, wie wir den Binomischen Lehrsatz bewiesen haben (vgl. Seite 42/42), lasst sich auch der Mul-
tinomialsatz beweisen. Wir geben eine Beweisskizze: Berechnet man das Produkt

(z14+a2+...+z)"=(@1+z2+...+z) .- (T1+F 22+ ...+ 24)

n Faktoren

durch das iibliche Ausmultiplizieren, so erhélt man eine Summe von Ausdriicken der Art

Pt wy? )T (2.23)
wobei n1,...,n, nichtnegative ganze Zahlen mit n; +ns + ...+ n, = n sind.
Fiir den Rest der Beweisskizze betrachten wir nun ein fest gewdhltes r-Tupel (nq, ..., n,) nichtnegativer

ganzer Zahlen mit ny +ng + ...+ n, = n. Beim Ausmultiplizieren tritt der Summand (2.23) genau dann
auf, wenn

x1 aus genau ny Faktoren gewahlt wurde,

To aus genau ng Faktoren gewéhlt wurde,

x, aus genau n, Faktoren gewahlt wurde.

9Vgl. A. Steger, Diskrete Strukturen, Band 1. Springer-Verlag.
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Jeder derartigen Auswahl entspricht genau eine Zeichenfolge der Lénge n, die aus den Zeichen x4, .. ., x,
gebildet wird, wobei

1 genau n; mal vorkommt,

T9 genau ny mal vorkommt,

, genau n, mal vorkommt.

Also gilt nach Grundaufgabe 5: Fiir ein festes n-Tupel (nq,...,n,) tritt der Summand (2.23) genau

(

" ) mal auf. O

Mn1,M2,.- Ny

Beispiel. Zu berechnen ist der Koeffizient von 25y32? in (x + y + 2)1°. Losung:

=7-4-9-10 = 2520.

10\ 10  6-7-8:9-10 7-8-9-10
5,3,2)  5!.31.21 32! B 2

2.7.3 Das Schubfachprinzip (pigeonhole principle)

Es seien m,n € N. Wir geben zunéchst zwei dquivalente Formulierungen des Schubfachprinzips in seiner
einfachsten Form an:

1. Wenn n Objekte auf m Facher verteilt werden und es gilt n > m, dann gibt es mindestens ein Fach,

in das mindestens zwei Objekte hineinkommen.

Zur Abkiirzung schreiben wir N, := {1,...,m} und ebenso N,, := {1,...,n}.

2. Ist f:N,, — N,,, eine Funktion und gilt n > m, so ist f nicht injektiv.

Ein einfaches Beispiel: In jeder Menge von 13 oder mehr Menschen gibt es mindestens zwei, die im
gleichen Monat Geburtstag haben.

Varianten bzw. Erweiterungen des Schubfachprinzips (fiir n,m € N)

3. Wenn n Objekte auf m Facher verteilt werden, dann gibt es mindestens ein Fach, in das mindestens

n
]
Objekte hineinkommen.

Einfache Beispiele:

(i) In einer Menge von 100 Menschen gibt es mindestens 9, die im gleichen Monat Geburtstag
haben;

(ii) in einer Menge von 501 in den U.S.A. geborenen Menschen gibt es mindestens 11, die im gleichen
Bundesstaat geboren wurden.

Beweis von 3. Angenommen, die Aussage wire nicht wahr. Dann wiirde es in jedem Fach hochs-
tens [*] — 1 Objekte geben; insgesamt hétten wir also héchstens m ([%W — 1) Objekte, d.h. n <
m ([27] —1). Durch Umformung erhélt man hieraus

m m

was nicht sein kann, da der Abstand zwischen einer reellen Zahl a und [a] immer kleiner als 1 ist. O

Wenn unendlich viele Objekte auf m Facher verteilt werden (fiir m € N), dann gibt es mindestens ein
Fach, in das unendlich viele Objekte hineinkommen.

Dies kann auch wie folgt formuliert werden:

Ist f: U — N,, eine Funktion und ist U eine unendliche Menge, dann gibt es ein j € N,,,, auf das
unendlich viele u € U abgebildet werden.
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2.7.4 Das Prinzip der Inklusion und Exklusion (Siebformel)

Alle in diesem Abschnitt auftretende Mengen seien endlich. Unser Ziel ist es, eine Formel fiir die Anzahl
der Elemente in der Vereinigung von n Mengen Ay, ..., A, herzuleiten. Mit anderen Worten: Wir suchen
eine Formel fiir die Anzahl

|[A1 U A U...UA,

Zur Orientierung betrachten wir zunéchst den Fall zweier Mengen A, B und dann den Fall dreier Mengen
A, B,C. Dabei ist es niitzlich, die zugehorigen Venn-Diagramme vor Augen zu haben:

Q
X
= (

C

Die Formel |AU B| = |A| +|B] fiir die Anzahl der Elemente der Vereinigung zweier endlicher Mengen ist
nur dann giiltig, wenn A und B disjunkt sind; ist dies nicht der Fall, so muss man, damit die Elemente
aus A N B nicht doppelt gezdhlt werden, noch zusitzlich |[A N B| abziehen. Die korrekte Formel lautet
somit

|AU B| = |A| +|B| - |[AN B].

Im Fall dreier Mengen gehen wir dhnlich vor: Um Elemente aus den Durchschnitten AN B, ANC, BNC
nicht doppelt zu zéhlen, ziehen wir von |A| + |B| + |C| die Ausdriicke |[AN B|, |[ANC| und |BNC| ab und
gelangen zu |A| + |B| + |C| — |[AN B| — |AN C| — |B N C]|. Dies ist aber noch nicht die korrekte Formel
fiir |JAU B U (|, da wir die Elemente aus AN B N C nicht berticksichtigt haben: Diese wurden in dem
Ausdruck |A| 4 |B| + |C| zundchst 3-fach gezahlt, dann aber auch 3-mal wieder abgezogen. Die korrekte
Formel lautet demnach: [AUBUC| = |A|+ |B|+|C| - (|[ANB|+|ANC|+|BNC|)+|AnBnNC]|.

Fiir beliebiges n erhdlt man auf ganz &hnliche Art eine Formel fiir |[A; U Ao U ... U A,|:

Zunichst addiert man alle Anzahlen |A4;],|As|,...,|Ay|; danach subtrahiert man die Anzahlen |4; N
As|,|[A1NAs],. .., |An—1NA,]| aller méglichen Durchschnitte von jeweils zwei Mengen; danach betrachtet
man sémtliche Moglichkeiten, Durchschnitte 4; N A; N Ay mit ¢ < j < k zu bilden, und addiert die
zugehorigen Anzahlen |A; N A; N Ag|; danach werden alle moglichen Ausdriicke der Form |A4;, N A;, N
A, N A;,| (i1 <9 < i3 < i4) subtrahiert, etc.

Fiir n = 4 lautet die entsprechende Formel: [A; U A2 U A3 U Ay| = |A1| + |Aa| +|As| + | Ag| — (JA1 N As| +
A1 N As| 4+ [Ar N Ay + A N As| + |Aa N Ag| + |As N Ag]) + (JA1 N AN As| + A1 N A2 N Agl + A1 N
As N Ayl + A2 N AsNAy|) — |A1 N AN A N Ayl

Fiir die allgemeine Formulierung der Formel ist es zweckméfig, das Summenzeichen zu verwenden: An-
stelle von |A; N A N As| + |41 N Ay N Ay| + |A1 N A3z N Ayg| + | Az N As N Ay schreiben wir beispielsweise

> AL NA, N Al

1<iy <ip<iz<4
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Satz (Prinzip der Inklusion und Exklusion, Siebformel).
Fiir endliche Mengen A4, ..., A, gilt

n

[ALU L UA =) (=) Y AL NN A

r=1 1<i1<...<ip<n

Beweis. Es sei a € Ay U...U A, beliebig. Auf der linken Seite, d.h. in dem Ausdruck |A; U...U A4,],
wird das Element a genau einmal gezdhlt. Wir haben deshalb zu zeigen, dass a auch auf der rechten Seite
genau einmal gezdhlt wird. Aus diesem Grunde richten wir unser Augenmerk auf diejenigen Mengen A;,
fiir die a € A; gilt; es sei

E:={1<i<mn:ac A},

d.h. k gibt die Anzahl derjenigen Indices i an, fiir die a € A; gilt. Es folgt, dass a in der Summe
> AN N4

1<i1<...<ir<n

genau (ﬁ) mal gezahlt wird, falls » < k gilt, bzw. 0 mal, falls » > k gilt. (Man beachte: a ist genau
dann in 4;, N...N A;, enthalten, wenn die Indices 41, ...,%, alle aus der k-elementigen Menge {1 < i <
n:a € A;} stammen. Ist r < k, so gibt es also (f) Moglichkeiten, die Indices i1, ...,%, aus der Menge
{1 <i<n:aé€ A;} auszuwihlen; ist r > k, so ist eine derartige Auswahl unméglich.)

Es folgt, dass das Element a auf der rechten Seite insgesamt genau

mal gez&hlt wird. Aufgrund von Formel (2.21) (vgl. Seite 43) gilt fiir diese Summe

S (- ()

d.h. a wird auf der rechten Seite genau einmal gezdhlt. [

Als Abkiirzung fiir die in der Siebformel mit alternierendem Vorzeichen auftretenden Ausdriicke wollen
wir «,. schreiben, d.h. wir setzen

ap= 3 |An.n4(r=1...n)

1<ir <...<ir<n
Mit dieser Abkiirzung erhélt man die Siebformel in kompakter Form:
|AJU...UA, | =a1 —as +az — ...+ (=1)" Lay,.
In der Praxis benutzt man meistens die folgende direkte Folgerung aus der Siebformel. Es seien A4y, ..., A,

Teilmengen einer gewissen Menge S mit |S| = N. Gefragt ist nach der Anzahl der Elemente von S, die
in keiner der Mengen A; enthalten sind. Fiir diese Anzahl gilt dann aufgrund der Siebformel

|S\(A1UUAn)| :N—Oél—l-OtQ—...—l-(—l)nOtn
Das folgende Venn-Diagramm und die anschliefenden Beispiele illustrieren den Fall n = 3.

S

Ay Ay
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Beispiel 1: In einer Menge S von 95 Personen spielen 52 Fuftball, 25 spielen Tennis und 20 spielen Golf.
Sowohl Fuftball als auch Tennis spielen 17 Personen, 12 spielen Fuftball und Golf; Tennis und Golf werden
von 7 Personen gespielt, und es gibt nur eine einzige Person, die allen drei Sportarten nachgeht. Wie
viele Mitglieder von S betreiben keine der drei Sportarten?

Antwort: Nach der Siebformel sind dies genau 95 - (52 + 25 + 20) + (17 + 12 + 7) - 1 = 33 Personen.

Beispiel 2: Es sei S = {k € N:1 <k <1000}. Es soll die Anzahl derjenigen k € S bestimmt werden,
die weder durch 2 noch durch 3 noch durch 5 teilbar sind.

Essei Ay ={keS:2|k},Ao={keS:3|k},A3 ={keS:5]|k}. Esfolgt N =S| = 1000 sowie
|Ay| = 152 =500, |A;| = [ 192 ] = 333, |A3| = 1522 = 200.

Ferner haben wir Ay NAy={ke€S:6|k},AiNAs={keS:10|k},A2NA3={ke S:15|k} und
AlmAQOAg = {k €5:30 | k} Also gllt |A10A ‘ = {wj = 166 |A1 ﬂA3| = w 100 |A20A3| =
[ 1922] =66, |41 N Ay N Ag| = [155°] = 33.

Insgesamt erhdlt man [S'\ (A; U Az U A3)| = 1000 — (500 4 333 4 200) + 166 4 100 +- 66 — 33 = 266.

2.7.5 Ein typisches Beispiel zur Gleichheitsregel

Am Anfang von Abschnitt 2.6 haben wir die Additionsregel, die Multiplikationsregel und die Gleich-
heitsregel kennengelernt. Zur Additions- und Multiplikationsregel haben wir bereits etliche Beispiele
besprochen; Beispiele, die die Gleichheitsregel illustrieren, kamen bislang jedoch nicht vor.

Hier nun ein typisches Beispiel zur Gleichheitsregel: Wir geben zwei Beweise der folgenden (wichtigen)
Feststellung, von denen der erste die Gleichheitsregel verwendet.

Feststellung.

Die Potenzmenge P (M) einer n-elementigen Menge besitzt genau 2" Elemente.

1. Beweis. Fiir M = ) haben wir |P(M)| = |[{0}] = 1 = 2°, d.h., in diesem Fall gilt unsere Fest-
stellung. Wir diirfen also M # § annehmen. Die Elemente von M seien beliebig nummeriert, et-
wa M = {ml, . ,mn}. Zu jeder Teilmenge T von M bilden wir auf naheliegende Art ein n-Tupel
xr = (21,...,2,) mit Eintragen 0 oder 1 (genannt: charakteristischer Vektor von T):

1 , fallsm; € T;
€Tr; =
0 , sonst.

Dadurch wird eine bijektive Abbildung zwischen P(M) und der Menge {0, 1}” aller n-Tupel mit Eintra-

gen 0 oder 1 definiert. Wir wissen aufgrund der Multiplikationsregel, dass |{0, 1}n| = 2" gilt (vgl. auch
Grundaufgabe 1); also gilt |P(M)| = 2" aufgrund der Gleichheitsregel. O

Zur llustration geben wir die im Beweis auftretende bijektive Abbildung fiir den Fall n = 3 an. Es sei
also M = {ml, ma, mg}. Die Teilmengen von M werden wie folgt durch Tripel mit Eintrégen aus {O, 1}
codiert®:

— (0,0,0)

{ml} — (1,0,0)
{mg} — (0, 1,0)
{mg} — (0,0,1)
{mi,ma} — (1,1,0)
{ml,mg} — (1,0,1)
{ma,ms} — (0,1,1)
( )

1,1,1).

7 3

M = {ml,mQ,mg} —
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2. Beweis. Wir benutzen den binomischen Lehrsatz

n N~ (1) iy
(a+b) —Z (i>a b
=0
und setzen a = b =1 ein. Es ergibt sich
n
> (1) -2
i

=0

Fiir jedes i (0 < ¢ < n) gibt der Binomialkoeffizient die Anzahl der i-elementigen Teilmengen der n-
elementigen Menge M an. Also hat man insgesamt

P(M)| = Xn: <7Z> =" O

=0

2.7.6 Ein kombinatorischer Beweis der Rekursionsformel fur
Binomialkoeffizienten

Wegen ihrer Wichtigkeit betrachten wir noch einmal die bekannte Rekursionsformel fiir Binomialkoeffi-
zienten (vgl. Abschnitt 2.6, Formel (2.19)):

n n—1 n—1
— U > < < — .

In Abschnitt 2.6 wurde erwéihnt, dass man die Richtigkeit dieser Formel durch einfaches Nachrechnen
leicht {iberpriifen kann. Dies wollen wir hier nicht durchfiihren. Stattdessen wollen wir einen Beweis
der Formel vorstellen, durch den man die Idee, die der Gleichung (}) = (”gl) + (2:}) zugrunde liegt,
besonders gut erkennt. Man spricht in diesem Zusammenhang von einem kombinatorischen Beweis der

Rekursionsformel (2.19).

Kombinatorischer Beweis von (2.19). Es sei M eine n-elementige Menge, sagen wir M = {al, ey an}
(fiir n > 2). Der Binomialkoeffizient () gibt (nach Definition) die Anzahl der k-elementigen Teilmengen
von M an. Es gelte 1 < k < n — 1. Fiir eine k-elementige Teilmenge A von M gibt es offenbar zwei
Mboglichkeiten: a,, € A oder a,, ¢ A.

Wir kiimmern uns zunéchst um die erste Moglichkeit und fragen, wie viele k-elementige Teilmengen A
von M es gibt, fiir die a,, € A gilt. Antwort: (Zj), da es (Zj) Moglichkeiten gibt, die k£ — 1 Elemente
aus der Menge M’ = {al, ceey an_l} zu wihlen, die neben a,, der Menge A angehoren sollen.

Nun betrachten wir die zweite Moglichkeit und fragen, wie viele k-elementige Teilmengen A von M es
gibt, fiir die a,, ¢ A gilt. Antwort: (";1), da alle k£ Elemente von A aus M’ = {al, e ,an_l} stammen

"_1) Moglichkeiten gibt, diese k& Elemente aus M’ zu wahlen.

sollen und da es ( &

n—1

Es folgt (nach der Additionsregel), dass es insgesamt (7~

gibt, d.h., es gilt (wie behauptet) (7) = (;—7) + (", '). O

)+ (n;l) k-elementige Teilmengen A von M

2.8 Abzihlbarkeit von Q und Uberabzihlbarkeit von R

Definition 1.
Man nennt zwei Mengen A und B gleichmdchtig, wenn es eine bijektive Abbildung f : A — B gibt.

Wenn A und B endliche Mengen sind, so bedeutet die Feststellung ,,A und B sind gleichméchtig” offenbar
nichts anderes als ,,A und B besitzen die gleiche Anzahl von Elementen“. In diesem Abschnitt geht es
uns allerdings nicht so sehr um endliche Mengen, sondern um unendliche Mengen wie beispielsweise N,

Z, Q oder R.
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Definition 2.

Man nennt eine Menge M abzihlbar, falls | M| endlich ist oder falls es eine bijektive Abbildung f : N —
M gibt. Eine derartige bijektive Abbildung nennt man auch Nummerierung, Durchnummerierung oder
Abzihlung von M.

Beispiele abz&dhlbarer Mengen:

1. Die Menge M = {2,476, .. } der geraden natiirlichen Zahlen ist abzdhlbar. Um dies nachzuweisen,
miissen wir eine bijektive Abbildung f : N — M angeben. Mit anderen Worten: Wir miissen die
Elemente von M = {2,4, 6, .. } ,durchnummerieren®. Dies ist sehr einfach: Als erstes Element von
M wihlen wir 2, als zweites wihlen wir 4, als drittes wihlen wir 6, usw. Auf diese Art erhalten wir
eine bijektive Abbildung f : N — M, die wir auch wie folgt darstellen kénnen:

n |12 345
fn)]2 4 6 8 10

bzw. fln)=2n.

2. Die Menge Z der ganzen Zahlen ist abzahlbar.

Man kann die ganzen Zahlen beispielsweise nach dem folgenden Schema durchnummerieren:

0,1, -1, 2, -2, 3 —3, 4, -4, 5, ...

3. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzéhlbar.

In diesem Fall ist das Schema, nach dem die Elemente von Q durchnummeriert werden, allerdings
etwas komplizierter als beispielsweise im Fall von Z.

Wir betrachten zunichst einmal die Menge Q* der positiven rationalen Zahlen (d.h., Q* = {q €eQ:
q > O}) und zeigen, dass QT abzihlbar ist. Wir machen dies mit dem sogenannten ersten Cantorschen
Diagonalverfahren. Wir ordnen die Elemente von QT nach dem folgenden Schema an und folgen bei
ihrer Nummerierung dem Verlauf der Pfeile. Alle Zahlen, die in der Nummerierung schon einmal (in
anderer Darstellung) aufgetreten sind, werden einfach iibersprungen.

=l
=

Auf diese Art erhilt man eine Nummerierung der Elemente von QV, namlich:

1

1 1
q1 ) q2 2 ) q3 ) 44 ) qs 3 ) [ 4 )

Hieraus kann man dann nach dem folgenden Schema eine Nummerierung sdmtlicher Elemente von Q
gewinnen:

07 q1, —q1, q2, —q2, g3, —qs,
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Wir haben also durch Angabe einer Nummerierung der Elemente von Q den folgenden Satz bewiesen.

Satz 1.
Q ist abzihlbar.

Im Gegensatz hierzu gilt fiir die reellen Zahlen der folgende Satz.

Satz 2.
R ist nicht abzéhlbar.

Beweis. Es geniigt nachzuweisen, dass die Menge I = {r eR:0<r< 1} nicht abzahlbar ist. Wegen
I C R ist dann auch die Menge R nicht abz&hlbar. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen

daher an, dass diese Menge abzahlbar sei: Es sei 71, r2, ... eine Nummerierung der Elemente von I. Wir
stellen die Zahlen 7, ro, ... als unendliche Dezimalbriiche dar:

r1 = 0.511512513514515

ro = 0.521522523524525

r3 = 0.831532533534535

re = 0.541542543544545

ri = 0.818,28i38i48:5
8;; € {07 1,2,..., 9} bezeichnet also die j-te Stelle der Dezimalbruchdarstellung von r;. Es sei vorausge-
setzt, dass in diesen Dezimaldarstellungen nicht alle Ziffern von einer bestimmten Stelle an 9 sind, d.h.
beispielsweise, dass wir anstelle von 0.19999... schreiben 0.2000.... Dadurch haben wir sichergestellt,

dass die Darstellung als Dezimalbruch eindeutig ist.

Es sei r die Zahl mit der Dezimaldarstellung r» = 0.51525358485 . . ., wobei gelte:

sii— 1, falls s;; > 1
S; =
1 5 falls S — 0

Es gilt r € I, aber r kommt unter den Zahlen 7y, 7o, ... nicht vor, da sich r und r; an der i-ten Stelle
unterscheiden (i = 1,2,...). Dies ist ein Widerspruch und Satz 2 ist somit bewiesen. OJ

Bemerkung. Man nennt die Beweismethode von Satz 2 auch zweites Cantorsches Diagonalverfahren.

Eine Menge, die nicht abzahlbar ist, nennt man auch dberabzdhlbar. Zusammenfassend kénnen wir also
feststellen: Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar, wihrend die Menge R der reellen Zahlen
tiberabzdahlbar ist.
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3 Relationen

3.1 Eigenschaften von Relationen

Im Abschnitt 1.2 haben wir die Menge M2 = M x M = {(a, b):a,be M} aller geordneten Paare von
Elementen aus M kennengelernt. Etwas allgemeiner definieren wir jetzt fiir Mengen A und B:

AxB::{(a,b):aeA, beB}.

A x B ist also die Menge aller geordneten Paare (a,b) mit ¢ € A und b € B. Man nennt A x B das
kartesische Produkt von A und B.

Beispiel. A = {1,2,3} und B = {0, 1}.
Dann ist 4 x B={(1,0), (1,1), (2,0), (2,1), (3,0), (3,1)}.

Definition.

Unter einer Relation von A nach B versteht man eine Teilmenge R von A x B.

Mit anderen Worten: Jede Teilmenge R C A x B wird eine Relation von A nach B genannt; man spricht
auch von einer bindren Relation. Ist A = B, so spricht man von einer Relation auf A.

Beispiel. A = {1, 2, 3} und B = {0, 1}. Einige Relationen von A nach B sind beispielsweise:
LR ={(1,0), (1L,1), (2,1), (3,0)}

2. Ry ={(1,1), 2,0), 3,1}

3. R3=AxB

4. Ry=10

Fiir endliche Mengen lassen sich Relationen auf zwei Arten veranschaulichen:
e als 0,1 - Matrix;
e als bipartiter gerichteter Graph.

Wir demonstrieren dies fiir die obigen Relationen R; und Rs:

0 1 0 1
111 1 110 1
210 1 211 0
311 0 310 1

Ry als 0,1 - Matrix R5 als 0,1 - Matrix

Der Eintrag ,,1“ bedeutet: Das betreffende Paar ist in R.
Der Eintrag ,0“ bedeutet: Das betreffende Paar ist nicht in R.
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Darstellung von R; und Ry als gerichteter bipartiter Graph: Jedem (a,b) € R entspricht hier ein Pfeil

von a nach b.
1@ 1@
e 0 0
2@ 2@

°1 °1
3@ 30—

Ist R eine Relation auf A (d.h., R C A x A), so gibt es eine dritte Art der Darstellung von R, namlich
als gerichteter Graph. Wir fithren dies fiir das folgende Beispiel vor:

A = {1,2,3,4,5}

R o= {1, (1,2, (1,5), 2.3), 2,4, 2.5), 3.4), (4,5), (5,1), (5,3)}

Cv//\\\/

Jedem Pfeil entspricht ein Paar (a,b) € R. Statt ,Pfeil“ sagt man auch gerichtete Kante oder einfach nur
Kante des Graphen; eine Kante der Art (9 nennt man Schlinge.

Die Punkte 1, 2, 3, 4 und 5 nennt man Knoten des Graphen.

In den Abschnitten 3.1 und 3.3 sagen wir der Einfachheit halber statt ,,gerichteter Graph“ nur ,Graph®. In
spéteren Abschnitten werden wir genauer sein und immer zwischen den Begriffen ,,Graph* und ,,gerichteter
Graph® unterscheiden: ,Graph* wird dann immer ,ungerichteter Graph“ bedeuten.

Definition.
R sei eine Relation auf A (d.h., R C A x A). Man nennt R

(1) reflexiv, falls (a,a) € R fiir alle a € A gilt;
irreflexiv, falls (a,a) ¢ R fiir alle a € A gilt;

)
)
3) symmetrisch, falls aus (a,b) € R stets (b,a) € R folgt;
) antisymmetrisch, falls aus (a,b) € R, a # b, stets (b,a) ¢ R folgt;
)

transitiv, falls aus (a,b) € R und (b,c) € R stets (a,c) € R folgt.

Wir wollen uns diese Begriffe an der Darstellung von R als 0,1 - Matrix und als Graph veranschaulichen,
und zwar fir A = {1,2,3,4}:

1. Reflexivitat

R ist reflexiv bedeutet: In der Matrix stehen in der Hauptdiagonalen' lauter Einsen; im Graphen hat
jeder Knoten eine Schlinge.

1[1]0]0 /\
0/1[1]0
0]0]1]1 (e 03)
0[1[0][1

180 bezeichnet man die Diagonale einer quadratischen Matrix, die von links oben nach rechts unten verlduft.

o6



2. Irreflexivitat

R ist irreflexiv bedeutet: In der Hauptdiagonalen stehen lauter Nullen; der Graph ist schlingenlos.

2
®
0[1]o0To /\
o[o]1]o0 Lo o3
0[ofo]1
0[1]o0]o0
o
4

3. Symmetrie

R ist symmetrisch bedeutet: Steht in der Matrix an der Stelle (¢,5) (d.h. am Schnittpunkt der i-ten
Zeile und der j-ten Spalte) eine Eins, so steht auch an der Stelle (j,¢) eine Eins. Mit anderen Worten:
Die Matrix ist ,spiegelsymmetrisch zur Hauptdiagonalen®. Fiir den Graphen bedeutet ,,symmetrisch*:
Geht eine Kante von a nach b, so geht auch eine Kante von b nach a:

N
V2

4

@

e e K=l
el il Bl =)
Ol | = O

OO = =

Symmetrische Graphen stellt man gewohnlich durch ,Kanten ohne Pfeile* dar; man spricht hier von
ysungerichteten Kanten“ oder auch einfach wieder nur von ,Kanten*.

2

4. Antisymmetrie

R ist antisymmetrisch bedeutet: Steht in der Matrix an der Stelle (i,5) eine Eins und ist ¢ # j, so
steht an der Stelle (4,7) eine Null. Im Graphen: Fiihrt eine Kante von ¢ nach j und ist ¢ # j, so fiihrt
keine Kante zuriick von j nach i:

9
[ )

01001 \

01010

110110 le «3)

0010

N

Dies wollen wir nur anhand des Graphen veranschaulichen; R ist transitiv bedeutet hier: Wenn eine
Kante von a nach b und eine Kante von b nach ¢ geht, dann geht immer auch eine Kante von a nach
c. Dabei miissen a, b und c¢ nicht notwendigerweise verschieden sein.

5. Transitivitat
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Veranschaulichung im Graphen:

o
o

—
o ] e,

Man beachte:

e Nicht reflexiv* ist nicht dasselbe wie irreflexiv; ,nicht reflexiv‘ bedeutet, dass mindestens eine
Schlinge fehlt. Irreflexiv bedeutet, dass sdmtliche Schlingen fehlen.

Aus dhnlichen Griinden gilt:
e  Nicht symmetrisch* ist nicht dasselbe wie antisymmetrisch. (Wieso nédmlich nicht?)

Noch eine Bemerkung zur Schreib- und Sprechweise, die wir an einem Beispiel erldutern: Es sei
A= {1,2,3,...,50}
und R sei die folgende Relation auf A:
R= {(a, b) : a und b haben dieselbe Quersumme} .

Beispielsweise gilt (13,31),(27,9), (48,39) € R. Zur Abkiirzung wollen wir hierfiir 13 ~ 31, 27 ~ 9 bzw.
48 ~ 39 schreiben. Anstelle von (a,b) € R schreiben wir in diesem Beispiel immer a ~ b. Es ist nun tiblich,
nicht mehr streng zwischen der Relation R und dem Zeichen ~ zu unterscheiden und beispielsweise von
der ,der Relation ~“ zu sprechen.

Ein weiteres Beispiel hierfiir: Man spricht von der Relation < auf N, anstatt (was wesentlich umstand-
licher wire) zunéchst zu definieren R = {(n,m) :n,m € Nyn < m} und dann von der Relation R zu
sprechen.

3.2 Partitionen und Aquivalenzrelationen

Definition.

Eine Relation R auf einer Menge M heikt Aquivalenzrelation, wenn R reflexiv, symmetrisch und tran-
sitiv ist.

Beispiele fiir Aquivalenzrelationen erhilt man, wenn man Partitionen (Klasseneinteilungen) einer Menge
M betrachtet. Man definiert den Begriff der Partition wie folgt.

Definition.
M sei eine Menge, die Mengen K; (i € I) seien nichtleere Teilmengen von M. Es gelte:
(a) K;NK; =0 fir alle 4,5 € I mit i # j.

(b) U K;=M.

i€l
Dann nennt man P = {Ki 11 € I} eine Partition (oder Klasseneinteilung) von M. Die Mengen K;
heiften Klassen der Partition P.

K,

K K M
Ky

Ks
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Zu einer gegebenen Partition P von M lasst sich immer eine zugehorige Relation R auf M bilden, indem
man definiert:
R:= {(m,y) : Es gibt ein ¢ € I mit z,y € Kl}

Mit anderen Worten:
e (z,y) € R, falls z und y in derselben Klasse liegen;
e (z,y) ¢ R, falls  und y in verschiedenen Klassen liegen.
Man iiberzeugt sich sofort, dass diese Relation R eine Aquivalenzrelation ist:
(1) R ist reflexiv.
(2) R ist symmetrisch.
(3) R ist transitiv.

Wir haben gesehen: Zu jeder Partition P von M gehért auf die beschriebene Weise eine Aquivalenzrelation
R auf M; wir nennen diese Aquivalenzrelation R die durch die Partition P erzeugte Aquivalenzrelation.

Damit haben wir eine Vielzahl von Beispielen fiir Aquivalenzrelationen erhalten: Man braucht sich nur
irgendeine Partition P einer Menge M herzunehmen, schon hat man ,automatisch auch eine Aquiva-
lenzrelation erhalten, némlich die durch P erzeugte Aquivalenzrelation. Wir fragen uns nun: Haben wir
damit bereits alle Aquivalenzrelationen erfasst oder gibt es noch andere Aquivalenzrelationen, die nicht
von einer Partition erzeugt werden? Wir zeigen, dass letzteres nicht der Fall ist.

Satz.

Sei R eine Aquivalenzrelation auf einer nichtleeren Menge M. Dann gibt es immer eine Partition P
von M, so dass R durch P erzeugt wird.

Beweis. Es sei R eine Aquivalenzrelation auf M # (). Anstelle von (a,b) € R wollen wir im Folgenden
a ~ b schreiben; die drei Bedingungen, die R laut Annahme erfiillt, schreiben sich dann so:

Reflexivitét : a ~ a gilt fiir alle a € M. (3.1)
Symmetrie : Aus a ~ b folgt immer b ~ a.
Transitivitit : Aus a ~ b und b ~ c folgt immer a ~ c. (3.3)

Zu finden ist eine Partition P von M, so dass gilt: R wird durch P erzeugt. Zu diesem Zweck definieren
wir zu jedem a € M eine Teilmenge T, von M durch

Ta::{xEM:awx}.

Aus (3.1) folgt dann zunéchst einmal a € Ty, fiir alle a € M. Wir behaupten:

Fiir je zwei Mengen T, und T}, gilt entweder T,, N T, = () oder T, = Ty. (3.4)

Nachweis von (3.4): Es seien T, und T}, gegeben. Falls T, N T, = @ gilt, so ist (3.4) fiir diese Mengen T,
und Ty erfiillt. Wir kénnen also voraussetzen, dass T, N'Ty, # @ gilt. Wir miissen zeigen, dass in diesem
Fall T, = T} gilt.

Wegen T, N Ty, # () konnen wir ein ¢ € T, NTy, wihlen. Es gilt also a ~ ¢ und b ~ ¢, woraus man mittels
(3.2) und (3.3) a ~ b und b ~ a erhilt.

Zum Nachweis von T, = T}, haben wir zwei Dinge zu zeigen:
1. T,CT

Sei x € T,. Dann gilt a ~ x. Aus b ~ a und a ~ z folgt b ~ = (vgl. (3.3)). Es folgt = € T}, womit
T, C Ty gezeigt ist.

2. Ty CT,

Dies funktioniert analog zu T, C T;. Es werden lediglich die Rollen von a und b vertauscht.
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Damit ist T, = T}, gezeigt und folglich (3.4) bewiesen.

(3.4) besagt, dass verschiedene Mengen T, und T} immer disjunkt sind. Wegen a € T, gilt auferdem,
dass die Mengen T, nichtleer sind und dass die Vereinigung aller Mengen T, gleich M ist. Also gilt:

Die verschiedenen unter den Mengen T, bilden eine Partition P von M. (3.5)

Ferner gilt fiir alle z,y € M:

x und y liegen genau dann in einer gemeinsamen Menge T,, wenn x ~ y gilt. (3.6)

Nachweis von (3.6):
(1) z,yeTy,=>ax~y

Es gelte x,y € T,,. Dann folgt a ~  und a ~ y, woraus man mittels (3.2) und (3.3) z ~ y erhélt.

(2) z,yeT,<x~y

Es gelte z ~ y. Dann folgt y € T,.. Ferner gilt z € T,. Fiir a = x gilt also z,y € Ty,.
Damit ist (3.6) gezeigt.
Da (3.6) bedeutet, dass R durch die Partition P erzeugt wird, ist der Satz bewiesen. OJ

Zusammenfassend ergibt sich die folgende Feststellung.

Feststellung.

Jede Partition erzeugt eine Aquivalenzrelation; umgekehrt wird jede Aquivalenzrelation durch eine
Partition erzeugt.

Definition und Bezeichnung.

Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M und P sei die zugehorige Partition von M (d.h., P erzeugt ~).
Die Teilmengen K von M, fiir die K € P gilt, nennt man die Aquivalenzklassen von ~. Fir x € M
bezeichnet man diejenige Aquivalenzklasse von ~, die x enthélt, meist mit [z].

Beispiel. Es sei M = Z. Auf Z betrachten wir die Relation der Kongruenz = modulo m. Diese lasst sich
auch als die folgende Menge R schreiben:

R= {(a,b):a,beZ7 a=b (mod m)}

Dies ist eine Aquivalenzrelation (sieche dazu Regeln 1 - 3 fiir das Rechnen mit Kongruenzen, Seite 30).
Die zugehorige Partition haben wir bereits in (2.10) bestimmt: Sie besteht aus den m Klassen Ky, K1,
.oy Km—1, den sogenannten Restklassen modulo m. Es gilt:

ICT:{aEZ:a:q-m—i—rﬁireianZ} 0<r<m-1).

3.3 Ordnungsrelationen

Definition.

Eine Relation R auf einer Menge A heifst Ordnungsrelation, falls R reflexiv, antisymmetrisch und
transitiv ist.

Beispiele:

1. Es seien A = {mb,c,d} und R = {(a,b)7 (a,0), (a,d), (b,d), (c,d), (a,a), (b,b), (c,c), (d,d)}.
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Der Graph dieser Relation:

An diesem Graph erkennt man, dass es sich um eine Ordnungsrelation handelt, da die Bedingungen
sreflexiv, antisymmetrisch® und ,transitiv* erfiillt sind. (Man mache sich dies anhand dessen klar, was
in Abschnitt 3.1 {iber die anschauliche Bedeutung von ,reflexiv®, ,antisymmetrisch und ,transitiv*
gesagt wurde.)

2. Esseien A = {a,b,¢,d} wnd R = {(a,0), (a,0), (a.d), (b€, (b,d), (c,d), (a,0), (D), (c;), (d,d)}.
Der Graph dieser Relation:

Ebenso wie fiir Beispiel 1 priift man leicht nach, dass es sich auch hier um eine Ordnungsrelation
handelt.

Ist R eine Ordnungsrelation, so schreibt man anstelle von (a,b) € R meistens a < b.

Achtung: Hierbei handelt es sich im Allgemeinen nicht um die bekannte ,Kleiner-Gleich-Relation* fiir
Zahlen; es wird lediglich dasselbe Symbol < benutzt.

Im ersten Beispiel kann man die Ordnungsrelation R also auch wie folgt beschreiben:

a<b a<ec, a<d, b<d, c¢c<d, a<a, b<b c<c und d<d.

Die drei Bedingungen ,reflexiv®, ,antisymmetrisch” und ,transitiv‘ lassen sich mit dem Zeichen < wie
folgt schreiben:

Reflexivitat : a < a gilt fiir alle a € M. (3.7)
Antisymmetrie : Gilt a < b fiir verschiedene a und b, so gilt nicht b < a. 3.8)
Transitivitat : Aus a < bund b < ¢ folgt immer a < c. (3.9)

Definition.

Eine Ordnungsrelation < auf A heift totale Ordnung von A, falls neben (3.7), (3.8) und (3.9) die
folgende Bedingung (3.10) erfillt ist:

Vollstandigkeit : Fiir alle Elemente a,b € A mit a # b gilt stets a < b oder b < a. (3.10)

Beim zweiten obigen Beispiel handelt es sich um eine totale Ordnung, beim ersten nicht.

Ist eine Ordnungsrelation < gegeben, so kann es also vorkommen, dass es Elemente z,y gibt, fiir die
weder x < y noch y < x gilt: In diesem Fall spricht man von unvergleichbaren Elementen. Eine totale
Ordnung liegt genau dann vor, wenn es keine unvergleichbaren Elemente gibt.
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Bemerkungen zur Terminologie:

e Statt ,Ordnungsrelation” sagt man haufig auch partielle Ordnung und spricht von einer partiell
geordneten Menge A; eine andere Bezeichnung fiir ,,Ordnungsrelation” bzw. ,partielle Ordnung”,
die man gelegentlich antrifft, ist Halbordnung.

e Anstelle von ,totale Ordnung* sagt man auch vollstindige Ordnung, Kette oder lineare Ordnung.
Man spricht von einer linear geordneten Menge A

Weitere Beispiele:

3. Es sei M eine Menge und A = P(M) sei die Potenzmenge dieser Menge M. Die Relation C ist eine
Ordnungsrelation auf A.

4. Die Teilbarkeitsrelation | ist eine Ordnungsrelation auf N. (Zur Erinnerung: Fiir a,b € N gilt a | b,
falls es ein ¢ € N mit b = a - ¢ gibt.)

5. Die gewohnliche < - Relation auf N ist eine Ordnungsrelation. (Sie ist sogar eine totale Ordnung.)
Entsprechendes gilt fiir Z, Q und R.

Zur Ubung iiberlege man sich, warum es sich bei den Beispielen 3 und 4 tatséichlich um Ordnungsrela-
tionen handelt und begriinde, dass dies im Allgemeinen keine totalen Ordnungen sind. Ist die Teilbar-
keitsrelation auch eine Ordnungsrelation auf Z7?

Abschliefend kommen wir noch einmal auf die Beispiele 1 und 2 zuriick. Um diese Ordnungsrelationen
graphisch darzustellen, hétte es gentigt, die folgenden Diagramme zu zeichnen:

d
d
c
b c
b
a
a

Wenn man weifs, dass es sich bei den betrachteten Relationen um Ordnungsrelationen handelt, kann
man ,ohne Informationsverlust zu diesen einfacheren Diagrammen iibergehen. Die neuen einfacheren
Diagramme sind aus den urspriinglichen dadurch entstanden, dass

e die Schlingen weggelassen wurden;

e alle Kanten weggelassen wurden, die sich ,automatisch® aufgrund der Transitivitdt ergeben (wie
beispielsweise die Kante von a nach d im ersten Beispiel bzw. die Kanten von a nach ¢, von a nach
d sowie von b nach d im zweiten Beispiel);

e die Richtungspfeile durch die Konvention ersetzt wurden, dass Kanten immer von unten nach oben
gerichtet sind.

Auf diese Art entstandene Diagramme von Ordnungsrelationen werden in der Literatur auch als Hasse-
Diagramme bezeichnet.

3.4 Hiillenbildungen

Es sei R eine Relation auf einer Menge A, d.h. R C A x A. Ist R nicht bereits reflexiv, so kann man
aus R eine reflexive Relation R’ gewinnen, indem man alle nicht in R vorkommenden Paare (a,a) zu R
hinzunimmt (fiir ¢ € A); man definiert dementsprechend

R ::RU{(a,a) :aEA}

und nennt R’ die reflexive Hiille von R. (Falls R bereits reflexiv ist, gilt also R’ = R.) Man beachte: Die
Definition ist so abgefasst, dass R’ die kleinste reflexive Relation ist, die R umfasst.
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Entsprechend geht man bei der Definition der transitiven Hiille von R vor: Falls R nicht bereits transitiv
ist, nimmt man zu R Paare (a,c) € A x A derart hinzu, dass eine transitive Relation entsteht. Dabei
beschrénkt man sich allerdings (wie im Fall der reflexiven Hiille) auf diejenigen Paare, deren Hinzunahme
unbedingt notig ist: Gilt beispielsweise (a,c¢) ¢ R und gibt es ein b € A mit (a,b), (b,c) € R, so ist die
Hinzunahme von (a, ¢) zu R unbedingt notig.

a4 @

Ahnlich: Gilt (a,c) ¢ R und gibt es by, by € A mit (a,b1), (b1,b2), (b2, c) € R, so ist die Hinzunahme von
(a,c¢) zu R ebenfalls unbedingt notig.

Allgemein: Es gelte (a,¢) € R und es gebe fiir ein n € N Elemente by, ...,b, € A mit (a,b1), (by,c) € R
sowie (b;,bi+1) € R (i = 1,...,n — 1). Dann ist die Hinzunahme von (a,c) zu R unbedingt nétig, um
eine transitive Relation entstehen zu lassen.

Die so definierte Relation R ist dann tatséchlich transitiv (, wie man sich unschwer {iberlegen kann).
Man beachte ferner, dass obige Definition als Sonderfall, den Fall umfasst, dass a = c¢ gilt: Gilt also
beispielsweise (a, b1), (b1, b2), (b2,a) € R, so folgt (a,a) € R* (und im iibrigen auch (b, b1), (b2, b2) € RT).

by
o

a=c@® ® by
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Die reflezive, transitive Hiille R* von R wird definiert durch R* := RT U {(a,a) : a € A}.

Anstelle von ,transitive Hiille* sagt man auch transitiver Abschluss. (Entsprechend benutzt man auch
die Begriffe reflexziver Abschluss bzw. reflexiver, transitiver Abschluss).

Beispiele:
1. EbselenA—{abcd} und = {(a,b), (b,c),(c,d), (b,d)}. Es folgt Rt = RU {(a,c),(a,d)} und
R* = R* U {(a,a), (b,b), (c,c), (d,d)}.
R: [ ./.\.
a b ¢ d
. .ﬁ.

2. Es seien A = {a,b,c} und R = {(a,b),(b,c),(c,a)}. Es folgt (a,c) € RT, da (a,b),(b,c) € R.
Analog findet man (c,b) € R und (b,a) € R+ Ferner gilt (a,a) € R*, da (a b), (b,c),(c,a) € RT.
Entsprechend findet man (b,b) € R™ und (¢,c) € R*. Also gilt

RT=AxA sowie R*=Ax A.

A
P /@\
A

Die reflexive, transitive Hiille R* einer Relation R C A x A ist eine reflexive, transitive Relation auf
A. Da Relationen mit diesen beiden Eigenschaften recht hiufig auftreten, hat man ihnen einen eigenen
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Namen gegeben: Man nennt eine Relation eine Quasiordnung, wenn sie reflexiv und transitiv ist.

Die reflexive, transitive Hiille R* einer Relation R C A x A braucht aber nicht antisymmetrisch zu sein,
selbst dann nicht, wenn R antisymmetrisch ist (wie das obige Beispiel 2 zeigt). Mit anderen Worten:

Die reflexive, transitive Hiille R* einer beliebigen Relation R ist immer eine Quasiordnung, aber nicht
notwendigerweise eine partielle Ordnung.

Unter bestimmten Umstédnden kann man sich allerdings sicher sein, dass R* doch eine partielle Ordnung
und nicht nur eine Quasiordnung ist: Es liege der Fall vor, dass R keine ,zyklischen Strukturen® der
folgenden Art enthalt:

Dann lisst sich unschwer einsehen (Ubungsaufgabe!), dass R* antisymmetrisch (und somit eine partielle
Ordnung) ist.

In der Graphentheorie nennt man zyklische Strukturen der obigen Art ,gerichtete Kreise der Linge >
2“. Wir konnen unser Ergebnis also auch so aussprechen:

Enthélt der zu R gehorige gerichtete Graph keine gerichteten Kreise der Lange > 2, so ist der reflexive,
transitive Abschluss R* von R eine partielle Ordnung.

3.5 n-stellige Relationen

Wir haben die Menge
AxB:{(a,b):aeA,beB}
kennengelernt; A x B enthélt alle geordneten Paare (a,b) mit a € A und b € B.

Sind nicht nur zwei, sondern drei Mengen A, B, C' gegeben, so definiert man entsprechend:
AxBxC = {(a,b,c);aeA,beB,cec}.
Die Menge A x B x C enthalt alle geordneten Tripel (a,b,c) mit a € A, b€ B, ce C.

Hierzu zwei Beispiele:
1. A={1,2,3}, B={0,1}, C = {2,3}; dann ist

AXBxC = {(1,0,2), (1,0,3), (1,1,2), (1,1,3),
(2,0,2), (2,0,3), (2,1,2), (2,1,3),
(3,0,2), (3,0,3), (3,1,2), (3,1,3)}.

2. A= {u7v7w}, B = {1,2}, C = {u,v,w}; dann ist

AxBxC= {(u,l,u), (u,1,v), (u,1,w), (u,2,u), (u,2,v), (u,2,w),
(v,1,u), (v,1,v), (v,1,w), (v,2,u), (v,2,v), (v,2,w),
(w, L), (w,1,0), (w,1,w), (w,2,0) (,2,0), (w,2,w)}.
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Analog ldsst sich natiirlich auch die Menge A x B x C x D aller geordneten Quadrupel (a,b,c,d) mit
a€ A, be B, ce C,de D definieren; oder die Menge A x B x C x D x E aller geordneten Quintupel
(a,b,c,d,e) mit a € A, be B, ce C,d e D, e € E. Dies fithrt zur folgenden Definition.

Definition.

Fiir n > 2 seien n Mengen Aq, ..., A, gegeben. Die Menge A; x ... x A, aller geordneten n-Tupel der
Mengen Ay, ..., A, wird wie folgt definiert:

Al x ... x A, = {(al,...,an):aieAi fl'irizl,...,n}.

Man nennt A; X ... x A, das kartesische Produkt der Mengen A1, ..., A,, genauer gesagt spricht man
vom n-stelligen kartesischen Produkt. Ist n = 2, so spricht man von einem zweistelligen oder bindren
kartesischen Produkt; dhnlich fir n = 3: dreistelliges oder terndres kartesisches Produkt.

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass es sich um geordnete n-Tupel handelt; es ist z.B. (1,2) # (2,1)
oder (1,2,3) # (3,2,1) oder (1,0,1,0) # (0,0,1,1).

Ist A # B, so gilt immer A x B # B x A. (Beispiel: A = {0,1}, B = {1,2}. Dann gilt (0,1) € A x B
aber (0,1) ¢ B x A; also gilt Ax B# B x A.)

Wie bereits frither erwéhnt, versteht man unter dem 1-stelligen kartesischen Produkt einer Menge A die
Menge A selbst.

Definition.

Gegeben seien Mengen Aq,..., A, (fiir n > 1) und R sei eine Teilmenge des kartesischen Produkts
Ay x ... x Ay, d.h.; es gilt
RCA x...xA,.

Dann nennt man R eine (n-stellige) Relation tiber Ay, ..., A,.

Ist n = 2 (bzw. n = 3), so spricht man von einer bindren (bzw. terndren) Relation. Sind die Mengen
Ay, ..., A, alle gleich, gilt also A; = ... = A,, = A fiir eine Menge A, so spricht man von einer n-stelligen
Relation auf A.

Beispiele. Es sei (wie oben) A = {17273}, B= {O7 1}, C= {273}.

1. Dann ist R = {(1,0,2)7 (1,0,3), (2,1,3), (3,1,2)} eine (ternéire) Relation {iber A, B,C, da R C
A x B x C gilt.

2. Andere Relationen iiber A, B, C:

Ry =0
Ry = {(1.0,3) };
Ry = {(1,0,3), (3,1,3)};

Ry=AxBxC.

3. Rs = {(07 1,3), (1, 1,2)} ist dagegen keine Relation iiber A, B,C, da nicht Ry C A x B x C gilt.
Es gilt aber Rs C B x A x C, und dementsprechend ist R5 eine Relation iiber B, A, C. (Es kommt
in diesem Zusammenhang also sehr auf die Reihenfolge an, in der die beteiligten Mengen genannt
werden!)

Zur Ubung: Fiir die Mengen A, B, C gelte |A| = 3, |B| = 2 sowie |C| = 2.

a) Wie viele Elemente besitzt die Menge A x B x C7

b) Wie viele ternéire Relationen gibt es tiber A, B, C?
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3.6 Grundlegendes iiber Abbildungen (Fortsetzung)

Einiges Grundlegendes {iber Funktionen haben wir bereits im Abschnitt 1.2 behandelt. Dies soll nun um
einige neue Inhalte ergdnzt werden.

Im Folgenden sei f : A — B eine Funktion, A’, A7 und As seien Teilmengen von A und B’, B; und Bs
seien Teilmengen von B.

Definition.

Unter dem Bild von A’ unter f versteht man die folgende Menge:

f(A") = {b € B: Esgibt ein a € A’ mit f(a) = b}.

Definition.

Unter dem Urbild von B’ beziiglich f versteht man die folgende Menge:

(B = {a € A: Es gibt ein b € B’ mit f(a) = b}.

Beispiel. Es sei A = {1,273,4,5} und B = {0, 1,2}; f sei wie folgt definiert:
n |1 2 3 45
fn)]0 0 1 2 1
Es sei A’ ={3,4,5} und B’ = {0,2}. Dann gilt:
Fay = {1,2}
@) = {r24f
'SR 'SR 'SR 'SR
1B
1.\ ;-1 \I B/
|
2@ \\00 : 2@ '\"r\_o_() |
—m -—== N, e
° — o ° 1
A :3 : / 1 : B A :|_3___| I———lJI B
| 4o—t —re2 | 4o T2
'\5_0_/__}/ f(A") 50/
/
&/ — — —

Fiir beliebige Mengen A und B sei f : A — B eine Funktion. Fiir alle Teilmengen A’, A1, A3 C A und
B', B1, By C B gelten die folgenden Beziehungen:

(1) f(A1NAs) C f(A1) N f(A2)

(2) f(A1UAg) = f(A1) U f(A)

(3) f7H(BiNBy) = [ (Bi) N f(Bz)
(4) f7H(B1UBy) = f~1(B1) U f~(Bo)
(5) fH(f(AN) 24

6) f(fH(B"))cB

Exemplarisch fiihren wir den Beweis von (1) vor; die Beweise der iibrigen Beziehungen gehen &hnlich
und werden zum Teil am Ende dieses Abschnitts und in den Ubungen behandelt.
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Nachweis von (1). Es ist zu zeigen, dass fiir jedes b € f(A; N Ay) Folgendes gilt:
be f(A1) N f(A2).

Dies folgt so: Es sei b € f(A; N As). Dann gibt es ein a € A; N Az mit f(a) = b. Da insbesondere a € A,
gilt, folgt b € f(A1); da auch a € A, gilt, folgt b € f(Az). Also gilt b € f(A1)N f(A2). O

Definition.

Sind f: A — B und g : B — C Funktionen, so versteht man unter der Komposition von f und g die
Funktion k£ : A — C, die wie folgt definiert ist:

k(a) = g(f(a)).

Statt ,,Komposition von f und g“ sagt man auch ,, Hintereinanderausfihrung von f und g“. Man bezeichnet
die Komposition von f und g meistens mit g o f (sprich: g nach f). Also:

(g0 f)(a) =g(f(a)).

Beispiel. Es seien A = {1,2,3}, B = {273,4,5} und C = {07 1}. Die Funktionen f und g seien durch
die folgenden Tabellen definiert:

3 b |2
4 g9(b) [ 0

3 45
1 10
Dann ist die Funktion go f : A — C durch die folgende Tabelle gegeben:

a ‘1
(gof)(a) |0

2 3
0 1

Besonders anschaulich wird der Begriff der Komposition durch die Betrachtung der dazugehorigen bi-
partiten gerichteten Graphen (,,Pfeildiagramme):

) ) )
/7.\
' .// 2 \
20— | ’ .\y/
—e 1

1

f 50— | 9
— — —
A B c

Um anhand der Zeichnung festzustellen, worauf ein bestimmtes Element a € A durch g o f abgebildet
wird, braucht man nur den Pfeilen zu folgen: zunéchst dem Pfeil, der von a ausgeht und anschliefsend
dem Pfeil, der von f(a) ausgeht.

Fiir die Hintereinanderausfiihrung von Funktionen gilt das Assoziativgesetz?: Es seien f : A — B,
g:B — Cund h: C — D Funktionen. Dann gilt:

(hog)of=ho(gof).

Aus diesem Grund kann man hier die Klammern weglassen und einfach h o g o f schreiben.

Zwei weitere wichtige Begriffe im Zusammenhang mit Funktionen sind der Begriff der Restriktion und
der Begriff der Umkehrfunktion.

2Man mache sich dies mithilfe von bipartiten gerichteten Graphen klar.
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Definition.

Ist f: A — B eine Funktion und gilt A’ C A, so versteht man unter der Restriktion (oder Einschrdin-
kung) von f auf A’ die Funktion r : A’ — B, die durch r(a) = f(a) (fiir a € A’) definiert wird. Statt r
schreibt man meistens f | ,,.

Fiir alle a € A’ gilt:
(f la)(@) = f(a) .

Definition.

Ist f : A — B eine injektive Funktion, so ldsst sich zu f eine Funktion u : f(A) — A dadurch
definieren, dass man festlegt: Fiir b € f(A) gelte u(b) = a genau dann, wenn f(a) = b gilt. Man nennt
u die Umkehrfunktion von f. Statt u schreibt man f~! fiir die Umkehrfunktion von f.

Fiir alle b € f(A) gilt:

i =a e fla)=t.

Veranschaulichung der Umkehrfunktion:

N Y

—_——_-

o o
o o

~— o — =

~
~

SHIES
~1

—
A

Man erhilt die Umkehrfunktion f~!, indem man die Richtung der Pfeile umkehrt.

Wir kommen noch einmal auf die obigen Aussagen (1)-(6) zuriick. Wir haben bereits gezeigt, dass fiir
alle Ay, Ay € A gilt:
(1) f(A1NAz) C f(A1) N f(A2).

Wir fragen uns, ob fiir alle Ay, As € A immer auch die umgekehrte Beziehung f(A;)Nf(As) C f(A1NA3)
gilt. Die Antwort ist nein, wie man durch Angabe eines Gegenbeispiels erkennt: Es seien A = { ay, as, a3}
und B = {bl,bg}; f sei definiert durch f(a1) = by, f(az) = ba, f(az) = by; es seien Ay = {al,ag}
und Ay = {as,a3} (vgl. Zeichnung). Dann gilt f(A;) = f(A2) = B, also f(A4;) N f(A2) = B sowie
A1 ﬁAQ = {ag}, also f(Al ﬂAg) = {b2}

S
%V A B
A

Fazit: Die Umkehrung von (1) gilt im Allgemeinen nicht, wie wir durch Angabe eines Gegenbeispiels
gezeigt haben. Deshalb kann man in (1) das Zeichen ,,C* nicht durch ,,=* ersetzen.
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Ahnlich wie mit der Aussage (1) verhilt es sich mit der obigen Aussage (5):
(5)  fH(fA) 24

Nachweis, dass diese Aussage immer gilt: Es sei a € A’. Zu zeigen ist a € f_l(f(A’)). Dies folgt so:
Es sei b = f(a). Wegen a € A’ folgt dann b € f(A’), woraus man (wegen f(a) = b) die Behauptung
a € f‘l(f(A’)) erhalt. O

Wir fragen uns wieder, ob auch die umgekehrte Beziehung f~! ( fA )) C A’ immer gilt. Antwort: nein.
Hier ist ein Gegenbeispiel: A = {al,ag}, A = {al}, B = {bl} und f sei definiert durch f(aq) = b;

f(az) (siehe Zeichnung). Dann gilt f(A’) = B und somit f~*(f(4’)) = f~1(B) = 4, d.h., f71(f(4")) é
Al

Fazit: In (5) gilt die umgekehrte Beziehung nicht, und deshalb darf man in (5) das Zeichen ,,0% nicht
einfach durch ,,=" ersetzen.

Abschliefend betrachten wir die folgende Aussage:
(2)  f(A1UAz) = f(A1) U f(A2).

Beweis von (2). (2) setzt sich aus den beiden Teilaussagen
(i) f(A1UA2) C f(A1)U f(A2) und
(i) f(A1) U f(A2) C f(A1 U A)

zusammen, die wir nacheinander beweisen.

Nachweis von (i):

Es sei b € f(A; U Ay). Wir haben zu zeigen, dass dann auch b € f(A4;) U f(A4s) gilt. Dies folgt so: Aus
be f(A1UAy) folgt, dass es ein a € A; U Ay gibt mit f(a) =b. Aus a € A3 U Ay folgt, dass a € Ay oder
a € As gilt. Falls a € A; gilt, so folgt b € f(A1) (wegen f(a) = b); falls a € Ag, so folgt b € f(Az) aus
demselben Grund. Es gilt also b € f(A;1) oder b € f(As), d.h., es gilt b € f(A1) U f(A2).

Nachweis von (ii):

Essei b e f(A1) U f(Az). Wir zeigen, dass dann auch b € f(A; U Ag) gilt: Aus b € (A1) U f(Az) folgt,
dass b € f(Ay) oder b € f(As) gilt. Falls b € f(A;1), so gibt es ein Element a € Ay mit f(a) = b; falls
b e f(As), so gibt es ein a € Ay mit f(a) = b. In jedem der beiden Fille gibt es also ein a € A; U Ag mit
fla) =b,dh. esgilt be f(A UAs). O

Fazit: Anders als bei den Aussagen (1) und (5) gilt im gerade behandelten Fall (2) sowohl die Aussage

f(A1 U Ay) C f(A1) U f(Asg) als auch die umgekehrte Beziehung f(A41) U f(A2) C f(A1 U As). In (2)
konnte deshalb ,,=" geschrieben werden.

Entsprechend verhilt es sich mit (3) und (4). Aussage (6) wird in den Ubungen behandelt.
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4 Graphen

In vielen Bereichen der Informatik treten Strukturen auf, die mithilfe von Graphen dargestellt werden.
In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten Grundbegriffe der Graphentheorie vorgestellt werden.

4.1 Grundlegende Definitionen

Ein ungerichteter Graph G ist ein Paar (V, E), wobei V eine beliebige endliche Menge ist; F ist eine
Menge von zweielementigen Teilmengen von V. Die Elemente von V nennt man die Knoten von G, die
Elemente von F nennt man die Kanten von G.

Graphen lassen sich durch Punkte und Linien veranschaulichen: Man zeichnet die Knoten als Punkte in
die Ebene und stellt die Kanten als Verbindungslinien dar.

Beispiel 1. G = (V, E) mit V = {1,2,3,4,5} wnd E = {{1,2}, {1,3}, {1,5}, {2,3}, {3,4}, {4,5}}.

FEine solche Darstellung ist natiirlich keineswegs eindeutig. Eine andere Darstellung desselben Graphen
ist beispielsweise die folgende:

Bemerkungen zur Terminologie
(1) Anstelle von Knoten sagt man auch Ecke eines Graphen.

(2) Der Buchstabe V steht fiir das englische ,vertex* (Ecke); der Buchstabe E steht fiir das englische
qedge” (Kante).

(3) Anstelle von ,ungerichteter Graph wollen wir auch einfach nur Graph sagen.

Beispiel 2. G = (V. E) mit V = {1,2,3,4} wnd E = {{1,2}, {13}, {1.4}, {2,3}, {2.4}, {3.4}}.

2
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In diesem Beispiel besteht E aus allen zweielementigen Teilmengen von V', d.h., jeder Knoten ist mit
jedem anderen Knoten verbunden. Graphen mit dieser Eigenschaft nennt man vollstindige Graphen.

Vollstdndige Graphen mit n =1,...,5 Knoten:

HA.A@

Beispiel 3. G = (V, E) mit V = 11071)1,1)2,713,1)4 und E = {Uo,vl} {vl,vg} {vg,vg} {vg,v4}}

*—o—0—0—0°
Vo Vi1 V2 U3 U4

Den Graphen aus Beispiel 3 nennt man einen Weg der Lénge 4. Allgemein versteht man unter einem
Weg der Linge n einen Graphen G = (V, E) mit einer Knotenmenge V = {vo, . ,vn} von genau n + 1
verschiedenen Knoten und der Kantenmenge F = {{vi, vi+1} i=0,...,n— 1} (neNU {0})

Wege der Lange n fir n =0, ...,4:

e 6—0 06— —o oo oo oo oo ¢

Beispiel 4. G = (V, E) mit V = {vo,vl,vg,vg} und E = {{vo,vl}, {vl,vg}, {’UQ,U?,}, {vg,vo}}.

U3 Ug
Den Graphen aus Beispiel 4 nennt man einen Kreis der Lénge 4. Allgemein versteht man unter einem
Kreis der Linge n (n > 3) einen Graphen G = (V, E) mit einer Knotenmenge V = {vo, e ,vn_l} von

genau n verschiedenen Knoten und der Kantenmenge E = {{vi, Ui+1} :1=0,...,n— 2} U { {vo, Un—1 } }
Kreise der Léange n fiir n = 3,4,5,6:

AT

Fiir einen Graphen G = (V, E) bezeichnet man die Knotenmenge V auch mit V(G) und die Kantenmenge
E bezeichnet man mit E(G)

Definition.

Ein Graph G’ = (V', E’) heif$t ein Teilgraph von G = (V, E), falls V. C V und E' C E gilt. G’ C G
bedeutet, dass G’ ein Teilgraph von G ist.

Beispiel.

72



Definition.

Ein Graph G heifst zusammenhdngend, falls es in G zu je zwei Knoten v und w einen Weg gibt, der v
und w verbindet.

Beispiel. Ein zusammenhéngender Graph G und ein nicht zusammenhéngender Graph H:
1
I
I
I
| <I—1
|
I
I
I
I %
! H
Definition.

Ein Teilgraph G’ von G wird Zusammenhangskomponente von G genannt, wenn G’ zusammenhéangend
ist und wenn es auker G’ selbst keinen zusammenhéngenden Teilgraphen von G gibt, der G’ enthilt.

Beispiel. Ein Graph mit fiinf Zusammenhangskomponenten:

7> A

Ein Graph heifst ein Baum, falls er zusammenhéngend ist und keinen Kreis enthélt.

Definition.

Beispiel. Die folgenden Graphen G, G5 und G3 sind Bdume; die Graphen G4 und G5 sind keine Béaume.
*—o—0 [ J
G Gs

In der Informatik betrachtet man meistens Badume mit einer Wurzel, d.h., fiir einem bestimmten Knoten
ist festgelegt, dass er die Wurzel des Baumes sein soll.

Definition.

Ist G ein Graph und v ein Knoten von G, so versteht man unter dem Grad von v in G die Anzahl der
Kanten von G, die an v anstofien'. Den Grad von v wollen wir mit d(v) bezeichnen.

Beispiel. G sei der folgende Graph mit Knotenmenge V(G) = {Ul,UQ,Ug,’l}4,U57’()6} und der Kanten-
menge E(G) = {el, €s,..., 610}-

1Sprechweisen: Ist e = {1}1,’[}2} eine Kante von GG, so nennt man v; und vz benachbart oder adjazent. Man
sagt ferner: e stofit an vi (bzw. v2) oder e ist inzident mit v1 (bzw. v2).
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In diesem Beispiel ist d(vi) = 3, d(v2) = 4, d(vs) = 2, d(v4) = 4, d(vs) = 3 sowie d(vg) = 4. Fiir die
Anzahl der Kanten von E(G) gilt |E(G)| = 10. Bilden wir die Summe

6
D d(v) =3+4+2+4+3+4=20,
i=1

so ergibt sich genau die doppelte Kantenzahl. Das kommt daher, dass jede Kante an genau zwei Knoten

6
stofst und daher in der Summe Y d(v;) genau zweimal gezahlt wird.
i=1

Der allgemeine Fall wird im folgenden Satz festgehalten.

Satz 1.
Ist G ein Graph mit der Knotenmenge V(G) = {v1,...,v,} und der Kantenmenge E(G), so gilt

Zd(vi) = 2|E(G)| (4.1)

In Worten besagt Satz 1, dass in jedem Graphen’ die Summe der Knotengrade gleich der doppelten
Kantenzahl ist.

Beweis von Satz 1. Ist e eine Kante von G, so stoft e an genau zwei Knoten, etwa an v; und vy

n
(j # k). Dies bedeutet, dass e genau zweimal einen Beitrag zur Summe Y d(v;) leistet, ndmlich sowohl
i=1

im Summanden d(v;) als auch im Summanden d(v). Mit anderen Worten: e wird in der Summe Z d(v;)
i=1
genau zweimal gez&hlt. Also gilt (4.1). O

Als Folgerung aus Satz 1 erhélt man den folgenden Satz.

Satz 2.

In einem Graphen ist die Anzahl der Knoten ungeraden Grades immer eine gerade Zahl.

Bevor wir Satz 2 beweisen, wollen wir die Richtigkeit der Aussage am letzten Beispiel iiberpriifen: Dort
sind vy, vs3, v4 und vg die Knoten geraden Grades; v; und v sind die Knoten ungeraden Grades. Es gibt
hier also genau zwei Knoten ungeraden Grades.

Beweis von Satz 2. G = (V,E) sei ein beliebiger Graph. Die Knoten von G seien mit vy, ..., v,
bezeichnet und die Bezeichnungen seien so gewahlt, dass {vi 1 <0 < k} die Menge der Knoten
ungeraden Grades und {vi k+1<11 < n} die Menge der Knoten geraden Grades ist (k € {0, e ,n})

Aus Satz 1 folgt
k

S d(w) = 2Bl - Y d(w). (42)

i=1 i=k+1

2Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass der Begriff ,Graph® hier immer in der Bedeutung von ,ungerichteter
Graph benutzt wird.
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Da 2|FE| eine gerade Zahl ist und da d(v;) fiir alle i = k+ 1,...,n eine gerade Zahl ist, ist wegen (4.2)
die Summe Z d(v;) eine gerade Zahl. Da d(v;) fiir alle ¢ = 1,.. .,k eine ungerade Zahl ist, muss also die

Anzahl k der Summanden gerade sein. [J

Einen Knoten vom Grad 1 nennt man Endknoten eines Graphen. Ein Graph mit drei Endknoten:

Fiir Baume gilt folgende einfache Feststellung:

Ist B ein Baum mit mindestens zwei Knoten, so hat B auch mindestens zwei Endknoten. (4.3)

Beweis. Unter allen Wegen in B betrachte man einen Weg W mit moglichst grofser Lange. Der erste
und der letzte Knoten von W sind dann zwei verschiedene Endknoten von B. [

Satz 3.
Fiir alle n > 1 gilt: Ist B = (V, E) ein Baum mit genau n Knoten, so gilt |E| =n — 1.

Beweis von Satz 3 (vollstéindige Induktion).

(I) Induktionsanfang:

Es sei n = 1. Dann besteht B aus einem einzigen Knoten und besitzt keine Kanten. Also gilt die
Behauptung fiir n = 1.

(I1) Induktionsschritt:

Wir setzen jetzt voraus, dass die Behauptung fiir ein festes n € N richtig sei. Wir zeigen, dass sie
dann auch fiir n + 1 gilt. Hierzu sei B’ ein beliebiger Baum mit n + 1 Knoten. Nach (4.3) gibt es
in B’ einen Endknoten v. Lasst man v und die an v anstofende Kante aus B’ weg, so entsteht ein
Baum B mit genau n Knoten. Nach Induktionsannahme hat B genau n — 1 Kanten. Da B’ eine
Kante mehr als B hat, folgt: B’ hat genau n Kanten. Also gilt die Behauptung auch fiir n + 1. O

Oftmals betrachtet man auch Objekte, die sich von Graphen nur dadurch unterscheiden, dass Schlingen
oder Mehrfachkanten vorkommen:

Sind Schlingen und Mehrfachkanten zugelassen, so wollen wir zur besseren Unterscheidung nicht von
einem Graphen, sondern von einem Multigraphen sprechen. Ein Multigraph kann also (muss aber nicht!)
Schlingen bzw. Mehrfachkanten enthalten. (,Multigraph” ist also der allgemeinere Begriff: Jeder Graph
ist ein spezieller Multigraph, ndmlich ein Multigraph ohne Schlingen und Mehrfachkanten.)

Formal kann man den Begriff des Multigraphen wie folgt definieren.

Definition.

Ein Multigraph G ist ein Tripel G = (V, E, f), wobei V und E disjunkte Mengen sind (,Knoten- und
Kantenmenge®) und f eine Abbildung ist, die jedem Element aus E entweder eine zweielementige oder
eine einelementige Teilmenge von V' zuordnet.
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Die Elemente von E, denen eine einelementige Teilmenge von V' zugeordnet wird, heifien Schlingen; wird
zwei verschiedenen Elementen von E dieselbe zweielementige Teilmenge {vl, 1}2} von V zugeordnet, so
spricht man von Mehrfachkanten zwischen v und vs.

Wir haben bereits zuvor den Begriff des Weges eingefiihrt. Hiervon zu unterscheiden sind die Begriffe
der Kantenfolge und des Kantenzugs. Wir erlautern dies zunéchst an einem Beispiel. G sei der folgende
Graph:

(¥ v
2 €9 3
€3
€6
€1 (&rd V4
€4
ér
(%1 2 Vs

Um in G vom Knoten v; zum Knoten v zu gelangen, kann man beispielsweise iiber e; von vy nach vy
gehen, dann iiber e; von vo nach vs, dann {iber e; von vz nach vs und schliefslich iiber e4 von vs nach vy.
Dabei wurde keine Kante mehrfach durchlaufen und kein Knoten wurde mehrfach besucht. Man kénnte
auch (ausgehend von v;) Kanten wie folgt durchlaufen: e;, es, e7, es5, €g, es. Dann hat man zwar lauter
verschiedene Kanten benutzt, aber man hat die Knoten v; und vs mehrfach durchlaufen. Eine dritte
Méoglichkeit, um von vy nach vy zu gelangen: ey, eq, ey, es, €g, €7, e4. Diesmal wurde eine Kante (ndmlich
e7) doppelt durchlaufen.

Diese Beispiele fiihren zur folgenden Definition.

Definition.
Gegeben seien ein Multigraph G mit Knotenmenge V' und Kantenmenge E sowie eine Folge

Vo, €1, V1, €2, Vo, ..., Up_1, €p, Vg ((ENU{O}) (4.4)
mitv; €V (i =0,....,0) unde; € E (i =1,...,70).

(1) Diese Folge heifit Kantenfolge von vy nach vy, falls e; die Knoten v;—; und v; verbindet (fiir
i=1,...,0).

(2) Sind in dieser Kantenfolge alle Kanten e; verschieden, so spricht man von einem Kantenzug von
vo nach vy.

(3) Sind aufierdem alle Knoten v; verschieden, so spricht man von einem Weg von vy nach vy.
(4) Man nennt ¢ die Linge der Kantenfolge (4.4).
(5) Eine Kantenfolge heifit geschlossen, falls vy = v, gilt.

Hinweis. Die Terminologie, die in der Literatur benutzt wird, ist nicht einheitlich. Beispielsweise findet
man oft die Bezeichnungen Pfad fiir Kantenfolge, einfacher Pfad fiir Kantenzug sowie elementarer Pfad
fiir Weg.

In (4.4) ist auch der Fall eingeschlossen, dass ¢ = 0 gilt. In diesem Fall besteht (4.4) nur aus dem Knoten
vo; man nennt (4.4) dann eine t¢riviale Kantenfolge. Ein geschlossener, nichttrivialer Kantenzug wird auch
Zyklus genannt.

4.2 Eulersche Linien und Hamiltonsche Kreise

Wir beginnen mit dem sogenannten Konigsberger Briickenproblem. Die folgende Abbildung zeigt die
Stadt Konigsberg im 18. Jahrhundert mit einem Fluss (der Pregel), vier Landstiicken sowie sieben
Briicken.
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KONINGSBERGA

Eine Frage aus der damaligen Zeit: Ist es mdglich, einen Spaziergang zu machen, bei dem man jede
Briicke genau einmal tiberquert und am Schluss wieder am Ausgangspunkt ankommt?

Konigsberger Biirger stellten diese Frage dem Mathematiker LEONHARD EULER (1707 - 1783), der
sie nach kurzem Uberlegen beantwortete.

In graphentheoretische Terminologie umformuliert lautet die Frage: Besitzt der folgende Multigraph einen
geschlossenen Kantenzug, der alle Kanten durchlauft?

A, B, C' und D seien dabei die vier Landstiicke, wiahrend a, ..., g die sieben Briicken représentieren.

Definition.

G sei ein zusammenhédngender Multigraph. Einen Kantenzug in G nennt man eine Fulersche Linie,
falls er geschlossen ist und sémtliche Kanten von G durchluft.

Den Grad d(v) eines Knoten v in einem Multigraphen definiert man (wie fiir Graphen) als Zahl der
anstoflenden Kanten, wobei Schlingen doppelt gezdhlt werden.

Beispiel:

V2

U1

In diesem Multigraphen gilt d(vy) = 3, d(v2) = 2 und d(vs) = 5.
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G sel ein zusammenhédngender Multigraph. Hat G eine Eulersche Linie L, so gibt es beim Durchlaufen
von L zu jeder Kante, auf der man zu einem Knoten v hingeht, eine andere Kante in L, auf der man von
v wieder weggeht. Sucht man beim Durchlaufen von L den Knoten v genau m mal auf, so gilt d(v) = 2m.
Also:

Hat G eine Eulersche Linie, so muss der Grad jedes Knotens gerade sein. (4.5)

Da beim Konigsberger Briickenproblem der Knoten A (ebenso wie alle anderen Knoten) einen ungeraden
Grad hat, lautet die Antwort auf die Frage des Briickenproblems also: ,Nein®.

In (4.5) haben wir eine Bedingung angegeben, die immer gelten muss, wenn G eine Eulersche Linie hat.
Oder anders ausgedriickt: Schreiben wir (A) fiir die Aussage ,,G hat eine Eulersche Linie“ und (B) fiir
die Aussage ,In G ist der Grad jedes Knotens gerade®, so gilt immer

(A) = (B). (4.6)

Definition.

Gilt fiir zwei Aussagen (A) und (B) die Beziehung (4.6), so nennt man (B) eine notwendige Bedingung
fiir (A).

In unserem Beispiel: Die Bedingung, dass jeder Knoten von G einen geraden Grad hat, ist eine notwendige
Bedingung fiir die Existenz einer Eulerschen Linie in G.

Wir werden unten sehen, dass auch die Umkehrung von (4.5) richtig ist: Wenn in G der Grad jedes
Knotens gerade ist, so hat G immer eine Eulersche Linie (vgl. Satz 4). Mit unseren obigen Bezeichnungen

gilt also auch:
(4) < (B) . (4.7)

Definition.

Gilt fiir zwei Aussagen (A) und (B) die Beziehung (4.7), so nennt man (B) eine hinreichende Bedingung
fir (A).

Satz 4.

Fiir jeden zusammenhéngenden Multigraphen G gilt: G hat genau dann eine Eulersche Linie, wenn
der Grad jedes Knotens gerade ist.

Beweis von Satz 4. G sei ein zusammenhéngender Multigraph. Dass der Grad jedes Knotens gerade
sein muss, wenn G eine Eulersche Linie hat, wurde bereits in (4.5) festgestellt. Umgekehrt zeigen wir
nun:

Hat jeder Knoten in G einen geraden Grad, so hat G eine Eulersche Linie. (4.8)

Wir setzen m = |E(G)|. Der Beweis von (4.8) erfolgt mit Induktion nach m.

(I) Induktionsanfang:

Ist m = 0 (d.h., G hat keine Kanten), so gilt |[V(G)| = 1 (wegen des Zusammenhangs von G);
G besteht also nur aus einem einzigen Knoten vg. Dann hat G selbstverstédndlich eine Eulersche
Linie, ndmlich die triviale Eulersche Linie, die nur aus vg besteht.

(IT) Induktionsschritt:

Es sei nun m > 1. Wir nehmen an (Induktionsannahme), dass die Behauptung (4.8) fiir alle G
mit weniger als m Kanten richtig ist. Wir haben zu zeigen, dass (4.8) dann auch fiir alle G mit m
Kanten richtig ist.

Sei G also ein zusammenhéngender Multigraph mit |E(G)| = m, in dem jeder Knoten einen gera-
den Grad hat. Man konstruiert nun ausgehend von einem beliebigen Knoten vy einen Kantenzug
Z, indem man nach der folgenden Regel vorgeht:

Steht man auf einem Knoten v; und gibt es eine Kante e, die an v; stéfst und die man
noch nicht durchlaufen hat, so wéhlt man eine solche Kante e beliebig und lduft iiber (%)
e zum néchsten Knoten. Diesen Knoten nennt man v;1.
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Kann der Kantenzug Z nicht fortgesetzt werden, so steht man auf dem Anfangsknoten vy, denn:
Steht man auf einem Knoten v; # vp, so hat man bisher eine ungerade Zahl von Kanten, die an
v; stofen, durchlaufen. Da aber d(v;) eine gerade Zahl ist, hat man noch mindestens eine Kante
zur Verfiigung, auf der man v; wieder verlassen kann.

Der konstruierte Kantenzug Z ist also ein geschlossener Kantenzug. Enthéalt Z alle Kanten von G,
so ist Z eine Eulersche Linie und man ist fertig. Andernfalls bildet man den Multigraphen G, der
aus G dadurch entsteht, dass man alle Kanten von Z aus G weglésst.

In G’ hat jede Ecke einen geraden Grad. (Warum? Man gebe eine Begriindung!)

G’ muss nicht zusammenhéngend sein; es seien etwa G, ..., G'. die Zusammenhangskomponenten
von (. Es gilt
|E(G")] < |E(G)] =m.

Folglich gilt also auch fiir jedes G}:
|E(G)] < m.

Wir konnen also die Induktionsannahme auf jedes G anwenden und erhalten, dass jedes G eine
Eulersche Linie L; besitzt (i = 1,...,7). Da G zusammenhingend ist, hat jede dieser Eulerschen
Linien L; mindestens einen Knoten mit Z gemeinsam. Man kann daher die Eulerschen Linien L1,
.+, Ly mit Z zu einer Eulerschen Linie L von G zusammenfiigen. (Wie dieses Zusammenfiigen im
Detail erfolgen kann, wird aus dem nachfolgenden Beispiel klar werden.) O

Beispiel zum Beweis von Satz 4.

In diesem Graphen G hat jede Ecke geraden Grad. Man starte in dem Knoten 1 und konstruiert den
Kantenzug Z nach der Regel (), d.h., man lduft immer (falls moglich) auf einer beliebigen, noch nicht
benutzten Kante zum néchsten Knoten. Die Reihenfolge, in der Z die Knoten besucht, ist also beispiels-
weise 1, 2, 3, 4, 1, 6, 5, 8, 1. Nimmt man die durchlaufenen Kanten aus G heraus, so entsteht folgender
Graph G’:

10 ° G, 11
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G’ besteht aus fiinf Komponenten G/, ..., GL. In G} gibt es die Eulersche Linie L;: 2, 9, 8, 10, 2 und in
% gibt es die Eulersche Linie Lo: 4, 7, 6, 11, 4.

3

Setzt man Z, L; und Ls zusammen®, so erhilt man in G die Eulersche Linie L:

1,2 0,8, 10,2 3,4, 7,6, 11, 4, 1, 6, 5, 8, 1.

Der obige Beweis von Satz 4 enthélt ein Verfahren, wie man in einem Multigraphen, in dem jeder Knoten
einen geraden Grad hat, eine Eulersche Linie auch tatséchlich finden kann.

Definition.

G sei ein Graph und C sei ein Kreis in G. Man nennt C' einen Hamiltonschen Kreis, wenn C sdmtliche
Knoten von G enthilt.

Beispiel 1. Gegeben sei der folgende Graph G:

1 2

Durch 1, 5, 6, 2, 3, 7, 8, 4, 1 wird ein Hamiltonscher Kreis von G beschrieben.
Zur Ubung: Hat der folgende Graph einen Hamiltonschen Kreis?

Ist G = (V, E) ein Graph und A C V eine Teilmenge der Knotenmenge, so bezeichnet man mit G — A
den Graphen, der entsteht, wenn man alle Knoten v € A und alle mit diesen Knoten inzidenten Kanten
entfernt.

Die Anzahl der Komponenten® eines Graphen G sei mit ¢(G) bezeichnet.

3Die Komponenten G; (i = 3,4,5) haben triviale Eulersche Linien L; (i = 3,4,5). Diese braucht man beim
Zusammensetzen natiirlich nicht zu bertiicksichtigen.
4Statt Zusammenhangskomponente sagt man auch einfach Komponente.
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Beispiel 2. Gegeben sei der folgender Graph G mit 9 Knoten:

1 2

Es sei A = {4, 5, 6}. Dann gilt ¢(G — A) = 4; der Graph G — A besteht nédmlich aus dem Dreieck, das
durch 7, 8 und 9 gebildet wird sowie aus den 3 isolierten Knoten 1, 2 und 3.

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Hamiltonschen Kreises liefert der folgende Satz.

Satz 5.

Hat ein Graph G einen Hamiltonschen Kreis, so gilt fiir jede nicht leere Teilmenge A der Knotenmenge
von G:

(G — A) < |A.

Beweis von Satz 5. Fiir jeden Kreis C gilt offenbar: Entfernt man aus C' genau k Knoten fiir £ > 1
sowie die mit diesen Knoten inzidenten Kanten, so zerfillt C' in hochstens k& Komponenten. Hat ein
Graph G einen Hamiltonschen Kreis H, so gilt demnach fiir jedes nichtleere A C V(G):

c(H — A) < |A.

Da H ein Teilgraph von G ist, der alle Knoten von G enthilt, gilt ¢(G — A) < ¢(H — A) und somit auch
c(G-A) <AL O

Aus Satz 5 folgt, dass der Graph aus Beispiel 2 keinen Hamiltonschen Kreis haben kann, da (wie oben
bereits festgestellt) fir A = {4, 5, 6} gilt: ¢(G — A) = 4.

Ist die Bedingung aus Satz 5 auch hinreichend fiir die Existenz eines Hamiltonschen Kreises? Die Antwort
ist nein. Dies kann man beispielsweise durch die Betrachtung des folgenden Graphen erkennen:

Dieser Graph G erfiillt die Bedingung, dass ¢(G — A) < |A] fiir alle nichtleeren A C V/(G) gilt; trotzdem
hat G keinen Hamiltonschen Kreis. (Ubungsaufgabe: Man mache sich klar, dass dies tatséchlich so ist!)

Wir betrachten die folgende Bedingung:

(G — A) < |A| fiir alle nichtleeren A C V(G) (%)
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Wir konnen feststellen: Die Bedingung (*) ist zwar notwendig, aber nicht hinreichend fiir die Existenz
eines Hamiltonschen Kreises. Man kennt andere Bedingungen, die ebenfalls notwendig, aber nicht hin-
reichend fiir die Existenz eines Hamiltonschen Kreises sind. Umgekehrt kennt man auch hinreichende
Bedingungen, die allerdings nicht notwendig sind.

Ein entscheidender Unterschied zwischen dem Problem der Eulerschen Linie und dem Problem des Ha-
miltonschen Kreises: Wihrend gekldrt ist, welche Graphen eine Eulersche Linie haben und welche nicht
(vgl. Satz 4), ist die entsprechende Frage fir Hamiltonsche Kreise ein ungelostes Problem.

Ein weiterer Unterschied: Es gibt effiziente Algorithmen, mit denen man fiir jeden beliebigen Graphen
G entscheiden kann, ob G eine Eulersche Linie besitzt und die, falls vorhanden, eine Eulersche Linie von
G liefern®. Entsprechendes kennt man fiir Hamiltonsche Kreise nicht®.

4.3 Gerichtete Graphen

Ein gerichteter Graph (oder Digraph) G ist ein Paar (V, E), wobei V eine beliebige endliche Menge ist;
E ist eine Relation auf V, d.h., F C V x V. Die Elemente von V nennt man die Knoten von G, die
Elemente von E heifen Kanten von G. Eine Kante der Form (v, v) nennt man Schlinge.

Wie schon in Abschnitt 3.1 dargelegt, kann man jeden gerichteten Graphen G durch eine Matrix darstel-
len. Diese Matrix heifst Adjazenzmatriz von G. Die Adjazenzmatrix von G ist nur bis auf die Reihenfolge
ihrer Zeilen und Spalten eindeutig bestimmt. Daneben spielt die Darstellung eines gerichteten Graphen
durch Nachbarschaftslisten eine grofse Rolle.

Beispiel. G = (V, E) sei der folgende gerichtete Graph:
1 3 4

A0

Darstellung von G durch eine Adjazenzmatrix und durch Nachbarschaftslisten:

1 23 45
oo L
210 1 0 1 54
3/0 0010 L
410 0 0 0 0 :
500 01 01 5: 3,5

Im Ubrigen sind diese Darstellungsformen auch fiir ungerichtete Graphen méglich, da sich jeder unge-
richtete Graph als ein gerichteter Graph auffassen ldsst, bei dem zu jeder Kante (x,y) auch die Kante
(y,x) vorhanden ist.

Beispiel. Ein ungerichteter Graph G und der zu G gehorende gerichtete Graph:

2 3 2 3
o e
o e
1 4 1 4

5Siehe Beweis von Satz 4 und die an diesen Beweis anschlieRende Bemerkung.

SWir erwdhnen in diesem Zusammenhang, ohne dies niher zu erldutern, dass es sich bei dem Entscheidungs-
problem HAMILTONSCHER KREIS (Eingabe: Ein Graph G; Frage: Hat G einen Hamiltonschen Kreis?) um
ein sogenanntes NP-vollstédndiges Problem handelt.
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Darstellung von G durch eine Adjazenzmatrix und durch Nachbarschaftslisten:

|12 3 4 1: 2,3,4
1[0 1 1 1 5. 13
2110 1 0 C

3: 1,2,4
3111 0 1 L 13
4110 1 0 T

Zusatz. Die folgende Variante zur Darstellung eines gerichteten Graphen ist ebenfalls iiblich, da sie
fiir zahlreiche Algorithmen giinstig ist. Man speichert zu jedem Knoten v nicht nur eine, sondern zwei
Nachbarschaftslisten: eine Liste, die (wie zuvor) alle Knoten angibt, zu denen eine gerichtete Kante von v
hinfiihrt, und aufferdem noch eine Liste, in der alle Knoten aufgefiihrt werden, von denen eine gerichtete
Kante zu v fiihrt.

Viele Begriffe, die wir zuvor fiir ungerichtete Graphen kennengelernt haben, lassen sich ganz dhnlich auch
flir gerichtete Graphen definieren. Dies gilt beispielsweise fiir Begriffe wie , Kantenfolge®, , Kantenzug",
~Weg* oder , geschlossene Kantenfolge*.

Definition.

Gegeben sei ein gerichteter Graph G = (V, E') sowie eine Folge
Vo, €1, V1, €2, V2, ..., Ur—1, €, V¢ (‘ee NU{O}) (49)
mitv; €V (i=0,....,0) unde; € E (i =1,...,0).

(1) Diese Folge heiftt gerichtete Kantenfolge von vg nach vy, falls (fir i =1,...,¢) ¢; = (vi_l,vi) gilt,
d.h., e; ist eine gerichtete Kante von v;_; nach v;.

(2) Sind in dieser Kantenfolge alle Kanten verschieden, so spricht man von einem gerichteten Kanten-
2ug.

(3) Sind aufierdem alle Knoten verschieden, so spricht man von einem gerichteten Weg.

(4) Eine gerichtete Kantenfolge heifst geschlossen, falls vg = vy gilt.

Alternative Terminologie: Pfad, einfacher Pfad, elementarer Pfad bzw. Zyklus’.

Viele Begriffe fiir ungerichtete Graphen, wie z.B. ,Lénge eines Pfades”, lassen sich unmittelbar auf ge-
richtete Graphen iibertragen; in solchen Fillen wollen wir die Ubertragung nicht explizit auffithren. Neue
Aspekte ergeben sich allerdings bei der Ubertragung der Begriffe ,Grad eines Knotens® und ,Zusammen-
hangskomponente®.

Im Gegensatz zu ungerichteten Graphen unterscheidet man bei gerichteten Graphen zwischen dem Innen-
und dem Aufengrad:

e Der Innengrad d~(v) eines Knotens v ist die Anzahl der Kanten, die zu v hinfiihren.
e Der Aufengrad d*(v) eines Knotens v ist die Anzahl der Kanten, die von v wegfiihren.

Beispiel:

~.
TN

Hier gilt d™ (v) = 4 und d*(v) = 3.

"Man lisst hier das Adjektiv ,gerichtet® weg. Da fiir gerichtete Graphen diese Terminologie weniger umsténdlich
ist, werden wir sie ab jetzt benutzen. Ein Zyklus ist ein geschlossener, gerichteter Kantenzug mit mindestens
zwei Kanten.



Nun zur Ubertragung des Begriffs der Zusammenhangskomponente. Bei gerichteten Graphen unterschei-
det man zwischen ,schwach zusammenhéngend“ und ,stark zusammenhéngend“ bzw. zwischen ,schwachen
Komponenten* und ,starken Komponenten®.

In den folgenden Definitionen sei G stets ein gerichteter Graph.

Definition.

Unter dem G zugrunde liegenden ungerichteten Graphen G, versteht man den Graphen mit derselben
Knotenmenge wie G und der Kantenmenge

E(G,) = {{:c,y} : (z,y) € E(G) oder (y,z) € E(G), = # y}

v

G

Beispiel:

Definition.

G heifst schwach zusammenhdngend, falls G, zusammenhéngend ist.

Definition.

Ein schwach zusammenhéngender gerichteter Graph G’ C G wird schwache Komponente von G ge-
nannt, falls es aufler G’ selber keinen schwach zusammenhingenden Teilgraphen von G gibt, der G’
enthalt.

Beispiel fiir einen gerichteten Graphen G mit drei schwachen Komponenten (Man begriinde, dass dies
tatséchlich so ist!):

/_\ /\
o——o0 o e e
° °
.v. o

Definition.

G heilt stark zusammenhdngend, falls es in G fiir je zwei Knoten v und w einen Pfad P; von v nach
w und einen Pfad P, von w nach v gibt.

Definition.

Ein stark zusammenhéngender gerichteter Graph G’ C G wird starke Komponente von G genannt,
falls es aufler G’ selber keinen stark zusammenhingenden Teilgraphen von G gibt, der G’ enthilt.

84



Beispiel. Ein gerichteter Graph G und der zugrundeliegende ungerichtete Graph G,,:

@ 2 3 1 2 3
° ° I ° V
1@ ® ®6 i@ o6
5 5
7e Im 7 ® 10
o e *———o
8 9 8 9

G Gy

G ist schwach zusammenhéngend, da G, zusammenhéngend ist. G ist nicht stark zusammenhéngend, da
es beispielsweise keinen Pfad von 3 nach 1 gibt. G hat vier starke Komponenten; diese werden von den
Knotenmengen {1}, {273,5,6, 10}, {4} und {7,8,9} gebildet:

2 3
[ J
Q o o e e =
1 5 6 10 4 7 8 9

4.4 Baume

Da in Biichern iiber Algorithmen und Datenstrukturen Baume meist sehr ausfiihrlich behandelt werden,
wollen wir uns hier auf weniges beschréanken.

Zur Erinnerung: Ein Baum ist ein kreisloser, zusammenhéngender Graph. In Satz 3 und in (4.3) haben
wir schon erste Resultate fiir Bdume festgehalten. Dariiber hinaus gilt:

In einem Baum sind je zwei Knoten durch genau einen Weg verbunden. (4.10)

Der Beweis von (4.10) sei als Ubungsaufgabe empfohlen.

Im Folgenden sei B = (V, E) immer ein Baum, bei dem ein fester Knoten w als Wurzel ausgezeichnet
ist. Wir wollen jetzt B als einen gerichteten Graphen auffassen, bei dem alle Kanten von der Wurzel
weg gerichtet sind. Ist (bei dieser Orientierung der Kanten von B) eine Kante von v nach v’ gerichtet,
so nennt man v den Vater von v’; v/ heift der Sohn von v. Ein Knoten, der keine Sohne hat, heif$t ein
Blatt.

Beispiel
Stufe 0: + Wurzel von B
Stufe 1: + Vater von v’
Stufe 2: < Sohn von v
Stufe 3:
Stufe 4:
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Insgesamt gibt es in diesem Beispiel acht Bléatter (z.B. a und b). Ein Knoten, der kein Blatt ist, heifit
innerer Knoten. Unter dem Grad von B versteht man die grofite Zahl s, fiir die es in B einen Knoten v
mit s Séhnen gibt®. Ein Baum vom Grad 2 bzw. 3 heifit bindrer bzw. terndrer Baum. Hat jeder innere
Knoten dieselbe Zahl s von S6hnen, so heifft B reguldr. Hat der (nach (4.10) eindeutig bestimmte) Weg
von der Wurzel w zum Knoten v die Lange ¢, so sagt man, dass v auf Stufe ¢ liegt und dass der Abstand
von v zur Wurzel gleich £ ist. Die grofste Stufe eines Knotens von B heiftt die Héhe von B. Der Baum
aus obigem Beispiel hat also die Hohe 4.

Wir wollen uns jetzt bindre regulidre Baume noch etwas genauer ansehen. In einem reguléren binédren
Baum hat jeder innere Knoten genau zwei S6hne; bezeichnen wir mit d(v) den Grad des Knoten v, so
gilt d(w) = 2 fiir die Wurzel w, d(v) = 3 fiir alle inneren Knoten v # w und d(v) = 1 fiir alle Blétter. Es
folgt:

Ist B ein regulérer, bindrer Baum mit genau n Knoten,

1 _ (4.11)
so hat B genau nt Blatter und genau n innere Knoten.
Beweis. Ist p die Zahl der Blétter, so folgt nach den Sétzen 1 und 3, dass
24 (n—-1-p)-3+p=2(n—1)
gilt. Hieraus folgt p = "T'H Die Zahl der inneren Knoten ist dann n — p = ”T_l O
Abschliefend wollen wir noch Folgendes festhalten:
shtl 1
B sei ein Baum vom Grad s > 2 mit Hohe A. Dann hat B hochstens —~—1 Knoten. (4.12)

Beweis. In Stufe 0 hat B genau s° = 1 Knoten (nimlich die Wurzel), in Stufe 1 hat B hochstens s
Knoten, in Stufe 2 hat B hochstens s?> Knoten, ... und in Stufe A hat B héchstens s” Knoten. Also hat

h .
B insgesamt hochstens > s* Knoten. Nach der geometrischen Summenformel gilt:
i=0
h ) h+1 _ 1
>e="10 g
‘ s—1

4.5 Breiten- und Tiefensuche

Wir betrachten in diesem Abschnitt ungerichtete Graphen. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass alle
Uberlegungen (bei Vornahme der notigen Anderungen) fiir gerichtete Graphen auf dhnliche Art durch-
fiihrbar sind.

4.5.1 Einfiihrung: das grundlegende Schema

Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und a sei ein fest gewiihlter Knoten; es soll herausgefunden
werden, welche Knoten von a aus erreichbar sind, d.h., zu welchen Knoten v es in G einen Weg von a
nach v gibt. Mit anderen Worten: Es sollen die Knoten bestimmt werden, die in derselben Zusammen-
hangskomponente wie a liegen. Ist G ein kleiner Graph, der in Form einer Zeichnung vorliegt, so ist dies
meist leicht zu erkennen. Etwas schwieriger ist die Sache, wenn G ein gréfserer Graph ist, der in der
Form von Nachbarschaftslisten gegeben ist: Dann kommt es vor allem darauf an, dass man systematisch
vorgeht.

8Mit anderen Worten: Orientiert man (wie angenommen) alle Kanten von der Wurzel weg, so ist s der AuRengrad
von v.
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Einen Knoten, von dem wir bereits festgestellt haben, dass er von a aus erreichbar ist, wollen wir markiert
(engl. labelled) nennen. Am Anfang der zu beschreibenden Verfahren ist immer nur der Startknoten a
markiert. In den anschliefsenden Schritten wird nach dem folgenden Schema vorgegangen.

Grundlegendes Schema.

Solange es Kanten gibt, die einen bereits markierten Knoten z mit einem unmarkierten Knoten y
verbinden, wihle man eine solche Kante e = {x, y} aus und markiere den Knoten y.

Man beachte, dass in einem solchen Markierungsprozess bereits markierte Knoten stets markiert bleiben.

In jedem Schritt kann es natiirlich mehrere Kanten e geben, die einen markierten Knoten mit einem
unmarkierten Knoten verbinden. Es stellt sich die Frage, wie e auszuwahlen ist. Grob gesagt bieten
sich zwei Moglichkeiten an: Man arbeitet ,in die Tiefe* oder ,in die Breite“. Die erste dieser beiden
Moglichkeiten ist unter dem Namen Tiefensuche (engl. depth-first search, kurz: DFS) bekannt, die zweite
unter dem Namen Breitensuche (breadth-first search, kurz: BFS).

Die Tiefensuche ist, wie wir noch sehen werden, eng mit der Datenstruktur eines Stapels (engl. stack)
verbunden; eine entsprechende Rolle fiir die Breitensuche spielt die Datenstruktur einer Warteschlange
(engl. queue).

4.5.2 Tiefensuche (DFS)

Wie zuvor sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und a sei ein fest gewéhlter Knoten (Startknoten).
Die Tiefensuche lésst sich als ein Verfahren beschreiben, bei dem ein Baum 7" mit Wurzel a konstruiert
wird; man lasst T' schrittweise wachsen, wobei T" am Anfang nur aus a besteht und in jedem Schritt
genau ein Knoten und genau eine Kante hinzukommen. Die markierten Knoten sind dabei immer genau
die Knoten von T

Im Einzelnen geht man wie folgt vor: Man bezeichnet in jedem Schritt einen bestimmten Knoten z von T
als den aktuellen Knoten. Man stellt sich dabei vor, dass man sich ausgehend von a entlang von Kanten
in G bewegt: Der aktuelle Knoten ist dann immer derjenigen Knoten, auf dem man sich gerade befindet.
Erreicht man einen neuen Knoten, so markiert man ihn und nimmt ihn in 7" auf.

Am Anfang, wenn T nur aus a besteht, ist x = a der aktuelle Knoten und a ist als einziger Knoten
markiert. Bei der Beschreibung des allgemeinen Schritts sind drei Félle zu unterscheiden:

e Falls es einen unmarkierten Knoten y gibt, der zum aktuellen Knoten = benachbart ist, so wihlt
man ein solches y und fiigt y zusammen mit der Kante {x,y} zu T hinzu; aufserdem markiert
man y und ernennt y zum neuen aktuellen Knoten. Einen solchen Schritt bezeichnet man als

Vorwdrtsschritt (engl. ADVANCE-Step).

e Falls es keinen unmarkierten Knoten y gibt, der zum aktuellen Knoten x benachbart ist, und falls
aulierdem x # a gilt, so geht man zurick zum Vorgdnger x’ von x in T: x’ ist der Knoten von T', iiber
den man in einem fritheren Vorwértsschritt zu = gelangt ist”. Man wdhlt ' als den neuen aktuellen
Knoten. Einen solchen Schritt bezeichnet man als Rickwdrtsschritt (engl. BACKTRACK-Step).

e Falls es keinen unmarkierten Knoten y gibt, der zum aktuellen Knoten x benachbart ist, und falls
auflerdem x = a gilt, so ist weder ein Vorwérts- noch ein Riickwértsschritt moglich: In diesem Fall
stoppt der Algorithmus.

Nach jedem Vorwiérts- bzw. Riickwértsschritt wiederholt man die beschriebene Vorgehensweise mit dem
neuen aktuellen Knoten. Offensichtlich kann es insgesamt nur endlich viele Vorwértsschritte geben, da
T in jedem Vorwartsschritt wachst. Daraus ergibt sich, dass es auch nur endlich viele Riickwértsschritte
geben kann, da der Abstand des aktuellen Knotens in T zur Wurzel a bei einem Riickwéartsschritt
abnimmdt.

Das beschriebene Verfahren, das wir DFS- Verfahren nennen wollen, bricht also nach endlich vielen Schrit-

9Da wir den Baum T als einen Baum mit Wurzel a ansehen, kénnen wir z’ auch als den Vater von z in T
bezeichnen.

87



ten ab. Den am Ende des DFS-Verfahrens erhaltenen Baum wollen wir mit 7' bezeichnen.
Behauptung: T enthilt genau die Knoten, die in G von a aus erreichbar sind.

Bevor wir dies beweisen, schauen wir uns ein Beispiel an; G sei der folgende Graph mit V(G) =

{avbvca daevf7gvhvi}:
d g
m b( | X
&
f a c e h

Dass ein Knoten markiert ist, deuten wir durch einen Kreis um diesen Knoten an; am Anfang ist nur
a markiert. Gibt es mehrere Mdoglichkeiten, einen Nachbarn auszuwdhlen, so richten wir uns nach der
alphabetischen Reihenfolge.

Man stellt sich vor, dass man sich in G bewegt. Am Anfang steht man auf a; danach besucht man
den Knoten ¢, den man markiert und in 7" aufnimmt; die Richtung, in der man dabei die Kante {a, c}
durchlauft, deuten wir durch einen Pfeil an:

d g
m b I |
S —
f a C e h
Nach zwei weiteren Schritten ergibt sich die folgende Situation:
d g
A b @ '
S — &
f a c 2 h

Nun findet zum ersten Mal ein Riickwértsschritt statt: Man lauft von e aus zuriick zu d; dies wird in der
folgenden Zeichnung dargestellt:

d g
b@i

{59

f a C ¢ h
Danach geht es weiter zu f:

d g

{59
f a c 2 h
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Anschlieffend finden nur noch Riickwértsschritte statt: Man lauft zuriick nach d, dann nach ¢ und schliefs-
lich nach a, wo das Verfahren stoppt.

Erreicht wurden also die Knoten a, ¢, d, e und f, wihrend b, g, h und i nicht erreicht wurden. Der
erhaltende Baum 7', den man iibrigens DFS-Baum nennt, sieht wie folgt aus:

R d
T
f a c e

Eine etwas andere Darstellung des DFS-Baums ist ebenfalls iiblich: Man hebt die Wurzel a hervor und
orientiert alle Kanten von a weg.

@®——eo

[ J
f a

Y J

Wir betrachten nun wieder den allgemeinen Fall und kommen zum Beweis der oben gemachten Behaup-
tung, dass T genau die Knoten enthélt, die in G von a aus erreichbar sind.

Beweis. Jeder Knoten von 7 ist in G von a aus erreichbar: Dies ist klar, da T zusammenhangend ist
und den Knoten a enthélt.

Es sei nun umgekehrt b ein Knoten von G, der von a aus in G erreichbar ist. Dann gibt es in G also
einen Weg
a=vg,...,0p =0,

der von a nach b fithrt. Wir nehmen an, dass b nicht in T liegt, und fithren diese Annahme zum Wider-
spruch.

Daain T liegt, b aber laut Annahme nicht, muss es einen Index i € {0, N 1} geben, fiir den gilt:
v; ist in f, aber v;41 nicht.

Da v; in T vorkommt, muss v; mindestens einmal der aktuelle Knoten im DFS-Verfahren gewesen sein.
Wir betrachten nun den Schritt, in dem v; zum letzten Mal der aktuelle Knoten gewesen ist.

Einerseits muss dies ein Vorwértsschritt von v; zu einem anderen Knoten gewesen sein, da es mit v; 1
einen unmarkierten Nachbarn von v; gibt. (Man beachte: Da v;1+1 nicht in T ist, ist v;; wihrend des
gesamten Verfahrens unmarkiert geblieben.)

Andererseits ist es aber unmoglich, dass dieser Schritt ein Vorwértsschritt gewesen ist. Da das DFS-
Verfahren in a endet und da Riickwértsschritte nur entlang der Kanten von T erfolgen, muss es nach
jedem von v; ausgehenden Vorwértsschritt spater noch einmal einen Riickwértsschritt geben, bei dem v;
ein weiteres Mal besucht wird. Der Knoten v; ist also noch ein weiteres Mal der aktuelle Knoten. Dieser
Widerspruch beweist unsere Behauptung. [

Eine verbreitete Art, das DFS-Verfahren durchzufiihren, besteht darin, mit einem Stapel (engl. stack)
zu arbeiten. Ein Stapel ist eine Datenstruktur, deren Elemente linear geordnet sind; das grofste Element
beziiglich dieser linearen Ordnung wird oberstes Element genannt. Folgende Operationen sind zuléssig:

e Hinzufiigen eines neuen Elements zum Stapel, wobei das neue Element oberstes Element des Sta-
pels wird. (,Das neue Element wird auf den Stapel gepackt.®)

e Entfernung des obersten Elements.
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Ein Stapel kann auch leer sein; in diesem Fall besitzt er natiirlich kein oberstes Element.

Unter Verwendung eines Stapels ldsst sich das DFS-Verfahren wie folgt darstellen, wobei wir auf die
explizite Angabe des Baums T verzichten.

DFS(G, a).

1. Initialisierung: Anfangs sei nur der Knoten a markiert und der Stapel S enthalte nur a.

2. Solange S # () gilt: Es sei z das oberste Element von S. Falls es in G einen unmarkierten Nachbarn
y von z gibt, so wihle man ein solches y, markiere y und lege es auf den Stapel S; andernfalls
entferne man x von S.

Wir illustrieren DFS(G, a) anhand des bereits oben betrachteten Beispiels. Die Elemente des Stapels S
werden dabei nicht untereinander geschrieben, sondern nebeneinander; das oberste Element steht immer
rechts.

Es ergibt sich der folgende Verlauf:

Stapel S | markiert und in S aufgenommen | aus S entfernt
a

a,c
a,c,d
a,c,d,e
a,c,d —
a,c,d, f f
a,c,d —
a,c —
a _

1] _

o o e

9y

Q0 QU |

4.5.3 Breitensuche (BFS)

Ein wesentlicher Unterschied zwischen der Breitensuche (BFS) und der Tiefensuche (DFS) ist der fol-
gende: In DFS fiihrt man einen Vorwértsschritt durch, wann immer dies moglich ist; deshalb kann es
vorkommen, dass man den aktuellen Knoten x verlasst, obwohl noch Nachbarn von x unmarkiert sind.
Derartiges kann bei der Durchfiihrung von BFS nicht geschehen: In BFS bleibt ein Knoten x solange
der aktuelle Knoten, bis alle seine Nachbarn markiert sind. Deshalb sind Riickwértsschritte in BF'S nicht
notig.

Die Breitensuche lésst sich ebenfalls als ein Verfahren beschreiben, in dem man einen Baum T mit Wurzel
a schrittweise wachsen lasst; die markierten Knoten sind dabei wieder genau die Knoten von T und es
gibt in jedem Schritt einen bestimmten Knoten = € T, der aktueller Knoten genannt wird. Am Anfang
besteht T' nur aus a, x = a ist der aktuelle Knoten und a ist als einziger Knoten markiert. Bei der
Beschreibung des allgemeinen Schritts sind auch diesmal wieder drei Fille zu unterscheiden:

e Falls es einen unmarkierten Knoten y gibt, der zum aktuellen Knoten = benachbart ist, so fiigt
man ein solches y zusammen mit der Kante {x,y} zu T hinzu und markiert y. Im Gegensatz zu
DF'S bleibt x jedoch am Ende eines solchen Schritts der aktuelle Knoten.

e Falls es keinen unmarkierten Knoten y gibt, der zum aktuellen Knoten x benachbart ist, und falls
es aullerdem einen Knoten z’ von T gibt, der zu einem unmarkierten Knoten benachbart ist, so
wahlt man unter allen derartigen Knoten z’ denjenigen aus, der bereits am langsten in T ist. Dieses
x' ernennt man zum neuen aktuellen Knoten.

e Liegt weder die Voraussetzung des ersten noch des zweiten Falls vor, so stoppt der Algorithmus.

Man iteriert die beschriebenen Anweisungen mit dem jeweils aktuellen Knoten. Das beschriebene Verfah-
ren, das wir BFS-Verfahren nennen wollen, bricht nach endlich vielen Schritten ab, da T bei Vorliegen
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des 1. Falls wiichst und da (aufgrund der Wahl von z’) auf das Vorliegen des 2. Falls immer der 1. Fall
folgt. Fiir den am Ende des BFS-Verfahrens erhaltenen Baum T gilt:

T enthilt genau die Knoten, die in G von a aus erreichbar sind.

Auf einen Beweis dieser Feststellung wollen wir verzichten; man beweist dies &hnlich wie die entsprechende
Aussage fiir DFS.

Wir illustrieren das BFS-Verfahren anhand unseres obigen Beispiels G mit V(G) = {a, b,c,d,e, f,g,h, i},
wobei wir uns wieder nach der alphabetischen Reihenfolge richten, falls mehrere Knoten zur Auswahl
stehen.

Am Anfang besteht T nur aus a, anschliefend kommt ¢ hinzu, danach d und im anschliefenden Schritt
f, so dass T zu folgendem Baum angewachsen ist:

d

[ 4 ®
c

f a

Da wir sorgfiltig dariiber Buch gefiihrt haben, in welcher Reihenfolge die Knoten in 7T aufgenommen
wurden, wissen wir, dass im néchsten Schritt ¢ der aktuelle Knoten ist. Nun kommt noch e hinzu, so
dass der Baum T der folgende ist:

[ 4 @ L J
f a c e
Man erkennt, dass sich der Baum T, den man BF'S-Baum nennt, erheblich vom DFS-Baum unterscheidet.
Auferdem erkennt man, dass dem BFS-Verfahren eine besonders einfache Idee zugrunde liegt: Der Baum
T wird schichtenweise aufgebaut, wobei es wie immer mit der Wurzel a losgeht. Danach kommen die
Knoten hinzu, die in G zu a benachbart sind; anschlieflend geht es mit den Nachbarn der Nachbarn

weiter, falls diese noch nicht in T" aufgenommen wurden; dann werden ,die Nachbarn der Nachbarn der
Nachbarn®“ betrachtet, etc.

Ahnlich wie wir die Tiefensuche unter Verwendung eines Stapels beschrieben haben, ldsst sich die Brei-
tensuche mithilfe einer Warteschlange (engl. queue) beschreiben. Eine Warteschlange @ ist eine Daten-
struktur, deren Elemente linear geordnet sind; das grofste Element dieser linearen Ordnung wird Kopf
von ) genannt, das kleinste ist das Ende von Q). Besteht @ aus nur einem Element, so stimmen Kopf
und Ende iiberein; gilt Q = (), so sind Kopf und Ende nicht definiert. Folgende Operationen sind zulissig:

e Ein neues Element x ,schlieft hinten an®, d.h., z wird zu @ hinzugenommen und wird das neue
Ende von Q.

e Entfernung des Kopfes von Q.

Unter Verwendung einer Warteschlange lasst sich das BFS-Verfahren wie folgt darstellen:

BFS(G,a).

1. Initialisierung: Anfangs sei nur der Knoten a markiert und die Warteschlange @ enthalte nur a.

2. Solange Q # 0 gilt: Es sei x der Kopf von Q. Falls es in G einen unmarkierten Nachbarn y von x
gibt, so wihle man ein solches y, markiere y und fiige es hinten an @ an; andernfalls entferne man
x von Q.
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Wir illustrieren BFS(G, a) anhand des bereits mehrfach herangezogenen Beispiels. Die Elemente von Q
werden dabei so geschrieben, dass links der Kopf und rechts das Ende von @ steht. Es ergibt sich:

Warteschlange () | markiert und in ) aufgenommen | aus ) entfernt
a

a,c
a,c,d
a,c,d, f
c,d, f
c,d, f,e
d? f7 €
fe

e

0 —

| © | <0 9
| =

I
D = 80

In Abschnitt 4.5 sind wir teilweise der Darstellung von N. L. Biggs, Discrete Mathematics gefolgt. Details
zur Implementierung eines Stapels oder einer Warteschlange findet man in allen géngigen Lehrbiichern
iiber Algorithmen und Datenstrukturen, beispielsweise im bekannten Lehrbuch von Cormen, Leiserson,
Rivest und Stein.
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5 Elementare Zahlentheorie und
Kombinatorik (Fortsetzung)

5.1 Modulare Arithmetik

Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M und z sei ein Element von M. Mit [z] bezeichnen wir
diejenige Aquivalenzklasse, die x enthilt. Es ist in diesem Zusammenhang zu beachten, dass [z] = [2/]
gelten kann, obwohl z und z’ verschieden sind: Dies ist genau dann der Fall, wenn z und z’ derselben
Aquivalenzklasse angehoren.

Ist beispielsweise M = {a,b7 c, d,e7f7g,h} und sind K = {a,b,c}, Ky = {d} und K3 = {e,f,g7h} die
Aquivalenzklassen von M, so gilt:

Ki = ==
K, = [d
Ky = [d=[f]=lg =

D.h., fiir ein und dieselbe Aquivalenzklasse kann es eine ganze Reihe von verschiedenen Bezeichnungen
geben, je nachdem, welches Element man zur Darstellung benutzt.

Jedes Element einer Aquivalenzklasse nennt man einen Vertreter (oder Reprisentanten) dieser Aqui-
valenzklasse. Nehmen wir aus jeder Aquivalenzklasse genau einen Vertreter, so sprechen wir von einem
(vollstandigen) Vertretersystem (oder Reprdisentantensystem).

Wir betrachten in diesem Abschnitt eine besonders wichtige Aquivalenzrelation auf der Menge Z der
ganzen Zahlen, ndmlich die Kongruenzrelation modulo m, die wir bereits in Abschnitt 2.4 kennengelernt
haben. Wir wiederholen die Definition und stellen nochmal die wichtigsten Eigenschaften zusammen.

Definition.

Es sei m € N. Fiir a,b € Z gilt a = b (mod m), falls m ein Teiler von a — b ist.

Regeln fiir das Rechnen mit Kongruenzen.

(1) a =a (mod m) fir alle a € Z

(2) a=b (mod m) =b=a (mod m)

(3) a=b (mod m) Ab=c (mod m) = a=c (modm)

(4) a1 =b; (mod m) A ag = by (mod m) = a; + az = by + by (mod m)

a; = b; (mod m) A ag = by (mod m) = a1 —ags = by — by (mod m)
(5) a1 =b; (mod m) Aay = by (mod m) = ay - az = by - ba (mod m)

(6) Gilt geT (k,m) =1, dann folgt aus k-a =k -b (mod m), dass a = b (mod m) ist.

Beweis.
(1) Dies gilt wegen m | (a — a).
(2) Dies gilt, da aus m | (a — b) selbstverstandlich m | (b — a) folgt.
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3)

Es gelte m | (a —b) und m | (b — ¢). Dann gibt es x1,20 € Zmit m-21 =a—bund m -z = b —c.
Addition der beiden Gleichungen ergibt:

m-(x1+x2) =a—c.

Also gilt m | (a — ¢), womit (3) gezeigt ist.

Es gelte m | (a1 — b1) und m | (ag — bg). Dann gibt es z1,29 € Z mit m - z; = a; — by und

m - Ty = ag — by. Durch Addition bzw. Subtraktion der beiden Gleichungen erhélt man:
m-(x1+x2) = (a1 +az)— (b1 +b2)

m - (.’171 - :1?2) = (a1 — ag) — (bl — b2>

Es folgt m | (a1 + az) — (b1 + b2) und m | (a1 — az) — (by — b2). Also gilt (4).
Es gelte m | (a1 — b1) und m | (ag — b2). Dann gibt es z1,29 € Z mit m - z; = a; — by und
m-To = ag — by. Aus m-x1 = a1 — by und m - x5 = as — by erhélt man durch Multiplikation mit as
bzw. by:

m-xi1a2 = aijag — b1a2

m - CEle = a2b1 — bzbl.
Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhilt man
m - (.Z‘lag + l‘gbl) = ajas — b1bs.

Also gilt m | (ajag — by1bs), womit (5) gezeigt ist.
Es gelte ggT (k,m) =1 und m | (ka — kb) = k(a — b). Zu zeigen ist m | (a — b).

Fir m =1 ist dies klar, also kbnnen wir m > 2 annehmen. Es sei
m=pJ" -pg?-... - pYe

die Primfaktorzerlegung von m, wobei die p; verschiedene Primzahlen sind. Wegen ggT (k,m) = 1
ist p; kein Teiler von k (i =1,...,s). Wegen m | k(a — b) ist andererseits p;* ein Teiler von k(a — b).
Nach (+*) in Abschnitt 2.4 muss pj also ein Teiler von a — b sein. Da dies fiir alle i € {17 R s}
gilt, folgt m | (a — b). O

Gilt geT (a,b) =1 fiir a,b € Z, so nennt man a und b teilerfremd oder relativ prim.

Die Regeln (1), (2) und (3) besagen, dass es sich bei der Kongruenzrelation modulo m um eine Aquivalenz-
relation auf Z handelt. Die zugehorigen Aquivalenzklassen, die man auch Kongruenz- oder Restklassen
nennt, wollen wir mit

(2],

bezeichnen. Die Aquivalenzklasse [z]  besteht also aus allen Zahlen y € Z, fiir die m | (z — y) gilt.

Beispielsweise gilt (vgl. auch (2.10) in Abschnitt 2.4):

7, = { —5, -2, 1, 4, 7, 10, }

5], = { —9, —2, 5, 12, 19, }

Fiir jede Aquivalenzklasse gibt es unendlich viele verschiedene Bezeichnungen:
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Wir definieren

L := {[z]m 1z € Z}.

Zy ist also die Menge der zur Aquivalenzrelation = (mod m) gehérigen Aquivalenzklassen. Wie viele
Elemente enthélt Z,,? Die Antwort erhélt man unmittelbar aus der Feststellung (2.10) in Abschnitt 2.4:
Es gibt genau m Aquivalenzklassen bzgl. der Relation = (mod m), ndmlich [0],, [1],., ..., [m —1],,
Es gilt also:

Loy = {[O]m, [, ... [mfl]m}.

Beispiel. Fiir m = 3 gilt:

{003+ 1) 21,
0, = { 3, 036.”}

{r-

{

1], = —2, 147.“}

213

,—LZ5,&~}

Man nennt Z,, die Menge der ganzen Zahlen modulo m. Wir definieren zwei Operationen auf Z,,, die
wir Addition und Multiplikation modulo m nennen und fiir die wir die Zeichen ® und ® verwenden.

Definition.
Fir alle x,y € Z seien die Operationen @ und ® wie folgt definiert:

2], @ W, = [+,
], 0, = [y,

Bevor wir diese Definition als verniinftig akzeptieren, miissen wir uns allerdings mit einer Schwierigkeit
auseinandersetzen, die daher riihrt, dass es fiir dieselbe Aquivalenzklasse verschiedene Bezeichnungen

gibt: Nehmen wir an, dass [z],, = [2],, und [y],, = [¢'],, gilt. Damit die Definition von @ als verniinf-

tig angesehen werden kann, muss sichergestellt sein, dass auch durch [z +y],, und [2" +¢'],, dieselbe
Aquivalenzklasse bezeichnet wird.

Aus unseren Annahmen [z],, = [2],, und [y],, = [¢],, folgt:

r = (mod m)

x
= ¢ (mod m)
Mit (4) folgt hieraus:

r+y=2+vy (mod m).

Es gilt also [z + y|,, = [¢" +¥/],,, d.h., die Definition von @ ist in Ordnung. Mithilfe von Regel (5) zeigt
man das Entsprechende fiir ©®.

Wir setzen ab jetzt immer m > 2 voraus. In der folgenden Feststellung 1 sind die wichtigsten Rechenregeln
fiir Z,, zusammengestellt.
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Feststellung 1.
Fiir beliebige [a],,., [b],,, [c],,, € Zn gilt:
(M1) [al,,, @ [b],,, = [b],, ® [al,,,
[al,,, © [b],,, = ], © [al,,,
(M2) ([al,, ® [B],,) @ [€],y, = [a],, @ ([0],, ® [c)
(lal,,, © [b],,,) © [e],,, = lal,,, © ([b],,, @ [e],)
(M3) [al,,, & [0],,, = [al,,,
[a],,, © [, = ],
(M4) [a],,, © ([b],, @ [e],) = ([l © [B],0) @ ([, © [€],)
(M5) [al,,, ® [-al,, = [0],,

Beweis. Wir fiihren nur den Beweis von (M4) vor; die Beweise der iibrigen Eigenschaften gehen #hnlich.
[a’]m @ ([b]nz @ [C]m) = [a}m @ [b + C]7n
= [a(b+ c)]m
= [ab+ad],,
= [ab],, ® [ad],,

= (ld, oW, e (ld,old,) B

Die folgende Veranschaulichung von Z,, ist niitzlich. Man stellt sich die Elemente von Z,, als Punkte
auf einem Kreis vor:

Es sei z € N. Wir starten bei [0],, und bewegen uns im Uhrzeigersinn in Einer-Schritten um den Kreis.
Nach jeweils m Schritten sind wir dann wieder bei [0],, und nach 2 Schritten sind wir bei demjenigen
[7],, € L, fiir das gilt x = g-m + 7, 0 < r < m — 1. Oder anders ausgedriickt: Nach 2 Schritten
sind wir bei derjenigen Aquivalenzklasse [r],, € Zp, der z angehort. (Fir z € Z, x < 0, verfahrt man
entsprechend, nur dass man sich entgegen dem Uhrzeigersinn um den Kreis bewegt.)

Wir geben fiir m = 2,3,4,5 die Additions- und Multiplikationstabellen an, wobei wir anstelle von [r]
der Einfachheit halber r schreiben:

m
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|0 1 10 1
m=2: 0[]0 1 00 0
11 0 110 1
e|0 1 2 o101 2
3 00 1 2 00 0 O
111 2 0 110 1 2
212 0 1 210 2 1
&0 1 2 3 ®|0 1 2 3
00 1 2 3 00 0 0 O
m=4 111 2 3 0 110 1 2 3
212 3 01 210 2 0 2
313 0 1 2 310 3 2 1
®|10 1 2 3 4 ®|0 1 2 3 4
0/]0 1 2 3 4 00 0 O O O
m—5 111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1
Wir nennen das Vertretersystem 0, 1, ..., m — 1 das Standardvertretersystem von Z,y,.

Wir haben in Feststellung 1 gesehen, dass sich eine Reihe von Eigenschaften von Z auf Z,, iibertragen.
Wir erwéhnen eine Eigenschaft von Z, die sich nicht auf Z,, iibertrégt: In Z gilt die Kirzregel, d.h., fiir
alle a,b,c € Z gilt

ab=acNa#0=b=c.

Eine entsprechende Regel gilt nicht in Z,,, jedenfalls nicht fiir jedes m. Beispielsweise gilt in Zy:

2,01,=1072,©3], und [2],#]0],, aber [1],# [3],.

Definition.

Es sei [a],, € Z,. Ein Element [z] . € Z,, heifst multiplikatives Inverses von [a],,, falls gilt:

[a],,, © [2],,, = [1],,-

Besitzt [a],, ein multiplikatives Inverses, so nennt man [a],, invertierbar.

Beispiele:

1. [2]; ist invertierbar, da [2]; © [3]; = [1]; gilt.

2. [4]; ist invertierbar, da [4]; ® [4]; = [1]; gilt.

3. [2], ist nicht invertierbar, da in Z4 kein Element existiert, das mit [2], multipliziert [1], ergibt.

Falls keine Missverstdndnisse moglich sind, schreiben wir ab jetzt immer + und - statt @ und © oder
lassen das Multiplikationszeichen - ganz weg.

Feststellung 2.

Jedes Element aus Z,, besitzt hochstens ein multiplikatives Inverses.

Beweis. Sind [z],,, und [y],, multiplikative Inverse von [a],,, so gilt
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Es folgt

N S L
= W (lal,, - [2],)
(W], - lal,) - 2],
= ([, - W) - 2],
= [y - 2],
= [2],, O

Feststellung 3.

Ein Element [a],, € Z,, ist genau dann invertierbar, wenn a und m teilerfremd sind. Insbesondere gilt
also: Ist p eine Primzahl, so ist jedes Element aus Z, \ {[0] p} invertierbar.

Beweis. Sei [a],, invertierbar. Dann existiert ein [z],, € Z,,, so dass [a],, - [x],, = [1],, gilt. Es folgt
ar =1 (mod m). Es gibt also ein k € Z, so dass ax — 1 = km gilt, woraus ax — km = 1 folgt. Es sei
g = ggT (a,m). Da g sowohl a als auch m teilt, teilt g auch az — km, d.h., g teilt 1. Also gilt g = 1, d.h.,

a und m sind teilerfremd.
Es sei nun umgekehrt ggT (a,m) = 1. Wir betrachten die Aquivalenzklassen [0a),,, [1a] . [(m —1)a)

und behaupten, dass sie alle verschieden sind.

m? m
In der Tat: Aus [ral,, = [sa],, folgt ra = sa (mod m), woraus wegen der Voraussetzung ggT (a,m) =1
und wegen (6) r = s (mod m) folgt.

Damit ist gezeigt, dass [0al,,, [1a],,, ..., [(m — 1)a],, verschiedene Elemente von Z,, sind. Da Z,, genau
m Elemente enthélt, muss es also ein 7 € {0,1,...,m — 1} geben, fiir das [ra],, = [1],, gilt. Wegen

[ral,, = [r],, - la],, folgt, dass [a],, invertierbar ist. (J

Wir illustrieren den zweiten Teil des obigen Beweises noch durch ein Beispiel: Es sei m = 9 und a = 4.
Es gilt ggT (a,m) = 1 und wir haben die folgenden Kongruenzklassen:

[0- 4]y = [0] 3-4lg = [3l (6 - 4]g = [6]
[1-4]g = [4] [4- 4]y = [7]g [7-4lg = [1]g
[2- 4]y = [8], [5- 4]y = [2] 8- 4]y = [5]
Die Kongruenzklassen [0 - 4]y, ..., [8 4], sind also tatséchlich alle verschieden und wegen [7 - 4], = [1],

ist 7], das multiplikative Inverse von [4],.

Die néchste Feststellung folgt unmittelbar aus den Feststellungen 1 und 3.

Feststellung 4.

Ist p eine Primzahl, so ist Z,, ein Korper.

Insbesondere ist also Zso ein Korper. Anders ausgedriickt bedeutet dies: Die Menge B = {O, 1} versehen
mit den Operationen & (,Exklusiv-Oder) und A (,Konjunktion“) bildet einen Kérper.

Ein klassischer Satz, der beispielsweise in der Kryptographie Anwendung findet, ist der folgende.

Satz von Fermat.

Es sei p eine Primzahl und n sei eine natiirliche Zahl, fiir die p { n gilt. Dann folgt:

n?~' =1 (mod p).

Beweis. Da p { n gilt und da p eine Primzahl ist, gilt ggT (n,p) = 1. Ahnlich zum zweiten Teil des
Beweises von Feststellung 3 sowie dem darauf folgenden Beispiel sind [1n] pr [(p—1)n] » genau die

Aquivalenzklassen [1] po -+ [p— 1], (mdglicherweise in anderer Reihenfolge).
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Fiir das Produkt v =1-2-...-(p — 1) folgt daher
v=(1-n)-(2:n)-...-(p—1) - n=v-n""" (mod p)

Aufgrund der Definition von v und der Tatsache, dass p eine Primzahl ist, gilt ggT (v,p) = 1. Deshalb
kénnen wir (6) anwenden, um aus v = v -nP~! (mod p) die Behauptung 1 = n?~! (mod p) zu erhalten.
O

Bemerkung zur Schreibweise. In der Praxis ist es iiblich, vereinfachte Schreibweisen zu verwenden.
Ahnlich wie wir unsere urspriingliche Schreibweise @ und @ durch + und - ersetzt haben, schreibt man fiir
die Elemente von Zy, einfach 0, 1, ..., m —1 anstelle von [0}, , [1],,, - - ., [m — 1],,,. Um Missverstandnisse
auszuschliefsen muss man dann allerdings immer deutlich machen, ob man mit 0, 1, ..., m—1 die Elemente
aus Z,, oder aus Z meint. Das kann man durch erlduternde Zusitze wie ,in Z,,“ bzw. ,in Z* machen.
Aufserdem verwendet man in Z,, die iibliche Klammersparregel ,Punktrechnung vor Strichrechnung®.
Anstelle von

kann man also auch

7-24+3=8 (in Zy)
schreiben, was im Ubrigen genau dieselbe Bedeutung hat wie

7-243=8 (mod)9).

Feststellung 5.
Es gelte a,b € N und d = ggT (a,b). Dann gibt es A, u € Z, so dass gilt:

d = Aa+ pb. (5.1)

Man beweist dies mithilfe des Euklidischen Algorithmus ,durch Riickwértseinsetzen“ (siehe etwa N. L.
Biggs, Discrete Mathematics). Wir erldutern Feststellung 5 und ihren Beweis an einem Beispiel.

Beispiel. Es seien a = 816 und b = 294 gegeben.
Euklidischer Algorithmus:

816 = 2-2944 228
294 = 1-2284 66
228 = 3-66+ 30
66 = 2-30+6
30 = 5:6+0

Es gilt also d = ggT (a,b) = 6.
Ausgehend von der vorletzten Gleichung erhélt man durch Riickwdrtseinsetzen:
d=6 = 66—2-30
= 66—2-(228—3-66)
(—2) 2284766
(—2)-228 47 (294 —1-228)
7-294+ (-9) - 228
7-294+ (—9) - (816 — 2 - 294)
= (—9)-816+425-294
= A-8164+p-294 fir A\=—-9 und p =25

Fiir den Spezialfall, dass a und b teilerfremd sind, besagt Feststellung 5: Es gibt A\, u € Z, so dass gilt:
1=MXa+pub (5.2)
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Anwendung

Gegeben seien a, m € N mit m > 2.

Aufgabe. Es soll, falls vorhanden, das multiplikative Inverse von a € Z,, bestimmt werden.

Losung. Man bestimme mit dem Euklidischen Algorithmus d = ggT (a,m). Gilt d # 1, so ist a nicht
invertierbar. Gilt hingegen d = 1, so bestimme man (wie oben erldutert) A, u € Z, so dass gilt:

1=Xa+ pum.

Es folgt
1=Xa+pm=Aa (mod m).

Also: A ist das Inverse von a in Z,.

Abschlieftend sollte man das Inverse von a in Z,, noch durch ein Element aus {1, cee,m— 1} ausdriicken.
Wir erldutern dies durch Beispiele:

Es gelte m = 13.
1. Hat man z.B. A = 85 erhalten, so teilt man 85 durch 13 und erhalt

8 =6-13+7.

Es gilt also:
A=85=7 (mod 13).
Das Ergebnis in seiner endgiiltigen Form lautet also 7.
2. Gilt A < 0, so verfahrt man dhnlich: Hat man z.B. A = —3229 erhalten, so teilt man 3229 durch 13

und erhalt
3229 = 248 - 13 + 5.

Es folgt
3229 =5 (mod 13),

woraus sich
A=-3229=-5=13—-5=8 (mod 13)

ergibt. Das Ergebnis lautet also 8.

5.2 Gerade und ungerade Permutationen

Wir wiederholen zunéchst einige Tatsachen iiber Permutationen (siche auch Abschnitt 2.6). Man definiert
eine Permutation einer nichtleeren Menge M als eine Bijektion M — M. In diesem Abschnitt wird
meistens M = 1,...,n} gelten (fiir ein n € N). Die Menge aller Permutationen von {1,2, . ,n}
bezeichnen wir mit S,,. Es gilt |S,| = nl.

Beispiel. 7 € 57 sei gegeben durch
(1) =3, n(2) =7, 7(3) =5, 7(4) =4, n(5) =6, 7(6) =1 und = (7) = 2.

Zwei andere Moglichkeiten, m zu beschreiben:

(1 2
T=1\3 7

oder (dhnlich, aber vielleicht etwas intuitiver)

ot W
IS
S Ot
= o
Nl

w
ot
-3

3
W <4—
NN
T <4—
> <
o+
=)
O 4—

100



Eine Permutation m € S,, bewirkt eine Anderung der Reihenfolge der Zahlen 1, 2, ..., n und es kann
niitzlich sein, sich eine Permutation als eine solche Anderung der Reihenfolge vorzustellen. Man sollte aber
nicht vergessen, dass eine Permutation laut Definition eine bestimmte Art von Abbildung ist (ndmlich
eine bijektive Abbildung einer Menge auf sich selbst).

Nacheinanderausfiihrung (Komposition) von Permutationen

Sind 1 und 7o Permutationen derselben Menge M, so lassen sich 71 und 7y natiirlich auch hintereinander
ausfithren, d.h., man kann 75 o 1 bilden. Die Abbildung 75 o w1 ist dann ebenfalls eine Permutation der
Menge M.

Beispiel. Es seien
(1 23 45 6 7 4 a1 234567
Mm=\3 75 46 1 2) " ™=\7 6543 2 1)
(1234567
Tem=\5 13 4 2 7 6)°

Anstelle von 75 o 7y schreibt man auch einfach 7om;. Mit 7% wird die k-fache Nacheinanderausfiihrung
von 7 bezeichnet.

Dann ist

Die Nacheinanderausfithrung von Permutationen kann man sich auch folgendermafen veranschaulichen:

1 23456 7
moddb b
375 46 1 2
moL bbb
513 4276

Die Komposition von Permutationen ist nicht kommutativ.

Beispiel. Es seien m; und o wie oben, dann gilt (nachpriifen!):
omp (L2345 6 7Y
mem=\2 1 6 4 5 7 3)7 ™

Gilt 7(¢) = ¢, so nennt man ¢ einen Fizpunkt von .

Feststellung 1.

(1) Fir alle m,0,7 € S, gilt:
To(cor)=(moo)or

(2) Fiir die Permutation id € S,, die durch id(k) = k fiir alle k € {1,...,n} definiert wird und die
man Identitdt nennt, gilt fiir alle 0 € 5,,:

idoo =oco0id =o.

(3) Fiir jede Permutation 7 € S, gibt es eine inverse Permutation 7% € S,,, fiir die gilt:

Beweis.
(1) Fir die Nacheinanderausfithrung von Abbildungen gilt das Assoziativgesetz (vgl. Abschnitt 3.3);
(2) Dies gilt klarerweise.
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(3) Diese Aussage gilt, da die Umkehrfunktion einer bijektiven Abbildung ebenfalls bijektiv ist. O

Wir fiithren nun eine kompakte Art ein, Permutationen zu beschreiben: die Zyklenschreibweise.

Definition.

Eine Permutation 7 von {1,...,n} heifst Zyklus der Ldnge k (fir k > 2), falls es k verschiedene
Elemente a1, ..., ap gibt, fiir die

m(ai) = aiy1 (i=1,....k —1) und 7(ag) = a1

gilt und falls alle anderen Elemente von 7 festgelassen werden (,,m vertauscht k& Elemente im Kreis und
lasst die {ibrigen fest).

Einen Zyklus der Lange 2 nennt man eine Transposition.

Ergénzend definieren wir noch, was ein Zyklus der Ldnge 1 sein soll: Darunter sei die Identitat ver-
standen.

Beispiele:

1. Es sei m; = g i 2 g ; ; dann ist m ein Zyklus der Lénge 5, da 7 die 4 und die 7
Zahlen nach dem folgenden Schema im Kreis vertauscht:

1 2
3 1
festlasst und die {ibrigen

Als eine bequeme Art, einen solchen Zyklus zu beschreiben, verwendet man die Zyklenschreibweise;
das bedeutet, dass man m = (1,37 5,6, 2) schreibt.

1 2 3 45 6 7
1 2 6 45 3 7

Man kann jede Permutation 7 als Nacheinanderausfiihrung von Zyklen darstellen; wir erldutern dies

anhand des Beispiels:
1 2 3 45 6 7
7T_(3 7546 1 2) (5:3)

Die Permutation 7 bildet 1 auf 3, 3 auf 5, 5 auf 6 und 6 wieder auf 1 ab. Ein Zyklus von 7 lautet demnach
(1, 3,5, 6). Ferner wird 2 auf 7 und 7 auf 2 abgebildet. Ein weiterer Zyklus von 7 lautet also (2, 7). Ubrig
bleibt nur der Fixpunkt 4. Wir kénnen 7 also als Nacheinanderausfiihrung zweier Zyklen aufschreiben:

2. Essei my = ( ) bzw. in Zyklenschreibweise my = (3, 6).

m=(2,7)0(1,3,5,6) (5.4)

Die Gleichung (5.4) besagt also: Man erhélt 7, wenn man erst 1, 3, 5 und 6 im Kreis vertauscht und
anschlieftend 2 und 7 vertauscht. Ebenso gut hétten wir 7 natiirlich auch wie folgt schreiben kénnen:

7= (1,3,5,6)0(2,7) oder w=(1,3,5,6)(2,7)
Es ist iiblich, auch die Fixpunkte in die Darstellung von 7 einzubeziehen. Daher schreiben wir:
™= (1,3,5,6) 0 (2,7) o (4) (5.5)

Dabei stellt (4) einen Zyklus der Lange 1 dar. Nach der Definition eines Zyklus der Lange 1 ist (4) nichts
anderes als die Identitdt. Man sagt zu (5.5), dass w in Zyklenschreibweise dargestellt ist.

Fiir jede Permutation m € S,, kann eine Darstellung in Zyklenschreibweise wie folgt gewonnen werden:
Man beginnt mit irgendeinem Element aus M = {1, . ,n}, sagen wir mit 1, und bildet nacheinander

7(1), m(w(1)), w(m(x(1))), ...
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solange, bis die 1 wieder erreicht ist; dadurch erhdlt man den ersten Zyklus. Man wiederholt dies mit
einem Element von M, das ,noch nicht verwendet wurde“, und fahrt mit dieser Prozedur fort, bis jedes
Element von M in einem Zyklus vorkommt.

Beispiele:
1E‘i—1234567891011
CSSITE A5 11 08 10 34917 6 2 )
Darstellung von 7 in Zyklenschreibweise: m = (17 5,3, 8) (2, 11) (4, 10, 6) (7, 9).

2.Esseiﬂ':(1 23456 7).

2 6 75 1 3 4
Darstellung von 7 in Zyklenschreibweise: m = (17 2,6,3,7,4, 5).

1 2 3 4 5 6 7
4 215 3 7 6 )

Darstellung von 7 in Zyklenschreibweise: m = (17 4,5, 3) (2) (6, 7).

Die Zyklenschreibweise ist nicht ganz eindeutig: Man hat die Moglichkeit, die Symbole innerhalb eines
Zyklus ,im Kreis zu vertauschen; ferner spielt die Reihenfolge, in der die Zyklen aufgeschrieben werden,
keine Rolle. Fiir die Permutation 7 aus Beispiel 1 gilt beispielsweise auch:

3. Esseiﬂ':(

T =(2,11)(10,6,4)(8,1,5,3)(9,7).

Man kann sich die Zyklen von 7 auch so vorstellen:

Man sieht, dass zu jeder Permutation m von M eine Partition von M gehort, deren Klassen den Zyklen
entsprechen. In unserem Beispiel gibt es zwei Zyklen der Lénge 2 und jeweils einen Zyklus der Lénge 3
und 4.

Man kann jede Permutation nicht nur als Nacheinanderausfiithrung von Zyklen, sondern sogar als Nachein-
anderausfiihrung von Transpositionen aufschreiben. Wir erldutern dies am obigen Beispiel (5.3): Zunéchst
stellt man 7 wie in (5.4) als Nacheinanderausfiihrung von Zyklen dar, danach stellt man die Zyklen, die
eine Lénge > 3 haben, als Nacheinanderausfithrung von Transpositionen dar; in unserem Beispiel:

(1,3,5,6) = (1,6) o (1,5) o (1,3) (5.6)

Also insgesamt:
7= (2,7) 0 (1,6) 0 (1,5) o (1,3).

Dass die in (5.6) behauptete Gleichheit tatséichlich gilt, kann man direkt ,durch Nachrechnen“ iiberpriifen
oder sich an folgender Darstellung klarmachen:

103



Vs g > ~N
3 1 5 6 Abbildung
- 7 N < B
3 5 1 6 Anderung der Reihenfolge
// \\

3 b) 6 1
Auf dieselbe Art und Weise erkennt man, dass allgemein fiir einen beliebigen Zyklus (a1, ag, ..., ay) der
Lange k > 3 gilt:

(al,ag, .. .,ak) = (al,ak) o (al,ak_l) 0...0 (al,ag) o (al,ag) (5.7)

Insgesamt haben wir erhalten:
Feststellung 2.
Es sei n > 2. Dann l&sst sich jede Permutation 7 von { 1,.. .,n} als Nacheinanderausfithrung von

Transpositionen darstellen und man kann eine solche Darstellung gewinnen, indem man 7 zunéchst
als Nacheinanderausfiihrung von Zyklen der Linge > 2 darstellt und danach (5.7) auf die Zyklen der
Lange > 3 anwendet.

Es sei darauf hingewiesen, dass die Darstellung einer Permutation als Nacheinanderausfiihrung von Trans-
positionen keineswegs eindeutig ist. Wir haben die Permutation 7 aus (5.3) dargestellt als

7= (2.7) 0 (1,6) o (1.5) o (1,3).
Eine andere Darstellung derselben Permutation:
T = (2,3)0(1,2)0(3,4)0(2,3)0(4,5)0(3,4) 0 (2,3) 0
(5.6) o (4.5) o (6.7) o (5.6) o (4.5) o (3.4) o (2.3)
In der ersten Darstellung haben wir 7 also durch 4, in der zweiten Darstellung durch 14 Transpositionen
dargestellt. Wir kénnen andere Darstellungen, etwa durch 6, 8, 10 oder 12 Transpositionen finden; wir

kénnen 7 jedoch nicht als Nacheinanderausfithrung einer ungeraden Zahl von Transpositionen darstellen.
Das besagt der folgende Satz.

Satz 1.

Nehmen wir an, dass die Permutation 7w € S,, sowohl als Nacheinanderausfithrung von r als auch als
Nacheinanderausfithrung von 7’ Transpositionen dargestellt werden kann. Dann gilt: Entweder sind r
und r’ beide gerade oder sie sind beide ungerade.

Einen Beweis dieses Satzes findet man beispielsweise im Lehrbuch von N. L. Biggs, Discrete Mathematics,
Oxford University Press, 2001.

Definition.

Es sei n > 2. Eine Permutation 7 € S,, heifst gerade, wenn fiir jede Darstellung von 7 als Nacheinan-
derausfithrung von Transpositionen gilt: Die Anzahl von Transpositionen in einer solchen Darstellung
ist gerade. Analog wird definiert, wann eine Permutation ungerade heifst.

Man definiert das Vorzeichen von w (Bezeichnung: sign 7) folgendermafen:

. 1 , falls 7 eine gerade Permutation ist
signm :=
8 —1 , falls 7 eine ungerade Permutation ist
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Wir schliefen mit folgendem Satz, dessen Beweis man ebenfalls im Buch von N. L. Biggs, Discrete
Mathematics findet.

Satz 2.

Fiir jedes n > 2 gilt: Genau die Halfte aller Permutationen aus S,, ist gerade. Die andere Hélfte ist
ungerade.

5.3 Matrizen

Definition.

Es seien I = {1,27 e ,m}, J = {1,2, e ,n} und I x J sei das kartesische Produkt von I und J, d.h.
die Menge der Zahlenpaare (i,j) mit ¢ € [ und j € J. M sei eine beliebige Menge. Eine m x n - Matriz
A iber M ist eine Abbildung

A:IxJ—->M

Man stellt eine m x n - Matrix A als ein rechteckiges Schema mit m Zeilen, n Spalten und m-n Eintrdgen
a;; €M (i=1,...,msowie j =1,...,n) dar:

11 a2 ... Qin

a1 a22 e aon
A=

am1 Am2 ... Omn-

i heifst Zeilenindex, j heifst Spaltenindexr von A.
Man schreibt auch
A= (aij)i: cm oder A= (aij).

s

Jj=1,....,n

Ist die Anzahl m der Zeilen gleich der Anzahl n der Spalten, so spricht man von einer quadratischen
Matrix.

Ist a;; € R fiir alle 4 und j, so spricht man von einer reellen Matriz. Ab jetzt seien alle betrachteten
Matrizen reell, sofern nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird.

Beispiele:
2 4 5 5 5 4
5 6 (i g g) 6 6 6 (4 -1 —2) 3
7T 7T 7 0 3

3 X 2 — Matrix 2 x 3 — Matrix 3 x 3 — Matrix 1 x 3 — Matrix 3 x 1 — Matrix

5.3.1 Operationen mit Matrizen

Addition zweier m x n - Matrizen

Definition.

Es seien A = (aij) und B = (bij) zwei m X n - Matrizen; dann versteht man unter der Summe A + B
die m x n - Matrix, die wie folgt definiert ist:

A+ B = (a;; +by;)
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Beispiel. Gegeben seien A = ( 1 2) und B = <_12 g) Es folgt:

Multiplikation einer Matrix mit a € R (,,Skalare Multiplikation®)

Definition.

Es sei A = (aij) und a € R. Dann versteht man unter «A die Matrix, die wie folgt definiert ist:

aA = (a . aij)

Beispiel. Gegeben seien A = <_12 g) und o = —4. Es folgt:
-4 -8
ad = ( 8 —12) '

Multiplikation einer m x n - Matrix mit einer n x p - Matrix (,,Matrizenmultiplikation®)

Definition.
Essei A = (aik) eine m X n - Matrix und B = (bkj) sei eine n X p - Matrix. Dann versteht man unter
dem Produkt AB die folgende m x p - Matrix C' = (cij):

AB = C = (Cij) mit Cij = Zaik . bk,j

k=1
Beispiele:
4 2 3 1 i’ _31
1. Gegeben seien die Matrizen A= (2 5 —2 0] und B = 10
10 1 0 0 1
Dann folgt:

4 2 3 1 i) 31

AB = 25 -2 0 1 0

10 1 0 01

12+2+34+0 12-2+0+1
= 6+5—-24+0 6-5+0+0
3+0+14+0 3+040+0

17 11
= 9 1
4 3

Das Produkt BA ist nicht definiert, da die Zahl der Spalten von B verschieden von der Zahl der
Zeilen von A ist.
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2. Gegeben seien die Matrizen A = ( 1 3) und B = (1 2).
Dann folgt:
AB =

1+0 2+9
—2+0 —4415

BA

An AB # BA erkennt man, dass die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist.

4 2 3 1 (2)
3. Gegeben seien die Matrizen A= |2 5 —2 0| und B= 1
10 1 0
1
Dann folgt:
4 2 3 1 g
AB = 25 -2 0 1
10 1 0 1
12
= 2
3
1
4. Gegeben seien die MatrizenA:(Q 3 -1 9) und B = g
—1
Dann folgt:
1
AB = (2 3 -1 9): 2
3
-1
= (2+67379)
- ()
1 3 7 1 00
5. Gegeben seien die Matrizen A= (4 5 6| und B=|0 1 0
110 0 0 1
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Dann folgt:

1 3 7 1 00
AB = (4 5 6 010
110 0 01
1 3 7
= |4 5 6
1 10

Ebenso gilt BA = A.

Definition.

Die n x n - Matrix E,, = (5,;j) sei definiert durch

1 Lfallsi=j
dij = .,
0 ,fallsi#j

Die Matrix FE,, hat also in der Hauptdiagonalen lauter Einsen und sonst lauter Nullen als Eintrége.
Beispiel:

B, =

SO O
o O = O
O R OO
= O O O

Man nennt E,, die (n-reihige) Finheitsmatriz. Eine Matrix mit lauter Nullen nennen wir Nullmatriz.
Eine Nullmatrix werden wir meistens mit 0 bezeichnen.

Transponieren einer Matrix

Definition.

Ist A = (aij) eine m x n - Matrix, so versteht man unter der transponierten Matriz AT die n x m -
Matrix, die gegeben ist durch

AT = (b”) mit bi]‘ = Qjj-

Beispiele:

A AT
?23 2 1 1 4
1 2 3 3 6 2 5
15 6 4 7 3 6

1
(1 2 0 -1 g
-1

1

5

5 (1 5 2 6)

6
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5.3.2 Regeln fiir das Rechnen mit Matrizen

Fiir das Rechnen mit Matrizen gelten die folgenden Regeln:

Regeln fiir die Addition von Matrizen

Es seien A, B und C' m x n - Matrizen; mit 0 sei die m x n - Matrix mit lauter Nullen bezeichnet
(,,Nullmatrix“); fir A = (aij) sei mit —A die Matrix (—aij) bezeichnet.

Dann gelten die folgenden Regeln:

(I1) A+ (B+C)=(A+B)+C

(I.2) A+0=4

(L3) A+ (-A)=0

(I.4) A+ B=B+ A

Regeln fiir die skalare Multiplikation

Es seien A und B m x n - Matrizen und «, 8 € R.
Dann gelten die folgenden Regeln:

(IL.1) o(A+ B) =aA+aB

(IL.2) (a+pB)A=ad+pA

(IL3) (25)4 = a(54)

(IT.4) 1A=4

Regeln fiir die Matrizenmultiplikation

Es seien A, A; und A m x n - Matrizen, B, B; und Bs seien n x p - Matrizen, C sei eine p x ¢ - Matrix
und « sei eine reelle Zahl.

Dann gelten die folgende Regeln:

(II1.1) A(B:1 + By) = AB; + AB,

(II1.2) (A; + A2)B=A;B+ A;B

(IIL3) A(BC) = (AB)C

(II1.4) A(aB) = (aA)B = a(AB)

Ist A eine n x n - Matrix und E,, die n-reihige Einheitsmatrix, so gilt:
(I11.5) AE,=E,A=A

Regeln fiir die Transposition

Es sei A eine m x n - Matrix und o € R.

Dann gelten die folgenden Regeln:

av.i) (A7) =4

(IV.2) (ad)’ = aA”

(Iv.3) (A+ B)T = AT + BT fiir eine m x n - Matrix B
(IvV.4) (A B)T = BT . AT fiir eine n x p - Matrix B
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Alle diese Regeln folgen mehr oder weniger direkt aus den Definitionen. Wir fiithren dies exemplarisch
fiir Regel (II1.2) durch.

Beweis von Regel (111.2)

Es sei
Ar = (i) iy Az = (@) e B= (0t
Dann gilt
A+ Ay = (aij + a;j) i=1,...,m.
j=1,...,n
Es folgt:
n
(A1 + A2)B = (aij + ag;)bjn
j=1 i=1,...,m
k=1,....p
n
= | D (aibjr + aj;bjr)
j=1 i=1,...,m
k=1,...,p
n n
= D (aibsr) + > (ai;bjn)
j=1 j=1 i=1,..m
k=1,...,p
n n
= | 2 aubir + | 2 disban
Jj=1 i=1,...,m j=1 i=1,...,m
k=1,...,p 1,...,p
=A1B+ A;B. 0

Wir weisen abschliefsend auf eine Verallgemeinerung hin: Alle Aussagen dieses Abschnitts bleiben giil-
tig, wenn man anstelle von R einen beliebigen Korper K (beispielsweise Q oder Zs) zugrunde legt. Einen
Korper K zugrunde zu legen soll in diesem Zusammenhang bedeuten, dass man nur Matrizen betrach-
tet, deren Eintrige aus K stammen; ebenfalls sollen alle Skalare, mit denen man Matrizen multipliziert,
Elemente von K sein.

Es gilt sogar noch mehr: Alle gemachten Aussagen bleiben ebenfalls giiltig, wenn man anstelle eines
Korpers K einen Ring R zugrunde legt. (Bei einem Ring handelt es sich um eine algebraische Struktur,
die etwas schwicher als die algebraische Struktur eines Korpers ist, welche bereits in Abschnitt 2.2
behandelt wurde. Die genaue Definition eines Rings wird spéter in Abschnitt 7.1 gegeben.)
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6 Gruppen

Wir folgen in diesem Abschnitt teilweise dem Lehrbuch
Norman L. Biggs, Discrete Mathematics, Oxford University Press.
Als begleitende und ergénzende Literatur sei ferner empfohlen:

Angelika Steger, Diskrete Strukturen, Band 1 (Kombinatorik-Graphentheorie-Algebra), Springer-Verlag.

6.1 Der Begriff der algebraischen Struktur, Halbgruppen und
Monoide

Zur Erinnerung: Unter einer n-stelligen Verkniipfung auf einer Menge M versteht man eine Abbildung
f:M" — M (fir n € N) und statt ,n-stellige Verkniipfung” sagt man auch ,n-stellige Operation‘.

Es ist aufserdem auch {iblich, eine Abbildung f : M™ — M einen n-stelligen Operator auf M zu nennen;
n heillt dann die Stelligkeit des Operators f.

Unter einer algebraischen Struktur versteht man eine (endliche oder unendliche) Menge M # & zusam-

men mit einer endlichen Anzahl von Operatoren fi, ..., f; auf M. Haufig wird eine algebraische Struktur
auch in der Form eines (¢ + 1)-Tupels aufgeschrieben:
<M7f1a .. '7ft)-

Man nennt M die Grundmenge der algebraischen Struktur.

Die Operatoren f1, ..., f; konnen dabei durchaus auch unterschiedliche Stelligkeit haben. Beispielsweise
konnte es sein, dass

e f1 ein 3-stelliger Operator ist (d.h. f; : M3 — M),
e f5 ein l-stelliger Operator ist (d.h. fo : M — M),
e alle weiteren Operatoren fs, ..., f; binir sind (d.h. f; : M? — M fiir i = 3,...,t).

Statt ,algebraische Struktur® sagt man héufig auch universelle Algebra oder einfach nur Algebra. Wenn
Sie also irgendwann einmal (beispielsweise in einem Informatiklehrbuch) lesen, ,es sei (M, f1,..., f¢) eine
Algebra“, dann wissen Sie, was das bedeutet.

Wir werden hier den Ausdruck ,algebraische Struktur® bevorzugen, werden aber hin und wieder auch
einfach ,Algebra“ sagen.

Beispiele:

1. Es seien + und - die iblichen arithmetischen Operationen auf Z; wir definieren Operatoren f; und
f2 auf Z durch

fi T ZXxZ T
(z,y) =z +y
und
fo @ ZXZ—1Z
(z,y) =z y.

Dann ist (Z, f1, f2) eine algebraische Struktur. In der Regel schreibt man anstelle von f; und fo hier
einfach + und -, spricht also von der algebraischen Struktur (Z, +, ).
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2. Fiir 4+ und - wie in 1. kann man weitere algebraische Strukturen bilden; beispielsweise sind (N, 4+, ),
(N,+) und (N,-) algebraische Strukturen. Sind (M,+,-), (M,+) und (M,-) fir alle Teilmengen
M C Z algebraische Strukturen?

Die Antwort ist nein, da die Menge M ja nicht immer abgeschlossen beziiglich + und - sein muss.
Ist beispielsweise M := {x € N: xist Quadratzahl}, so ist (M, +) keine algebraische Struktur, da
es Elemente aus M gibt, deren Summe nicht in M liegt. (Beispielsweise gilt 1 € M, 4 € M aber
l+4=5¢ M.

3. Ist M = P(S) die Potenzmenge einer Menge S, so ist (M,N,U,”) eine algebraische Struktur. Der
dritte Operator ist dabei ein 1-stelliger Operator, ndmlich die Komplementbildung. (,Jedem A € P(5)
wird sein Komplement A = S\ A zugeordnet.)

4. Jede Boolesche Algebra B (vgl. Seite 10) ist eine algebraische Struktur (B, M, L, 7); jeder Ring R (vgl.
Seite 136) und damit auch jeder Korper stellt eine algebraische Struktur (R, +,-) dar.

5. Ist A eine beliebige Menge, so wollen wir mit F'(A) die Menge aller Abbildungen f : A — A bezeichnen;
dann ist (F'(A), o) eine algebraische Struktur.

6. Ist S(A) C F'(A) die Menge aller bijektiven Abbildungen aus F(A), so ist (S(A), o) eine algebraische
Struktur. (Wieso ndmlich?)

Definition.

Es sei (M, ) eine algebraische Struktur mit einem 2-stelligen Operator *. Ein Element e € M wird
neutrales Element fiir den Operator * genannt, falls

exa=ax*e=aq fir alle a € M.

Zur Ubung:

a) Man priife fiir die in den obigen Beispielen vorkommenden bindren Operatoren, ob neutrale Elemente
vorhanden sind.

b) Essei M = {a, b, c}. Wir betrachten die Algebra (M, ), wobei * durch die folgende Tabelle definiert

sei:
xlal|blc
allalalb
bllal|blc
cllelcl|bd

Es gilt hier also beispielsweise a * ¢ = b.

Frage: Gibt es ein neutrales Element fiir *? Dieselbe Frage fiir folgende Tabelle:

xlalb]|c
allal|b]|c
bllb|b|a
cllblalc

Eine algebraische Struktur (M, ) mit einem bindren Operator * kann ein neutrales Element enthalten
oder auch nicht. Sicher ist nur: (M,*) kann nie mehr als ein neutrales Element enthalten. Dies ist
Gegenstand der folgenden Feststellung.

Feststellung 1.

Jede algebraische Struktur (M, ) mit 2-stelliger Verkniipfung * enthélt hochstens ein neutrales Ele-
ment.

Beweis. Es seien ¢ und d neutrale Elemente. Der Beweis unserer Feststellung ist erbracht, wenn wir
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¢ = d zeigen. Da c ein neutrales Element ist, gilt ¢ * a = a fir alle a € M; also gilt insbesondere
cxd=d.

Da d ein neutrales Element ist, gilt a x d = a fiir alle a € M, also insbesondere auch
cxd=c.

Insgesamt haben wir c=cxd =d. U

Definition.

Sei (M, *) eine algebraische Struktur mit 2-stelligem Operator * und neutralem Element e. Ein Element
x € M heiflst inverses Element von a € M, falls

r*a=axx =e.

Nicht jedes Element muss ein inverses Element besitzen. Man betrachte beispielsweise die Algebra (Z, -);
in dieser Algebra besitzt kein Element aufer 1 und —1 ein inverses Element. (Wieso ndmlich?)

Definition.
a) Es sei (M, *) eine algebraische Struktur mit 2-stelligem Operator *. Gilt das Assoziativgesetz
ax*(bxc)=(axb)x*cfir alle a,b,c € M,

so spricht man von einer assoziativen Verkniipfung * und nennt (M, x) eine Halbgruppe.

b) Eine Halbgruppe (M, *) mit neutralem Element nennt man ein Monoid.

Liegt eine algebraische Struktur (M, %) mit einem 2-stelligen Operator vor, so nennt man diese also genau
dann ein Monoid, falls die folgenden Bedingungen gelten:

(M1) (Assoziativitat): Fir alle a,b,c € M gilt a* (bxc) = (a*b) *c.

(M2) (Existenz eines neutralen Elements): Es gibt ein Element e € M, fiir das exa = a % e = a fiir alle
a € M gilt.

Feststellung 2.

Ist (M, *) ein Monoid, so besitzt jedes a € M hochstens ein inverses Element.

Beweis. Fiir ein a € M seien = und y inverse Elemente von a. Mit e sei das neutrale Element von (M, )
bezeichnet. Da x und y inverse Elemente von a sind, gilt x xa = e und a * y = ¢; da e neutrales Element
ist, gilt e xy = y und x * e = x. Es folgt

(M1

y=exy=(xxa)*xy :)x*(a*y):x*ezﬂc.D

Ist ein Monoid (M, %) gegeben und gehort a zu den Elementen von M, die bzgl.  ein inverses Element
besitzen, so konnen wir aufgrund von Feststellung 2 von dem Inversen von a sprechen.

Elemente, die in Bezug auf einen Operator * ein inverses Element besitzen, nennt man auch invertierbar

(bzgl. *).

Beispiele fiir Monoide:

1. (Z,-) ist ein Monoid, da das Assoziativgesetz a - (b-c¢) = (a - b) - ¢ gilt und da bzgl. - ein neutrales
Element vorhanden ist, ndmlich die 1. Welches sind in diesem Monoid die invertierbaren Elemente?

2. Wir betrachten Z,, fir m > 2; mit - sei die Multiplikation modulo m bezeichnet. Dann ist (Z,,, -)
ebenfalls ein Monoid (vgl. Seite 96). Welche Elemente von Z, sind invertierbar im Monoid (Zy, -)? Zur

Beantwortung dieser Frage kann man sich beispielsweise die Multiplikationstabelle fiir Z, auf Seite
97 anschauen.
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Allgemein: Welches sind die Elemente aus Z,,, die bzgl. - ein Inverses besitzen und wie kann man,
falls vorhanden, das Inverse finden? (Falls Sie es nicht mehr wissen: Schauen Sie in Abschnitt 5.1
nach!)

3. (Z,+) und (Z,, +) sind ebenfalls Monoide. Was ist in diesen Monoiden das neutrale Element? Und
welche Elemente sind invertierbar?

4. Fiir eine beliebige Menge A sei F((A) die Menge aller Abbildungen f : A — A. Dann ist (F(A),o) ein
Monoid, da die Hintereinanderausfithrung o von Abbildungen assoziativ ist (es gilt immer fo(goh) =
(fog)oh, vgl. Seite 68f) und da ein neutrales Element vorhanden ist. Welches Element ist dies und
welche Elemente sind invertierbar?

5. Essei ¥ = {u,v,w}. Wir nennen ¥ ein Alphabet mit drei Elementen und betrachten Zeichenfolgen,
die man mithilfe von ¥ bilden kann: vwwuvv ist beispielsweise eine Zeichenfolge der Lange 6; uu, uv,
uw, vu, YU, vw, wu, wv und ww sind die moglichen Zeichenfolgen der Lange 2.

Auch Zeichenfolgen der Liange 1 werden betrachtet: Dies sind die 3 Zeichenfolgen u, v und w. Dariiber
hinaus soll es auch noch eine Zeichenfolge der Léange 0 geben, die wir die leere Zeichenfolge nennen
und mit € bezeichnen wollen.

Statt ,Zeichenfolge* wollen wir im Folgenden Wort (der Lénge n fir n € NU {O}) sagen; € heifle
leeres Wort. Mit X* sei die Menge aller Worter (beliebiger Léange n fir n € NU {0}) bezeichnet und
o bezeichne den Operator der Konkatenation, der aus zwei Wortern x und y ein neues Wort x o y
erzeugt, indem y rechts an x angehéngt wird; fiir das leere Wort ¢ gelte dabei x o€ = e o = x fiir
alle v € X%,

Beispiel: z = vwu, y = www = T 0y = vWUWWW, EOT = T O0E = T = VWU.

Dann ist (X*,0) ein Monoid, da offenbar das Assoziativgesetz x o (y o z) = (zoy) o z gilt und da ¢
neutrales Element bzgl. o ist.

Welche Elemente sind in diesem Beispiel invertierbar?

Das vorausgegangene Beispiel ldsst sich ohne weiteres auf Félle iibertragen, in denen das zugrunde
liegende Alphabet X eine andere Menge als {u, v, w} ist. Dabei konnen auch unendliche Mengen X
zugelassen werden, wobei die Worter selbstverstandlich nach wie vor endliche Liange haben sollen.

6. Es sei K ein Korper (also z.B. R, Q oder Z3) und M(n x n, K) bezeichne die Menge aller n x n -
Matrizen A iiber K. Mit - sei die iibliche Matrizenmultiplikation bezeichnet. Dann ist (M(n xn, K), )
ein Monoid, da die Matrizenmultiplikation assoziativ ist und da die Einheitsmatrix F,, ein neutrales
Element bzgl. - ist.

Welche Elemente in diesem letzten Beispiel invertierbar sind und welche nicht, ist eine wichtige Frage,
die spdter behandelt werden wird, wenn wir uns mit Vektor- und Matrizenrechnung befassen.

6.2 Die Gruppenaxiome und einfithrende Beispiele

In einem Monoid (M, ) ist das neutrale Element e immer invertierbar. (Wieso eigentlich?) In Bezug auf
die {ibrigen Elemente von M ist jedoch keine allgemeine Aussage moglich: Wie wir gesehen haben, kann
es vorkommen, dass aufser e keine weiteren Elemente invertierbar sind; es kann ebenfalls vorkommen,
dass gewisse Elemente # e invertierbar sind, andere aber nicht. Liegt dagegen der Fall vor, dass sdmtliche
Elemente von M invertierbar sind, so benutzt man wegen der besonderen Wichtigkeit dieses Falles einen
eigenen Namen: Man spricht von einer Gruppe.

Was eine Gruppe ist, kann man dementsprechend auf zwei Arten sagen; entweder kurz und knapp: Eine
Gruppe ist ein Monoid, in dem jedes Element invertierbar ist. Oder aber man fithrt wie im Folgenden
alle Eigenschaften noch einmal explizit auf.
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Definition.
Eine algebraische Struktur (G, *) mit 2-stelligem Operator * heifit eine Gruppe, falls Folgendes gilt:
(G1) (Assoziativitat): Fiir alle a,b,c € G gilt a* (b*c) = (a*b) xc.

(G2) (Euxistenz eines neutralen Elements): Es gibt ein Element e € G, fiir das e xa = a x e = a fiir
alle a € G gilt.

(G3) (Existenz von inversen Elementen): Zu jedem a € G gibt es ein o’ € G, fiir das axa’ = a'xa =€
gilt.

Wie wir bereits im vorhergehenden Abschnitt erkannt haben (Feststellungen 1 und 2), kann es aufier e
kein weiteres neutrales Element in G geben, und fiir jedes a ist o’ das jeweils einzige Inverse.

Ist G eine Gruppe und ist |G| endlich, so nennt man |G| die Ordnung von G; eine Gruppe mit unendlich
vielen Elementen wird eine Gruppe von unendlicher Ordnung genannt.
Man nennt (G1), (G2) und (G3) die Gruppenaziome. Hin und wieder findet man als Gruppenaxiom
zusétzlich aufgefiihrt, dass G abgeschlossen ist, dass also a x b € G fiir alle a,b € G gilt. Wir brauchen
die Abgeschlossenheit hier nicht gesondert aufzufiihren, da sie bereits in der Forderung, dass (G, x) eine
algebraische Struktur sein soll, enthalten ist.
Beispiele:

1. Fiir die iibliche Addition ist (Z,+) eine Gruppe.

Begriindung: (G1) gilt, da die iibliche Addition assoziativ ist; (G2) gilt, da 0 neutrales Element bzgl.
+ ist; (G3) ist ebenfalls erfiillt, da fiir das Negative —a von a gilt: a + (—a) = (—a) +a = 0.
2. Mit 4+ und - seien die iibliche Addition und Multiplikation bezeichnet. Wir fragen uns, ob (R, +),
(R,-) und (R\ {0},-) Gruppen sind.
Antwort: (R, +) ist aus dhnlichen Griinden wie (Z, +) eine Gruppe.
(R,-) ist keine Gruppe, da 0 kein Inverses bzgl. - besitzt
(R {O}, -) ist eine Gruppe. Begrindung: (G1) gilt, da die iibliche Multiplikation assoziativ ist; (G2)
gilt, da 1 neutrales Element bzgl. - ist; (G3) gilt auch, da fiir L gilt: a- 1 = % ca=1.
Analog erkennt man: (Q,+) und (Q\ {0},) sind Gruppen; (Q, ) ist keine Gruppe.
3. Wie friither schon bezeichnen wir mit S,, die Menge aller Permutationen von {1,2, e ,n} und o
bezeichne die Nacheinanderausfithrung von Abbildungen. Dann ist

(Sn,0)
eine Gruppe; dies ist gerade der Inhalt von Feststellung 1, Seite 101. Man nennt (S,,, o) die symme-
trische Gruppe. Welche Ordnung hat diese Gruppe?

4. Fiir welche Werte von m > 2 handelt es sich um eine Gruppe? (Mit + bzw. - sei hier die Addition
bzw. Multiplikation modulo m bezeichnet; vgl. auch die Bemerkung zur Schreibweise auf Seite 99.)

(i) (Zm,+)

(i) (Zm,-)

(il)) (Zm \ {0},)
Zu (i) und (i1): Schauen Sie sich Feststellung 1 auf Seite 96 an, sowie obiges Beispiel 2. Dann sollten
Sie die Antwort selber finden!

Zu (iii): 1. Fall: m ist keine Primzahl. In diesem Fall gibt es also ganze Zahlen a,b mit 1 < a,b <m
und a-b=m. Es folgt a-b =0 (mod m), d.h., es gibt zwei Elemente aus Z,, \ {O}, deren Produkt
nicht in Zm\{O} ist. Zm \ {0} ist also nicht einmal abgeschlossen bzgl. - und daher auch keine Gruppe.
(Eine andere Moglichkeit zu begriinden, dass keine Gruppe vorliegt, ergibt sich aus Feststellung 3,
Seite 98. Welche nidmlich?)

2. Fall: m ist eine Primzahl. Dass (G1), (G2) und (G3) erfiillt sind, ergibt sich aus den Feststellungen
1 und 3 auf den Seiten 96 und 98. Steht damit fest, dass eine Gruppe vorliegt? Noch nicht ganz, denn
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es konnte ja wie im 1. Fall die Abgeschlossenheit verletzt sein. Es bleibt also zu zeigen
a,b € Zy \ {0} = a-beZy\ {0}

Wir weisen dies durch einen Widerspruchsbeweis nach: Angenommen, fiir a,b € Z,, \ {O} gelte
a-b¢ Zp\{0}. Esfolgt a-b=0 (mod m), d.h., m | (a-b). Da m eine Primzahl ist, folgt m | a oder
m | b (vgl. Seite 27), also a = 0 (mod m) oder b =0 (mod m), im Widerspruch zu a,b € Z,, \ {0}.

Bei den obigen Beispielen 1 - 4 handelt es sich um wichtige Standardbeispiele von Gruppen; wirklich neu
waren diese Beispiele allerdings nicht - deshalb konnten wir uns bei der Behandlung dieser Beispiele ja
auch so oft auf bereits bewiesene Feststellungen berufen. Dariiber hinaus gibt es aber eine Vielzahl wei-
terer Gruppen: Der Gruppenbegriff ist ein zentraler Begriff der Mathematik und in fast jedem Teilgebiet
der Mathematik spielen Gruppen eine wichtige Rolle. Wir geben zunéchst zwei weitere Beispiele an, die
nicht untypisch sind, wobei die Darstellung an N. L. Biggs, Discrete Mathematics, Oxford University
Press angelehnt ist.

5. Ein geometrisches Beispiel: Wir betrachten ein gleichseitiges Dreieck, dessen Eckpunkte wir mit
A, B und C bezeichnen:

Dariiber hinaus betrachten wir sechs Symmetrietransformationen der Ebene, die i, r, s, x, y und z
genannt werden sollen:

1 ist nichts weiter als die Identitét, d.h., die Abbildung, die alle Punkte der Ebene fest l&sst;

r ist eine Drehung der Ebene um den Mittelpunkt des Dreiecks, und zwar um 120° im Uhrzeigersinn;
s ist wie r, nur dass der Drehwinkel 240° betragt;

z, y und z sind Spiegelungen der Ebene l&ngs der unten in der Zeichnung angegebenen Achsen.

Alle diese Transformationen sind Abbildungen R? — R2, die das Dreieck in sich selbst iiberfiihren.
In der folgenden Zeichnung ist der Effekt dargestellt, den die einzelnen Transformationen auf die
Eckpunkte des Dreiecks haben:

A c B A
C B\ /B A\ /A c\ /B N

i T 5 x Y z

Fiihrt man zwei der Transformationen nacheinander aus, so entsteht wiederum eine der sechs Trans-
formationen: Fiihrt man beispielsweise erst s und dann y aus, so erhédlt man z. Dies léasst sich am
Effekt ablesen, den die Transformationen auf die Eckpunkte des Dreiecks haben: Nach Ausfiilhrung
der Drehung s befindet sich das Dreieck in der folgenden Lage:

Spiegelt man jetzt noch zusétzlich an der Achse, die zu y gehoért, so kommt das Dreieck in die Lage:
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Man beachte dabei: Die Achsen, die jeweils zu x, y und z gehoren, werden bei den Drehungen nicht
mit bewegt, sondern sind fest. Insgesamt hat die Nacheinanderausfithrung von s und y also denselben
Effekt wie z.

Fiir die Nacheinanderausfiihrung von s und y schreiben wir y x s (Man achte auf die Reihenfolge: y * s
bedeutet: ,Zuerst wird s ausgefiihrt, danach wird y ausgefiihrt“.) Es gilt also

yxs=z.
Ahnlich findet man beispielsweise

T*xS=Y,Tr*2=02,7"*S=10T%T =1.

Insgesamt erhilt man folgende Tabelle, die die Operation * vollstdndig beschreibt:

Lilrls|a]y]|=]
tlli|r|s|z|y|=
rifr|is|t|y|lz|x
sifs|i|r|z|z|ly
rzllxz|z|lyli]|s|r
yllylxz|z|r|i]|s
zllzlylx|s|r|z

Es sei Ga = {i, r, 8, T, Y, z} die Menge unserer Symmetrietransformationen. Es ist nun einfach nach-
zupriifen, dass es sich bei (Ga,*) um eine Gruppe handelt: (G1) gilt, da es sich bei den Elementen
von G um Abbildungen der Menge der Punkte der Ebene auf sich selbst handelt und da die Nach-
einanderausfithrung von Abbildungen assoziativ ist; neutrales Element ist natiirlich 7; die jeweiligen
Inversen sind in der folgenden Tabelle angegeben:

ElementHi‘r‘s‘x‘y‘z
InversesHi‘s‘r‘x‘y‘z

Wir wollen Ga (zusammen mit der Operation *) die Dreiecksgruppe nennen. Die obige Tabelle, die
die Wirkung von * vollstdndig beschreibt, nennt man die Gruppentafel von G .

In dhnlicher Weise erhélt man auch fiir andere geometrische Objekte zugehorige Gruppen. Wir deuten
dies fiir die Quadratgruppe G an.

Man betrachtet ein Quadrat

D C

und die zugehorigen Symmetrietransformationen der Ebene, die wie folgt dargestellt werden kdnnen:
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D C C B B A A D
A T S t

D C B A A D C B

A B C D B C D A
w x Y z

Zur Ubung:
a) Man berechne s * y, x x r sowie z * y und gebe zu allen Elementen das Inverse an.

b) Entsprechend definiere man durch Betrachtung eines Rechtecks mit ungleichen Seitenlédngen die
Rechteckgruppe G und stelle die zugehorige Gruppentafel auf.

A B

D C

. Gy sei die Menge der 2 x 2 - Matrizen der folgenden Form mit «, 5 € Z3 und a # 0:

6 )

Behauptung: G, ist eine Gruppe, wenn man als Operation die Matrizenmultiplikation w&hlt.

Bevor wir nachpriifen, ob (G1) - (G3) erfiillt sind, haben wir uns zunéchst um die Abgeschlossenheit
zu kiimmern; d.h., wir miissen uns vergewissern, dass man die Menge Gjs nicht verlasst, wenn man
zwei Matrizen aus Gy miteinander multipliziert. Es seien also

(1) ()

zwei Matrizen aus Gy, d.h., es gilt a, 8,7,0 € Z3 und «,y # 0. Es folgt

G 969~ )

Aus a,v # 0 folgt ay # 0. (Beachten Sie: Es liegt Z3 zugrunde und nicht etwa Z, oder Zg! Man
vergleiche hierzu auch obiges Beispiel 4 (iii).) Also ist die Abgeschlossenheit gegeben.

(G1) ist erfiillt, da die Matrizenmultiplikation assoziativ ist. (G2) ist erfiillt, da die Einheitsmatrix in
G liegt. (Man wahle hierfir « =1 und 8 =0.)

Zu (G3): Gegeben sei (g f) € G)y. Fiir ein mogliches Inverses (g f) € Gy muss gelten:
a B\ (v 6\ (1 0).
0 1 0 1) \o 1)
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das bedeutet, dass ay = 1 und ad + 8 = 0 gelten muss. Es folgt v = a~! und § = a~*(—73). Folglich

(5 )

sein. Man rechnet leicht nach, dass tatsachlich gilt:

GO )G ) )6 )6

6.3 Einige Folgerungen aus den Gruppenaxiomen

kann das Inverse von <(S f) nur

Bislang hatten wir in Gruppen die Operation meist mit *, das neutrale Element mit e und das Inverse
von a mit a’ bezeichnet. Wir steigen nun auf die sogenannte multiplikative Schreibweise um, d.h., anstelle
von * benutzen wir den Malpunkt -, den man wie tiblich aber auch weglassen kann. Anstelle von a * b
schreiben wir also a - b bzw. ab. Ferner: Anstelle von e schreiben wir 1 und anstelle von a’ benutzen wir
die Schreibweise a~!. Zusammengefasst

e axbwird a - b oder ab,
e c wird 1,
e a' wird a~ L.
Aufgrund der Gruppenaxiome (G1) - (G3) gilt dann in der neuen Schreibweise:
e a(bc) = (ab)e,
e la=al =a,
1 1

e aa” " =a a=1.

Die multiplikative Schreibweise, die wir ab jetzt meistens verwenden werden, hat den Vorteil, kurz, knapp
und in Rechnungen gut handhabbar zu sein; deshalb ist sie auch die allgemein {iibliche Schreibweise.
Ein Nachteil oder besser gesagt eine Gefahr besteht allerdings darin, dass sie leicht mit der normalen
Multiplikation von Zahlen verwechselt werden kann. Vor allem sollte man eins beachten: Léingst nicht jede
Rechenregel fir das Multiplizieren fiir Zahlen ist auch fiir Gruppen richtig. Beispielsweise gilt fiir Zahlen
das Kommutativgesetz ab = ba; in Gruppen braucht es aber nicht unbedingt zu gelten: Der Gruppentafel
fiir die Dreiecksgruppe entnimmt man beispielsweise, dass

Skx AT %S

gilt, und das dndert sich natiirlich nicht dadurch, dass man zur multiplikativen Schreibweise iibergeht.

Gilt fiir ein gewisses Paar a,b € G aber doch ab = ba, so sagt man, dass a und b kommutieren. Eine
Gruppe G, in der alle Elemente kommutieren, nennt man kommutativ oder abelsch.

Satz 1.

Es seien z, y, z, a und b irgendwelche Elemente einer Gruppe G. Dann gilt

(i) zy = zz = y = z (linksseitige Kiirzregel),

(ii) ax = bx = a = b (rechtsseitige Kiirzregel).

(G3) (G2)

G G
Beweis von (i). 2y = vz = 271 (zy) = 27 (22) (@ (x7 1)y = (z712)2 =N ly=1z ="y =z

Der Beweis von (ii) geht entsprechend. OJ

Wir haben im Beweis von Satz 1 nur das verwenden kénnen, was in den Axiomen steht. Beim Beweis
weiterer Sétze sind wir schon etwas besser dran: Wir kénnen das, was in den Axiomen steht benutzen
und den soeben bewiesenen Satz 1.
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Bevor wir zu Satz 2 kommen, wollen wir uns aber noch anschauen, welche Bedeutung die Kiirzregeln fiir
die Gruppentafel einer endlichen Gruppe G haben; es gelte |G| = n.

Die linksseitige Kiirzregel besagt, dass man in jeder Zeile n verschiedene Eintrige antrifft (Erlguterung:
Dass in einer Zeile an zwei verschiedenen Stellen derselbe Eintrag zu finden ist, bedeutet, dass es x, y
und z mit y # z und zy = xz gibt (vgl. Skizze); genau das wird aber durch die linksseitige Kiirzregel
ausgeschlossen.)

Entsprechend sagt die rechtsseitige Kiirzregel aus, dass in jeder Spalte n unterschiedliche Eintrige anzu-
treffen sind.

Satz 2.
Es seien a,b Elemente der Gruppe GG. Dann besitzt die Gleichung

ar =105

eine eindeutige Losung in G.

Beweis. Wir haben zwei Dinge zu zeigen: Eine Existenzaussage (,Es gibt eine Losung®) und eine Ein-
deutigkeitsaussage (,Es kann nicht zwei verschiedene Losungen geben®)

Nachweis der Eindeutigkeit: az; = b, axs = b = axq = axes = x1 = x2 (nach Satz 1).

Nachweis der Existenz: Das Element a~'b ist eine Losung von ax = b, da

(c1) Gs3)

a(ailb) = (aail)b(f 1b (@

b. O

Fiir den Spezialfall a = b besagt Satz 2, dass die Gleichung ax = a genau eine Losung hat. (Diese
Losung ist aufgrund von (G2) natiirlich das neutrale Element 1 und wir haben insbesondere noch einmal
bestétigt, dass das neutrale Element eindeutig bestimmt ist; als eine Feststellung iiber Monoide war uns
dies allerdings bereits bekannt.)

Fiir den Spezialfall b = 1 besagt Satz 2, dass die Gleichung ax = 1 genau eine Losung hat. (Diese Losung
ist aufgrund von (G3) natiirlich das Element a~!. Insbesondere haben wir noch einmal bestitigt, dass zu
jedem Element das Inverse eindeutig bestimmt ist; auch dies war uns bereits bekannt, vgl. Feststellung
2 in Abschnitt 6.1)
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6.4 Die Ordnung eines Gruppenelements

Gegeben sei eine Gruppe G. Dann kann man fiir jedes a € G und n € N Potenzen o™ wie folgt rekursiv
definieren:
a':=aund a” := aa”" ! fiir n > 2.
AufBerdem definiert man:
a®:=1.

Potenzen mit negativem Exponenten werden wie folgt definiert: Was a~! bedeutet, ist bereits definiert,

und fiir n > 2 definiert man:
a”" = (a"h)™

Es gelten die folgenden Potenzregeln, auf deren Beweis verzichtet werden soll:

ama™ = a™t", (a™)" = a™" fiir alle m,n € Z.

Wir werden von diesen beiden Potenzregeln hiufig Gebrauch machen, meistens jedoch ohne diese aus-
driicklich zu erwéhnen.

Ist G eine endliche Gruppe und a € G, so kénnen die Elemente

nicht alle verschieden sein: Es muss Potenzen a* und o’ mit k < ¢ geben, fiir die a* = a* gilt. Durch
Multiplikation mit a=* auf beiden Seiten folgt dann (mithilfe der ersten Potenzregel) a*~* = a° = 1.
Dies zeigt, dass es in einer endlichen Gruppe zu jedem a € G ein m > 1 gibt mit ¢™ = 1. Damit gibt es
auch eine kleinste Zahl m > 1 mit dieser Eigenschaft. Dies fithrt zu folgender Definition.

Definition.

a) Wenn G eine endliche Gruppe ist, so gibt es fiir jedes a € G ein kleinstes m > 1, fiir das
a™ =1

gilt. Man nennt dieses m € N die Ordnung von a in G.

b) Wenn G eine unendliche Gruppe ist, so definiert man die Ordnung m von a in G wie zuvor,
vorausgesetzt, dass ein m > 1 mit o™ = 1 {iberhaupt existiert. Existiert ein solches m fiir ein a
nicht, so sagt man, dass a unendliche Ordnung hat.

Beispiele:

1. In G gilt

rl=r rP=s rd =i

Da i das neutrale Element von G ist, folgt, dass r die Ordnung 3 hat. Welche Ordnungen haben die
iibrigen Elemente von Ga?

2. Wir bestimmen die Ordnung der Elemente 2 und 3 in (Z7 \ {0}, -):
21 =92 922=2.2=4, 23=2.22=2.4=1, also hat 2 die Ordnung 3;
31-3 32=3.3=2 33=3.32=3.2=6,

31-3.33-3.6=4,3=3.31=3.4=5,
36 =3.35=3.5=1, also hat 3 die Ordnung 6.

3. Wir betrachten die symmetrische Gruppe Sg und fragen nach der Ordnung der Permutation 7 =

1 2 3 4 5 6
3 6 1 5 2 4 )
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Es gilt

, (123456
™ = 14326 5)

s o (123456
=T = 3516 4 2)
1 2 3 45 6 .

4 3 _
7r—7r7r—123456—zd.

Also hat 7 die Ordnung 4.
4. Wir betrachten das Beispiel 6 aus Abschnitt 6.2: G, sei die Menge der 2 x 2 - Matrizen der Form

(g ”f ) mit «, 8 € Z3, o # 0. Wir bestimmen die Ordnung der Matrix A = <(1) ?)

Es gilt
o (1 2\ /1 2 (1 1 3 o (1 2\ /1 1} (1 O
=l )6 D0 ) e ) 6060

Da die Einheitsmatrix (é (1)> das neutrale Element bzgl. der Matrizenmultiplikation ist, folgt, dass
A die Ordnung 3 hat.

5. In (Z,+) ist es uniiblich, auf die multiplikative Schreibweise umzusteigen, da es in Z ja schon die
gewohnliche Multiplikation gibt. Es bleibt hier also bei dem Operator +, 0 ist das neutrale Element
bzgl. + und —a ist bzgl. + das Inverse von a.

Frage: Welche Ordnung hat das Element 1 in (Z,+)?

Antwort: 1 hat in (Z, +) unendliche Ordnung. Denn: In (Z,+) gilt 1 #0,1+1#0,14+1+1#0,
14141410, .... Wir kénnen 1 addieren soviel wir wollen, niemals erreichen wir das neutrale
Element 0 der Addition.

6. Man tiberlege sich, welche Ordnungen die Elemente 1, -1 und 2 in (Q \ {0}, -) haben.

Ist @ ein Element der Gruppe G, das in G endliche Ordnung m hat, so wissen wir, dass a” = 1 und
a® # 1 fiir alle s mit 0 < s < m gilt; auRerdem gilt natiirlich a® = 1. Fiir Potenzen a® mit s > m und fiir
Potenzen a® mit negativem Exponenten wissen wir aber noch nicht, wann a® = 1 gilt. Der folgende Satz
gibt hieriiber Auskunft.

Satz 3.
Es sei G eine Gruppe und a € G sei ein Element der Ordnung m € N. Dann gilt fiir jedes s € Z:

a®=1m|s.

Beweis. Wir haben zwei Dinge nachzuweisen:
(i) m|s=a°=1,
(ii) a®*=1=m|s.
(i) Falls m | s, so gibt es ein k € Z mit s = mk. Es folgt

a® =a™ = (@™)* =1F = 1.

(ii) Es gelte nun a® = 1. Es gibt ¢,7 € Z mit 0 < r < m, so dass s = gm + r (,Zerlegung mit Rest*). Es
folgt

1= as — aqm+r — amq+r — (am)qar — ar’

wobei die letzte Gleichung wegen a™ =1 gilt.

Wir haben also a” = 1 fiir ein r mit 0 < r < m gefunden. Da m als Ordnung von a die kleinste natiirliche
Zahl ist, fiir die o™ = 1 gilt, muss r = 0 sein. Es folgt s = gm, d.h.,, m | s. O
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6.5 Isomorphie von Gruppen

Wir betrachten noch einmal die Beispiele 5 und 6 aus Abschnitt 6.2:

Ga = {i,r, S, T, Y, z} war das geometrische Beispiel der Dreiecksgruppe, Gj; war die Menge der 2 x 2

0 1
denen wir die Namen I, R, S, X, Y und Z geben wollen:

(0 () s ()
=N =) =)

Stellt man die Gruppentafel fiir G, auf, so erhélt man:

I =S

- Matrizen der Form <a B), wobei a, 5 € Zz, a # 0. Man findet, dass Gp; sechs Elemente enthilt,

=N~ | || S

N < | e | || ~
> N =< | ~| | @»
| |~ N | ] <
3| | Wl | N <<
~| | Bl < < N[N

N| | | | =] ~

Gruppentafel fiir Gy

Vergleicht man die obige Gruppentafel fiir Gj; mit der Gruppentafel fiir G o aus Abschnitt 6.2, so erkennt
man, dass es sich im Wesentlichen um dieselbe Gruppentafel handelt: Die Wahl der Bezeichnungen I, R,
S, Y, X und Z fiir die Matrizen aus G,; wurde gerade so vorgenommen, dass dies besonders deutlich
wird. Man sagt, dass es sich bei Gao und Gj; um isomorphe Gruppen handelt.

Allgemein nennt man zwei endliche Gruppen G und Gy isomorph (oder strukturgleich), wenn es moglich
ist, die Reihenfolge ihrer Elemente so zu wihlen, dass (bis auf die Bezeichnungen) gleiche Gruppentafeln
entstehen. Dabei ist es natiirlich nicht erforderlich, dass man wie in den obigen Beispielen kleine und
grofie Buchstaben verwendet, sondern worauf es ankommt ist, dass es eine bijektive Abbildung

51G1—>G2

zwischen den Elementen von G und G gibt, fiir die gilt: Fihrt innerhalb von G die Multiplikation von
a und b zum Ergebnis ¢, so fithrt in G2 die Multiplikation von $(a) und £(b) zum Ergebnis §(c). Es soll
also fiir alle a,b, c € G gelten

ab = ¢ — B(a)B(b) = B(0).

Dasselbe (nur etwas kompakter ausgedriickt): Es soll fir alle a,b € G gelten:
B(ab) = B(a)B(b).

Damit sind wir bei der iiblichen Definition des Begriffs ,isomorph“ angelangt, in der der Begriff der
Gruppentafel nicht mehr auftaucht und die deshalb insbesondere auch fiir unendliche Gruppen brauchbar
ist. (Die zunéchst gegebene Definition von isomorph ist fiir endliche Gruppen gleichbedeutend zur
nachfolgenden; ,Bijektion® ist ein anderer Ausdruck fiir ,bijektive Abbildung®.)

Definition.

Zwei Gruppen (G und G (beide in multiplikativer Schreibweise) heiffen isomorph, falls es eine Bijektion
B : G1 — G gibt, so dass fiir alle a,b € G; gilt:

Blab) = B(a)B(b). (6.1)
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Sind zwei Gruppen G; und G isomorph, so schreiben wir G; = G3; eine zugehorige Bijektion 5 : G; —
G, fiir die (6.1) gilt, nennt man einen Isomorphismus. Liegen die Gruppen nicht in multiplikativer
Schreibweise vor, so definiert man ganz entsprechend, was ,jisomorph* bedeutet; haben wir es etwa mit
den Gruppen (G, *) und (G, Q) zu tun, so lautet die (6.1) entsprechende Bedingung

Blaxb) = B(a)OB(b).

6.6 Zyklische Gruppen

Bei den zyklischen Gruppen handelt es sich um Gruppen, die eine besonders einfache Struktur aufweisen,
da die gesamte Gruppe von nur einem einzigen Element ,erzeugt* wird. Hier die genaue Definition.

Definition.

Eine Gruppe G heilt zyklisch, falls sie ein Element a enthélt, fiir das gilt: Jedes Element = aus G ist
eine Potenz von a. Mit anderen Worten: Fiir jedes x € G gibt es ein k € Z, so dass z = a* (also
beispielsweise = a2, x = a® oder x = a~7) gilt. Man sagt dann a erzeugt G (oder a ist ein Erzeuger
von G) und schreibt

G = {(a).

Wir schauen uns im Folgenden typische Beispiele an.

Beispiel 1. Wir kommen auf die Dreiecksgruppe zuriick, wobei wir diesmal allerdings nur die Drehungen
und das neutrale Element betrachten. Wir fithren einige neue Bezeichnungen ein, wobei wir das neutrale
Element ebenfalls als Drehung auffassen, ndmlich als Drehung mit dem Drehwinkel 0°:

e statt ¢ schreiben wir r¢ oder id (,Drehung um 0°¢);
e statt r schreiben wir r1 (,Drehung um 120°¢);
e statt s schreiben wir ro (,Drehung um 240°¢).

Wir setzen R3 = {rg, 71, 7"2}; die Verkniipfung der Elemente von Rj3 iibernechmen wir von der Dreiecks-
gruppe (,Nacheinanderausfiihrung von Drehungen®). Beziiglich dieser Verkniipfung ist, wie man leicht
erkennt, R3 eine Gruppe, da R3 abgeschlossen ist und da (G1)-(G3) gelten. Aukerdem gilt

r=ry, ri=ry und 75 =ry=id

Alle Elemente von R3 sind somit Potenzen von r1, d.h., R ist eine zyklische Gruppe und es gilt R3 = (r1).

Beispiel 2. In dhnlicher Weise erhélt man eine Gruppe, wenn man die Elemente der Quadratgruppe
betrachtet, die Drehungen sind:

o statt ¢ schreiben wir r¢ oder id (,Drehung um 0°¢);
e statt r schreiben wir r1 (,Drehung um 90°¢);

e statt s schreiben wir ro (,Drehung um 180°¢);

e statt ¢ schreiben wir r3 (,Drehung um 270°%).

Es gilt
7’% =ry, 7’% =T, r? =73 und Til =ro = id.

Alle Elemente von Ry = {ro, 71,72, 7“3} sind also Potenzen von rq, d.h., R, ist eine zyklische Gruppe und
es gilt Ry = (rq).

Beispiel 3. Die folgende Verallgemeinerung der Beispiele 1 und 2 liegt auf der Hand: Wir betrachten ein
regulires n-Eck (fiir n > 3) zusammen mit n Drehungen rq,...,r,—1 um den Mittelpunkt des n-Ecks.
Die Drehungen sollen im Uhrzeigersinn erfolgen, und zwar mit den folgenden Drehwinkeln:

e 1y bezeichnet die Drehung um 0°

124



e 71 bezeichnet die Drehung um (1 - 3%

e 1y bezeichnet die Drehung um (2 : %)o
e ...

Allgemein (fir k =0,...,n—1):
e 1 bezeichnet die Drehung um (k‘ : %)O

Durch jede dieser Drehungen wird das n-Eck in sich selbst iiberfiihrt. Fiihrt man die Drehung ry zweimal
aus, so erhalt man ry; fiihrt man r; dreimal aus, so erhélt man rs, etc. Es gilt also

ri=r, ri=ry, ri=r3, ..., P l=r,; und P =ro=id

Wir setzen R, = {ro =id,r1,... ,rn_l} und zeigen, dass es sich bei R, um eine zyklische Gruppe
handelt, wobei die zugrundeliegende Operation die Nacheinanderausfiihrung von Drehungen ist:

(i) Ry ist abgeschlossen, da fiir alle 7,5 € {0,...,n — 1} gilt:

e Titj ,falls i + 7 < n;
T =
/ Titj—n  sonst.

(ii) (G1) ist erfiillt, da (allgemein) die Nacheinanderausfiihrung von Abbildungen assoziativ ist und
damit insbesondere auch die Nacheinanderausfiihrung von Drehungen assoziativ ist;

(iii) (G2) ist erfiillt, da r¢ = id ein neutrales Element ist;
(iv) (G3) ist erfiillt, da fiir alle 7 € {0, T 1} die Beziehung r;r,,_; = rp_;m; = ro = id gilt.

Die Feststellungen (i)-(iv) besagen, dass R,, eine Gruppe ist; R,, ist zyklisch, da (wie wir bereits gesehen
haben) R,, = (r1) gilt.

Wir erinnern an den Begriff der Ordnung einer Gruppe: Ist G eine Gruppe mit endlich vielen Elementen,
so nennt man |G| die Ordnung von G. Eine Gruppe mit unendlich vielen Elementen wird eine Gruppe
unendlicher Ordnung genannt; in diesem Fall schreibt man auch |G| = oo.

Feststellung.
Fiir jedes n € N gibt es eine zyklische Gruppe der Ordnung n.

Beweis. In Beispiel 3 haben wir bereits fiir jedes n € N mit n > 3 eine zyklische Gruppe der Ordnung
n angegeben. Es fehlen also nur noch die Félle n = 1 und n = 2. Diese sind ganz einfach:

o Wir betrachten eine 2-elementige Menge G = {e, g} und definieren eine Operation auf G, indem
wir festsetzen:
eg=ge=g, ee=e und gg=ce.

Dann ist G eine zyklische Gruppe mit G = (g).

e Eine zyklische Gruppe mit nur einem Element erhilt man, wenn man H = {e} betrachtet und
ee = e festsetzt. O

Satz 4.

Es sei G eine zyklische Gruppe mit |G| = n fiir n € N mit n > 3. Dann ist G isomorph zur Gruppe
R,, der Drehungen des reguliaren n-Ecks.

Beweis. Da G zyklisch ist, gibt es ein a € G mit G = (a). Es sei m die Ordnung von a. Wir behaupten:

m—1

(i) Die Elemente a® =1,a',...,a sind alle verschieden.

(ii) AufBer den in (i) genannten Elementen gibt es keine weiteren Elemente in G.
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Nachweis von (i). Angenommen, es gilt a’ = a* fiir 0 < k < £ < m — 1. Multipliziert man beide
Seiten der Gleichung a‘ = a* mit ¢=* (und wendet die Potenzregeln an), so folgt a’~* = a® = 1. Wegen
0 < -k <m—1ist dies ein Widerspruch zur Annahme, dass m die Ordnung von a ist. Damit ist (i)
gezeigt.

Nachweis von (ii). Es sei b € G. Wegen G = (a) existiert dann ein k € Z mit b = a*. Man wihle ¢,7 € Z
mit 0 < r < m —1, so dass k = gm + r (,,Zerlegung mit Rest“). Es folgt aufgrund der Potenzregeln:
b=a"=a?™*" = (a™)%" = a" (da a™ = 1). Wegen 0 < r < m — 1 folgt (ii).

Aus (i) und (i) ergibt sich G = {1,a,a?,...,a™ '} und |G| = n = m; es folgt G = {1,a,a?,...,a"'}.
Nun ist es leicht, einen Isomorphismus § : G — R, anzugeben: Wir wihlen die Bezeichnungen der
Elemente von R,, wie in Beispiel 3 und definieren

Blay=rt (i=0,...,n—1).

Wegen R, = {r?, e ,r{“l} ist 8 bijektiv. Um nachzuweisen, dass § ein Isomorphismus ist, betrachten
wir beliebige 7,7 mit 0 < 4,5 <n — 1. Wir haben zu zeigen, dass Folgendes gilt:

B(a'al) = A(a")B(a’).
e Im Fall ¢ + j < n lasst sich dies unmittelbar nachrechnen:
ﬂ(aiaj) = B(ai“) = ri“ = rir{ = ﬁ(ai)/)’(aj).
e Im Fall i+j > n geht es ebenso einfach, wenn man 't/ = a*+i=" und ri*7 = ri*7=" beriicksichtigt:

B(a'a’) = B(a") = B(a™ ) = pIT = T i B(a’)B(a’). O

Beispiel 4. Fiir n > 2 betrachten wir die Gruppe (Z,, +). Diese Gruppe ist ebenfalls zyklisch, da 1 ein
erzeugendes Element ist; es gilt ndmlich fiir jedes k& € Z,,:

1+...4+1 =k
—_——

k Summanden

Jedes Element k € Z, lidsst sich also ausgehend vom Element 1 durch wiederholtes Addieren von 1
erzeugen. Folglich ist 1 ein erzeugendes Element von (Z,,+), d.h., es gilt (Z,,+) = (1).

Aufgrund von Satz 4 kénnen wir fiir n > 3 feststellen: Die Gruppe R, der Drehungen des requliren
n-Ecks und die Gruppe (Z,,+) sind isomorph. Das bedeutet: Die Struktur beider Gruppen ist gleich, es
werden lediglich unterschiedliche Bezeichnungen benutzt. Die Elemente von R,, werden mit rg,...,7,_1
bezeichnet, die Elemente von Z, mit 0,...,n — 1. Auferdem ist fiir R,, die multiplikative Schreibweise
verwendet worden, wahrend fiir Z,, die iibliche additive Schreibweise verwendet wurde.

Wir betrachten nun ein Beispiel einer unendlichen zyklischen Gruppe.

Beispiel 5. Es sei G die folgende Teilmenge der rationalen Zahlen Q:
G= {2” 'n € Z}.

G enthélt also die Zweierpotenzen 1,2,4, 8,16, ... sowie %, i, %, .... Die dazugehorige Operation auf G
ist die gewdhnliche Multiplikation. Man erkennt leicht, dass es sich bei G um eine Gruppe handelt. Diese

Gruppe ist zyklisch, da 2 ein erzeugendes Element ist.

Beispiel 6. Wir behaupten, dass die Gruppe (Z,+) ebenfalls zyklisch ist. Wir weisen die Richtigkeit
dieser Behauptung nach, indem wir zeigen, dass (Z, +) zur Gruppe G aus Beispiel 5 isomorph ist. Hierzu

126



betrachten wir die Abbildung § : Z — G, die durch S(n) = 2™ fiir alle n € Z gegeben ist. Offenbar ist 3
bijektiv. Aulerdem gilt fiir alle m,n € Z:

B(ner) = Qntm — gn . gm :B(n)ﬂ(m)

Die Abbildung S ist also ein Isomorphismus. Da G zyklisch ist, ist demnach auch (Z,+) zyklisch. Das
Element 1 ist ein erzeugendes Element von (Z,+).

Als Ergédnzung zu Satz 4 beweisen wir den nachfolgenden Satz.

Satz 5.
Es sei G eine beliebige zyklische Gruppe mit |G| = co. Dann ist G isomorph zur Gruppe (Z, +).

Beweis. Es sei G = (a). Wir behaupten, dass alle Potenzen von a verschieden sind.

Zum Nachweis dieser Behauptung nehmen wir an, dass dies nicht der Fall sei, d.h., wir nehmen an,
dass es k,¢ € 7 gibt mit k& < ¢ und a’ = a*. Multiplikation mit a=* ergibt a*~% = 1, woraus wegen
¢ —k > 0 folgt, dass die Ordnung von « endlich ist. Es sei m die Ordnung von a. Wie im Beweis von
Satz 4 (Nachweis von (ii)) erhélt man, dass es aufer den Elementen a® = 1,a!,...,a™~! keine weiteren
Elemente in G gibt, im Widerspruch zu |G| = oco.

Damit ist gezeigt, dass alle Potenzen von a verschieden sind, d.h., es gilt G = { a7 2071, a0 al,d?, .. }
mit a* # a’ fir i # j.

Um zu zeigen, dass G isomorph zu (Z, +) ist, definieren wir 8 : Z — G durch 8(n) = a™ fiir alle n € Z.
Die Abbildung g ist klarerweise surjektiv; da alle Potenzen von a verschieden sind, ist S auch injektiv.
Also ist 3 bijektiv. Ferner gilt aufgrund der Potenzregeln

5(m —|—n) =a"t" = g"ma" = ﬁ(m)ﬁ(n),
d.h., g ist ein Isomorphismus. [

Natiirlich sind nicht alle Gruppen zyklisch.
Aufgabe. Nennen Sie Beispiele fiir Gruppen, die nicht zyklisch sind.

Wir betrachten ein weiteres Beispiel.
Beispiel 7. Es sei G = Z7 \ {O} Ist G beziiglich der Multiplikation modulo 7 eine zyklische Gruppe?
Wir versuchen, ein Element zu finden, das G erzeugt. Es gilt:

2l =2 22=4 28=1.

Als ein Erzeuger (man sagt auch Generator) von G kommt 2 also nicht in Frage. Mit 3 funktioniert es

besser:
31=3,32=23"=6,3"=4,3=5,3=1.

Also gilt G = (3). Mit anderen Worten: G ist eine zyklische Gruppe mit 6 Elementen und ein Erzeuger
dieser Gruppe ist das Element 3.

6.7 Untergruppen

Definition.

Ist G eine Gruppe und H eine Teilmenge von G, so nennt man H eine Untergruppe von G, falls H in
Bezug auf die Operation von G selbst eine Gruppe ist.

Beispiel. Es sei Ga = {i, r,8,2,Y, z} die Dreiecksgruppe. Wir betrachten Teilmengen von Ga:

H, = {r,&z}7 Hy; = {i,r,s}, Hz = {Lnsw}.
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Sind dies Untergruppen?

Antwort: H; ist ganz gewiss keine Untergruppe, da H; ja noch nicht einmal abgeschlossen ist: Es gilt
rz = x und x ist nicht in H;. Auflerdem hat H; kein neutrales Element.

H, ist eine Untergruppe, da H, abgeschlossen ist (man beachte insbesondere, dass rs = sr =i, r2 = s

und s? = r gilt) und da aukerdem (G1) - (G3) gelten: Das Assoziativgesetz (G1) ,vererbt* sich natiirlich
von Ga auf Hy, (G2) gilt wegen ¢ € Hy und aufierdem hat jedes Element von Hs ein Inverses in Ho; fiir
i ist dies 4 selber, fiir 7 ist dies s und umgekehrt. Also gilt (G3). (Die Untergruppe Hy hatten wir bereits
in Abschnitt 6.6 betrachtet; dort tauchte sie unter dem Namen Rj3 auf.)

Hj ist keine Untergruppe. (Wieso nicht?)

Der folgende Satz erleichtert einem das Leben, wenn es darum geht, nachzupriifen, ob eine Teilmenge H
einer Gruppe G eine Untergruppe von G ist.

Satz 4.

Es sei G eine Gruppe und H sei eine nichtleere Teilmenge von G, fiir die die folgenden beiden Bedin-
gungen gelten:

(Ul) a,be H=abe H,
(U2) ac H=a'eH.

Dann ist H eine Untergruppe von G.

Zusatz (Wichtig!). Wenn G endlich ist, dann reicht es sogar aus, (Ul) nachzuweisen, da dann (wie wir
gleich zeigen werden) (U2) aus (U1) folgt.

Beweis des Satzes. H C G sei nichtleer und erfiille sowohl (U1) als auch (U2). Um nachzuweisen,
dass H dann eine Untergruppe von G ist, miissen wir zeigen, dass H abgeschlossen ist und dass fir H
die Gruppenaxiome gelten. Die Abgeschlossenheit von H gilt aufgrund von (U1). (G1) ist erfiillt, da die
Multiplikation in G assoziativ ist. (Man kann es auch so ausdriicken: Das Assoziativgesetz ,vererbt” sich
von G auf H.)

Dass (G2) fiir H gilt, erkennt man so: Da H nicht leer ist, kénnen wir ein h € H wihlen. Aus (U2) folgt
dann, dass h=! € H gilt. Aus (U1) folgt dann weiter, dass hh~! € H gilt. Da hh~! = 1 gilt, haben wir
(G2) gezeigt.

Dass (G3) gilt, ergibt sich unmittelbar aus (U2). O

Beweis des Zusatzes. G sei nun endlich und es gelte (U1). Es sei a € H beliebig. (U2) ist nachgewiesen,
wenn wir a~* € H zeigen. Das erhiilt man folgendermafen: Da G endlich ist, ist @ von endlicher Ordnung;

m € N sei die Ordnung von a. Wir betrachten die Elemente a,a?,...,a™ !: Iterierte Anwendung von
(U1) ergibt, dass alle diese Elemente in H sind. Insbesondere gilt also

a™teH.

Nun ist aber a™ ! nichts anderes als ¢~ !, da aa™ ! = a™ la =a™ = 1 gilt. Also gilt a=! € H. O

Es sei G eine Gruppe und a € G ein Element endlicher Ordnung m; die Teilmenge H von G sei definiert
durch:
H:{l,a,ag,...,am_l}. (6.2)

Man zeige (Ubungsaufgabe!): H ist eine Untergruppe von G der Ordnung m. (Anleitung: Aufgrund von
Satz 4 sind (U1) und (U2) zu zeigen; auferdem ist |H| = m nachzuweisen, d.h., es ist zu zeigen, dass
die Elemente 1,a,a?,...,a™ ! alle verschieden sind. Dies alles lisst sich mit Schliissen erledigen, die in
ahnlicher Form schon mehrfach in den Abschnitten 6.4, 6.5 und 6.6 vorkamen.)

Man nennt die Untergruppe H aus (6.2) die von a erzeugte zyklische Untergruppe von G und schreibt
fiir diese Untergruppe entweder wie bisher H = (a) oder auch H = (a) .
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6.8 Nebenklassen und der Satz von Lagrange

Definition.

Es sei H eine Untergruppe einer Gruppe G und a sei ein Element von G. Mithilfe von a und H
definieren wir eine Teilmenge von G wie folgt:

aH::{geG: EsgibteinhEHmitg:ah}.

Man nennt eine solche Teilmenge aH eine Linksnebenklasse von H in G.

Wir beschreiben die obige Definition von aH noch einmal mit Worten: Man erhélt die Elemente von aH
dadurch, dass man alle Elemente von H von links mit ¢ multipliziert. Falls H endlich ist, etwa |H| = m
und H = {h1, hs,...,hn}, so sind also

ahy, ahs, ..., ahy,

die Elemente von aH. Diese Elemente sind tatsdchlich alle verschieden, wie man mithilfe der Linkskiirz-
regel sofort einsieht: Fiir h; # h; muss ah; # ah; gelten, denn wére ah; = ahj, so wiirde sich mit der
Linkskiirzregel h; = h; ergeben. Es gilt also |[aH| = m, d.h., H und aH haben gleich viele Elemente.

Da dies eine wichtige Beobachtung ist, halten wir sie ausdriicklich fest:

Feststellung 1.
Ist H eine endliche Untergruppe von G, so gilt fiir jede Linksnebenklasse aH von H:

laH| = |H]|.

Beispiele:

1. Essei G =77\ {O} = {1, 2,..., 6}, wobei die Multiplikation die {ibliche Multiplikation modulo 7 ist.
Es sei H = (6), d.h., H ist die von 6 erzeugte zyklische Untergruppe von G. Da 6% = 36 =1 (mod 7)
gilt, besteht H nur aus den Elementen 1 und 6, also

H = {1,6}.
Die Gruppentafel (,Multiplikationstabelle*) von H sieht so aus:
1 6
111 6
616 1
Wir bestimmen die Linksnebenklasse aH fiir a = 3; es gilt in Z7 \ {0}:
3:1=3,3-6=4.

Also haben wir 3H = {3,4}.

Ganz entsprechend kénnen wir sdmtliche Linksnebenklassen aH bestimmen, es ergibt sich

1H = {1,6} 2H = {2,5} 3H = {3,4}
AH = {3,4} 5H = {2,5} 6H = {1,6}.

Manche dieser Nebenklassen sind gleich (etwa 2H = 5H); es kann also durchaus passieren, dass
aH = bH gilt, obwohl a # b ist. Ein und dieselbe Nebenklasse kann also unter verschiedenen Namen
auftreten.
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2. Essei G =Z13\ {0} = {1,2,...,12} mit Multiplikation modulo 13 und H sei durch H = (3) gegeben.
In Zy3\ {0} gilt: 3' =3, 32 =9, 3% = 1; also:

H= {1, 3, 9}.
Linksnebenklassen von H sind dann beispielsweise

2H:{275,6} und 4H:{4,10, 12}.

3. Wir betrachten die symmetrische Gruppe Ss, die aus den Permutationen der Menge M = {1, 2, 3}
besteht; es gibt 3! = 6 Permutationen von M:

e die identische Permutation: id,
e drei Transpositionen: (1,2), (1,3), (2,3),
e zwei Permutationen der Ordnung 3: (1,2, 3) und (1,3, 2).
H=/{((1,2)) = {id, (1, 2)} sei die von (1,2) erzeugte zyklische Untergruppe von Ss.

Wir berechnen die Linksnebenklasse (1,3)H: Es gilt selbstverstandlich (1,3)id = (1, 3); fiir das Pro-
dukt 7 = (1,3)(1,2) gilt: n(1) = 2, da durch (1,2) die 1 auf 2 abgebildet wird und da 2 von der
Permutation (1,3) festgelassen wird. Ahnlich iiberlegt man sich, dass (2) = 3 und 7(3) = 1 gilt.
Also m = (1,2,3).

Damit ergibt sich:

(1,3)H = {(1,3)@1, (1,3)(1,2)} - {(1,3), (1,2,3)}.

Bestimmt man entsprechend sdmtliche Linksnebenklassen von H, so erhélt man

idH = {id, (1,2)} (1,2)H = {z’d, (172)} (1,3)H = {(173), (1,2,3)}
(2,3)H = {(273), (1,3,2)} (1,2,3)H = {(1,3), (1,2,3)} (1,3,2)H = {(273), (1,3,2)}.

Betrachtet man in den obigen Beispielen 1 und 3 die jeweils verschiedenen unter den Linksnebenklassen
von H, so fallt auf, dass diese eine Zerlegung von Z7 \ {O} bzw. S3 in disjunkte Klassen bilden, etwa
ergab sich in Beispiel 3 eine Zerlegung von

Sy = {z’d7 (1,2), (1,3), (2,3), (1,2,3), (1,3,2)}
in die drei Klassen
{id, (1,2)}, {(173), (1,273)} und {(2,3), (173,2)}.

Wir zeigen nun, dass Entsprechendes allgemein gilt.

Feststellung 2.

Ist H eine Untergruppe von G, so bilden die verschiedenen unter den Linksnebenklassen von H eine
Zerlegung von G in disjunkte Mengen.

Beweis. Zunichst einmal stellen wir fest, dass jedes Element a € G tatséchlich in einer Linksnebenklasse
von H vorkommt: Das ist klar, da 1 € H gilt, und somit a € aH. Es bleibt zu zeigen:

(*) Haben zwei Linksnebenklassen a1 H und as H ein Element x gemeinsam, so sind a1 H und ag H gleich.

Zum Nachweis von (x) sei ein « € a1 H NagH. Zu zeigen ist a1 H = as H.

Aus x € a1 H folgt, dass x = a1 hy fiir ein hy € H, und aus = € agH folgt, dass x = ashs fiir ein hy € H
gilt.

130



Wir wollen zunéchst a1 H C asH zeigen. Hierzu sei y € a1 H, zu zeigen ist, dass daraus y € asH folgt.
Wegen y € a1 H gilt y = a,h fiir ein h € H.

Man beachte, dass aus 2 = a1hy folgt: h7* = (a1hi)hy* = ai(h1hy') = a1. Es ergibt sich nun:
y = arh = (zh;)h = z(hy*h) = az ha(hy'h).
————

€H

Da ho (hflh) € H gilt, folgt y € asH. Also gilt a1 H C asH. Analog erhédlt man, wenn man die Rollen
von a1 und ag vertauscht, dass as H C aq H gilt. Insgesamt folgt daher a1 H = aoH. [J

Wir benutzen nun die Feststellungen 1 und 2, um das Hauptergebnis dieses Abschnitts zu beweisen.

Satz 5 (Lagrange).
G sei eine endliche Gruppe der Ordnung n (d.h. |G| = n) und H sei eine Untergruppe von G der
Ordnung m (d.h. |H| = m). Dann ist m ein Teiler von n.

Beweis. Aufgrund der Feststellungen 1 und 2 bilden die verschiedenen unter den Linksnebenklassen von
H eine Zerlegung von G in disjunkte Mengen, sagen wir in k disjunkte Mengen M, ..., My, fir die
|Mi| =...=|Myg| = |H| = m gilt. Es folgt n =k - m, d.h., m ist ein Teiler von n. O

Der Satz von Lagrange besagt also: Hat G die Ordnung n, so kommen als Ordnung einer Untergruppe
von G nur Teiler von n in Frage. Gilt also beispielsweise |G| = 10, so kann es nur Untergruppen der
Ordnungen 1, 2, 5 und 10 geben, niemals aber Untergruppen der Ordnungen 3, 4, 6, 7, 8 oder 9. (Ob
es nun in G mit |G| = 10 tatséchlich eine Untergruppe etwa der Ordnung 5 gibt, dariiber sagt der Satz
nichts aus.)

Einige Folgerungen aus dem Satz von Lagrange:

Folgerung 1. Es sei G eine endliche Gruppe mit |G| = n und a sei ein Element von G. Dann gilt:
(i) die Ordnung von a teilt n,
(i) a" = 1.

Beweis.

(i) Hat a die Ordnung m, so hat die von a in G erzeugte zyklische Untergruppe

(a) = {1,a,a2, .. .,a’”_l}

die Ordnung m. Also gilt nach dem Satz von Lagrange: m | n.

(ii) Nach (i) gilt m | n fiir die Ordnung m von a, d.h., n = m - k fiir ein k € N. Es folgt
A" =a™F =@ =1"=1. O

Beispiele:

1. Fiir eine Gruppe G gelte |G| = 42 und es sei a € G. Fiir die Ordnung von a kommt dann nur in
Frage: 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21 oder 42.

2. Wir betrachten die Gruppe Zi3 \ {0}, wobei die Operation die Multiplikation modulo 13 ist.

Wir wollen die Ordnung von 2 bestimmen. Es gilt in Z;3 \ {0}: 2! =2, 22 =4, 23 =8, 2* = 3. Also:
2 hat keine der Ordnungen 1, 2, 3 oder 4.

Wenn wir nicht (i) aus Folgerung 1 kennen wiirden, wiirden wir vermutlich im gleichen Stil fortfahren
und 2°,26,27 ... berechnen.

Da wir jedoch Folgerung 1 kennen, wissen wir, dass als mogliche weitere Ordnungen nur noch 6 und
12 in Frage kommen. Es gilt 26 = 64 = 12 (mod 13), also hat 2 auch nicht die Ordnung 6.

Folglich hat 2 die Ordnung 12.

131



Folgerung 2. G sei eine Gruppe mit Primzahlordnung, d.h., |G| = p fiir eine Primzahl p. Dann ist G
zyklisch.

Beweis. Es gilt |G| = p > 2. Also kénnen wir ein Element ¢ € G mit a # 1 wihlen. Da p eine Primzahl
ist, kommen als Ordnung von ¢ nur 1 und p in Frage (nach Folgerung 1). Wegen a # 1 scheidet 1 als
mogliche Ordnung von a aus.

Also: a hat die Ordnung p. Wir betrachten die von a in G erzeugte zyklische Gruppe

(a) = {l,cz,<127 .. ,apfl}.
Wegen |{(a)| = p = |G| folgt:
G = (a),
d.h., G ist zyklisch. OJ
Also: Jede Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch.
Beispiele:
1. Wir betrachten die symmetrische Gruppe S3 und wollen alle Untergruppen von S3 bestimmen. Die
3! = 6 Elemente von S3 sind: id, (1,2), (1,3), (2,3), (1,2,3) und (1, 3,2).

Wir bestimmen zundchst die zyklischen Untergruppen, d.h., die Untergruppen der Form (a), die also
von einem einzigen Element erzeugt werden; es ergibt sich:

(id) = {id}

(1,2)) = {z’d, (1,2)}.
Analog:

(1.3) = {id, (1,3)}
(23) = {id, 23)}.

Und schlieRlich (man beachte (1,2,3)% = (1,3,2), (1,2,3)3 = id sowie (1,3,2)? = (1,2,3), (1,3,2)% =
id):

(1,2,3) = {id, (1.2,3), (1,3,2)} = ((1,3,2).

Wir haben bisher fiinf Teilmengen von Ss bestimmt, von denen feststeht: Diese Teilmengen sind
Untergruppen von S3. Eine weitere Untergruppe koénnen wir sofort angeben: S3 selbst.

Insgesamt gibt es aber 26 = 64 Teilmengen von S3, unter denen sich weitere Untergruppen befinden
konnten. Miissen wir nun alle verbliebenen Teilmengen eine nach der anderen unter die Lupe nehmen,
um herauszufinden, ob es noch weitere Untergruppen gibt?

Zum Gliick nicht! Aufgrund des Satzes von Lagrange wissen wir, dass als Untergruppenordnungen
aufer 1 und 6 nur noch 2 und 3 in Frage kommen. Nach Folgerung 2 miissen Untergruppen der
Ordnung 2 und 3 jedoch zyklische Untergruppen sein; die zyklischen Untergruppen von Ss haben
wir aber schon vollstdndig bestimmt. Wir kénnen also sicher sein, dass wir bereits alle Untergruppen
gefunden haben.

Zusammenfassend kinnen wir feststellen:

Aufser den Untergruppen {zd} und G selbst (die gibt es ja immer!) existieren genau vier weitere
Untergruppen von G = Ss, ndmlich

e die zyklischen Untergruppen der Ordnung 2: {id, (1,2)}7 {id, (1,3)}, {z’d, (2,3)},
e cine zyklische Untergruppe der Ordnung 3: {id, (1,2,3), (1,3, 2)}
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Beziiglich der Relation C bilden die Untergruppen einer Gruppe G eine partiell geordnete Menge,
die man, falls G endlich ist, durch ihr Hasse-Diagramm darstellen kann. In unserem Beispiel G = S35
ergibt sich das folgende Hasse-Diagramm: :

ZIRN
N

2. Die symmetrische Gruppe S3 hat nur wenige Elemente und ist deshalb relativ leicht zu iiberschauen.
Im Lehrbuch von N. L. Biggs, Discrete Mathematics wird ein etwas komplizierteres Beispiel diskutiert:
Es wird dort fiir eine bestimmte Gruppe A der Ordnung 12 ermittelt, welches die Untergruppen von
A sind. Wir geben hier nur das Ergebnis wieder.

Zunéchst wissen wir nach dem Satz von Lagrange, dass es nur Untergruppen der Ordnungen
1, 2, 3, 4, 6 oder 12

geben kann. Das Ergebnis ist, dass es genau folgende Untergruppen gibt:

eine Untergruppe der Ordnung 1, ndmlich {zd} (Das ist sowieso klar!)
e drei Untergruppen Uy, Us, Uz der Ordnung 2
e vier Untergruppen Uy, Us, Ug, U7 der Ordnung 3

e cine Untergruppe V der Ordnung 4; diese Untergruppe enthélt die Untergruppen U;, Us, Us
und ist nicht zyklisch

e feine Untergruppe der Ordnung 6

eine Untergruppe der Ordnung 12, ndmlich A selbst. (Das war wieder klar!)

Das zugehorige Hasse-Diagramm sieht so aus:

133



3. Wir erwihnen (ohne Beweis), dass es auch andere Gruppen der Ordnung 12 gibt, fiir die die Unter-
gruppenstruktur vollig anders aussieht als fiir die Gruppe A aus Beispiel 2. Ist beispielsweise C14 eine
zyklische Gruppe der Ordnung 12, so gilt: Zu jeder der méglichen Untergruppenordnungen 1, 2, 3, 4,
6, 12 gibt es genau eine Untergruppe; aukerdem sind alle diese Untergruppen selber wieder zyklisch.
Wenn wir die Untergruppen von Cio mit Cy,Cy, Cs, Cy, Cs und C1o bezeichnen, wobei |C;| = i gilt,
so sieht das Hasse-Diagramm wie folgt aus:

/ \

/N

@\ /@

@)

Dieses Hasse-Diagramm hat dieselbe Struktur wie das Hasse-Diagramm, das zur Teilbarkeitsrelation
| gehort, wobei die Grundmenge die Menge {1, 2,3,4,6, 12} aller positiven Teiler von 12 ist.

Die im Beispiel 3 erwdhnten Tatsachen gelten iibrigens entsprechend fiir jede endliche zyklische Gruppe.
Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes, den wir ohne Beweis angeben. Einen Beweis sowie Details zu
Beispiel 3 findet man im Buch von Biggs, das im Ubrigen sehr empfohlen werden kann und dem wir in
Abschnitt 6 teilweise gefolgt sind.

Satz 6.

G sei eine endliche zyklische Gruppe der Ordnung n, und d sei ein Teiler von n. Dann hat G genau
eine Untergruppe der Ordnung d, und diese Untergruppe ist ebenfalls zyklisch.

Fiir das zugehorige Hasse-Diagramm ergibt sich aus Satz 6, dass es dieselbe Struktur hat wie das Hasse-
Diagramm, das zur Teilbarkeitsrelation gehort, wobei die Grundmenge die Menge aller positiven Teiler
von n ist.

Anmerkungen zu Links- und Rechtsnebenklassen

Wir haben im Abschnitt 6.8 unsere Uberlegungen auf dem Begriff der Linksnebenklasse aufgebaut.
Ebenso gut hitten wir Rechtsnebenklassen nehmen kénnen, die wie folgt definiert werden:

Definition.

Fiir eine Untergruppe H einer Gruppe G und ein Element a € G sei

Ha::{geG: EsgibteinhGHmitg:ha}.

Man nennt die Teilmenge Ha von G eine Rechtsnebenklasse von H in G.

Ist die betrachtete Gruppe G abelsch, so gilt offenbar a H = Ha; man braucht dann nicht zwischen Links-
und Rechtsnebenklassen zu unterscheiden und spricht nur von Nebenklassen.

Ist G nicht abelsch, so kann durchaus aH # Ha gelten. Ebenso wie wir mithilfe der Linkskiirzregel
|aH| = |H| erhalten haben, kann man mit der Rechtskiirzregel

|Ha| = |H]|
erhalten (vgl. Feststellung 1). Fiir Rechtsnebenklassen gilt auch analog zu Feststellung 2:
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Feststellung 2’.

Ist H eine Untergruppe von G, so bilden die verschiedenen unter den Rechtsnebenklassen von H eine
Zerlegung von G in disjunkte Mengen.

Unter den Rechtsnebenklassen von H in G kann es durchaus welche geben, die keine Linksnebenklassen
von H in G sind (und umgekehrt)'; wegen |aH| = |H| = |Ha| gilt aber:

Ist G endlich, so ist die Anzahl der Rechtsnebenklassen von H in G gleich der Anzahl der Linksneben-

klassen von H in GG, ndmlich % Man nennt diese Anzahl den Index von H in G.

'Um dies einzusehen, bilde man in Beispiel 3 auf Seite 130 die Rechtsnebenklassen von H = ((1,2)).
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7 Ringe, Korper und Polynome

7.1 Ringe

Definition.
Eine Menge R, auf der zwei bindre Operationen + und - definiert sind, heifft ein Ring, falls die folgenden
Axiome gelten:
(R1) Assoziativgesetze:
® a+ (b+c) = (a+b) +c
e qa- (b'c) = (a~b) -c
(R2) Kommutativgesetz der Addition:
e at+b=b+a
(R3) Distributivgesetze:
e qa- (bJrc) =a-b+a-c
. (b+c) ca=b-a+c-a
(R4) Existenz neutraler Elemente:
Es gibt in R Elemente 0 und 1, welche die Eigenschaft haben, dass fiir jedes a € R gilt:
e a+t+l0=a
eag-1l=1-a=a
(R5) Existenz inverser Elemente der Addition:
Zu jedem a aus R gibt es ein Element —a aus R, fiir das gilt:
e a+(—a)=0

Mithilfe der Begriffe , Monoid* und ,;Gruppe kann man die Definition eines Ringes auch in der folgenden
kompakten Form aussprechen.

Definition.

Eine Menge R, auf der zwei bindre Operationen + und - gegeben sind, heifst ein Ring, falls die folgenden

Axiome gelten:

(RI) (R,+) ist eine kommutative Gruppe.
(RII) (R,-) ist ein Monoid.

(RIII) Es gelten die Distributivgesetze, d.h., fir alle a,b,c € R gilt:
ea-(b+c)=a-b+a-c
e (b+c)-a=b-a+c-a

In der kommutativen Gruppe (R,+) bezeichnet man das neutrale Element mit 0. Das Inverse von a
beziiglich + wird mit —a bezeichnet. Anstelle von ,das Inverse von a beziiglich +“ sagt man meistens
,das Negative von a*. (RI) bedeutet im Einzelnen, dass der Operator + folgende Eigenschaften hat:

e (a+b)+c=a+(b+c¢)
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e a+0=04+a=a
ea+(—a)=(—a)+a=0
e at+b=b+a

Im Monoid (R, -) bezeichnet man das neutrale Element mit 1.

(RIT) bedeutet im Einzelnen, dass die Multiplikation folgende Eigenschaften hat:
e (ab)c = a(be),
eag-1=1.-a=a.

Wir geben Beispiele fiir Ringe:

1. Der Ring der ganzen Zahlen (Z,+,-), wobei 4+ und - die iibliche Addition und Multiplikation sind.
Dieser Ring besitzt aufler den in den Axiomen genannten Eigenschaften zusditzliche Eigenschaften,
die ldngst nicht in jedem Ring gelten:

(i) Die Multiplikation ist kommutativ, d.h., es gilt stets ab = ba.
(ii) Es gilt die Kirzregel, d.h., fiir a,b, c mit a # 0 gilt stets ab = ac = b =c.

2. (Zm,+,-) fir m > 2, wobei + und - die Addition bzw. Multiplikation modulo m sind.

Dass es sich hierbei tatséichlich um einen Ring handelt, fiir den auferdem (i) gilt, entnimmt man
Feststellung 1, Seite 96. Zusatzeigenschaft (ii) gilt aber im Allgemeinen nicht. (Ein Beispiel hierfiir:
In Zg gilt 4-5 =4 -2, aber nicht 5 = 2.) Der Ring (Z,, +, -) wird Ring der ganzen Zahlen modulo m
genannt.

3. Ist R ein Ring mit Operationen + und -, so sei M(n x n, R) die Menge aller n x n - Matrizen iiber
R. Nimmt man als Operationen die Addition und Multiplikation von Matrizen, so wird M(n x n, R)
zu einem Ring.

Man nennt derartige Ringe M (n x n, R) Matrizenringe.

Da die Matrizenmuliplikation im Allgemeinen nicht kommutativ ist, ist es leicht, Ringe anzugeben,
fiir die (i) nicht gilt, die also nicht kommutativ sind. Zum Beispiel ist M (2 x 2,R) ein solcher Ring:

(11 (1 0\ . (21 (11
FurA—<0 1) undB—(1 1) gilt AB—(1 1) undBA—<1 2>7alsoAB7éBA.

Auf weitere Standardbeispiele fiir Ringe wie etwa Kdrper und Polynomringe kommen wir spéter zu
sprechen.

7.2 Die Einheitengruppe eines Ringes

Es sei (R, +, ) ein Ring. In diesem Abschnitt befassen wir uns weniger mit der Addition +, sondern wir
richten unser Augenmerk auf das Monoid (R, ). Vor allem interessieren uns die invertierbaren Elemente
von (R, ), also diejenigen Elemente a € R, die ein inverses Element beziiglich der Multiplikation besitzen.

Zur Erinnerung: Es sei a € R. Dann heifft ein Element © € R inverses Element von a beziiglich der
Multiplikation, wenn
ra =ax = 1.

Ebenfalls zur Erinnerung schaue man sich noch einmal an, was wir bereits in Abschnitt 6.1 {iber inver-

tierbare Elemente in Monoiden gesagt haben (insbesondere die dort gegebenen Beispiele). Aus Abschnitt

6.1 wissen wir bereits, dass ein Element a € R niemals zwei verschiedene inverse Elemente beziiglich der

Multiplikation haben kann. Wenn a ein Inverses der Multiplikation besitzt, so bezeichnen wir es mit
a1

und sprechen von dem Inversen von a.
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Diejenigen Elemente a € R, fiir die das Inverse a~! existiert, nennt man die Einheiten von R. Die Menge
aller Einheiten von R bezeichnet man mit
E(R).
Beispiele:
1. Fiir R =Z (mit der gewdhnlichen Addition und Multiplikation) gilt E(R) = {1,—1}. (Wieso?)
2. Fiir R = Zg (mit der Addition und Multiplikation modulo 6) gilt E(R) = {1,5}. (Wieso? Wenn Sie
es nicht mehr so genau wissen: Schauen Sie sich noch einmal Feststellung 3 auf Seite 98 an!)
3. Bestimmen Sie E(R) fiir R = Zg und fir R = Z;; (mit + und - modulo 8 bzw. 11).
4. Es sei p eine Primzahl und R = Z,, (mit 4+ und - modulo p). Welche Elemente enthélt dann E(R)?

Wir zeigen nun, dass F(R) bzgl. der Multiplikation immer eine Gruppe ist. Man nennt E(R) deshalb die
Einheitengruppe des Rings R.

Satz 1.

Die Menge F(R) der invertierbaren Elemente (,Einheiten®) von R ist bzgl. der Multiplikation des
Ringes R eine Gruppe.

Beweis. Bevor wir die Gruppenaxiome (G1), (G2) und (G3) nachpriifen, miissen wir zeigen, dass E(R)
bzgl. - abgeschlossen ist: Hierzu seien a,b € E(R); wir haben zu zeigen, dass dann auch a-b € E(R) gilt.

Aus a,b € E(R) folgt, dass die inversen Elemente a~! und b~! existieren. Um zu erkennen, dass a - b €
E(R) gilt, miissen wir zeigen, dass auch a - b ein Inverses hat. Wie konnte das Inverse von a - b aussehen?

Mégliche Kandidaten sind ¢~ '6~! und b~ 'a~'. Méchte man nachweisen, dass a~'b~! das Inverse von
a - b ist, so miisste man (ab)(a='b~1) = 1 zeigen. Das klappt aber nicht, da die Multiplikation nicht
kommutativ zu sein braucht. Die zweite Mdoglichkeit funktioniert:

(ab)(bra" ) Zabb el =a-1-a ' =aa"t = 1.

Ebenso erhilt man (b~ta~!)(ab) = 1. Zur mit * bezeichneten Stelle geben wir weiter unten noch eine
zuséatzliche Erklarung.

Nachpriifen der Gruppenaxiome:

(G1): (G1) gilt, da (R,-) ein Monoid ist und in einem Monoid definitionsgeméf das Assoziativgesetz
gilt; fiir F(R) braucht das Assoziativgesetz also gar nicht nachgepriift zu werden, es ,vererbt“ sich
von R auf E(R).

(G2): Esgilt 1 € E(R), da 1 ein Inverses besitzt. (Was ist ndmlich das Inverse von 17)
(G3): Es ist zu zeigen, dass Folgendes gilt:

r € BE(R)= 27! € E(R).

1 1

Das ist aber klar: Wenn x~! das Inverse von z ist, so ist wegen zz~' = 7'z = 1 auch z das

Inverse von 1. O

Bemerkung zur mit * gekennzeichneten Stelle:
Wir haben die Klammern einfach weggelassen. Warum durften wir das tun?
Antwort: In (R, -) gilt das Assoziativgesetz x(yz) = (2y)z und deshalb sind die Klammern {iberfliissig.

Allgemein gilt ndmlich Folgendes: Es liege eine Halbgruppe (H,-) vor; das bedeutet, dass - ein
bindrer Operator ist, fiir den das Assoziativgesetz x(yz) = (xzy)z gilt. Dann folgt (und das ist der
eigentliche Sinn des Assoziativgesetzes), dass in Produkten mit drei oder mehr Faktoren keine Klammern
gesetzt werden missen. Man nennt dies auch das allgemeine Assoziativgesetz; beweisen kann man es
mit vollstdndiger Induktion, was aber hier nicht durchgefiihrt werden soll. Stattdessen wollen wir das
allgemeine Assoziativgesetz an Beispielen erldutern. Fiir den Fall von drei und vier Faktoren besagt dieses
Gesetz, dass in jeder Halbgruppe (H,-) gilt:
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e z(yz) und (xy)z fitlhren zu demselben Ergebnis; deshalb kann man die Klammern weglassen und
einfach xyz schreiben;

e die Ausdriicke w(z(yz)), w((zy)z), ((wx)y)z, (w(zy))z und (wzx)(yz) liefern alle dasselbe Ergebnis
und deshalb kann man die Klammern weglassen und einfach wxyz schreiben.

Nach dem allgemeinen Assoziativgesetz gilt Entsprechendes auch fiir Ausdriicke mit 5, 6 oder mehr
Faktoren; beispielsweise bedeuten die Ausdriicke u(v(w(z(yz)))) und ((((uwv)w)z)y)z dasselbe wie alle
anderen Moglichkeiten, diese Faktoren sinnvoll zu beklammern und deshalb kann man die Klammern
weglassen und einfach uvwaxyz schreiben.

Definition.

Ist n € N, so sei p(n) die Anzahl der Elemente a € {1, cee n}, die teilerfremd zu n sind, also ggT(a, n) =
1 erfiillen. Man nennt ¢ die Euler-Funktion.

Einige Werte der Euler-Funktion:

n | ¢(n) | Elemente a € {1,...,n} mit ggT(a,n) =1
1 1 1

2 1 1

31 2 |12

41 2 |1,3

51 4 |1,2,3,4

6 2 |1,5

7 6 |1,2,3,4,5,6
8 4 |1,3,5,7

9

10

11

Zur Ubung vervollstindige man die Tabelle!

Wir haben bereits frither festgestellt (vgl. Seite 98), dass ein Element a € Z,, genau dann invertierbar
ist, wenn a und n teilerfremd sind. Es folgt fiir den Ring Z,, (mit Addition und Multiplikation modulo
n):

Feststellung.
Die Einheitengruppe E(Z,,) des Ringes Z,, ist eine Gruppe der Ordnung ¢(n).

Beispiele:
1. E(Zs) = {1,3,5,7} ist eine Gruppe der Ordnung ¢(8) = 4. In dieser Gruppe gilt 3% = 1, 5% = 1,
72 = 1; es gibt also kein Element der Ordnung 4. Deshalb ist diese Gruppe nicht zyklisch.

2. E(Zs) = {1,2,3,4} ist ebenfalls eine Gruppe der Ordnung 4. Wegen E(Zs) = (2) ist diese Gruppe
zyklisch und damit insbesondere nicht isomorph zur Gruppe aus Beispiel 1.

Wer noch etwas mehr {iber die Euler-Funktion wissen mochte, schaue in die Lehrbiicher von A. Steger
(Diskrete Strukturen, Band 1) und N. L. Biggs (Discrete Mathematics). Wir zeigen hier nur noch den
folgenden Satz, der auf den beriihmten Schweizer Mathematiker Leonhard Euler (1707 - 1783) zuriickgeht.

Satz 2 (L. Euler).
Fiir alle n € N und alle a € E(Z,,) gilt:

a?™ =1 (mod n). (7.1)

Mithilfe der im vorhergehenden Abschnitt bereitgestellten Ergebnisse iiber Gruppen fallt der Beweis
leicht: Wendet man Folgerung 1 aus dem Satz von Lagrange (vgl. Abschnitt 6.8) auf die Gruppe E(Z,)
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an und berticksichtigt man |E(Z, )| = ¢(n), so erhilt man

a?™ = 1.

Dies ist eine Gleichung in Z,,, die dasselbe wie (7.1) bedeutet, nur in anderer Schreibweise. O
Ist p eine Primzahl, so gilt E(Z,) = {1, B 1} und ¢(p) = p — 1. Aus dem obigen Satz von Euler
erhalt man also fiir jede Primzahl p:

a?”' =1 (mod p) fiir alle a € {1,...7]971}. (7.2)

Dies ist im Wesentlichen der Inhalt des Satzes von Fermat, den wir bereits auf Seite 98 formuliert und
dort auf eine ganz andere Weise bewiesen haben. Wir wiederholen den Satz noch einmal und zeigen, dass
er tatséchlich unmittelbar aus (7.2) folgt.

Satz von Fermat'.

Es sei p eine Primzahl und n eine natiirliche Zahl, fiir die p { n gilt. Dann folgt nP~! =1 (mod p).

Beweis. Wegen p { n gibt es ein a € {1, N 1} mit n = a (mod p). Es folgt (durch Anwendung der
Regel (5) fiir das Rechnen mit Kongruenzen, Seite 93) nP~! = a?~! (mod p). Also ergibt sich mit (7.2)

nP'=a?"' =1 (mod p). O

Wir haben bereits auf Seite 23 definiert, was ein Kdrper ist. Aus der dort gegebenen Definition wird
klar, dass ein Korper nichts anderes als ein Ring ist, fiir den neben (RI), (RII) und (RIII) die folgenden
zusétzlichen Bedingungen erfiillt sind:

a) Die Multiplikation ist kommutativ.
b) Jedes Element # 0 ist invertierbar.
¢) Es muss 0 # 1 gelten.

Gegeben sei ein Korper K. Wir stellen uns die Frage: Welche Elemente von K gehoren zur Einheiten-
gruppe F(K) des Korpers K?

Antwort: E(K) = K \ {0}.

Begriindung: Wegen b) gilt K\ {0} € E(K). Es bleibt also zu zeigen: 0 ¢ E(K). Dies ist nachgewiesen,
wenn wir zeigen, dass 0-a # 1 fiir alle ¢ € K gilt. Dies lasst sich so erschliefsen: Es sei ¢ € K. Dann gilt
0-a=(04+0)a=0-a+0-a. Addiert man auf beiden Seiten der erhaltenen Gleichung das Negative von
0-a, so folgt 0 =0-a Wegen c) ergibt sich 0-a =0+ 1.0

Zu einem Koérper K gehoren also immer zwei kommutative Gruppen, ndmlich
e die kommutative Gruppe (K, +), die in jedem Ring vorhanden ist,
e die kommutative Gruppe (K \ {0},).
Man nennt diese Gruppen die additive und die multiplikative Gruppe des Korpers K.

7.3 Der Polynomring K[x]

Aus der Schule sind Thnen Polynome wie beispielsweise
523 4 222 + 3z + 7 oder 22 + 5
bekannt; allgemein ist ein Polynom ein Ausdruck der Form

nx™ + apn_12" 4+ ...+ a1z + ao, (7.3)

!Nach dem Franzosen Pierre Fermat (1601 - 1665). Der Satz wird auch ,kleiner Satz von Fermat® genannt.
Interessante historische Bemerkungen zu diesem Satz findet man in A. Steger, Diskrete Strukturen, Band 1.
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wobei x eine Unbestimmte ist und ag, a1, ..., a, (n > 0) die Koeffizienten des Polynoms (7.3) heifen.

In der Schule stammen die Koeffizienten meist aus dem Koérper R der reellen Zahlen. In diesem Fall
spricht man von einem reellen Polynom. Stammen die Koeffizienten aus dem Koérper C der komplexen
Zahlen, so spricht man von einem komplexen Polynom. Komplexe Polynome werden gemeinsam mit dem
Korper C der komplexen Zahlen im 2. Semester behandelt werden.

Hier wollen wir den allgemeineren Fall studieren, dass die Koeffizienten aus einem beliebigen Koérper K
stammen, also etwa aus dem Korper K = Zs oder aus dem Koérper K = Zs; man spricht in diesem Fall
von einem Polynom tiber K.

Die Menge sdmtlicher Polynome iiber einem Kérper K bezeichnet man mit
Klx];

Polynome aus K[z] werden meist mit Ausdriicken wie a(z), b(x), p(x), q(x) bezeichnet?.

Wie Sie aus der Schule sicherlich wissen, kann man Polynome addieren, multiplizieren und man kann
eine Division mit Rest ausfiihren. Diese Operationen mit Polynomen werden weiter unten besprochen.
Zunéchst sollen einige Begriffe eingefiihrt werden.

Im Folgenden sei K immer ein beliebiger Korper; Sie kdnnen jedoch zunéchst einmal immer an den Fall
K = R denken, und sich nur hin und wieder daran erinnern, dass K auch ein anderer Korper sein kann,
z.B. der endliche Kérper Zs oder Zs (oder allgemeiner: der endliche Kérper Z,, der ganzen Zahlen modulo
p fiir eine Primzahl p).

Ist p(z) € K[z] ein Polynom mit p(z) = apz™ + ap—12" ' + ...+ a1 +ag (n > 0), so definiert man den
Grad von p(z) als die grofite Zahl i, fiir die a; # 0 gilt. Dies setzt allerdings voraus, dass es mindestens
einen Koeffizienten von p(zx) gibt, der von 0 verschieden ist. Im ,Ausnahmefall“, dass alle Koeffizienten
gleich 0 sind, nennt man p(z) das Nullpolynom; dem Nullpolynom geben wir den Grad 0.

Beispiele: Es sei K = R. Dann hat 523 + 22+ 1 den Grad 3, 22 + 5 hat den Grad 2, « +4 hat den Grad
1. Den Grad 0 haben die konstanten Polynome p(z) = ag (einschlieflich des Nullpolynoms p(z) = 0).

Den Grad eines Polynoms p bezeichnen wir auch mit

grad(p).

Ist p(7) = apa™ + ap_12" "t + ... + a1z + ap (n > 0) nicht das Nullpolynom, so bezeichnet man den
Koeffizienten a,, mit m = grad(p) als den Leitkoeffizienten von p.

Beispiel: Es sei K = R. Dann hat das Polynom p(z) = 522 + 2z + 1 den Leitkoeffizienten 5.
Ein Polynom, das den Leitkoeffizienten 1 hat, nennt man normiert.
Wie zuvor schon erwahnt, nennt man Polynome vom Grad 0 konstante Polynome.

Einige Konventionen, die Thnen sicherlich grofstenteils sowieso klar sind und die wir teilweise still-
schweigend auch schon verwendet haben:

Ist ein Koeffizient gleich 0, so braucht man den zugehérigen Term 0 - z* nicht mit hinzuschreiben; ist
ein Koeffizient gleich 1, so schreibt man statt 1 - z* einfach z*; dhnliche, fast selbstverstindliche Dinge
gelten flir Koeffizienten mit einem Minuszeichen: Statt

323 + (=5)a® + 7

schreibt man meistens
323 — 522 + 7.

Auferdem schreibt man die Terme eines Polynoms ab und zu auch in verdnderter Reihenfolge auf, z.B.
p(x) =ag+ a1z +... +a,_12"t + a2

2Ist die Unbestimmte nicht mit = sondern (etwa) mit ¢ bezeichnet, so schreibt man entsprechend K[t] bzw. a(t),
b(t), p(t), q(t); man kann aber auch einfach nur a, b, p, g schreiben.
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7.3.1 Addition von Polynomen

Gegeben: a(z),b(z) € K[z] mit a(z) = ag+arr+azr®+...+a,2" und b(z) = by +b1x+box®+. .. +bpz™.
Wir diirfen n > m annehmen; und wenn n > m gilt, so setzen wir b, 11 = bypyo = ... =b, =0.

Man definiert nun ein Polynom aus K[z], das man mit (a 4 b)(z) oder auch mit a(x) + b(x) bezeichnet
und die Summe von a(z) und b(z) nennt, durch die Festsetzung:

(a+b)(z) = (ag + bo) + (a1 + by)x + (ag + ba)2z* + ... + (ay, + by)z".
Es seien a(z),b(z) € K[z]. Fiir den Grad der Summe (a + b)(z) gilt dann:

grad(a +b) < max{grad(a)7 grad(b)}.

Beispiele:
e Essei K = R. Fiir a(z) = 3+ 7z +523, b(z) = 2—4x+32% +22° gilt (a+b)(z) = 5+ 3z +32% + 723,
e Fiir a(z) wie oben und b(z) = 2 + 5z gilt (a + b)(z) = 5 + 12z + 5z3.
e Fiir a(z) wie oben und b(z) = 2 — 522 gilt (a + b)(z) =5+ Tx.

Man beachte: Es kann vorkommen, dass grad(a+b) < max{grad(a), grad(b)} gilt (wie das letzte Beispiel

zeigt).
7.3.2 Multiplikation von Polynomen

Gegeben: a(z),b(r) € K[z] mit a(x) = ag+arz+azr®+...+a,z" und b(x) = bg+byz+box®+. . . +byz™.
Das Produkt (a - b)(x) € K[z] (fiir das man auch a(z)b(x) schreibt) erhélt man, indem man

(ap + a1z + asz® + ... 4+ anx™)(bo + brz + box® + ... 4 bp2™)

auf die tbliche Art ausmultipliziert und anschlieftend die erhaltenen Terme ,sortiert*. Dies kann man
genauer wie folgt beschreiben:

(a-b)(x) ==co+c1z+ cox® + ... + Cpyma™ ™,
wobei fiir 0 < ¢ < n + m gilt:

¢; = aob; + a1b;—1 + asbj_o + ...+ a;bo.

Mit dem Summenzeichen geschrieben lautet diese Formel:

i
C; = E ajbi_j s
Jj=0

wobei die in dieser Formel moglicherweise auftretenden Koeffizienten a1, ant2, ..., Gnim und byi1,
bm+t2, -5 bptm alle gleich 0 sein sollen.

Zur Verdeutlichung:

(a- b)(l’) = a0b0+(a0b1 —|—a1b0)x+ (a0b2 —|—a1b1 —|—a2b0) $2+

co Cc2

c1
(a0b3 + a1by + asby + a3b0) 4.+ anbm vt
~——

c3 Cntm

Zur Ubung: Schreiben Sie die entsprechenden Formeln fiir ¢4, und ¢5 auf!
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Beispiele:
1. Es gelte a(z),b(z) € Rlz] mit a(z) = 2 + 3z + 522 und b(z) = 1 + 2z + 22%. Es ergibt sich:
(a-b)(x) = 2-14+(2-243-D)z+(2-2+3-2+5-1)2?+

(3-2+5-2)23 + (5-2)z?
= 247z + 1522 + 1622 + 10z*.

2. Es gelte a(z),b(x) € R[z] mit a(z) = 3 + 2z + 22 — 22% + 5z* + 225 + 25 und b(x) = 2 + 42 + 222 +
5% + 2% + 325 4 228,
Wie lautet der Koeffizient von 2° in (a - b)(x)?
Antwort: 3-2+2-34+1:-2—-2-54+5-2+2-4+1-2=24.

Es seien a(x),b(x) € K[z]. Weder a(z) noch b(z) sei das Nullpolynom. Fiir den Grad des Produkts
(a-b)(z) gilt dann®:

grad(a - b) = grad(a) + grad(b).
Bisher haben wir nur Beispiele fiir K = R angeschaut. Nun sei K ein endlicher Korper, etwa K = Zs.
Dadurch éndert sich im Prinzip nichts, man muss in konkreten Rechnungen nur daran denken, dass wir

uns eben nicht mehr in R, sondern in Zs befinden. Das bedeutet beispielsweise, dass 1 + 2 = 0 gilt, da
die Operationen + und - ja die Addition und Multiplikation modulo 3 sind.

Beispiele: Es gelte a(z),b(z) € Z3[x] mit a(x) = 1 + 2z + 222 und b(x) = 2 + .
Wir wollen (a + b)(z) und (a - b)(z) berechnen und schreiben der Deutlichkeit halber:
a(r) =1+ 2z + 2% + 02°,
b(z) =2 + 1z + 02 + 023,

Es folgt:
(a+b)(z) = (14+2)+ 2+ 1z+(2+0)2?
= 22
und
(a-b)(z) = 1-24+(1-1+2-2)2+(1-0+2-1+2-2)2%+
(1-:04+2-0+2-1+0-2)23
= 242z + 223
Satz 3.

Beziiglich der zuvor definierten Addition und Multiplikation fiir Polynome ist K[z] ein Ring, in dem
zusétzlich das Kommutativgesetz der Multiplikation gilt.

Auf den Beweis dieses Satzes wollen wir verzichten, da es sich um reine Routinearbeit handelt. Wir
erwahnen nur Folgendes:

e Das Nullpolynom ist das neutrale Element der Addition.
e Das konstante Polynom a(x) = 1 ist das neutrale Element der Multiplikation.

e Zua(x) =ap+a1x+...+a,z™ ist das Inverse der Addition gegeben durch —ag—ajx—...—a,z™;
man bezeichnet dieses Polynom mit —a(x) und nennt es das Negative von a(x).

Man nennt einen Ring, in dem zusétzlich das Kommutativgesetz der Multiplikation gilt, einen kommuta-

tiven Ring. Man spricht auerdem von dem Polynomring K[z] iiber dem Koérper K. Wir kénnen (etwas
verkiirzt) Satz 3 auch so aussprechen: K|[z] ist ein kommutativer Ring.

Frage: Wieso steht im vorangegangenen Absatz ,Kommutativgesetz der Multiplikation” und nicht etwa
~Kommutativgesetz der Addition‘?

Wenn Sie die Antwort nicht wissen, schauen Sie sich am besten noch einmal an, wie der Begriff ,Ring*
definiert ist.

3Beweis als Ubungsaufgabe. Hinweis: In einem Korper K ist K \ {O} eine Gruppe bzgl. der Multiplikation;
deshalb gilt insbesondere: K \ {O} ist bzgl. - abgeschlossen.
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7.3.3 Polynomdivision

Die aus der Schule bekannte Polynomdivision fiir reelle Polynome funktioniert nach demselben Schema
auch fiir Polynome iiber einem beliebigen Kérper K. Grundlegend ist folgender Satz iiber die Fxistenz
und Findeutigkeit der Zerlegung mit Rest fiir Polynome. (Einen Beweis dieses Satzes findet man im
Lehrbuch von A. Steger, Diskrete Strukturen, Band 1.)

Satz 4.

Zu je zwei Polynomen a(z),b(x) € K[z] mit b(z) # 0 gibt es eindeutig bestimmte Polynome ¢(z) und
r(z) aus Kz] mit grad(r) < grad(b) oder r(z) = 0, so dass

a(x) = q(z)b(x) + r(z).

Man nennt dies Zerlegung mit Rest von a(x) beziglich b(x).

Wie findet man zu gegebenen a(x) und b(x) € K[z] mit b(z) # 0 die zugehdrigen Polynome ¢(z) und
r(x)? Antwort: Mithilfe des {iblichen Verfahrens der ,Polynomdivision“, das analog zum ,schriftlichen
Dividieren“ von ganzen Zahlen funktioniert.

Beispiel: Es seien a(z),b(x) € R[z] mit a(z) = 22* + 2% + 2 + 3 und b(z) = 22 + z — 1. Die durch-
zufithrenden Rechnungen notiert man meist wie folgt. (Wir sprechen das Beispiel in der Vorlesung kurz
durch; schriftliche Erlduterungen zu diesem Beispiel findet man im Buch von A. Steger. Wenn Sie sich
in Bezug auf die Polynomdivision unsicher fiihlen, sollten Sie sich im Tutorium ,fit machen lassen‘.)

(2% +a3 +xr  +3) (2?+x—-1)=222—2+3, Rest: — 3z +6
— (2z* 4223 —22?)
-3 +227  4x  +3
- (—2® —a? +x)

3x° +3
— (322 43z —3)
—3x 46

Als Ergebnis erhélt man hieraus folgende Zerlegung mit Rest:

22t 4+t +3=202 —2+3)(2* +x— 1)+ (=32 +6).
a(z) q() b(z) 7(w)

Das Ergebnis lasst sich auch wie folgt schreiben:

—3x +6
(2x4+x3—|—x+3):(x2+x—1)=2x2—x+3+m.

7.3.4 Der Euklidische Algorithmus fiir Polynome

Es sei ein Korper K fest gegeben. Mit f(x), g(z), h(z), a(x), b(x), ... seien Polynome bezeichnet; alle
betrachteten Polynome sollen aus K[z] stammen. Man nennt g(z) einen Teiler (oder Faktor) von f(x),
falls es ein h(x) € K[z] gibt mit

f(@) = g(@)h(z).

Man sagt auch, f(z) ist ein Vielfaches von g(x) oder auch g(x) teilt f(x) in K[z]. (Zusitze wie ,in
K[z] werden wir im Folgenden weglassen, da ja wie bereits gesagt, alle betrachteten Polynome aus K|[z]
stammen sollen.)

Es seien nun zwei Polynome a(x) und b(z) gegeben. Ist g(x) ein Teiler sowohl von a(x) als auch von
b(x), so nennt man g(x) einen gemeinsamen Teiler von a(x) und b(x). Ein Polynom d(z) € K[x] heifit
ein grofiter gemeinsamer Teiler von a(z) und b(z), falls d(x) ein gemeinsamer Teiler von a(z) und b(x)
ist und falls fiir jeden gemeinsamen Teiler ¢(x) von a(z) und b(z) gilt: ¢(x) ist ein Teiler von d(z).
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Mitteilung: Es gibt im Allgemeinen nicht nur einen, sondern mehrere grofite gemeinsame Teiler zweier
Polynome a(z) und b(x); deshalb sprechen wir auch nicht von dem groften gemeinsamen Teiler, sondern
nur von einem grofiten gemeinsamen Teiler: Ist beispielsweise fiir K = R das Polynom d(z) = « + 4 ein
grofiter gemeinsamer Teiler zweier Polynome, so ist auch 2z + 8 oder 11z + 44 ein grokter gemeinsamer
Teiler dieser beiden Polynome.

Ist d(z) ein grofter gemeinsamer Teiler von a(z) und b(x) in KJz], so besteht die Menge aller groften
gemeinsamen Teiler aus den Polynomen der Form k - d(z) mit k € K \ {0} Also: Verschiedene gréf3-
te gemeinsame Teiler von a(x) und b(x) unterscheiden sich immer nur leicht, ndmlich nur um einen
konstanten Faktor k € K\ {0}.

Fordert man zusétzlich, dass d(z) ein normiertes Polynom (d.h. mit Leitkoeffizient 1) ist, so ist d(z)
eindeutig bestimmt und man spricht vom normierten grofiten gemeinsamen Teiler.

Einen grofiten gemeinsamen Teiler d(x) zweier Polynome kann man mit dem ,Euklidischen Algorithmus
fiir Polynome® finden, der ganz dhnlich wie der Euklidische Algorithmus fiir ganze Zahlen ablauft.

Euklidischer Algorithmus zur Bestimmung eines grofiten gemeinsamen Teilers in K[x]
Eingabe: a(z),b(x) € K|x] mit b(z) # 0.
Ausgabe: ein grofiter gemeinsamer Teiler d(z) von a(x) und b(x).

Man geht vor wie fiir ganzen Zahlen und bildet wiederholt Zerlegungen mit Rest solange, bis der Rest 0
auftritt; dann ist der letzte Rest, der ungleich 0 war (also der ,yorletzte” Rest) ein d(z) wie gewiinscht.
Das Verfahren lauft so ab:

a(x) = qo(z)b(x) + ro(x), mit ro(z) # 0,
b(x) = q1(z)ro(x) + r1(z), mit r(z) # 0,
ro(x) = qa(z)ri(x) + ro(x), mit ro(z) # 0,

r1(x) = gs(x)ra(x) + r3(x);

ist jetzt beispielsweise r5(x) = 0, so ist ro(x) das ersehnte d(z). (Ergibt sich gleich im ersten Schritt
ro(x) =0, so ist d(x) = b(x).)

Beispiel: Es seien a(z), b(x) € R[z] mit a(z) = 23 — 1 und b(z) = 2% — 2z + 1. Es ergibt sich:

2 —1=(x+2)(2? -2z +1) + 3z -3,

22 —2x4+1= (%x— %)(3x—3)—|—0.

Also ist d(x) = 3z — 3 ein grofter gemeinsamer Teiler von a(z) und b(x) in R[z]; der normierte grofite
gemeinsame Teiler von a(x) und b(x) ist +d(z) =z — 1.

7.3.5 Gleichheit von Polynomen

In manchen Situationen ist es niitzlich, genau definiert zu haben, wann zwei Polynome aus K|[z] gleich
sind. Zu diesem Zweck definieren wir zunéchst, was wir unter der Koeffizientenfolge eines Polynoms
verstehen wollen. Es sei a(x) ein Polynom aus K[z] mit a(z) = ag + a1z + ... + a,z™; fiir alle ¢ € N mit
1 > n setzen wir a; = 0. Dann verstehen wir unter der Koeffizientenfolge von a(zx) die unendliche Folge

ap, al, Az, ....

Man nennt nun zwei Polynome aus K[x] gleich, wenn sie die gleiche Koeffizientenfolge besitzen. Das
bedeutet:

Sind a(z) = ag + a1z + ... + apz™ und b(z) = bg + bix + ... + bya™ Polynome aus K|z], so sind a(z)
und b(x) gleich, falls fiir die zugehorigen Koeffizientenfolgen ag, a1, as, ... baw. by, b1, b, ... gilt:

a; = b; fiir alle i =0,1,2,. ...
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7.3.6 Polynomfunktionen

Wir wollen abschliefiend definieren, was die zu einem Polynom a(z) = ag + a1z + ... + a,2™ aus K|x]
gehorige Polynomfunktion ist. Wir erldutern dies zundchst an Beispielen. Es sei K = Zg, d.h., K enthélt
nur die drei Elemente 0, 1 und 2 und gerechnet wird modulo 3. Es sei a(z) = 2 + 22 + 2. Setzt man fiir
2 nacheinander 0, 1 und 2 in 2% + 22 + 2 ein, so erhilt man als Ergebnisse 03 +024+2 =2, 134+ 124+2 =1
und 23 +22+2=2 (in K = Z3).

Zu dem Polynom a(z) = 23 + 22 + 2 € K[| gehort also eine Funktion f : Zs — Zs, die durch folgende
Tabelle beschrieben werden kann: )

N = O8
=
NS

In derselben Weise erhilt man beispielsweise fiir das Polynom b(x) = 2® +x + 1 eine zugehérige Funktion
g:Zs — Zs:
)

—
&

9

N = o8
o O =

Es sei nun wieder K ein beliebiger Koérper. Die obigen Beispiele dienten zur Vorbereitung der folgenden
Definition.

Definition.

Gegeben sei ein Polynom a(z) = ag + a1z + ... + apz™ aus K[z]. Unter der zu a(z) gehdrigen Poly-
nomfunktion versteht man die Funktion K — K, die durch

k—s ao+ ark + ask® + ... + an k™

gegeben ist (fiir k£ € K). (Um das Bild von k € K zu ermitteln, setzt man also k fiir z in das Polynom
ein und rechnet das Ergebnis aus.)

Der Grund, weshalb zwischen einem Polynom und der zugehérigen Polynomfunktion unterschieden wer-
den muss, ist folgender: Ist der zugrunde liegende Korper K ein endlicher Korper, so kann es durchaus
vorkommen, dass zu zwei verschiedenen Polynomen dieselbe Polynomfunktion gehort. Hierzu ein Bei-
spiel:

Es sei wie oben K = Zs und das Polynom c¢(z) € K|z] sei gegeben durch
c(z) =zt + 2+ 2.

Die zugehorige Polynomfunktion Z3 — Zs ist dann dieselbe wie fiir das zuvor betrachtete Polynom
a(z) = 2% + 2% 4 2.

Priifen Sie durch Einsetzen nach, dass dies tatsichlich so ist!

Es sind also a(z) und c¢(z) verschiedene Polynome aus Zs[z], die dieselbe Polynomfunktion besitzen:

a(z) =2 + 2% +2 clx)=a*+x+2

¢ v
dieselbe Polynomfunktion f : Zs — Zs

Dass es fiir endliche Kérper K unterschiedliche Polynome mit derselben Polynomfunktion geben muss,
ist tibrigens nicht verwunderlich, da es unendlich viele verschiedene Polynome in K[z] gibt, aber nur
endlich viele verschiedene Abbildungen K — K.
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Man kann im Ubrigen beweisen, dass fiir unendliche Korper K (wie Q, R oder C) Derartiges nicht
passieren kann: Ist K unendlich, so gehoren zu zwei verschiedenen Polynomen auch immer verschiedene
Funktionen K — K (vgl. etwa H. Heuser, Lehrbuch der Analysis, Teil 1 oder K. Janich, Lineare Algebra).

Zur Ubung: Es sei K = Zo,.

a) Man bestimme die zugehorigen Polynomfunktionen: a(z) = z, b(z) = x + 1, c(z) = 22, d(z) =
>+ x4+ 1.

b) Man gebe drei verschiedene Polynome aus Zs[z| an, fir deren Polynomfunktionen f gilt: f(0) =

£(1) = 0.
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Wabhlergebnisse, 43
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