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Vorwort

Das vorliegende Skript umfasst im Wesentlichen den Stoff der Vorlesung ,,Mathematik II fiir Studierende
der Informatik (Analysis und Lineare Algebra)“ an der Universitit Hamburg im Sommersemester 2014.
Auf die Behandlung der Kapitel 8 und 9 wurde aus Zeitgriinden verzichtet, was insofern vertretbar
war, da das Allernotigste zur Linearen Algebra bereits im Wintersemester 2013/14 Stoff der Vorlesung
»,Mathematik I fiir Studierende der Informatik “ war.

Den ersten Abschnitten des Skripts liegt groitenteils das im Literaturverzeichnis aufgefithrte Lehrbuch
von K. Habetha zugrunde. Beginnend mit Abschnitt 1.4 habe ich hdufig auch andere Literatur herangezo-
gen: Von sémtlichen im Literaturverzeichnis aufgefithrten Lehrbiichern habe ich in Bezug auf Stoffauswahl
und Darstellung profitiert. Hervorzuheben ist neben den Biichern von E. Behrends, H. Heuser und B.
L. van der Waerden vor allem das 2-béndige Werk von W. Luh, an das ich besonders haufig angekniipft
habe.

Wie schon das Skript ,,Mathematik I fiir Studierende der Informatik “ wurde auch das vorliegende Skript
von Steven Kohler in M TEX gesetzt, wofiir ich mich herzlich bedanke.

Hamburg, Juli 2014 Thomas Andreae
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1 Reelle Zahlen, Grenzwerte und Stetigkeit

1.1 Die Axiome der reellen Zahlen

In diesem Abschnitt fithren wir die reellen Zahlen mithilfe der axiomatischen Methode ein, d.h., wir gehen
von einer Menge aus, die wir mit R bezeichnen und deren Elemente wir reelle Zahlen nennen. Durch
Axiome legen wir fest, welche Grundeigenschaften diese Menge haben soll. Aus diesen Grundeigenschaften
leitet man dann alle weiteren Aussagen iiber reelle Zahlen her. Wir unterscheiden drei Axiomengruppen
fiir die reellen Zahlen: die Korperaxiome, die Anordnungsaxiome und das Vollstandigkeitsaxiom.
(I) Die Kérperaxiome.
In R gebe es zwei binéire Operationen, die mit + und - bezeichnet seien und fiir die Folgendes
gelten soll:
(I.1) Assoziativgesetze: a + (b+¢)=(a+b)+c¢,a-(b-¢c)=(a-b)-c
(I.2) Kommutativgesetze: a+b=b+a,a-b=0>-a
(I.3) Distributivgesetz: a- (b+c¢)=a-b+a-c
(I.4) Existenz neutraler Elemente: Es gibt in R verschiedene Elemente 0 und 1 derart, dass fiir
jedesa e Rgilt:a+0=aunda-1=a.
(I.5) Existenz inverser Elemente: Zu jedem a € R gibt es ein Element —a aus R mit a+(—a) = 0;
ferner gibt es zu jedem a € R, a # 0, ein Element ¢~ ! mit ¢ -a~! = 1.
(IT) Die Anordnungsaxiome.

In R gebe es eine binére Relation, die mit < bezeichnet sei und fiir die Folgendes gelten soll:

(I1.1) Fiir jedes Paar reeller Zahlen a, b ist genau eine der drei Moglichkeiten a < b, a = b oder
b < a richtig.

(I1.2) Transitivitdt: Aus a < b und b < ¢ folgt a < c.
(I1.3) Aus a < b folgt a+ ¢ < b+ c fiir alle ¢ € R.
(I1.4) Ausa<bundO<cfolgta-c<b-c.

Gilt entweder a < b oder a = b, so schreibt man a < b.

Sind die Axiome der Gruppen (I) und (II) erfiillt, so spricht man von einem angeordneten Korper. Ebenso
wie R bilden auch die rationalen Zahlen @ einen angeordneten Koérper. Veranschaulicht man sich Q auf
der Zahlengeraden, so fiillt Q die Zahlengerade nicht liickenlos aus (siehe DM-Skript, Abschnitte 2.2 und
2.3). Von den reellen Zahlen verlangt man dagegen, dass man sie sich als Menge sdmtlicher Punkte auf der
Zahlengeraden veranschaulichen kann. Daher braucht man noch ein weiteres Axiom, das die Vorstellung
von der , Liickenlosigkeit der Zahlengeraden“ widerspiegelt; dies leistet das Vollstdndigkeitsaxiom.

(III) Vollstéindigkeitsaxiom.

A und B seien nichtleere Teilmengen von R, so dass a < b fiir alle ¢ € A und b € B gilt. Dann
existiert (mindestens) ein ¢ € R, so dass a < ¢ < b fiir alle a € A und b € B gilt.

Auf der Zahlengeraden bedeutet a < b, dass a links von b liegt. Das Vollstindigkeitsaxiom besagt also,
wenn man es sich auf der Zahlengeraden veranschaulicht: Liegt jedes Element von A links von jedem
Element von B, so gibt es immer noch mindestens ein ¢ € R, so dass a < c¢ < b firallea € Aund b € B
gilt. Dabei ist es auch moglich, dass ¢ € A oder ¢ € B gilt: Ist beispielsweise A = {a € R : a < 1},
B={beR:1<b}und wihlt manc=1€ B,sogilt a <c<bfiirallea € Aund b € B. (Wegen a < b



fiir alle @ € A und b € B kann natiirlich niemals ¢ € A und ¢ € B gelten.)

Es sei darauf hingewiesen, dass das Vollstdndigkeitsaxiom nicht erfiillt ist, wenn wir anstelle von R die
rationalen Zahlen QQ betrachten. Fir Q gilt das Vollstindigkeitsaziom nicht. Wir skizzieren, weshalb dies
so ist: Es sei A = {x €Q:2>0und2? < 2} und B = {x €EQ:x2>0und?2 < a:Q}. Man stellt
unschwer fest, dass A und B nichtleere Teilmengen von Q sind, fiir die a < b fiir alle a € Aund b € B
gilt. Es gibt jedoch kein ¢ € Q, so dass a < ¢ < b fiir alle a € A und b € B gilt, da fiir ein solches ¢ (wie
man sich unschwer iiberlegt) ¢ = 2 gelten miisste, im Widerspruch zu ¢ € Q. Anders gesagt: Ein solches
¢ kénnte nur v/2 sein, es gilt aber V2 ¢ Q.

Aus den obigen Axiomen lassen sich sdmtliche Rechenregeln fiir die vier Grundrechenarten und fiir die
<-Beziehung herleiten. Wir wollen dies nicht in jedem Einzelfall durchfiihren. Da die Rechenregeln fiir die
vier Grundrechenarten alle aus der Schule geliufig sind, wollen wir hier auf eine Herleitung verzichten'.
Wir werden im Folgenden immer von so einfachen Regeln wie etwa a(—b) = (—a)b = —ab ohne Weiteres
Gebrauch machen. Da die Rechenregeln fiir die < - Beziehung im Allgemeinen etwas weniger geldufig
sind, werden wir im n#chsten Abschnitt die wichtigsten Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen aus
den Axiomen herleiten.

Eine weitere Eigenschaft der reellen Zahlen, die man aus den obigen Axiomen herleiten kann, auf deren
Beweis wir jedoch verzichten wollen, ist die Archimedische Figenschaft:

Zu jeder reellen Zahl r gibt es eine natiirliche Zahl n, fiir die r < n gilt. (1.1)

Veranschaulicht man sich R wie iiblich auf der Zahlengeraden, so ist (1.1) anschaulich klar. Es sei darauf
hingewiesen, dass (1.1) oft auch ,, Archimedisches Axiom* genannt wird. Dies erklirt sich dadurch, dass
(1.1) in alternativen Axiomensystemen fiir die reellen Zahlen als Axiom auftritt.

1.2 Ungleichungen, Betrag und Abstand

Im folgenden Satz sind die neben den Anordnungsaxiomen wichtigsten Regeln fiir das Rechnen mit
Ungleichungen zusammengestellt.

Satz 1.

(a) a <byc<d= a+c<b+d (,Ungleichungen kann man addieren.“)
(b) a <b,c<0=ac>bc

(c) 0<1

(d) 0<a<b=0<j<i

()

e) Fiir a >0, b > 0 ist a < b genau dann erfiillt, wenn a? < b2.

Beweis.

(a) Aus a < bund ¢ < d folgt nach Axiom (II.3) a + ¢ < b+ c und b+ ¢ < b+ d. Nach (IL.2) folgt dann
die Behauptung.

(b) Aus ¢ < 0 folgt 0 < —c¢ (nach (I1.3) durch Addition von —c). Nach (I1.4) folgt somit aus a < b, dass
a(—c) < b(—c) gilt. Addiert man auf beiden Seiten ac + be, so folgt be < ac.

(c) Wegen (I1.4) gilt 0 # 1. Ware 1 < 0, so wiirde aus (b) 1-1 > 0-1 folgen, d.h. 1 > 0. Wir hétten also
gleichzeitig 1 < 0 und 1 > 0 im Widerspruch zu (IL.1). Es gilt also weder 1 < 0 noch 1 = 0. Nach

'Fiir eine vollstéindige Herleitung aller dieser Regeln verweisen wir auf die zahlreichen Lehrbiicher der Analysis;
exemplarisch seien die Biicher von Behrends, Forster, Heuser und Kénigsberger genannt (siehe das Literatur-
verzeichnis am Ende dieses Skripts). Wer Weiterfiihrendes iiber die reellen Zahlen wissen mochte (alternative
Axiomensysteme, konstruktive Einfiihrung der reellen Zahlen, Historisches), dem sei neben den genannten
Lehrbiichern der Analysis das Buch von Ebbinghaus empfohlen.



(I1.1) muss 0 < 1 gelten.

(d) Aus 0 < a und 0 < b folgt nach (I1.4) 0 < ab. Hieraus folgt 0 < . (Denn wére 2= < 0, so kénnte
man mit ab multiplizieren und erhielte 1 < 0 im Widerspruch zu (c).) Multipliziert man 0 < a < b
mit 2, so folgt 0 < § < L.

(e) Ist 0 < a < b, so folgt aa < ab und ab < bb. Also gilt a® < b* nach (I1.2). Umgekehrt gelte nun
a? < b%. Dann kann nicht @ = b gelten, da hieraus a? = b? folgen wiirde; es kann auch nicht b < a
gelten, da hieraus (wie oben) bb < ab und ab < aa, also b? < a? folgen wiirde. Also gilt a < b. O

Die obige Aussage (c), dass 0 < 1 gilt, ist nur scheinbar selbstverstéindlich. Sie muss bewiesen werden,
da in den Axiomen nur gesagt wird, dass 0 # 1 gelten soll (Axiom (1.4)). Aussage (e) lisst sich auch so
ausdriicken: Fiir alle a,b > 0 gilt a < b < a? < b

Aus den obigen Regeln fiir das Rechnen mit der < - Beziehung kann man leicht entsprechende Regeln
fiir das Rechnen mit < gewinnen: Man braucht nur daran zu denken, dass a < b nichts weiter bedeutet
als a < b oder a = b. Der Vollstédndigkeit halber fithren wir einige dieser Regeln auf.

(a) a<bb<c=a<c

(b) a<bec<d=a+c<b+d
(¢) a<bc>0=ac<bc

(d) a<b,c<0=ac>bec

Definition.

Der absolute Betrag |a| einer reellen Zahl a wird definiert durch:

laf = a, fallsa>0
= —a, fallsa<0

Statt ,,absoluter Betrag“ sagt man meistens kurz ,,Betrag“. Anschauliche Bedeutung: |a| gibt den Abstand
der Zahl a vom Nullpunkt an. Die wichtigsten Eigenschaften des absoluten Betrages sind im folgenden
Satz zusammengestellt.

Satz 2.
Fiir alle a,b € R gilt:

(a) |a|] > 0; |a] = 0 gilt genau dann, wenn a = 0.

(5) lab| = Jalo
© |5]=5 @0

(d) |a+0b] <la|]+ |b] (Dreiecksungleichung)
(€) la—bl>lal — |

Beweis.

(a) Fira > 0ist |a|] =a >0, fiir a < 01ist |a| = —a > 0 und fiir a = 0 ist |a| =a = 0.

(b) Fir @ > 0, b > 0 ist ab > 0 und daher |ab] = ab = |a||b]. Fiir a > 0, b < 0 ist ab < 0 und daher
|ab] = —ab = a(—b) = |a||b|. Den Fall a < 0, b > 0 behandelt man analog. Fiir a < 0, b < 0ist ab > 0
und daher |ab| = ab = (—a)(=b) = |al|b].

(c) Wegen a = $b folgt nach (b) |a| = |$b] = |3]|b]. Hieraus folgt %l =%l

(d) Aus der Definition des Betrages folgt a < |a|, b < |b], —a < |a] und —b < |b|. Nach Regel (b)
fiir < folgt hieraus a + b < |a| + |b] und —(a + b) < |a| + |b|. Hieraus folgt fiir a + b > 0, dass
la+b =a+b<la|l+|b| gilt; fiir a+ b < 0 folgt |a +b] = —(a+b) < |a| + |b|.

(e) Nach (d) gilt |a| = |b+ a —b] < |b| + |a — b|. Hieraus folgt |a| — [b] < |a —b|. O



Die Dreiecksungleichung lédsst sich mittels vollstéandiger Induktion auf Summen mit » Summanden ver-

allgemeinern:
Zai SZ\GH' (1.2)
i=1 i=1

Beweis. Wir beweisen (1.2) durch vollsténdige Induktion.
(I) Induktionsanfang:

Fiir n = 1 besagt (1.2) |a1| < |a1|, was klarerweise richtig ist.
(IT) Induktionsschritt:

Wir nehmen an, dass (1.2) fur ein n € N richtig ist (Induktionsannahme). Dann gilt:

Induktions-
n+1 n Satz 2 (d) n annahme n n+1
=) aitan| < + |ant1] < > lail + lana| =Y a;| O
i=1 i=1 =1

P D a
i=1 i=1

Beispiele zum Rechnen mit Ungleichungen und Betrigen.

Wir wollen die Regel (b) aus Satz 1 und die entsprechende Regel (d) fiir das < - Zeichen besonders
hervorheben: Nach diesen Regeln kehrt sich das < - Zeichen bzw. das < - Zeichen um, wenn man beide
Seiten einer Ungleichung mit einer negativen Zahl multipliziert. Wenn beide Seiten einer Ungleichung mit
einer positiven Zahl multipliziert werden, kehren sich die Relationszeichen < und < hingegen nicht um
(siehe Axiom (I1.4) bzw. Regel (c) fiir das <-Zeichen). Dies fiithrt hiufig dazu, dass man in Rechnungen
Fallunterscheidungen vornehmen muss.

Hierzu ein Beispiel.
Es sollen diejenigen = € R bestimmt werden, fiir die Folgendes gilt:

3r+1
T

<4. (*)

Losung.

Fiir x = 0 gilt (*) nicht, da der Ausdruck % dann nicht definiert ist. (,Der Nenner darf nicht gleich
Null sein.“)

1. Fall: z > 0
In diesem Fall ist der Nenner positiv und wir erhalten:
1
so & <4 = 3Jz+1l<4r <= 1<=z.
x
2. Fall: x <0
In diesem Fall ist der Nenner negativ und wir erhalten:
1
So & <4 <= 3r+l>4r <= 1>=zx.
x
Zusammenfassung.

Ist « > 0, so gilt (*) genau fiir diejenigen z, die 1 < z erfiillen; ist < 0, so gilt (*) immer, da alle
negativen = die ermittelte Ungleichung 1 > z erfiillen. Bezeichnen wir die Menge aller = € R, die (*)
erfiillen, mit L, so gilt also:

L:{xER:x>1}U{x€R:$<O}.
Benutzt man die Intervallschreibweise (vgl. Abschnitt 1.4), so kann man die Losungsmenge L auch wie

folgt darstellen:
L= (—0070) U (1,00).



Auch wenn man mit Betrigen rechnet, hat man in dhnlicher Weise Fallunterscheidungen vorzunehmen.
Das liegt daran, dass Ausdriicke wie || oder beispielsweise |2—x| Unterschiedliches bedeuten, je nachdem,
ob x>0 oder x <0 bzw.2—x >0 oder 2 —z <0 gilt:

2| x ,falls x >0
x| =
—x Lfallsz <0
2 | 2—z Lfalls2—x>0
—zx| =
-2 Lfalls2—2<0

Statt 2 —x > 0 und 2 — z < 0 hitte man hier natiirlich auch die gleichwertigen Bedingungen z < 2
und 2 < z hinschreiben konnen. Das Rechnen mit Betrigen wird in den Ubungen anhand von Beispielen
geiibt werden.

Definition.

Unter dem Abstand zweier reeller Zahlen a und b versteht man die Zahl |a — b|.

Einige Beispiele hierzu:

(i) a=2,b=8: Dann gilt [a —b| =1]2—8| =| — 6] =6.

(ii) a=—-3,b=4:Danngilt l[a —b|=|—-3—-4|=|-T7]=T.
(ili) a = =3, b=—12: Dann gilt |a — b| = | -3 — (=12)| = (9] = 9.
Aufgabe: Berechnen Sie den Abstand der beiden Zahlen % und %.

Fiir je zwei reelle Zahlen a, b gilt klarerweise |a — b| = |b — a|. (Nachweis: |a —b| = | — (a —b)| = |[b—al.)
Aus der Dreiecksungleichung fiir den Betrag ergibt sich aulerdem folgende Beziehung, die ebenfalls als
Dreiecksungleichung (fiir den Abstand) bezeichnet wird:

la —b] <la—c|+|b—¢] (fiir alle a, b, c € R).

Beweis.
la—bl=la—c+c—b<l|la—c|+]|c—b=|a—c|+|b—¢|

1.3 Konvergenz

Definition.

Unter einer Folge von Elementen aus einer Menge M versteht man eine Abbildung der natiirlichen
Zahlen N in M. Eine Folge ist also eine Abbildung:

a:N— M.

Der n zugeordnete Funktionswert a(n) wird iiblicherweise mit a, bezeichnet. Man nennt a, ein Glied
der Folge. Wir interessieren uns hier und in den folgenden Abschnitten in erster Linie fiir Folgen reeller
Zahlen, d.h. Folgen vom Typ a : N — R. Alle betrachteten Folgen sollen Folgen reeller Zahlen sein —
es sei denn, es ist ausdriicklich etwas anderes gesagt. Man beschreibt Folgen im Allgemeinen durch die
Angabe ihrer Glieder ay, as, as, .. ..

Ubliche Schreibweisen zur Darstellung einer Folge:
(a1,a2,as,...), (an)nen oder (ay).

Varianten: Oft werden auch Abbildungen a : NU {0} — M betrachtet. Auch hier spricht man von einer
Folge; es handelt sich um eine Folge mit den Gliedern ag, a1, ag, ... Weitere Varianten sind moglich,
etwa Folgen vom Typ as, as, aq, ...



Reelle Zahlenfolgen konnen sich recht unterschiedlich verhalten, wie man an folgenden drei Beispielen

sieht.
Beispiel 1. Die betrachtete Folge sei 1, %, %7
Thre Glieder sind: a; =1, as = %, as = %, ...; oder allgemein: a,, = %

Anschauliche Darstellung dieser Folge:

o as a4 Qag a2 ay
— I I
0 ... 111 1 1 1
65 4 3 2
Beispiel 2. Die betrachtete Folge sei 12, 22, 32, 42, .. ..
Thre Glieder sind also a; = 12, as = 22, a3 = 32, .. .; allgemein: a,, = n2.
Anschauliche Darstellung dieser Folge:
ai ag as a4
B S s B o s B L B e S B
0 5 10 15 20
Beispiel 3. Die betrachtete Folge sei 3, —1, 3, —1, 3, ....
Die Folge oszilliert also zwischen 3 und —1. Thre Glieder sind a1 = 3, a3 = —1, a3 =3, a4 = —1, .. ..
Allgemein:
3 , falls n ungerade
Qp =
—1 , falls n gerade
Anschauliche Darstellung dieser Folge:
a2 = a4 = a1 =as =
| | | | . | | | . | |
| | | | * | | | * | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Definition.
Eine Folge (an),cy reeller Zahlen konvergiert gegen eine reelle Zahl a, wenn es fiir jede reelle Zahl
e >0ein N € N gibt, so dass |a, — a| < ¢ fiir alle n > N gilt.

Schreibweisen: (a,,) — a fiir n — oo; oder auch einfach nur (a,) — a; oder noch einfacher: a,, — a.
Sprechweisen: (a,) besitzt den Grenzwert a. Konvergiert eine Folge (a,) gegen eine reelle Zahl a, so
nennt man (a,) konvergent; andernfalls heifit (a,,) divergent.

Bestimmte divergente Folgen nennt man ,uneigentlich konvergent“ (genauer gesagt spricht man von
,uneigentlich konvergent gegen co“ und , uneigentlich konvergent gegen —oo“). Was das genau bedeuten
soll, wird in der nachfolgenden Definition dargelegt.

Definition.

Eine Folge (an),cy konvergiert uneigentlich gegen oo, falls es zu jeder reellen Zahl » > 0 ein N € N
gibt, so dass a,, > r fiir alle n > N gilt.

Analog definiert man: (ay,),,cy konvergiert uneigentlich gegen —oo, falls es zu jeder reellen Zahl r < 0
ein N € N gibt, so dass a,, < r fiir alle n > N gilt.

Schreibweisen: (a,,) — oo fiir n — oo, (a,) — —oo fiir n — 0o, sowie vereinfachte Schreibweisen (wie
oben).

Sprechweise: (a,) besitzt den uneigentlichen Grenzwert co (bzw. —o0).

Beispiele:
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1. Fiir die Folge (a,,) mit a, = % aus Beispiel 1 ist zu vermuten, dass der Grenzwert 0 ist. Es ist

la, — 0] = %; zum Beweis, dass (a,) — 0 gilt, miissen wir also zu jedem gegebenen € > 0 ein N € N
angeben, so dass % < ¢ fiir alle n > N gilt. Wir wiahlen N > % Fiir alle n > N gilt dann n > %,
woraus % < ¢ folgt.

2. Die Folge (a,) mit a,, = 2= hat den Grenzwert 1. Denn: |a,, — 1| = |21 — 1| = |=}| = 1. Hieraus
folgt (a,) — 1 wie in 1.

3. Fiir die Folge (a,) mit a, = /n gilt (a,) — oo. Denn: Es sei r > 0 eine beliebige reelle Zahl. Wir
miissen ein N € N angeben, so dass a,, > r fiir alle n > N gilt. Wir wihlen N > r2. Fiir alle n > N
gilt dann n > r2, woraus a, = \/n > r folgt.

Sie kennen die Symbole V und 3:
o V heifit Allquantor (Bedeutung: fiir alle).
e T heifit Existenzquantor (Bedeutung: es gibt).
Unter Benutzung dieser Symbole kénnen wir die Definition der Konvergenz wie folgt schreiben: Eine

Folge (an),,cy reeller Zahlen konvergiert gegen eine reelle Zahl a, falls gilt:

Ve >0:3N €N, sodass |a, —a] <e VYn>N. *

Dasselbe noch etwas kompakter aufgeschrieben:

Y 3 VY Ja,—a|<e.
€>0 NeN n>N

Der in der Definition der Konvergenz auftretende Term |a,, — a| bezeichnet den Abstand zwischen a,
und a; |a, — a| < € bedeutet somit, dass der Abstand von a, und @ kleiner als ¢ ist. In Worten kann
man (*) also auch so ausdriicken:

Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N, so dass fir simtliche Folgenglieder an, an+1, an+2, ... gilt: Der
Abstand von a ist fir jedes dieser Folgenglieder kleiner als ¢.

a—E¢€ a a-+e

Intervall (a—e, a+e)

an und sdmtliche nachfolgenden Folgenglieder (d.h. an+1, an+2, ...)

liegen im Intervall (a — e, a +¢)

Dasselbe, nur etwas weniger formal ausgedriickt: Der Abstand |a,, — a| der Folgenglieder zum Grenzwert
a wird beliebig klein, wenn n gegen unendlich geht.

Es gibt Folgen mit und ohne Grenzwert. Aber es gilt:

Eine Folge (a,) kann hochstens einen Grenzwert besitzen. (1.3)

Beweis. Angenommen es gelte a,, — a und a,, — b mit a # b. Wir wihlen ¢ = %\a — b|. Nach Definition
der Konvergenz gibt es ein Ny und ein No, so dass |a,, — a| < ¢ fir alle n > N; und |a,, — b| < ¢ fiir alle
n > N gilt. Fiir n > max (N7, N) gilt also:

la—b] =la—an+a, —b <|a—ap|+|a, — b <2 =]a—b|

Dies ist ein Widerspruch. [J

Eine niitzliche Eigenschaft fiir die Bestimmung von Grenzwerten liefert der folgende Satz.

Satz 3.

Fiir die Glieder a,, einer Folge (a,) gelte a,, > 0. Dann gilt a,, — co genau dann, wenn ai — 0 gilt.
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Beweis.

1. Es gelte a,, — co. Um ai — 0 nachzuweisen, betrachten wir ein beliebiges ¢ > 0. Wir setzen r =
Wegen a,, — oo gibt es ein IV, so dass a,, > r = 1 fiir alle n > N gilt. Es folgt -<e¢ fiir alle n > N.
Also gilt aln — 0.

1
e’

2. Umgekehrt kann man aus ai — 0 auf ganz dhnliche Art auch a,, — oo folgern. (Beweis zur Ubung
empfohlen.) O

Eine einfache (aber niitzliche) Ungleichung, die sich unmittelbar aus dem Binomischen Lehrsatz ergibt:

(1+b)">1+mnbfirneNundbeR,b>0. (1.4)
Denn: (1+0b)" =1+ (’f)b + ) (") b" > 1+ nb, da (71’) = n und weil nach der Voraussetzung
b > 0 die Summe (72’) b2 + . ( )b” mcht negativ ist.
Weitere Beispiele:
4. Es sei ¢ € R eine (fest gewihlte) reelle Zahl. Wir betrachten die Folge ¢!, ¢?, ¢?, .... Fiir das n-te

Folgenglied a,, dieser Folge gilt also a,, = ¢ (n =1,2,...). Hier sind einige Fille zu unterscheiden:
1. Fall: ¢ > 1

Dann ist ¢ = 1+ b fiir ein b > 0. Wir zeigen ¢ — oo. Hierzu sei 7 > 0. Wihlen wir N > 7, so folgt fiir
allen > N: ¢" = (1+b)" > 1+ nb > nb nach (1.4) und daher ¢® > nb > Nb > r. Also gilt ¢" — oo.

2. Fall: 0 < |¢| < 1

Wir zeigen ¢ — 0. Hierzu setzen wir d = ﬁ Wegen 0 < |¢] < 1 gilt d > 1, also nach Fall 1:
d™ — co. Aus Satz 3 folgt = — 0. Da dn = |c|"™ = |c"| gilt, haben wir erhalten: Fiir die Folge (|c"|)
gilt (|¢*|) — 0. Damit folgt dass auch ¢ — 0 gilt”.

3. Fall: c=0oder c=1

Dann ist (¢) eine Folge, fiir die alle Glieder gleich sind. Man spricht von einer konstanten Folge.
Konstante Folgen sind natiirlich immer konvergent: Der Grenzwert ist der gemeinsame Wert aller
Folgenglieder.

4. Fall: ¢ < —1

Hier gilt ¢® < —1 fiir ungerade n bzw. ¢" > 1 fiir gerade n. Der Abstand zweier aufeinanderfolgender
Folgenglieder ist also immer mindestens 2; daher ist in diesem Fall (a,,) nicht konvergent. (Auch nicht
uneigentlich, da das Vorzeichen wechselt.)

5. Wir betrachten fiir ein festes ¢ € R die Folge (a,,) = (%)
Behauptung: (a,) — 0.

Beweis. Wir wihlen ein ng € N mit ng > |c|. Fiir n > ng gilt dann
le[™ el e c] le[ _ Je]™ e]

an — 0] = 2 = : : <
[n | n! ng! mng+1 ng+2 n = ng! n

)

da|c| <ifir i =ng+1,....,n — 1 gilt. Es sei nun ¢ > 0 gegeben. Wihlen wir N € N, so dass N > ng
und N > kjll—o,o e gilt, so folgt fiir alle n > N:

o e el e el
lon =0l < S ST N <

In den bisherigen Beispielen fiir konvergente Folgen hatten wir immer von Anfang an eine Vermutung,
welches der Grenzwert der Folge ist. Das braucht nicht immer so zu sein. Betrachten wir etwa das folgende
(wichtige) Beispiel.

2Eine Folge mit Grenzwert 0 heiBt Nullfolge. Allgemein gilt: Eine Folge (a,,) ist genau dann eine Nullfolge, wenn
die zugehorige Folge der Betriige |as,| eine Nullfolge ist. (Der einfache Beweis sei zur Ubung empfohlen.)
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6. a, = (1+ 1)". Einige (gerundete) Werte von ay:

n|  an (1+3)"=(52)"
1!
i
2 (2 = 225
3 (4)° = 237037
4l () = 244141
50 (8)° = 248832
6| (5)° = 252163
11\ 10 .
10| (#)7 = 2593742460
100 | (f55) = 2.704813815
103 2.716923842
10 2.718145918
10° 2.718254646
106 2.718281828

Bisher haben wir den Nachweis der Konvergenz immer dadurch gefiihrt, dass wir von einem vermuteten
Grenzwert nachgewiesen haben, dass es sich tatséchlich um den Grenzwert handelt. Diese Vorgehensweise
ist hier nicht méglich, da wir keinen Anhaltspunkt haben, welches der Grenzwert sein kénnte. Wir kénnen
zwar vermuten, dass die obige Folge konvergent ist und dass der Grenzwert irgendwo zwischen 2.71 und
2.72 liegt — aber dies hilft uns fiir den Nachweis der Konvergenz nicht weiter. Wir werden im Folgenden
zwei Methoden kennenlernen, mit deren Hilfe man in vielen Féllen iiber die Konvergenz einer Folge
entscheiden kann, ohne eine Vermutung zu haben, welches ihr Grenzwert ist. Die erste Methode wird
durch den Satz iiber monotone, beschriankte Folgen bereitgestellt (Satz 5), die zweite Methode durch das
Cauchysche Konvergenzkriterium (Satz 6). Beide Methoden beruhen auf dem Vollsténdigkeitsaxiom.

Definition.

(a) Es sei M eine Menge reeller Zahlen. Existiert ein K € R, so dass ¢ < K fiir alle x € M gilt, so
heifit M nach oben beschrinkt und K heifit eine obere Schranke von M. Entsprechend definiert
man nach unten beschrinkt und untere Schranke.

(b) Ist M nach oben und nach unten beschréinkt, so heifit M beschrdnkt. Mit anderen Worten: M ist
genau dann beschrinkt, wenn es ein K € R gibt, so dass |z| < K fiir alle v € M gilt.

(¢) Ist K eine obere Schranke von M und gilt fiir jede reelle Zahl K’ < K, dass K’ keine obere
Schranke von M ist, so heifit K obere Grenze, Supremum oder kleinste obere Schranke von M.
Entsprechend definiert man untere Grenze (Infimum, gréfite untere Schranke).

Satz 4.

Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Menge M C R besitzt ein Supremum; entsprechend besitzt
jede nichtleere, nach unten beschrinkte Menge M C R ein Infimum.

Fiir den Beweis von Satz 4 verweisen wir auf die Literatur®. Wir erwithnen nur, dass man fiir den Beweis
in entscheidender Weise das Vollsténdigkeitsaxiom benutzt. Man nennt die erste Teilaussage von Satz 4
auch das Supremumsprinzip. Das Supremumsprinzip wird in manchen Axiomensystemen fiir die reellen
Zahlen auch als ein Axiom benutzt (anstelle unseres Vollstdndigkeitsaxioms). Aus der Definition des
Supremums als kleinste obere Schranke folgt sofort, dass eine Menge niemals zwei verschiedene Suprema
haben kann; entsprechendes gilt fiir das Infimum einer Menge. Fiir das Supremum (Infimum) einer Menge
M wollen wir abkiirzend schreiben:
supM und inf M.

3Siehe die im Literaturverzeichnis aufgefithrten Lehrbiicher der Analysis, oder beispielsweise auch K. Habetha:
Hohere Mathematik fiir Ingenieure und Physiker, Band 1.
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Wir weisen noch darauf hin, dass das Supremum (Infimum) einer Menge M keineswegs zu M gehéren
muss. Mit anderen Worten: Es kann durchaus sup M ¢ M oder inf M ¢ M gelten.

Hierzu zwei Beispiele:
1. M= {% in € N}
Dann gilt sup M = 1 und inf M = 0 und auflerdem gilt sup M € M sowie inf M ¢ M.
2. M:{qEQ:q>0undq2<2}
Dann gilt inf M = 0 und sup M = v/2; auBerdem gilt inf M ¢ M sowie (wegen v/2 ¢ Q) supM ¢ M.

Definition.

(a) Eine Folge (an), oy reeller Zahlen heifit monoton steigend (oder auch monoton wachsend), falls
an < anyq fiir alle n € N gilt. Entsprechend definiert man monoton fallend. Eine Folge heifit
monoton, falls sie monoton steigend oder monoton fallend ist.

(b) Eine Folge (a),,cy reeller Zahlen heiit beschrdnkt, falls die Menge ihrer Folgenglieder beschrénkt

ist (d.h., falls die Menge M = {an 'n € N} beschrankt ist).

Wir kommen nun wie angekiindigt zu den beiden Sétzen, die uns erlauben, Konvergenz einer Folge
nachzuweisen, ohne eine Vermutung zu haben, welches ihr Grenzwert ist.

Satz 5 (Satz iiber monotone, beschrinkte Folgen).

Jede monotone und beschréinkte Folge ist konvergent.

Beweis. Es sei (a,,) eine monotone, beschrénkte Folge; (a,,) sei etwa monoton steigend. (Ist (a,) mono-
ton fallend, so fithrt man den Beweis entsprechend.) Da (a,) beschriinkt ist, besitzt die Menge M der
Folgenglieder ein Supremum (Satz 4). Es sei a = sup M. Zu jedem & > 0 ist dann die Zahl a — € keine
obere Schranke von M, d.h., es gibt eine natiirliche Zahl N mit ay > a — €. Da (a,,) monoton steigend
ist, folgt a, > apy fiir alle n > N. Ferner gilt a > a,, da a = sup M. Fassen wir diese Ungleichungen
zusammen, so erhalten wir @ > a,, > a — ¢ fiir alle n > N. Also gilt |a, —a|] = a—a, < ¢ fiir allen > N.
Damit ist (a,) — a gezeigt. O

Satz 6 (Cauchysches Konvergenzkriterium).

Eine Folge (a,) ist genau dann konvergent, wenn zu jedem € > 0 ein N € N existiert, so dass fiir alle
n,m > N gilt:
lan —am| < e

Dass das Erfiilltsein des Cauchyschen Konvergenzkriteriums notwendig fiir die Konvergenz von (a,)
ist, ist unschwer nachzuweisen. (Als Ubungsaufgabe empfohlen!) Fiir den Beweis, dass das Kriterium
auch hinreichend ist, verweisen wir auf die Literatur. Wir erwihnen hier nur, dass der Beweis auf dem
Vollstandigkeitsaxiom beruht; er liefert kein Verfahren zur Berechnung des Grenzwertes. Wir kehren nun

n
zu Beispiel 6 zuriick und wollen die Konvergenz der Folge a,, = (1 + %) beweisen. Hierzu benéttigen

wir die folgende Ungleichung, die eine Verallgemeinerung der Ungleichung (1.4) ist.

Satz 7 (Bernoullische Ungleichung).
Fiir alle reellen Zahlen b > —1 und alle n € N gilt:

(1+b)n21+nb.

Fiir n > 2 und b # 0 gilt dies sogar mit strenger Ungleichung:

(1+b>n>1+nb.
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Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollsténdige Induktion.
(I) Induktionsanfang:
Fiir n =1 haben wir 1 +b > 1+ b, d.h., die Behauptung von Satz 7 ist richtig.
(IT1) Induktionsschritt:

Wir nehmen an, dass Satz 7 fiir ein n € N richtig ist (Induktionsannahme). Wegen b > —1 gilt
1+b>0. Es folgt:

*)
(140" = (14+0)"(14b) > (1+nb)(1+b) =1+ (n+1)b+nb.

(Die Ungleichung (%) gilt nach Induktionsannahme und wegen 1+ b > 0.)

Da nb? > 0 gilt und da fiir b # 0 sogar nb? > 0 gilt, folgt (1 + b)n+1 >1+4+ (n + l)b, wobei fiir
b # 0 sogar die strenge Ungleichung gilt. O]

Wir zeigen nun:
n

1
Die Folge (ay,) mit a, = (1 + 7) ist konvergent. (1.5)
n
Beweis. Wir zeigen 1. (a,) ist monoton wachsend und 2. (a,,) ist beschrinkt.

n—1 n
1. Wir zeigen a,—1 < a,, fir n > 1, d.h. (1 + ﬁ) < (1 + %) . Wir formen dies gleichwertig um:

n—1 n
(1 v ﬁ) < (1 + %)

n—1 n
n n+1
= (=) < (=)
= (=) < ()
n2 " n
— ((n—l)(n+l)) < n—1
2 n

= (#) < P

— (ni;l)n > nr—Ll

= (1 - %) > 1-1
Die letzte Ungleichung ist richtig: Sie folgt nédmlich aus der Bernoullischen Ungleichung, wenn man
dort b = —# einsetzt.

2. Wir zeigen a,, < 3 fur alle n € N. Hierzu berechnen wir a,, = (1 + %) nach dem binomischen
Lehrsatz:
(1 N 1)” _ z": n\ 1
n) k)nk’
k=0
Fir 1 <k <n gilt:
n\1 =nanh-1)...n—k+1) 1 n n-1 n—k+1 1 1 1
- = == .. <= = <
k) nk kInk k! n n n — k' 1.2k 2k-1

1 n n 1 n—1 1 k 1_ (%)n 1 n—1
= (1+n> <1+) o _1+Z(2> =1+ =1+2- (2> <3
k=1 k=0 2
Dabei haben wir die geometrische Summenformel benutzt. Es gilt also a,, < 3 fiir alle n € N. Da

ferner a; = 2 ist, folgt (wegen 1.) 2 < a,, < 3 fiir alle n € N.

(ar) ist monoton und beschrénkt, also nach Satz 5 konvergent. O
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Den Grenzwert der Folge (1+ 2)" bezeichnet man mit e. Man nennt e die Eulersche Zahl. Man kann
zeigen, dass e nicht in Q liegt. Die ersten Stellen der Dezimalbruchdarstellung von e lauten:

e = 2.71828182845904 . ..

Bei der Eulerschen Zahl e handelt es sich um eine reelle Zahl, die uns noch héufig begegnen wird.

Satz 8 (Rechenregeln fiir konvergente Folgen).
Es gelte (a,) — a und (b,) — b (fir a,b € R). Dann folgt:

a) (an+by) > a+b
(an - bp) —>a-b

(

(b)

(¢) (c-an) = c-afirceR

(d) §= — ¢, falls b, # 0 fiir alle n und b # 0.
(e)

Falls a,, < b, fiir alle n, so folgt a < b.

Beweis. Wir wollen hier nur (a) beweisen®. Es sei € > 0 gegeben. Da (a,,) — a und (b,) — b gilt, gibt es
ein Ny, so dass |a, —a| < § fiir alle n > Ny gilt und es gibt ein N, so dass [b, — b| < § fiir alle n > No
gilt. Es folgt fiir alle n > N := max (Ny, Na):

an + Op

an_a'i_bn_b‘g

an—a‘+

e g
bn—b’ .
<2+2 £

Schreibweise. Anstelle von (a,,) — a schreibt man auch:

lim a, =a oder lima, =a
n—o0

Unter Verwendung dieser Schreibweise lassen sich die Rechenregeln aus Satz 8 wie folgt angeben:
) lim (a, + b,) = lima, + limb,

) lim (a, - b,) = lima, - limb,

) lim ¢ = fen falls b, # 0 fiir alle n und lim b, # 0.
) Falls an < b, fiir alle n, so folgt lima,, <limb,.

1 n
e := lim (1 + ) .
n—o0 n

Neben den Regeln (a) - (e) lassen sich weitere Regeln angeben, die den Fall behandeln, dass (b,) — oo
oder (b,) — —oo gilt. Wir erwdhnen hier nur:

(a
(b
(¢) lim (c ap) = c-limay,
(d
(e

Definition von e in dieser Schreibweise:

(f) Gilt lima, = a fir a € R, a # 0 und limb,, = oo, so folgt:

_ B oo ,fallsa>0
lim (anbn) = { —oco L fallsa <0

Beispiele:

1. Gesucht ist lim 3n22”:71172. Anwendung von Regel (d) hilft nicht weiter, da Z&hler und Nenner gegen
oo streben. Klammert man im Zahler » und im Nenner n? aus, so erhilt man:

-1 n(2-3) 1 2-
3n?+n—-2 np2(3+L1-2) n 341 '

n n2

“Die Beweise von (b) - () sind dem Beweis von (a) sehr &hnlich. Man findet sie in fast allen géingigen Lehrbiichern
der Analysis.
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12—+ 2
Anwendung von Regel (a) - (d) ergibt lim <n : 3_'_711_"7122> =0- 3= 0.
1

—-3n2+1

2+ 54 2
lim | ———" ] = —5.
3+ L 3

2n3 —4 24 L4 2
3. Entsprechend: lim <n+n> = lim (w) = -

2n® +n—4 2 -4
2. Entsprechend: lim <n—|—n> = lim (n . "‘2713) = —oo nach Regel (f), da limn = co und

3nd3 -5 5

Allgemein gilt: Sind Py(x) = agz® 4+ ... + ap und Q,,(x) = bpa™ + ... + by Polynome mit ag, by, # 0,
so gilt:

n3

Pu(n) 0, fallsk<m
lim ( b ) = ae falls k=m (1.6)
n=o0 \ Qm(n) 400 oder —oo, fallsk>m
Im dritten Fall ist das Vorzeichen von oo gleich dem von 57’; Feststellung (1.6) ergibt sich wie in den

obigen Beispielen aus den Regeln (a) - (d) und (f), wenn man fiir 5"' ((”n)) im Zghler und im Nenner die

jeweils hochsten Potenzen von n ausklammert:

Py (n) kem Gkt ag_in"l4 . 4+ agnFk

n . .
Qm(n) by, + b+ ... Fbgn™

Es folgt:

. Pk(n) ) . b . ( ar + ak,ln_l + ...+ aon_k ) . b ay
1 —1 m) .1 —1 m) .
o (Qm(n) lm <n ) o b + b'm—ln_1 +...+bon—m o (n ) bm

Man braucht nur noch die Fille k < m, k = m und k > m zu unterscheiden, um (1.6) zu erhalten.

Ein in der Praxis oft gebrauchtes Mittel, um Grenzwerte zu bestimmen, liefert der folgende Satz.

Satz 9 (EinschlieBungssatz).
Es seien (ay), (b,) und (¢,) Folgen mit a,, < b, < ¢, fiir alle n € N. Die Folgen (a,,) und (¢,) seien
konvergent und es gelte:

lim a, = lim ¢, = a.
n—oo n— o0

Dann konvergiert auch (b,), nimlich ebenfalls gegen a; d.h., es gilt:

lim b, = a.
n—oo

Beweis. Da lim a, = lim ¢, = a gilt, gibt es zu gegebenem ¢ > 0 Zahlen N7 und N, so dass |a,—a| < €
n—oo n—oo

fiir alle n > Ny und |¢, —a| < ¢ fiir alle n > N,. Also gilt fiir alle n > N := max (N, Na): Fiir b,, > a ist
b, —a| =b,—a<c,—a=|c, —a|l <eund firb, <aist |b,—al=a—-b, <a—a, =la, —a| <e. O

Zusammenfassung.

Wir haben sechs Methoden bzw. Hilfsmittel zum Nachweis der Konvergenz oder zur Berechnung des
Grenzwertes einer Folge (a,) kennengelernt.

1. Direkter Nachweis.

Man gibt ein € > 0 vor und zeigt fiir ein passend gewiihltes N, dass |a, — a| < ¢ fiir alle n > N gilt.
Hierzu muss man allerdings eine Vermutung haben, welches der Grenzwert a ist.

2. Satz iiber monotone, beschrinkte Folgen.

Man weist von der Folge (a,) nach, dass (a,) monoton und beschrinkt ist; daraus folgt dann
die Konvergenz von (ay). Und zwar gilt: Ist (a,) monoton wachsend, so ist der Grenzwert a =
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sup {an in € N}; ist (a,,) monoton fallend, so ist a = inf {an in € N} der Grenzwert®. Damit hat
man allerdings i.A. nur die Existenz eines Grenzwertes a nachgewiesen; berechnet hat man a noch
nicht. Auflerdem ist natiirlich lingst nicht jede Folge, die man untersuchen will, auch monoton; in
solchen Fillen kann man den Satz nicht anwenden.

3. Cauchyscher Konvergenztest.

Man priift, ob das Cauchysche Konvergenzkriterium erfiillt ist. Wenn ja, so ist (a,) konvergent;
andernfalls ist (a,) divergent. Allerdings erhélt man nur eine Entscheidung dariiber, ob Konvergenz
vorliegt oder nicht; im Fall, dass Konvergenz vorliegt, ist das (oftmals sehr schwierige) Problem, den
Grenzwert tatsédchlich zu berechnen, durch diesen Test noch nicht geltst.

Die Methoden 2. und 3. liefern also reine Existenzaussagen. Wir werden von 2. hiufig Gebrauch machen.
Mithilfe der Methoden 4. und 5. fiihrt man die Berechnung des Grenzwertes einer Folge auf bereits vorher
berechnete Grenzwerte zuriick. In der Praxis wird man diese Methoden am haufigsten anwenden.

4. Anwendung von Rechenregeln.

Unter ,,Rechenregeln“ sind hier die Regeln (a) - (e) aus Satz 8 sowie (f) und weitere dhnliche Regeln
zu verstehen. Auch (1.6), Satz 3 sowie die Fufinote 2 lassen sich als ,,Rechenregeln“ ansehen.

5. Einschlieflungssatz.
Dieser wird haufig auch fiir den Spezialfall angewendet, dass (a,) (oder (c,)) eine konstante Folge
ist, d.h., a,, = a (oder ¢, = ¢) fiir alle n € N.

6. Ungleichungen.

Wie aus den Beispielen klar geworden sein diirfte, spielen Ungleichungen beim Nachweis von Kon-
vergenz und beim Berechnen von Grenzwerten eine besonders wichtige Rolle. Von grundlegender
Wichtigkeit ist dabei die sténdig verwendete Dreiecksungleichung |a + b| < |a| + |b].

Weitere niitzliche Ungleichungen:
1. Bernoullische Ungleichung: (14 b)" > 1+ nb fiir b > —1;
2. Ungleichungen, die man aus dem Binomischen Lehrsatz gewinnt, wie beispielsweise die Unglei-

chung (1+0b)" > (5)b* = wbz fiir b > 0 und n > 2 (vgl. auch (1.4)).

Nach dieser Zusammenfassung betrachten wir abschliefend noch einige Beispiele fiir Reihen. Wegen
ihrer besonderen Wichtigkeit werden Reihen spédter noch wesentlich genauer behandelt werden. Aus
einer gegebenen Folge a1, ag, as, ... ldsst sich eine neue Folge s1, s2, s3, ... bilden, indem man jeweils
die ersten n Glieder der Folge (a;) summiert:

S1 = a
So = a1 + as
33:a1+a2+a3

54:a1+a2+a3+a4

n
Sp = g a;=a1+ay+...+ay
i=1

n
Die neu gewonnene Folge (s, )ncn nennt man eine Reihe. Die Summe s, = Y a; heiit n-te Partialsumme
i=1
der Reihe, die Summanden a; heiflen Glieder der Reihe.

o0
Eine Reihe (s, )nen mit den Gliedern aq, as, ... bezeichnet man meistens mit dem Symbol > a;. Durch
i=1

5Dies ergibt sich unmittelbar aus dem Beweis von Satz 5.
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o0
>~ a; wird also keineswegs eine ,,unendliche Summe* dargestellt; es handelt sich hier vielmehr um eine
i=1

B_ezeichnung fiir die Reihe (s5,)nen.

o0

Eine Reihe >’ a; heifit konvergent, wenn die Folge (s, )nen der Partialsummen konvergiert, d.h., wenn
i=1

(sn) — s fiir ein s € R gilt. Hierfiir schreibt man:

Zai =s. (1.7)

o0
Das Zeichen ) a; wird also in zwei unterschiedlichen Bedeutungen verwendet: Einerseits bezeichnet
i=1

o0 n o0
> a; die Reihe (sy,)nen mit s, = > a;, andererseits bezeichnet ) a; auch (wie in (1.7)) den Grenzwert
i=1 i=1 i=1

&)
s der Reihe (sp)nen, falls dieser existiert. Gilt (s,) — 0o bzw. (s,) — —00, so schreibt man . a; = o
i=1

oo
bzw. > a; = —o0.
i=1

Die Glieder a; einer Reihe konnen natiirlich auch mit dem Index 0 oder irgendeinem anderen Index
beginnen.

Beispiele:
1

1. —.
27
i=1

Die Glieder dieser Reihe sind a1 = 1, as = %, asz = %7 ag =

=

Die Partialsummen sind:

81—1
1
82:1+§
1414l
S3 = P
s 2 "3

Diese Reihe heifit harmonische Reihe. Um zu entscheiden, ob die harmonische Reihe konvergent ist,

fassen wir die Glieder a1, as, ... wie folgt zu Summen zusammen:
0,1—].
1
a/2—§
n 1+1>1+1 1
ast+as=-+->-4+-==
BTMTRTYI T 2
+ag +ar + 1+1+1+1>1+1+1+1 4 L
as+agt+ar+ag=-+-+-—+-—>-—d+ -4+ -4 =_="=
PTAETAT TS T T T T T8 T8 T8 T8 T8 8 2

1 1
ag+a10+a11+a12+a13+a14+a15+a16>8-1—6:§
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Allgemein gilt fiir die Glieder a; mit i = 2"t +1,...,2" : q; = % > QL Daher folgt fiir die Summe
dieser 2"~ ! Glieder:

o o

1 11
'Z ai?z m =2 a =g
i=2n—141 i=2n—141

Also folgt fiir die 2"-te Partialsumme sgn:

1 1 1 n
32n=a1—|—a2—|—(a3+a4)—|—...—|—(a2n71+1—i—...—|—a2n)21—}—74—7—&—...—1—7:1—1—5.

2 2 2
|
n—mal

Da 1 + % gegen oo strebt, folgt, dass auch die Partialsummen der harmonischen Reihe gegen oo
streben, d.h., die harmonische Reihe ist divergent®.

oo
2. Zqi (mit ¢ € R).

i=0

Diese Reihe heifit geometrische Reihe.

Die Glieder dieser Reihe sind ag = ¢°, a1 = ¢*, as = ¢%, a3 = ¢, . ...

Die Partialsummen sind so = ap =¢° =1, 8 =ag+a1 =¢"+¢' =14¢q, 590 =ag+a, +az =

PP =14+q+4¢% ...

. n n n41
Allgemein: s, = > a; = >, ¢ =+ T
i=0 i=0

nach der geometrischen Summenformel (fiir ¢ # 1).

Hieraus folgt (Wieso ndmlich?):

= 1
Y ¢'=—— fir|g <1 (1.8)
i=0 1—q

Ist |g| > 1, so divergiert die geometrische Reihe, wie man sich zumindest fiir den Fall ¢ > 1 leicht
iiberlegt. (Eine Begriindung, die sowohl fiir ¢ > 1 als auch fiir den Fall ¢ < —1 Giiltigkeit besitzt,
werden wir spéter in Abschnitt 4.1 kennenlernen.) Es gilt beispielsweise:

[~]e
/|\
N
N———
I
[y
+ | =
DO
Il
wl o

[~]e
N
H‘)—‘

e~
N———
I

—

[ -

=

I
w|g

[ee]
3. Oben haben wir gesehen, dass die harmonische Reihe > % divergiert. Wir betrachten nun die Reihe

i=1
o 1
> = und zeigen, dass sie konvergiert. Wir benutzen dazu den Satz iiber monotone, beschrinkte
i=1
N1
Folgen; wir haben also zu zeigen, dass die Partialsummen s,, = ) = eine monotone und beschrankte

i=1

Folge bilden.

10000

Die harmonische Reihe strebt sehr langsam gegen co. Es ist beispielsweise > % immer noch kleiner als 10.
i=1
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(a) Dass die Folge (s,)nen monoton wachsend ist, ergibt sich daraus, dass die Zahlen 7% positiv sind.

1 1 1
b) Esist - < —= =
(b) Bsist & <3=m) ~i=1

1
— — fiir 4 > 2. Also gilt:
1

n n

1 " 1 1 L 1 it o NG | 1
Snzzﬂ<1+;<i—1_i):1+;i—1_§i:H_iz_;i_;i:1+1_n<2'

i=1

Die Folge (s;,) ist also beschriinkt.

o0

Aus (a) und (b) folgt, dass die Reihe Y - konvergiert. Den Grenzwert kénnen wir mit den zur
i=1

Verfiigung stehenden Mitteln allerdings nicht bestimmen.

1.4 Funktionsgrenzwerte

Wir betrachten in dieser Vorlesung vor allem reelle Funktionen, das sind Funktionen f : D — R, wobei
der Definitionsbereich D eine Teilmenge der reellen Zahlen ist (D C R). Ist nichts Gegenteiliges gesagt,
so sollen die betrachteten Funktionen stets reell sein. Den Definitionsbereich einer Funktion f wollen wir
im Folgenden mit D(f) bezeichnen. D(f) wird meistens ein Intervall sein; unter einem Intervall verstehen
wir Folgendes:

Definition.

Es seien a,b € R. Die Mengen

] {reR:a<z<b}
) == {x€R:a<x<b}
] = {zeR:a<z<b}
) {reR:a<xz<b}

heiflen endliche Intervalle; [a, b] heifit abgeschlossenes Intervall, (a,b) heifit offenes Intervall, [a,b) und
(a, b] heiflen halboffene Intervalle. Die Mengen

S
>

)
a7
a’

S oo

S

—_— e~ —

)

(00,0 = {zeR:z<b}
(—00,b) = {reR:z<b}
[a,00) = {reR:a<z}
(a,00) = {reR:a<z}
(—o0,00) = R

heiflen unendliche Intervalle.

Zur Veranschaulichung von reellen Funktionen verwendet man i.A. ein rechtwinkliges Koordinatensystem,
d.h., ein Paar von Zahlengeraden, die ihren Nullpunkt gemeinsam haben und sich rechtwinklig schneiden
(,,x-Achse“ und ,,;y-Achse®). Jedem geordneten Paar (x, y) reeller Zahlen entspricht dann genau ein Punkt
der Zeichenebene (und umgekehrt):

y-Achse

(z,y)

0 T x-Achse

Das Schaubild (oder graphische Darstellung oder Graph) einer reellen Funktion f ist die Menge aller
Punkte (z,y) mit x € D(f) und y = f(x).

21



\/\D“) ] [“/’I”
\J

Im letzten Abschnitt haben wir Grenzwerte von Folgen (a,) behandelt, d.h. Grenzwerte vom folgenden
Typ:

lim a,.
n— o0

Im Zusammenhang mit reellen Funktionen f betrachtet man dariiber hinaus sehr oft Grenzwerte vom
folgenden Typ:

Jim f (z).

Diese nennt man Funktionsgrenzwerte. Wir fithren sie im Folgenden ein.

Gegeben sei eine reelle Funktion f mit Definitionsbereich D(f) und ein zy € R. Wir betrachten Folgen
(), ey, fur die z,, € D(f), 2, # ro und lim x, = x¢ gilt. Zu jeder solchen Folge (z,,) bilden wir die
n—oo
zugehorige Folge der Funktionswerte
<f(xn)>n€N

und interessieren uns fiir das Konvergenzverhalten dieser Folge. Dies fiihrt zur folgenden Definition.

Definition 3.

Es sei f eine reelle Funktion und x¢ € R. Wir betrachten Folgen (xy,),, o fiir die
Tn € D(f), @n #x0, lim z, =g (1.9)
n—oo

gilt und setzen voraus, dass mindestens eine Folge mit diesen Eigenschaften existiert. Es sei a € R.
Wir sagen f hat an der Stelle xo den Grenzwert a und schreiben dafiir lim f(z) = a, falls fiir jede
Tr—xo

Folge (7,),,cy, fiir die (1.9) erfiillt ist, gilt:

lim f(z,)=a.

n—roo

Wir sagen auch der Grenzwert lim f(z) existiert, falls lim f(x) = a fiir ein a € R gilt.
T—xT0 T—To

Man beachte, dass in dieser Definition nicht x¢ € D(f) vorausgesetzt wird, d.h., g kann zum Definitions-
bereich gehoren oder auch nicht. Es ist beispielsweise durchaus moglich, dass D(f) ein offenes Intervall
ist und dass z( ein Randpunkt von D(f) ist; oder dass etwa D(f) = R\{0} und x¢ = 0 gilt.

Bemerkungen und Erginzungen.

(1) Fiir die Frage, ob f an der Stelle 2y den Grenzwert a hat, spielt es iiberhaupt keine Rolle, ob f in
xo definiert ist und welchen Wert f in ¢ hat (falls f dort definiert ist).

(2) Eine Erweiterung von Definition 3 erhélt man, wenn man dort fiir @ auch —oo oder oo zulésst. (Wenn

lim f(z) = co oder lim f(x) = —oo gilt, sagen wir jedoch nicht, dass der Grenzwert lim f(z)
Tr—xo Tr—x0 Tr—x0

existiert, sondern nur, dass er im uneigentlichen Sinne existiert.)
(3) Eine andere Erweiterung: lim f(x) = a bedeutet, dass fiir jede Folge (2), cy mit 2, € D(f) und
Tr—r00
lim z, = oo gilt: lim f(z,) = a. (Hierbei wird dhnlich wie in Definition 3 vorausgesetzt, dass es
n—oo

n—oo
mindestens eine solche Folge gibt.) Analog: lim f(x) = a.
r—r—00
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(4) Anstelle von ILm f(z) = a schreibt man auch f(x) — a fir £ — xo; oder auch f — a fiir z — xo.
Tr—Xo

Beispiele:
1. Wir betrachten die Funktion f: R — R mit f(z) = 22. Es ist D(f) = R.

(a) f hat beispielsweise an der Stelle o = 2 den Grenzwert 4; denn es gilt fiir jede Folge (x,) mit
Zn € D(f), ©, #2 und lim z, = 2:
n—oo

lim f(z,) = lim 22 = lim z, - lim =, =2-2=4.
n—00 n—00 n—00 n— 00

(b) Allgemein hat f (fiir beliebiges 7o € R) an der Stelle 29 den Grenzwert x3; denn es gilt fiir jede
Folge (x,) mit z,, € D(f), xp, # xo und lim z, = xo:
n— oo

lim f(x,) = lim 22 = lim =, - lim x, = 2¢ - 2o = 23.
n—oo n— o0 n—oo n—oo
Es folgt also:
li = 2.
Jim f(z) = x5

Andererseits gilt auch f(x¢) = 3. Fiir die Funktion f(z) = z? stimmt also an jeder Stelle zy der
Grenzwert lim f(z) mit dem Funktionswert f(zq) iiberein. Dies ist nicht bei allen Funktionen so,
T—To

wie das néchste Beispiel zeigt.

1 S fallsxz >0

2. Wir betrachten die Funktion f : [0,00) — R mit f(z) = .
0 ,fallsz=0

Graph von f:

T

Wir untersuchen, ob f an der Stelle 29 = 0 einen Grenzwert hat. Hierzu sei (2,,),,cy eine Folge mit
Tn € [0,00), zp 7£ 0 und hm xz, = 0. Es folgt hm f(zy) =1, da (wegen z,, # 0) f(z,) = 1 gilt.

Also hat f an der Stelle xo 0 den Grenzwert 1 ES gilt:
lim f(z) =1# 0= f(0)
z—0

1, fallsz >0
3. Wir betrachten die Funktion f: R — R mit f(z) = 0, fallsz=0
—1, fallsx <0
Yy
1
X
-1

Wir untersuchen, ob f an der Stelle g = 0 einen Grenzwert hat. Hierzu betrachten wir die Folge
(x5,) mit x, = % Fiir diese Folge gilt z,, € D(f), #, # 0 und lim =, = 0; fiir die zugehosrige
n—oo

Folge ( f (xn)) der Funktionswerte gilt:

| =1, falls n ungerade
flan) = { 1, falls n gerade
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Es folgt, dass ILm f(x,,) nicht existiert. Also hat f an der Stelle xg = 0 keinen Grenzwert.

4. Wir betrachten die Funktion f : R\{0} — R mit f(z) = 1 und untersuchen, ob f an der Stelle z,
einen Grenzwert hat.
1. Fall: z9g # 0
Es sei (x,,) eine Folge mit z,, € D(f) (d.h. z, #0), x,, # 2o und lim x,, = (. Dann gilt (nach Satz
n— oo

8 (d)):

1 1

lim f(z,)= lim — = —, also lim f(z)= —.

n—oo n—o0 I’I’L :I,'O T—To :1:0
2. Fuall: o = 0

. . 1 1 . . . . 1 _ . _ . 1 _

Wir betrachten die Folgen (;:) _ und (=), . Es gilt: Jim f(3) = lim n=oound lim f(-3)=
lim —n = —oo, d.h., die Funktion f(z) = 1 hat an der Stelle zg = 0 keinen Grenzwert (auch nicht
n—oo

im uneigentlichen Sinne).
Graph der Funktion f mit f(z) = 1:

x

—t
8

5. Abschliefend erwihnen wir noch ein weiteres Beispiel einer Funktion f mit D(f) = R\{0}, ndmlich
f(x) = #22. Diese Funktion besitzt an der Stelle 29 = 0 einen Grenzwert; es gilt ndmlich (wie wir

spéter zeigen werden):
lim (Smx) =1
z—0 x

1.5 Stetigkeit

Definition 4.

(a) Es sei f eine reelle Funktion und 2y € D(f). Die Funktion f heifit stetig an der Stelle xo, wenn
fiir jede Folge (), mit 2, € D(f) und lim x, = z¢ gilt:
n—oo

lim f(z,) = f(xo).

n—oo

(b) Die Funktion f heifit stetig auf X (fiir X C D(f)), falls f an jeder Stelle zp € X stetig ist.

Ist eine Funktion f an der Stelle g € D(f) nicht stetig, so nennt man f unstetig an der Stelle xo; xg
nennt man dann auch eine Unstetigkeitsstelle von f. Dies bedeutet, dass es eine Folge (z,,) mit x,, € D(f)
und x,, — x¢ gibt, fiir welche die zugehorige Folge der Funktionswerte ( f (xn)) entweder iiberhaupt nicht
oder gegen einen Wert # f(xo) konvergiert.

Es sei darauf hingewiesen, dass in Definition 4 xg € D(f) vorausgesetzt wird. Dies bedeutet, dass wir
von Stetigkeit (bzw. Unstetigkeit) von f an der Stelle 2y nur dann sprechen kénnen, wenn zy zum
Definitionsbereich von f gehort (im Gegensatz zu Definition 3, wo xg ¢ D(f) ja zugelassen war). Aus
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Definition 3 und 4 erhilt man den folgenden Zusammenhang zwischen Stetigkeit und der Existenz eines
Grenzwertes an der Stelle xg.

Feststellung.

Es sei f eine reelle Funktion und z¢y € D(f); der Definitionsbereich D(f) sei so beschaffen, dass

es mindestens eine Folge (x,), oy gibt, fir die z,, € D(f), , # 2o und lim z,, = x¢ gilt. (In
n—oo

den folgenden Abschnitten und in allen in diesem Zusammenhang wichtigen Beispielen wird diese
Anforderung an D(f) immer ohne Weiteres erfiillt sein.) Dann gilt: f ist an der Stelle 2y genau dann
stetig, wenn Folgendes gilt:

lim f(z) = f(zo).

Tr—rT0o

Beispiele:

1. Es sei f : R — R eine konstante Funktion, d.h., f(z) = ¢ gilt fiir alle € R. Dann ist f fiir jedes
xo € R stetig. Denn fiir jede Folge (z,) mit 2, € D(f) und lim z, = xq gilt:

n—oo

lim f(z,) == f(o).

n—oo

2. Es sei f: R — R gegeben durch f(z) = 2. Man nennt diese Funktion die Identitit oder identische
Funktion. Die Identitét ist stetig auf R, da fiir jede Folge (z,,) mit =, € D(f) (D(f) = R) und
lim x, =z (zg € R) gilt:

n—oo

nth;O flz,) = nlgréo Tn =20 = f(x0).

3. Nach Beispiel 1 des Abschnitts 1.4 ist die Funktion f(x) = 22 auf ganz R stetig.

4. Nach Beispiel 4 des Abschnitts 1.4 ist die Funktion f(z) = % auf ihrem gesamten Definitionsbereich
stetig.

5. Nach Beispiel 2 des Abschnitts 1.4 ist die dort betrachtete Funktion f : [0, 00) — R mit

1 S fallsx >0
f(x){o Jfallsz =0

an der Stelle g = 0 unstetig.
6. Ebenfalls an der Stelle ¢y = 0 unstetig ist die Funktion f aus Beispiel 3 des Abschnitts 1.4.

Sind f und g reelle Funktionen mit den Definitionsbereichen D(f) und D(g), so versteht man unter f+g¢
die Funktion mit Definitionsbereich D(f) N D(g), die definiert wird durch:

(f +9)(@) == f(x) + g(x).

Analog definiert man f—g, f-g und 5, wobei im Falle von 5 der Definitionsbereich die Menge D(f)N {x €
D(g): g(z) # 0} ist.

Satz 10.

f und g seien stetig an der Stelle xy. Dann gilt:

(a) f+g, f—gund f- g sind stetig an der Stelle x.

(b) Es gelte g(xg) # 0. Dann ist auch 5 stetig an der Stelle xg.

Beweis. Es sei (z,,) eine Folge mit x,, € D(f)ND(g) und li_>m X, = x9. Wegen der Stetigkeit von f und
n—oo
g an der Stelle z folgt dann lim f(x,) = f(xo) und lim g(z,) = g(zo). Es folgt aus den Rechenregeln
n— oo n—oo
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fiir Grenzwerte (Satz 8):

lim (f +g)(zn) = lim (f($n)+g(xn)>

= Jim_ f(za) + lim_g(en)
= f(zo) + g(x0)
= (f +9)(wo0)

Alsq' ist f + g an der Stelle xg stetig. Analog zeigt man die {ibrigen Behauptungen von Satz 10 (Beweis
als Ubungsaufgabe empfohlen). O

Definition.

(a) Ein Polynom P vom Grad n ist eine Funktion P : R — R:
P(z) = ag + 1@ + aza® + ... + apz" (mit a,, # 0).

(b) Als eine rationale Funktion bezeichnet man den Quotienten R zweier Polynome P und Q:

Der Definitionsbereich von R ist die Menge D(R) = {x ER:Q(x) # 0}.

Als eine unmittelbare Folgerung aus Satz 10 sowie den Beispielen 1 und 2 erhélt man den folgenden Satz.

Satz 11.

(a) Polynome sind auf R stetig.
(b) Rationale Funktionen R sind auf ihrem Definitionsbereich D(R) stetig.

Beweis.

(a) Nach den Beispielen 1 und 2 sind konstante Funktionen und die Identitiit stetig. Mehrmalige An-
wendung von Satz 10 (a) ergibt die Behauptung.

(b) Nach Satz 10 (b) folgt aus der Stetigkeit von P und @ die Stetigkeit von R. O

Will man untersuchen, ob f an der Stelle z( stetig ist, so braucht man nicht den gesamten Definitions-
bereich D(f) zu betrachten, sondern man kann sich auf ein Intervall I = (a,b) mit 29 € I beschriinken,
wobei man die Linge von I (d.h. b — a) beliebig klein wihlen darf. Genauer gilt (wie aus Definition 4

(a) folgt):

f ist an zg genau dann stetig’, wenn es ein Intervall I = (a,b) mit x¢ € I gibt,

so dass die Einschrinkung von f auf I N D(f) an xq stetig ist. (1.10)

Im Hinblick auf (1.10) sagt man auch, dass die Stetigkeit eine lokale Eigenschaft einer Funktion ist.
Anders gesagt: Ob f an z( stetig ist, héngt nicht vom Gesamtverlauf von f ab, sondern nur vom
Verhalten von f in einem beliebig kleinen Intervall I = (a,b), das ¢ enthélt.

In der Vorlesung (oder in den Ubungen) zeigen wir ergéinzend, dass die Nacheinanderausfiihrung stetiger
Funktionen wiederum stetig ist.

"Statt ,an der Stelle zo stetig® sagt man auch ,an xo stetig®, ,im Punkt zo stetig® oder ,in xo stetig®. Man
kann auch ,,bei zo stetig” sagen.
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1.6 Erganzungen zu den Abschnitten 1.4 und 1.5

1.6.1 Einseitige Grenzwerte

Definition 3°.

Es sei f eine reelle Funktion und xo € R. Wir betrachten Folgen (z,,),, oy, fiir die

zn € D(f), zo<z, und lim z, =z (1.97)
n—oo

gilt und setzen voraus, dass mindestens eine Folge mit diesen Eigenschaften existiert. Es sei a € R.
Wir sagen, f hat an der Stelle zo den rechtsseitigen Grenzwert a und schreiben dafiir

lim f(z)=a,

T—xo+

falls fiir jede Folge (z,,) fiir die (1.97) erfiillt ist, gilt: lim f(z,) = a.

neNy n—o00

Analog definiert man linksseitige Grenzwerte. Schreibweise fiir linksseitige Grenzwerte:

lim f(z) = a.

Tr—rxo—

1.6.2 Einseitige Stetigkeit

Definition 4°.

Es sei f eine reelle Funktion und zo € D(f). Die Funktion f heifit rechtsseitig stetig an der Stelle xq,
wenn fiir jede Folge (2,,),cy mit z, € D(f), z0 < 2, und lim z, = xo gilt:
n—o0

lim f(z,) = f(zo).

n—oo

Analog definiert man linksseitig stetig.
Wir erwihnen (ohne Beweis), dass Folgendes gilt:

f ist stetig an der Stelle 2y <= f ist sowohl rechts- als auch linksseitig stetig an der Stelle xq

1.6.3 ¢, )-Definition der Stetigkeit

Eine andere Moglichkeit, den Begriff der Stetigkeit zu definieren, ist die folgende.

Definition.

Es sei f eine reelle Funktion und xg € D(f). Die Funktion f heifit stetig an der Stelle xg, wenn es fiir
jedes € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass

[f(x) = flzo)| <&
fiir alle x € D(f) gilt, die |x — x| < ¢ erfiillen.

Man kann zeigen, dass die e, §-Definition der Stetigkeit und die am Beginn von Abschnitt 1.5 gegebene
Definition der Stetigkeit dquivalent sind. Beweise hierzu findet man in den Lehrbiichern der Analysis,
etwa:

e H. Heuser, Lehrbuch der Analysis, Teil 1
e O. Forster, Analysis 1
o K. Konigsberger, Analysis 1

Abschlielend noch eine besonders wichtige Bemerkung zur Stetigkeit, in der festgehalten wird, welche
Rolle die Stetigkeit einer Funktion beim Ausrechnen von Grenzwerten spielt.
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1.6.4 Stetigkeit und Grenzwerte

Gegeben: eine reelle Funktion f und ein zg € D(f).

Wir setzen voraus, dass f an der Stelle g stetig ist. Das bedeutet (,,Definition der Stetigkeit in Kurz-
fassung“):

Tn w0 = flwa) = f(z0). (*)

Dasselbe in Worten: Wenn x,, gegen xg strebt, so strebt f(x,) gegen f(zg).

Noch einmal dasselbe mit dem Limeszeichen geschrieben:

lim x, =29 = lim f(z,)= f(zo)-

n—oo n—oo

Setzt man in der letzten Gleichung fiir g den Ausdruck lim =z, ein, so erhilt man eine Eigenschaft
n—oo

stetiger Funktionen, die in Rechnungen hiufig benutzt wird:

lim f(z,)=f ( lim xn) . (%)

n— oo n—00

Liegt eine stetige Funktion vor, so kann man in Rechnungen also das Limeszeichen und die Bezeichnung

fiir die Funktion vertauschen.
Beispiel. Die Funktion cos ist auf ganz R stetig. Es gelte 2, — 0. Es soll lim cos (z,,) bestimmt werden.
n—oo

Das gelingt mithilfe von (xx):

lim cos(zy,) ) cos ( lim xn) =cos (0) = 1.
n—oo n—oo
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2 Differentialrechnung

Wie findet man fiir eine reelle Funktion f die Tangente an den Graphen von f im Punkt (:E, f (:E))7
Wie lésst sich iiberhaupt sinnvoll definieren, was unter der Tangente im Punkt (x, f (x)) zu verstehen
ist? Wie berechnet man die momentane Geschwindigkeit eines sich bewegenden Korpers? Wie berechnet
man seine momentane Beschleunigung? Was ist unter ,,momentaner Geschwindigkeit“ und ,,momentaner
Beschleunigung® iiberhaupt zu verstehen? Die Behandlung dieser (und vieler anderer) Fragen erfolgt
mithilfe der Differentialrechnung, die auf NEWTON (1643-1727) und LEIBNIZ (1646-1716) zuriickgeht.

2.1 Die Ableitung einer Funktion

Gegeben sei eine reelle Funktion f : D — R; x¢ € D sei fest gewihlt. Zu jedem x € D mit x # x¢ kénnen
wir den Differenzenquotienten bilden:
f(@) = f(zo)

. (2.1)
r — X

Veranschaulichen kénnen wir uns den Differenzenquotienten als Steigung (,, Verhéltnis der Anderung von
f zur Anderung von z*) der Geraden durch die Punkte (zo, f(z0)) und (z, f()). Man nennt eine solche
Gerade eine Sekante im Punkt (Jco, f (mo)). Wir wollen sie hier mit S bezeichnen.

Weiter unten in der grundlegenden Definition 1 werden wir den folgenden Grenzwert betrachten:

EEC)

T — X

lim
T—x0

Falls dieser Grenzwert (2.2) existiert, d.h., falls es ein a € R gibt, fiir das

(f(w) - f(%)) _

Tr — X

lim
Tr—xo

gilt, werden wir a als Ableitung von f an der Stelle xy bezeichnen. Veranschaulichen kénnen wir uns a
als Steigung der Geraden 7', an die sich die Sekante S annihert, wenn man z gegen x( streben lisst.
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T

LTO «e—— T2 1
Sa
S1

Man definiert: 7" ist die Tangente an f im Punkt (zo, f(zo)). Ihre Steigung bezeichnet man mit f’(zo).
Also (falls dieser Grenzwert existiert):

f'(zo) = a= lim (M) (2.3)

T—To r — X

In der folgenden grundlegenden Definition werden die obigen Betrachtungen zusammengefasst und erwei-
tert; auf die der Motivation und Veranschaulichung dienenden geometrischen Betrachtungen wird dabei
keinerlei Bezug genommen.

Definition 1.

(a) Eine reelle Funktion f heifit differenzierbar an der Stelle xo € D(f), wenn der Grenzwert

iy (22210

T—To r — X

existiert, d.h., wenn es ein a € R gibt mit lim
T—rTo

a mit f'(zo) und nennen ihn die Ableitung von f an der Stelle .

(b) f heit differenzierbar auf X C D(f), wenn f an jeder Stelle zy € X differenzierbar ist.

(M

pra— ) = a. Wir bezeichnen diesen Grenzwert

(c) Zu f lasst sich eine Funktion f' mit D(f’) = {xo € D(f): f' (o) existiert} definieren, indem man

jedem z¢ den Wert f’(z¢) zuordnet. Diese Funktion f’ nennt man die Ableitung von f.

Um nachzuweisen, dass f an der Stelle zy die Ableitung a € R besitzt, muss man den Grenzwert
lim (W) berechnen. Man hat zu zeigen, dass fiir jede Folge (z,) mit x,, € D(f), z, # xo und

T—xT( 0

ZTn — To gilt (siehe Definition 3 aus Abschnitt 1.4):

(f@ﬁ—f@@)z

Tn — To

lim
n—oo
Beispiele:

1. Es sei f : R — R eine konstante Funktion, d.h., f(z) = ¢ gelte fiir alle z € R. Dann ist f fiir alle
xo € R differenzierbar und es gilt f’(z¢) = 0. Denn: Ist (z,,) eine Folge mit x,, — z¢ und z,, # xq, so

folgt:
n—00 Tn — X0 n—00 \ Tp — Lo

lim

2. Die Funktion f(x) = z ist auf ganz R differenzierbar und es gilt f’(z¢) = 1 fiir alle g € R. Denn: Ist
(z,) eine Folge mit x,, — x¢ und z,, # xo, so folgt:

lim (f(xn) — f($0)> = lim (x" — xo) =1.
n— 00 Ty — o n—00 \ Ip — To
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3. Die Funktion f(x) = 22 ist auf ganz R differenzierbar und es gilt f’(xo) = 2w, fiir alle o € R. Denn:
Ist (x,) eine Folge mit x,, — xo und x,, # xo, so folgt:

(1) (5
n <(xnn + z0)(2n xo))

Tp — To

= lim
n— oo

= lim (xn +x0)

n—oo

= 21‘0

4. Essei f: R — R gegeben durch f(x) = |z| (,,Betragsfunktion®).
Graph von f:

T

Die Betragsfunktion ist an der Stelle zg = 0 nicht differenzierbar, denn fiir die Folge x,, = % gilt:

1] _ 1_
lim (M) — lim (M) = lim <71L0> -1
n—00 Tp — X0 n—o00 Pl 0 n— oo P 0

Andererseits gilt fiir die Folge x,, = —%:

lim <f($n)_f(x0)> = lim <|_’111|_|0’> = lim <’111_> =-1.
n—00 T, — To n— 00 —=—=0 n—oo \ —= — ()

Also existiert lim (W) nicht.

T—xTQ 0

Satz 1.
Ist f auf einer Menge X differenzierbar, so ist f auf X stetig.

Beweis. Es sei g € X und (x,,)nen sei eine Folge mit x,, € D(f) mit lim z, = 2. Esist lim f(z,) =
n—oo n—oo

f(zo) zu zeigen. Es geniigt, dies fiir Folgen (x,,) zu zeigen, fiir die z,, # ¢ fiir alle n € N gilt, was wir
im Folgenden annehmen. Die Behauptung lim f(z,) = f(z¢) ist gleichbedeutend mit:
n—roo

lim (f(za) = f(20)) = 0.

n— 00

Die Richtigkeit dieser Gleichung ergibt sich folgendermafien aus der Differenzierbarkeit von f an xg:

tim_(f(zn) = f(20)) = lim <M<xn_m))

n— o0 n—o00 T, — Xo
= lim <f(x") - f(xo)) - lim (zn fzo)
n— 00 Ty — X0 n—00
= f/(IO) -0
=0 O

Die Umkehrung von Satz 1 ist falsch: Aus der Stetigkeit einer Funktion folgt i.A. nicht ihre Differenzier-
barkeit. Beispielsweise ist die Betragsfunktion f : R — R, f(z) = |z|, an der Stelle o = 0 zwar stetig,
aber nicht differenzierbar.
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Bemerkung zur geometrischen Interpretation der Ableitung.

Ist f an der Stelle x differenzierbar, so erhilt man die folgende Gleichung der Tangente T'(z) im Punkt
(x07 f(.’l?o)) :
T(x) = f(wo) + f'(x0) - (x — w0) (2.4)

Ho6here Ableitungen.

Diese werden rekursiv definiert, d.h. f” ist die Ableitung von f’, f” ist die Ableitung von f” usw.;
allgemein definiert man:
platl) (f<n>)

Die Funktion f selber bezeichnet man auch als O-te Ableitung, d.h. f(©) = f.
Alternative Schreibweisen.
1. Anstelle von f/(x() schreibt man auch %(mo); ebenfalls iiblich sind %(mo), Df(zo) oder y'(x0).

2. Die Definition der Ableitung wird oft auch folgendermaflen geschrieben: Man setzt x = xg + h; dann
bedeutet h — 0 dasselbe wie x — zy. Es folgt:

/

Schreibt man statt zg einfach x, so ergibt sich folgende oft gebrauchte Schreibweise:

o) = (L D)= Sl

h—0

2.2 Ableitungsregeln

Bei der Berechnung der Ableitung einer Funktion muss man nicht jedes Mal auf die Definition von f’
zuriickgreifen; stattdessen benutzt man Ableitungsregeln. Diese werden im Folgenden zusammengestellt.
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Satz 2

Die Funktionen f und g seien beide im Intervall [a, b] definiert (d.h., es gilt sowohl [a,b] C D(f) als
auch [a,b] C D(g)); ferner seien beide Funktionen an der Stelle z¢ € [a, b] differenzierbar. Dann sind
auch die Funktionen f+g, f —g, ¢- f und f-g an der Stelle z( differenzierbar (¢ € R); sofern g(zg) # 0
gilt, ist auch i an der Stelle x( differenzierbar. Es gelten die folgenden Regeln:

(a) (f +9)(x0) = f'(x0) + g/ (x0) (Summenregel)

(b) (f —9)'(0) = f'(0) — g (0)

(©) (- ) (w0) = - f'(a0)

(d) (f-9)'(x0) = f'(x0) - g(ao) + f(w0) - (o) (Produkiregel)
o (LY oy 11@0) - g(wo) = f(o) - ')
© (£) @ o

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir f + g und f - g durch. Die Beweise der iibrigen Aussagen sind
ghnlich bzw. lassen sich auf die Aussage fiir f + g und f - g zuriickfiihren.

(Quotientenregel)

Es sei (x,) eine Folge mit x,, € D(f) N D(g), xn, # xo und x,, — xg.

(a)
(f +9)(n) = (F+9)(x0) _ flwn) +9(xn) = f20) = 9(20)

Tp — X0 Tp — T

_ f(@n) — f(=o) + 9(xn) — g(x0)
Tp — X0 Tn — X0

— f'(z0) + ¢'(w0)

(d) Da g an der Stelle ¢ differenzierbar ist, ist g an zo stetig (Satz 1). Also gilt g(x,) — g(zo).
Es folgt:

(f - 9)xn) = (f-9)(x0) _ flzn) - g(wn) = f(20) - g(20)

Tn — o Ty — To

= f(I;Z = iixio) “9(xn) + f(xo) - 49(33;3 = i((fO)

— f'(20) - g(x0) + f(x0) - ¢'(w0)

Satz 3.

Essein € N; f : R — R sei definiert durch f(z) = 2™. Dann ist f auf ganz R differenzierbar und es
gilt:
F(@) =n-an

Beweis. Wir verwenden vollstdndige Induktion:

(I) Fiir n = 1 ist die Behauptung wegen Beispiel 2 in Abschnitt 2.1 richtig. (Man beachte #° = 1 fiir
alle z € R.)

(IT) Fiir ein festes n sei die Behauptung richtig, d.h. (z,)" = nz"~'. Wir zeigen, dass die Behauptung
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dann auch fir n 4+ 1 gilt:

@) = @)
Produktregel (ZL‘")I cx+x1
Indargahme nznfl cx 4+ x"
= nmn + xn

= (n+1) 2" O

Als eine weitere Konsequenz der Regeln aus Satz 2 erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 4.

(a) Polynome sind auf ganz R differenzierbar. Aus P(z) = ag + a1x + azx® + ... + ayz" folgt P'(x) =
a1 + 2as9x + 3asz® + ... + na,z" L.

(b) Rationale Funktionen R(x) = % sind an allen Stellen ihres Definitionsbereichs differenzierbar.

Beweis. Satz 4 folgt unmittelbar aus Satz 3 und Beispiel 1 (Abschnitt 2.1) durch wiederholte Anwendung
der Regeln aus Satz 2. O

Die Ableitung einer rationalen Funktion R(x) = ggi; erfolgt mit der Quotientenregel.

Zwei weitere wichtige Ableitungsregeln sind die Kettenregel und die Umkehrregel.

Als Vorbereitung fiir die Kettenregel betrachten wir noch einmal den Begriff der Komposition zweier
Funktionen.

Definition.

Es seien A, B, C'und D Mengen und f : A — B und g : C — D seien Funktionen. Es gelte f(A4) C C.
Dann versteht man unter der Komposition go f diejenige Funktion A — D, die wie folgt definiert wird:

(90 £)(a) = g(f(@).

Beispiel. Es seien f : R — R und g : RT — R gegeben durch f(z) = 22 + 1 und g(z) = . (R
bezeichne die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen.) Da f(R) C RT gilt, lisst sich g o f bilden; es

gilt:
(g0 f)) = Va? + 1.

Man nennt g o f auch eine zusammengesetzte Funktion. f heiit innere und ¢ heifit dufSere Funktion.
Man differenziert zusammengesetzte Funktionen nach der Kettenregel.

Satz 5 (Kettenregel).

Es seien f: X — Rund g : ¥ — R Funktionen mit f(X) C Y. Die Funktion f sei differenzierbar
an zg € X und g sei differenzierbar an yo = f(xo). Dann ist die zusammengesetzte Funktion g o f
differenzierbar an zg und es gilt:

(g0 1) (@0) = ¢/ (f(x0)) - I'(wo):

Fiir den Beweis der Kettenregel verweisen wir auf O. Forster, Analysis I oder irgendein anderes gingiges
Lehrbuch (siche Literaturverzeichnis am Ende des Skripts).
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Beispiele zur Anwendung der Kettenregel.
1. h:R — R sei definiert durch h(z) = (323 — 5z + 2)7.
Es gilt h(z) = g(f(x)) fiir die Funktionen f: R — R und g : R — R, die durch

f(z) =32 -5z +2 und aly) =197

gegeben sind. Anwendung der Kettenregel ergibt
h'(x) = (g0 f) (z)
=g (f@) - @)
=7 (32% —52+2)° - (922 — 5)
4o’ + 1

z+1

Unter Anwendung der Ketten- und Quotientenregel erhilt man:

42 1\ (42?11
W(z) = 13 T° + 4+
r+1 r+1

13(4933 + 1)12 122%(2 4+ 1) — (42° + 1)

13
2. Es soll h(z) = ( > differenziert werden.

z+1 (x+1)°
13(4x3+1>12 8% 4 122° — 1
z+1 (x+1)°

Zur Formulierung der Umkehrregel benotigen wir die folgenden Begriffe (X C D(f)).

Definition.

(a) f heiBt monoton wachsend auf X, falls fiir alle x1, 2o € X mit 1 < zo gilt:
f(@1) < flz2).

(b) f heifit streng monoton wachsend auf X, falls fiir alle z1, 29 € X mit 27 < x5 gilt:
f@1) < f(x2).

(¢) Analog definiert man monoton fallend und streng monoton fallend.

(d) f heit (streng) monoton, falls f entweder (streng) monoton wachsend oder (streng) monoton
fallend ist.

Es ist ebenfalls {iblich, monoton steigend statt monoton wachsend zu sagen. Unmittelbar aus den Defi-
nitionen folgt: Ist f streng monoton auf X, so ist f injektiv und besitzt daher eine Umkehrfunktion.
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Satz 6.

Essei I C R ein Intervall und f : I — R sei stetig und streng monoton auf I (d.h. insbesondere, dass die
Umkehrfunktion f~! existiert; f ~* bildet die Menge f(I) = {y €R: Esgibt ein x € I mit f(z) = y}
auf I ab).

Dann gilt:

(a) Das Bild f(I) = {y €R: Esgibt ein x € I mit f(z) = y} ist ebenfalls ein Intervall.

(b) f~1ist stetig auf f(I).

)
)

(c) Ist f streng monoton wachsend (fallend), so ist auch f~! streng monoton wachsend (fallend).
)

(d) Ist f an zo € I differenzierbar und gilt f'(xo) # 0, so ist f~1 differenzierbar an yo = f(z0) und

es folgt:
1

f'(xo)

Die Aussage (d) nennt man Umkehrregel. Wir verzichten hier auf Beweise der Aussagen (a) - (d) und
verweisen auf die Literatur.

(F ) (o) =

Zur graphischen Darstellung der Umkehrfunktion f~' : Man erhélt den Graphen von f~!, indem man
den Graphen von f an der Geraden g(x) = x spiegelt.

Yy -

1/
/ /I T

7]
”

Beispiel zur Umkehrregel. Es sei I = (0,00) und f : I — R sei definiert durch f(z) = 2.

Dann ist f stetig auf I (Satz 11, Abschnitt 1.5) und streng monoton (Satz 1, Abschnitt 1.2). Die Um-
kehrfunktion f~!: (0,00) — (0, 00) ist die Wurzelfunktion /y = y2 (siche auch den folgenden Abschnitt
2.3). BEs sei y = 22 bzw. V¥ = z. Nach der Umkehrregel gilt fiir die Ableitung von f~! an der Stelle

y 70 1 1 1
N A TN

Schreibt man hierin z statt y, so hat sich also die folgende Ableitungsregel fiir die Funktion f(z) = \/z
ergeben:

(Vz) = —— (fiir 2 > 0).

2.3 Die Funktionen a*, log, =, " und ihre Ableitungen

Ist a eine reelle Zahl und n eine natiirliche Zahl, so definiert man:

at=a-a-...-q (2.5)
—_——
n Faktoren
1
a~ "= P (falls a # 0) (2.6)
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Ferner definiert man:
a’ =1. (2.7)

Hierdurch sind also Potenzen a” fiir ganzzahlige Exponenten = definiert. Es gelten folgende Rechenregeln,
die unmittelbar aus den Definitionen (2.5) - (2.7) folgen (x,y € Z):

a® - a¥ = a*ty 2.8)
a®-b" = (a-b)" .
(a*)¥ = a™V (2.10)

Als néchstes wollen wir Potenzen a® fiir rationale Exponenten x definieren. Hierzu bendétigen wir zunéchst
den folgenden grundlegenden Satz, der die Existenz der g-ten Wurzel (¢ € N) einer nichtnegativen reellen
Zahl a sichert.

Satz 7.

Es sei @ € R mit a > 0 und ¢ € N. Dann gibt es genau eine reelle Zahl z > 0, die die Gleichung =% = a
erfiillt.

Beweis. Es sei I = [0,00). Die Funktion f : I — R mit f(z) = 29 ist stetig (Satz 11, Abschnitt 1.5)
und streng monoton steigend. Nach Satz 6 (a) ist f(I) ein Intervall. Wegen f(0) = 0 und lim f(z) = oo
r—00

folgt f(I) = [0, 00). Hieraus folgt Satz 7. O

Definition.

Die eindeutig bestimmte Zahl x aus Satz 7 heifit die g-te Wurzel aus a, geschrieben z = ¥a.

Man beachte, dass der Ausdruck a nur definiert ist, wenn a > 0 ist. Definitionsgeméif gilt /a > 0.

Nachdem wir durch Satz 7 die Existenz der ¢-ten Wurzel aus a (a > 0) gesichert haben, kommen wir
nun wie oben angekiindigt zur Definition von a* fiir rationale Exponenten x.

Definition.

Es sei x eine rationale Zahl mit x = %, wobei p € Z und ¢ € N gilt. Dann setzen wir

a® =as = (Va)" (fiir a > 0).

Wir haben bisher die Potenz o fiir x € Q definiert (@ > 0). Von Ausdriicken wie beispielsweise

101

2%7 27% oder 27

haben wir also festgelegt, was sie bedeuten sollen. Was aber bedeuten beispielsweise die Ausdriicke

V2 9V5 9T oder 27V 7

Auch diese Ausdriicke kénnen sinnvoll definiert werden: Fiir a,x € R (mit a > 0) ist es moglich, a® so
zu definieren, dass die Regeln (2.8), (2.9) und (2.10) fiir das Rechnen mit Potenzen auch fiir beliebige
reelle Exponenten giiltig bleiben. Wie dies geschieht, wird im Folgenden erldutert.

Jede reelle Zahl x lisst sich eindeutig als ein unendlicher Dezimalbruch

T =Tp,T1r2rs3 ... (211)

darstellen, fiir den 79 € Z und r; € {0,1,...,9} (i € N) gilt und der nicht die Periode 9 besitzt'. Bricht

!Beweise dieser Feststellung sowie weitere Informationen iiber die Dezimaldarstellung reeller Zahlen findet man
in Lehrbiichern der Analysis, beispielsweise in E. Behrends, Analysis 1.
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man diese Darstellung nach der n-ten Stelle ab, so erhélt man eine rationale Zahl s,,:

So=To
S1="T0,T1
§2 = T0,T17T2

83 = To0,T1727T3

Sp =T, 717273 ...7Tn

Die Folge (s;,) ist eine Folge von rationalen Zahlen, die gegen x konvergiert. Fiir gegebenes a > 0 kénnen

wir (wegen s, € Q) die Potenzen

S1 S2

a®,a®,a®,. ..

bilden. Von dieser Folge l4sst sich zeigen, dass sie monoton und beschrénkt ist, also nach Satz 5 (Abschnitt
1.3) einen Grenzwert besitzt. Diesen Grenzwert wihlt man als a®, d.h., man definiert a® wie folgt.

Definition.

Fiir a,z € R, a > 0, definieren wir:
a® = lim a°". (2.12)

n—oo

(sn) ist dabei die obige Folge rationaler Zahlen mit lim s, = x. Ferner setzen wir fiir > 0:
n—oo

0* = 0.

Wir erldutern die obige Definition am Beispiel 27. (7 ist die bekannte Kreiszahl.) Es gilt 7 ¢ Q; die
ersten Dezimalstellen: 7 = 3,14159. ... Fiir s,, (n =0,1,...,5) ergibt sich:

So = 3 23 = 8

s1 = 3,1 23,1 = 8,57
s = 3,14 23,14 = 8,815
s3 = 3,141 23141 — 8 82135
sy = 3,1415 23,1415 — g8 82441
s5 = 3,14159 2314159 — 8 89496
4 4

m 2™

Die Regeln (2.8), (2.9) und (2.10) fiir das Rechnen mit Potenzen bleiben auch fiir reelle Exponenten
giiltig. Dies halten wir noch einmal ausdriicklich in folgendem Satz fest. (Fiir den Beweis verweisen wir
auf die Literatur.)

Satz 8.

Es seien a und b positive reelle Zahlen; x und y seien beliebige reelle Zahlen. Dann gilt:

a®-a¥ =a®tv (2.13)
a® b = (a-b)* (2.14)
(a®)? =a™¥ (2.15)

2.3.1 Die Exponentialfunktion a”

Wir kommen nun zur Einfithrung der Exponentialfunktion a®.
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Definition.

Es sei a > 0 eine reelle Zahl. Dann bezeichnet man die Funktion f : R — R, die durch
f(z) =a”

gegeben ist, als Ezponentialfunktion (zur Basis a).

Auch Funktionen der Form c - a® werden gelegentlich als Exponentialfunktionen bezeichnet. Man ver-
wechsle die Exponentialfunktionen nicht mit den Potenzfunktionen; Potenzfunktionen sind Funktionen
der Form f(z) = z". Der Unterschied: Bei den Potenzfunktionen ist die Basis variabel, bei den Expo-
nentialfunktionen der Exponent.

Skizze? der Exponentialfunktionen a® fiir a = 2, a = 3 sowie a =

1.
3!

Satz 9.

(a) Die Exponentialfunktionen a® sind stetig auf ganz R.

(b) Ist a > 1, so ist die Exponentialfunktion a* streng monoton steigend; fiir a < 1 ist die Exponen-
tialfunktion a” streng monoton fallend.

Fiir den Beweis verweisen wir auf die Standardlehrbiicher der Analysis (siehe Literaturverzeichnis).

2.3.2 Die Logarithmusfunktion log, ©

Da die Exponentialfunktion a® fiir a # 1 streng monoton ist, lédsst sich die Umkehrfunktion bilden. Diese
bezeichnet man als Logarithmus zur Basis a.

Definition.

Ist a € R, a > 0 und a # 1, so bezeichnet man die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion a® als
Logarithmus zur Basis a. Bezeichnung:
log,, x.

Der Definitionsbereich von log, = ist (0, c0). Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass a® > 0 fiir a > 0 und
alle x € R gilt, sowie aus den folgenden beiden Feststellungen (unter Benutzung von Satz 6(a), Abschnitt
2.2):

Ist @ > 1, so gilt lim ¢®*=0 und lim a® = co. (2.16)
Tr—r—00 Tr—r00

Ist a < 1, so gilt lim a®* =00 und lim a” =0. (2.17)
xr——00 T—>00

2Zur Ubung: Skizzieren Sie zusétzlich a® fiir a = i %, %, 1,5,4.

[

)
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Als Umkehrfunktion der stetigen Funktion a” ist die Logarithmusfunktion log, = ebenfalls stetig (vgl.
Satz 6 (b)). Eine besonders wichtige Rolle spielen die Exponentialfunktionen und die zugehorigen Loga-
rithmusfunktionen zu den Basen e, 10 und 2:

log, z, logipz und log,x.

Anstelle von log, x schreibt man oft auch:
Inz.

In z heifit natirlicher Logarithmus.

Empfehlung: Fertigen Sie zunéchst Skizzen der Funktionen e® und 2% an und skizzieren Sie anschlieSend
die Funktionen Inz und log, .

Aus den Rechenregeln (2.13) und (2.15) fiir a® (Satz 8) erhélt man die folgenden Rechenregeln fiir log, .

Satz 10.
Es seien a,z,y,7 € R mit a > 0, z > 0, y > 0 und a # 1; dann gilt:

log, (- y) = log, « + log, vy, (2.18)
log, (z") = r - log, x. (2.19)
Beweis. Es gilt:
alOg“ (z-y) — Ty

= glogaT . glog.y

(2215) aloga z+log, y

Da die Exponentialfunktion a® streng monoton ist, folngt hieraus durch Vergleich der Exponenten die
Aussage (2.18). Der Beweis von (2.19) sei dem Leser als Ubungsaufgabe empfohlen. (Hinweis: Der Beweis
von (2.19) geht dhnlich wie der Beweis von (2.18); anstelle von (2.13) benutzt man die Regel (2.15).) O

Weitere Ubungsaufgabe: Man zeige unter Benutzung der Sitze 8 und 10, dass die folgenden Regeln
gelten:

Loy, (2.20)
x
log, M = log, x — log, y. (2.21)

Es gilt = a'°%a . Setzt man dies in In z ein, so erhilt man folgende Beziehung zwischen dem Logarithmus
zur Basis a und dem natiirlichen Logarithmus:

Inz =1In (aloga T) (219 log, x-Ina.

Stellt man diese Gleichung um, so ergibt sich:

Inx
1 = —. 2.22
08, ¥ = 1 — (2.22)

Fazit. Der Logarithmus zur Basis a unterscheidet sich vom natirlichen Logarithmus nur um einen
konstanten Faktor, ndmlich um den Faktor ﬁ

Wir kommen nun zur Differentiation der Funktionen a® und log, z. Hierzu betrachten wir zunéchst die
beiden besonders wichtigen Funktionen e” und In x.
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2.3.3 Die Ableitung der Funktion Inx

Aufgrund unserer Definition der Eulerschen Zahl e als Grenzwert der Folge (1 + %)n (vegl. Abschnitt 1.3)

gilt:
. "
lim (1 + ) =e.
n—00 n

Dies konnen wir auch so aussprechen: Fiir die spezielle Nullfolge (x,,) mit x,, = % gilt:

lim ((1 + xn)i) =e.

n—00

Allgemeiner gilt Folgendes (fiir den Beweis sei auf die bekannten Lehrbiicher der Analysis verwiesen;
siche das Literaturverzeichnis am Ende dieses Skripts):

Ist (x,) eine Nullfolge (d.h. x,, — 0) und gilt x,, # 0 sowie x,, > —1, so folgt:

lim ((1 + xn)%n) =e.

n—oo

(2.23)

Wir bendotigen (2.23) fiir den Beweis des folgenden Satzes.

Satz 11.
Es gilt fiir alle z € (0, 00):

1
1 (——
(Inx) -

Beweis. Es sei g € (0,00) und (x,,) sei eine Folge mit x,, > 0, x,, # xo und z, — zo. Zum Beweis
unseres Satzes haben wir zu zeigen:

~—

lim (M—lnfco> _ b *

n—o0 Ty — X0

Das ergibt sich so:

Inz, —lnxy (2.20) 1 (xn)
i ki U et A S [ i
Ty — To Tp — To

Zg
1 —

= -1n (1 + In xO)
In — X0 Zo

1 n—
= —_ Zo .ln(1+x .T())

o Tn — X0 Zo

Schreiben wir zur Abkiirzung y,, = x"w_oxo, so ergibt sich:
1 —1 1 1
o, by LL ()
Tpn — To o Yn

2.16 1 o
Zo

Wegen (2.23) gilt lim ((1 + yn)ﬁ) = e, woraus wegen der Stetigkeit von In folgt:
n—oo

i (1)) = (i ((000) )

=lIne.
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Wegen Ine = 1 haben wir also:

Inz, — I 1 T
lim (nx nzo) = lim <~ln((1+yn)y >>
n—oo J,‘n—[L'O n—oo xo

= —lne
Lo

1

Zo

womit (*) gezeigt ist. O

Wir haben somit bewiesen, dass die Ableitung des natiirlichen Logarithmus die Funktion % ist (fir
x € (0,00)). Die Ableitung der iibrigen Logarithmusfunktionen log, = (fiir beliebiges a > 0 mit a # 1)
und der Exponentialfunktionen a® ist nun einfach: Mit der Ableitung von Inz haben wir bereits die
entscheidende Hiirde genommen.

2.3.4 Die Ableitung der Funktion log,

Nach (2.22) gilt log, x = 2% Es folgt:

Ina*

Inz\’ 1 1 1
1 "= (=) = — . (Inz) = — - —. 2.24
(log, ) <lna) Ina (Inz) Ina =z ( )
2.3.5 Die Ableitung der Funktion e
Satz 12.
Fiir alle x € R gilt:
(ex)/ =e”.

Die Ableitung der Funktion f(x) = e” ist also die Funktion e” selbst.

Beweis. Es sei f(z) = Inz = y. Die Umkehrfunktion f~! von f ist die Funktion e¥, d.h., es gilt
r = f~1(y) = e¥. Um Satz 12 zu beweisen, miissen wir also zeigen:

(F ') = .

Aus Satz 11 wissen wir, dass f/(z) = % gilt. Daher folgt nach der Umkehrregel (Satz 6, Abschnitt 2.2):

2.3.6 Die Ableitung der Funktion a”

Aufgrund der Regel (2.19) gilt Folgendes:

o = ) CL) sama (2.25)
Aus (2.25) folgt mit der Kettenregel:
(a®)’ (2:29) (e:c~1na)’
= e (z.Ina)

e ng

a®-lna
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Insgesamt haben wir also erhalten:
(a®) = a® - Ina. (2.26)

2.3.7 Die Ableitung von allgemeinen Potenzfunktionen

Mit (2.24) und (2.26) haben wir die Ableitungen von log, = und a® gefunden. Wir bestimmen nun dariiber
hinaus noch die Ableitung der allgemeinen Potenzfunktion, d.h. der Funktion f(z) = z” fiir r € R. Ist r
eine natiirliche Zahl, so wissen wir, dass f’(z) = r- 2"~ fiir alle x € R gilt. Wir zeigen nun, dass dieselbe
Formel auch fiir beliebiges r giiltig ist.

Satz 13.

Es sei r eine feste reelle Zahl. Dann gilt fiir alle 2 € (0, 00):

(xr)/ =r.x

In(a7) L7 e Hieraus folgt mit der Kettenregel:

(xr)/ _ (er~1n z)’

rinz (r-In x)/

Beweis. Es gilt 2" = ¢

. 1
:erlnm_r_i
X

1

=z —

x

_ r—1

=r-x ([l

Zusatz. Mithilfe der Quotientenregel kann man Folgendes leicht erkennen: Ist r eine negative ganze Zahl,
so gilt die Formel (27)" = ra"~! nicht nur fiir € (0,00), sondern ebenfalls fiir 2 € (—o0, 0).

Beispiele:
1. Essei f(z) = 277" mit D(f)=R.
Dann gilt nach der Kettenregel:
fl(z) = 272" . 1n2. (—x2)/
=277 .In2. (—22)
=—2z-27" .In2

2. Es sei f(z) = 2" - logy x mit D(f) = (0,00) und r € R.
Dann gilt nach der Produktregel:

1 1
! — 7"71.1 r._— .
fl(x)=rx 08y T + T 7

=a2"" ' rlog, z + 1
h 62 In2

3. Essei f(z) =In(lnz) mit D(f) = (1, 00).
Dann gilt nach der Kettenregel:
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4. Am Ende von Abschnitt 2.2 hatten wir mithilfe der Umkehrregel die Ableitung der Wurzelfunktion
f(z) = /x bestimmt:

(V)

(fiir > 0).

1
2V

Bestétigen Sie dieses Ergebnis mithilfe von Satz 13.

2.3.8 Logarithmisches Differenzieren

Fiir eine Funktion f : D — R der Form f(z) = g(a:)h(x) soll die Ableitung berechnet werden, wobei
angenommen wird, dass g(x) > 0 fiir alle z € D gilt und dass sowohl g als auch h auf D differenzierbar
sind.

Beispiele fiir derartige Funktionen.
o f(x)=a"fira>0
o f(z)=2a" fiir x>0
o f(x)=aV** fiir x>0
o flz)=(z+1)"" fiir z > —1

Funktionen vom genannten Typ f(z) = g(z)"" lassen sich mit den bislang behandelten Methoden
nicht ohne Weiteres ableiten. Man kann aber einen Trick anwenden, den wir bereits zuvor (z.B. bei der

Ableitung von a® und bei der Ableitung von z") verwendet haben; man formt f(x) = g(x)h(x) zuniichst
u:

f(l') _ g(x)h(z) _ eln (g(a;)h(z)) — eh(w)‘ln (g(z)) ) (*)

Nun kann man f ableiten:
P @ (eh<w>-ln(g<w>))'
N (TR
_ @ (@) | (h’(w) ‘n (g(x)) + h(z) - 9'(””>)

!/

G i (W) I (ofz RAC)
2 s (W) ote) + hio) - £
Beispiele:
1. Essei f(z) =27 fir z > 0.
Es folgt:

1
=eone <1~lnx+x~>
T

:xm-(lnx—l—l)
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2. Essei f(z) = zV**! fiir x > 0.

Man erhélt:
f({L‘) _ eln (w‘/m)
_ Vil
Es folgt:

fa) = (e\/m : lnw)’

VT - Ina Inx +\/:c—|—1
2v/x +1 T
_m\/m< lnx +\/1‘+1>
2v/x +1 T

Fiir die in diesem Abschnitt beschriebene Methode zur Ableitung von Funktionen der Form f(x) =
g(a:)h(x) verwendet man die Bezeichnung Logarithmisches Differenzieren.

2.4 Die geometrische Bedeutung der ersten und zweiten Ableitung,
Extremstellen und Kurvendiskussion

In diesem Abschnitt sei mit I immer ein Intervall bezeichnet, wobei die beiden uninteressanten Son-
derfille, dass I nur aus einem einzigen Punkt besteht bzw. I = (} gilt, ausgeschlossen seien. Ist nicht
weiter iiber I vorausgesetzt, so kann I offen, abgeschlossen oder auch halboffen sein; ebenfalls kann I
unendlich sein, etwa I = [0, 00) oder I = (—o0, 00).

Wir wissen: Ist f : I — R eine konstante Funktion, so ist die Ableitung f’ iiberall gleich Null. Als
Umkehrung hiervon gilt folgender Satz.

Satz 14.
Gilt f'(x) =0 fiir alle x € I, so ist f auf dem Intervall I konstant.

Dieser Satz ist anschaulich einleuchtend: FEine Funktion f : I — R, die nirgends steigt oder fillt, muss
konstant sein.

Satz 15.

Fiir a,b € R gelte a < b; die Funktion f sei stetig in [a, b] und differenzierbar in (a,b). Gilt f'(xz) > 0
fiir alle z € (a,b), so ist f auf [a,b] streng monoton wachsend; gilt f'(z) < 0 fiir alle 2 € (a,b), so ist
f auf [a, ] streng monoton fallend.

f'(xz) > 0: f ist streng monoton steigend

f'(z) < 0: f ist streng monoton fallend

Sowohl Satz 14 als auch Satz 15 ist aufgrund der geometrischen Interpretation von f’(z) als Steigung
von f im Punkt (z, f (:1:)) einleuchtend. Daher wollen wir hier auf einen formalen Beweis verzichten. Wir
erwihnen nur, dass formale Beweise dieser beiden Sétze vom sog. Mittelwertsatz der Differentialrechnung
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Gebrauch machen. Da dieser Satz auch in anderen Zusammenhéngen eine wichtige Rolle spielt, sei er an
dieser Stelle aufgefiihrt.

Satz 16 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung).

Fiir a,b € R gelte a < b; die Funktion f sei stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b). Dann gibt es
mindestens ein £ € (a,b) mit
f(0) = f(a)

e =15

Der Mittelwertsatz ist ebenfalls anschaulich einleuchtend: W gibt die Steigung der Geraden g
durch die beiden Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) an. Der Mittelwertsatz besagt also, dass es (mindestens)

eine Stelle £ € (a, b) gibt, fiir die die Tangente im Punkt (f f (5)) parallel zu g verliuft®.

Definition.

Die Funktion f sei auf dem Intervall (a,b) definiert. f hat an der Stelle 2y € (a, b) ein lokales Mazimum,
falls es ein § > 0 gibt, fiir das gilt:

flxo) > f(x) fir alle x € (zg — 0, z¢ + 9).

Analog: lokales Minimum.

Hat f an z( ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum, so nennen wir xg ein (lokales) Extremum
von f (oder auch Extremstelle von f).

Man spricht von einem strengen lokalen Mazimum, falls Folgendes gilt:

f(zo) > f(z) firalle x€ (zg—0,20+0) mitx# xo.

Analog: strenges lokales Minimum und strenges (lokales) Extremum.

Satz 17.

Die Funktion f sei in (a,b) definiert und an der Stelle zy € (a,b) differenzierbar. Hat f an z( eine
Extremstelle, so gilt f/(z) = 0.

3Beweise der Sitze 14-16 findet man in fast allen Lehrbiichern der Analysis. Auch in den folgenden Abschnitten
werden wir an einigen Stellen auf Beweise verzichten; in den Standardlehrbiichern der Analysis (wie etwa die
Biicher von Behrends, Forster, Heuser oder Kénigsberger) findet man die fehlenden Beweise.
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Beweis. Wir betrachten den Fall, dass f an z( ein lokales Maximum hat. (Der Fall, dass ein Minimum
vorliegt, geht analog.) Es gibt also ein d > 0, so dass f(x) < f(xo) fir alle x € (zg — J, 20 + ). Es gilt,
da f an der Stelle zq differenzierbar ist:

F(x0) = lim (f (zo+ ) — f(%)) — lim <f (w0 — &) — f(x0)>. (2.27)

n—oo 1 n—oo _1
Ist n hinreichend groB, so gilt g + 2 € (zg — 6,29 + &) und 29 — = € (zo — §,29 + 6) und somit
f(wo+5) < flzo) und f (z0 — ) < f(xo).

Es folgt:

<0 und

f(330+ %) — f(z0)

Also gilt auch:

S|

lim
n—oo

Si=

<f(ac0+ )—f(x0)> <0 und lim (f(xo_i) _f(x0)> > 0.

Also (wegen (2.27)): f'(x9) = 0.0

Die Bedingung f’(z¢) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir das Vorliegen eines Extremums an
der Stelle zq: Fiir die Funktion f(z) = 2® gilt f’(z) = 322 , also f'(0) = 0. An der Stelle 2o = 0 hat f
aber keine Extremstelle.

fl@)=2a°

Es sei g eine Nullstelle der ersten Ableitung f’ von f. Um zu entscheiden, ob ein Minimum, ein Maximum
oder iiberhaupt kein Extremum vorliegt, kann man die folgenden Sétze 18 und 19 heranziehen.

Satz 18.
Die Funktion f sei in (a,b) zweimal differenzierbar. An der Stelle zo € (a,b) gelte f'(zo) = 0.

(a) Ist f”(x0) <0, so hat f an der Stelle x( ein strenges lokales Maximum.

(b) Ist f”(z¢) > 0, so hat f an der Stelle z ein strenges lokales Minimum.

Beweis. Wir zeigen nur (a). (Der Beweis von (b) geht analog.)
Es gelte f'(z9) =0 und f"(x0) < 0, also:

0> 1) = Jim (HEZLED) iy (L1,

T—To T — X0 T—TQ r — X

Es folgt, dass es ein § > 0 gibt, so dass gﬁ% < 0 fiir alle x € (zg — 6§, 20+ ) mit & # xg gilt. (Andernfalls
wire der Grenzwert nicht kleiner als Null.) Hieraus folgt :

fl(x) >0 fiir z€(wg—06,20) und f'(x) <0 fir x¢€ (xg,x0+9). (2.28)

v
=) Z A

47



In der Zeichnung bedeutet (2.28), dass der Graph von f’ im schraffierten Bereich verliuft. (Man sagt,
dass f’ an der Stelle zg einen Vorzeichenwechsel von + nach — hat.) Aus (2.28) und Satz 15 folgt: f ist
im Intervall [zg — J,z¢] streng monoton wachsend und im Intervall [z, z¢ 4 §] streng monoton fallend.
Also hat f an der Stelle x( ein strenges lokales Maximum. [J

Ist f'(z0) = f"(x0) = 0, so gibt Satz 18 keine Auskunft dariiber, ob ein Minimum, ein Maximum
oder keine Extremstelle vorliegt. Hier kann u.U. der folgende Satz 19 weiterhelfen, den wir ohne Beweis
angeben.

Satz 19.
Die Funktion f sei in (a,b) n-mal differenzierbar (n > 2). An der Stelle 2y € (a, b) gelte:

f'(wo) = f(wo) = ... = F" V(wo) =0 und  f(x) #0.
Ist n eine gerade Zahl, so hat f an der Stelle zy ein Extremum; und zwar:
e ecin strenges lokales Maximum, falls f(™) (z0) < 0;

e cin strenges lokales Minimum, falls f™ (z0) > 0.

Ist n ungerade, so liegt kein Extremum an der Stelle x( vor.

Man beachte, dass Satz 18 ein Spezialfall von Satz 19 ist: Fiir n = 2 liefert Satz 19 gerade die Aussage
von Satz 18.

Beispiel. f(z) = 2% — 2% Es gilt f/(z) = 322 — 22 = z(32
Es gilt f"(z) = Sx— 2. Wegen f"(0) = —2 und f” (%) =

und an der Stelle T = % ein Minimum vor.

2). Nullstellen von f": 2y = 0 und z; = %.

3
a®
2 hegt also an der Stelle g = 0 ein Maximum

Definition.

Ist f: D — R eine Funktion, so hat f an der Stelle x( ein absolutes Mazimum, falls f(z) < f(xq) fiir
alle z € D gilt. Statt ,,absolutes Maximum*“ sagt man auch globales Maximum.

Analog: absolutes (bzw. globales) Minimum.

Ist D = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall und soll das absolute Maximum oder Minimum von f auf D
gefunden werden, so muss man sich auch um die Randpunkte a und b kitmmern.

Beispiel. D = [-1,5], f(z) = 2% — 2? (wie oben) Absolute Maxima bzw. Minima kénnten an den

Stellen —1, 0, § und 5 vorliegen. Es gilt f(—1) = —2,f(0) =0, f(§) = - und f(5) = 2*. Am Randpunkt
b =5 liegt also ein absolutes Maximum vor, Wahrend das abﬁolute Mlmmum bei § angenommen wird.

Ergénzung zu Satz 18. Es gelte f'(z¢) = 0. Will man, ohne von der zweiten Ableitung Gebrauch
zu machen, entscheiden, ob ein Minimum oder Maximum vorliegt, so lédsst sich dies haufig mithilfe des
folgenden Satzes erreichen.

Satz 20.

Die Funktion f sei auf (a,b) differenzierbar und fiir z¢ € (a,b) gelte f/'(xo) = 0. Hat f’ an der Stelle
xo einen Vorzeichenwechsel von + nach — (d.h., fiir ein 6 > 0 gilt (2.28)), so hat f an der Stelle z( ein
strenges lokales Maximum. Hat f’ an der Stelle z einen Vorzeichenwechsel von — nach + (dies wird
analog definiert), so hat f an der Stelle z( ein strenges lokales Minimum.

Beweis. Man schlie3t wie am Schluss des Beweises von Satz 18, indem man Satz 15 anwendet. [

Es folgen einige Bemerkungen zur geometrischen Bedeutung der zweiten Ableitung. Zun#chst einige
Definitionen.
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Definition.
Eine Funktion f heifit streng konvex auf dem Intervall I, falls fiir alle 21, 29,2 € I mit 21 < x < 9

gilt:
f(z2) — f(x1)

L2 — I

fz) <

(x —21) + f(21). (2.29)

Geometrisch bedeutet (2.29), dass zwischen x1 und x5 der Graph von f unterhalb der Verbindungsgera-
den g der Punkte (1, f(x1)) und (z2, f(x2)) verlduft. (Man beachte, dass der in (2.29) rechts stehende
Ausdruck diese Gerade g beschreibt.)

Anschaulich kann man eine streng konvexe Funktion auch als ,nach unten durchhidngend“ beschreiben.
Alternativ kann man auch sagen: Der Graph macht (in Richtung wachsender z-Werte) eine Linkskurve.

Analog definiert man, wann eine Funktion konvex, streng konkav bzw. konkav heifit; man braucht hierzu
in (2.29) nur das Relationszeichen < in <, > bzw. > abzuéndern.

Anschaulich kann man eine streng konkave Funktion auch als ,nach oben gewtlbt “ beschreiben oder man
kann sagen: Der Graph macht eine Rechtskurve (in Richtung wachsender z-Werte).

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zur zweiten Ableitung f” her.

Satz 21.

Es sei I ein Intervall und f : I — R sei eine auf I zweimal differenzierbare Funktion.
(a) Gilt f”(x) > 0 fiir alle z € I, so ist f auf I streng konvex.

(b) ()

(¢) Gilt f”(x) >0 fiir alle x € I, so ist f auf I konvex.
(d) Gilt f”(z) <0 fiir alle x € I, so ist f auf I konkav.

Gilt f”(x) < 0 fiir alle x € I, so ist f auf I streng konkav.

Beweisskizze. Wir zeigen nur (a); (b), (¢) und (d) gehen analog. Ist f”(x) > 0 fiir alle z € I, so erhilt
man mittels Satz 15, dass f’ auf I streng monoton steigend ist*. Es seien x1,zo, 2 € I mit 21 < 2 < z.
Nach dem Mittelwertsatz (Satz 16) gibt es & € (z1, ) und & € (x,x2), so dass gilt:

(2.30)

Die mittlere Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass f streng monoton steigend ist. Aus der Ungleichung

zwischen den beiden dufleren Ausdriicken erhilt man (2.29) durch eine nicht allzu schwierige Rechnung,
auf deren Details hier nicht eingegangen werden soll. [

Definition.

Eine Nullstelle zy der zweiten Ableitung von f heifit ein Wendepunkt von f, falls f” in xo einen
Vorzeichenwechsel hat, d.h. also, wenn fiir ein § > 0 entweder (2.31) oder (2.32) gilt:

f"(x) <0 fiir alle z € (zg — §,29) und f’(x) > 0 fiir alle z € (zg, z0 + 9); (2.31)

" (x) >0 fiir alle x € (xg — 0,29) und f"(z) <0 fiir alle x € (xq,x¢ + 9). (2.32)

4Unter Zuhilfenahme der Anschauung erkennt man hieran bereits, dass f streng konvex sein muss.
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In einem Wendepunkt st683t also ein Bereich, in dem die Funktion streng konkav ist, mit einem Bereich, in
dem die Funktion streng konvex ist, zusammen. Anders gesagt: An einem Wendepunkt geht die Funktion
von streng konkaver zu streng konvexer Kriimmung iiber (oder umgekehrt). Oder besonders anschaulich
ausgedriickt: An einem Wendepunkt geht der Graph von einer Rechtskurve in eine Linkskurve iiber (oder
umgekehrt).

Zo Zo

Ubergang von streng konkaver Ubergang von streng konvexer
zu streng konvexer Kriimmung zu streng konkaver Kriimmung

Bei einer Kurvendiskussion geht es darum, den Graphen einer Funktion f zu skizzieren, um so eine
Vorstellung vom Verlauf von f zu erhalten. Stichwortartige Zusammenfassung der Vorgehensweise, wobei
wir voraussetzen, dass f zweimal differenzierbar und f” stetig ist®:

1. Bestimmung des Definitionsbereichs, falls dieser nicht vorgegeben ist.

2. Bestimmung der Nullstellen von f, f" und f”. (Dies ist oft nur niherungsweise moglich.) Daraus er-
geben sich (neben den Schnittpunkten von f mit der a-Achse) mogliche Extremstellen sowie mogliche
Wendepunkte.

3. Gegebenenfalls Berechnung von lim f(x) und lim f(x) sowie Berechnung von einseitigen Grenz-
Tr—r 00 Tr—r— 00
werten fiir Randpunkte des Definitionsbereichs, die selbst nicht zum Definitionsbereich gehoren.

4. Mithilfe der in 2. bestimmten Nullstellen grenzt man die Bereiche ab, in denen f(z) > 0 bzw. f(z) <0
gilt. Ebenso fiir f/ und f”. Dadurch hat man die Bereiche ermittelt, in denen f positiv bzw. negativ,
streng monoton wachsend bzw. streng monoton fallend sowie streng konvex bzw. streng konkav ist
(Sétze 15 und 21).

5. Bestimmung der Maxima, Minima und Wendepunkte. (Dies ergibt sich in der Regel direkt aus 4.)
6. Berechnung von Asymptoten® (falls vorhanden) und ggf. Schnittpunkten von f mit den Asymptoten.

7. Berechnung der Funktionswerte f(z) fiir x = 0, fiir die Extrema und fiir die Wendepunkte (sowie
moglicherweise fiir weitere x); Anfertigen einer Skizze.

Definition.

(a) f sei eine Funktion, die (zumindest) auf einem Intervall [c, 00) definiert sei. Eine Gerade g(x) =
azx + b heifit Asymptote von f fiir x — oo, falls gilt:

lim (f(a:) . g(m)) —0. (2.33)

Tr—r 00

(b) Analog definiert man eine Asymptote von f fiir x — —oo.

(c) Die Gerade = = x¢ heifit Asymptote von f in z, falls mindestens eine der folgenden vier Bedin-
gungen erfiillt ist:

()l f@) =40 (i) lm f() = +oo
() lm f@)=-sc  (v) T f(@)=-

®Ist diese Voraussetzung an einigen Stellen nicht erfiillt, so éndert sich die Vorgehensweise nur wenig. Man hat
aber beispielsweise zu beriicksichtigen, dass f auch Sprungstellen und ,,Ecken“ haben kann.
5Siche nichste Definition fiir den Begriff der Asymptote.

20



Der folgende Satz dient zur Berechnung von Asymptoten fiir z — oo und  — —o0.

Satz 22.
f besitzt fiir £ — 0o genau dann die Asymptote g(x) = ax + b, wenn gilt:

lim (ﬂx)> —a und lim (f(a:) - ax) = b. (2.34)

T—00 €T r—00

Beweis.
(i) Besitzt f die Asymptote g(x) = ax + b, so gilt nach (2.33):
lim (f(ac) —axr — b) =0.

Tr—r 00

Hieraus folgt klarerweise der zweite Teil von (2.34), aber auch der erste:

lim (f(m)—ax—b)zo = lim (f(x)_‘“”_b):o

Tr—ro0 Tr—ro0 x
= lim (f(w)) =a (da lim <b> = )
T—00 x r—oo \ T

(ii) Gilt umgekehrt (2.34), so folgt aus ILm (f(:z:) - ax) = b, dass f die Asymptote g(z) = ax + b
besitzt. O
Bemerkungen.

e Die Bedingung (2.34) kann zur Berechnung der Koeffizienten a und b einer Asymptoten verwendet
werden.

e Ein entsprechender Satz gilt auch fiir z — —oo.

2.4.1 Beispiele zur Kurvendiskussion

Es wird nach dem obigen Schema vorgegangen.
Beispiel 1. Es sei f(z) = 2® — 622 + 9z.
1. f ist auf ganz R definiert.
2. f'(z) =32% — 122+ 9 und f"(z) = 6z — 12
Nullstellen von f: 0 und 3.
Nullstellen von f’: 1 und 3.
Nullstellen von f”: 2.

3. Esist f(x) :x3—6x2+9x:x3<1— -

=
+
=
~

Hieran erkennt man, dass gilt:
o lim f(x)= +o0;
xr—r 00

. Er_n f(z) = —o0.

4. Aus f(1) =4 > 0 und 3. folgt:
o f(z) <0 fiir alle z € (—00,0);
e f(x)> 0 fiir alle z € (0, 3);
e f(x) >0 fiir alle z € (3,00).

Auf dhnliche Art (etwa durch Einsetzen von 0, 2 und 4 in f’) erkennt man, dass gilt:
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e f'(x) >0 fiir alle x € (—o0,1);
o f'(x) <0 fir alle z € (1,3);
e f'(z) >0 fiir alle z € (3,00).
AuBerdem erhilt man (etwa durch Einsetzen von 0 und 3 in f”), dass gilt:
o f"(x) <0 fiir alle z € (—o0,2);
e f(x) >0 fiir alle z € (2,00).

Das Ergebnis lisst sich wie folgt darstellen (,,Abgrenzung von Bereichen, in denen f positiv bzw.
negativ, streng monoton wachsend bzw. streng monoton fallend sowie streng konvex bzw. streng
konkav ist )

ist negativ ist positiv ist positiv
ist negati | ist, positi | ist positi
0 3
f ist streng f ist streng f ist streng
monoton wachsend . monoton fallend . monoton wachsend
1 3
f ist streng konkav . f ist streng konvex
2

(Eine zusétzliche Erldauterung zu 4. wird in Abschnitt 2.4.2 gegeben. (Stichwort: Zwischenwertsatz))
5. Aus 4. ergibt sich Folgendes:
e f hat bei x = 1 ein Maximum.
e f hat bei x = 3 ein Minimum.
e f hat bei x = 2 einen Wendepunkt.
6. Es sind keine Asymptoten vorhanden.

Begriindung: Es gilt @ =22 — 62 + 9 und somit:
@) (z)

— = lim ——= =o0.
r—o00 X rT——00 I

Also (vgl. Satz 22 sowie die anschlieBende Bemerkung) liegt weder eine Asymptote fiir © — co noch
fiir £ — —oo vor. Auflerdem gilt fiir alle 2y € R:

lim f(x)= lim f()= f(o).

T—xo+ T—x0—

Es liegt also auch keine Asymptote von f in zy vor.

7. Berechnung einiger Funktionswerte und Skizze:

4 4+
3 T flz) =2 — 62% + 9z
9 4
14

e
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0 2 3 | 4
f(z) | =50 ‘A716 ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 0 ‘ 4
2
Beispiel 2. Es sei f(z) = ’ +13.
Tz —

1. fist auf D(f) = R\{1} definiert.

2. f(2) = =250 wnd f"(x) = i

Nullstellen von f: keine.

Nullstellen von f’: —1 und 3.

Nullstellen von f”: keine.

3. Fiir z — oo ergibt sich:

. ) 22 +3
i (@) = i (25
2 3
:1m1<x(1+f”>
Ty
1+ 5

Fiir £ — —oo ergibt sich:

i (1) = m (55F)

Des Weiteren gilt:

. . 2 +3
acligl—&- (f(l’)) o xl—l)I{l+ ( x—1 ) =

(Begriindung: Fiir z — 14 strebt 2 + 3 gegen eine positive Konstante (némlich 4) und ﬁ strebt
gegen +00).
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Mit dhnlicher Begriindung erhélt man:

i (f(x)) = lim <$2 +3> = —o0.

r—1— r—1— r—1

4. Aus 3. folgt, dass gilt:
e f(x) <0 fiir alle x € (—o0,1);
e f(x) >0 fiir alle z € (1, 00).
Durch Einsetzen von beispielsweise —2, 0, 2 und 4 in f’ erhilt man, dass gilt:
f(z) > 0 fiir alle x € (—o0, —1);
f(x) <0 fiir alle z € (—1,1);
f'(x) <0 fir alle z € (1, 3);
o f'(x) >0 fiir alle z € (3,00).
Auflerdem erhilt man durch geeignetes Einsetzen in f”, dass gilt:
o f"(z) <0 fiir alle z € (—o0,1);
o f"(x) >0 fiir alle z € (1, 0).

Man erhilt (,,Abgrenzung von Bereichen®):

f ist negativ . f ist positiv
1
f ist streng f ist streng f ist streng f ist streng
monoton wachsend . monoton fallend | monoton fallend | monoton wachsend
—1 1 3
f ist streng konkav . f ist streng konvex
1

Wie im ersten Beispiel haben wir auch dieses Mal in Punkt 4 der Kurvendiskussion vom Zwischen-
wertsatz Gebrauch gemacht (vgl. Abschnitt 2.4.2).

5. Aus 4. ergibt sich Folgendes:
e f hat ein Maximum bei x = —1;
e f hat ein Minimum bei z = 3;
e f hat keine Wendepunkte.

6. Mithilfe von Satz 22 zeigen wir, dass f fiir  — oo eine Asymptote g(z) = ax+b besitzt und berechnen

diese:
2
a= lim (f(:c)) = lim (x2+3>
T —00 xX T—0o0 \T° — T

T—r00 xTr—r 00 xr —
(x+3)
= lim
r—00 \ T —
=1
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Also besitzt f fiir  — oo die Asymptote g(z) = = + 1.
Eine dhnliche Uberlegung ergibt, dass f fiir  — —oo ebenfalls die Asymptote g(z) = 2 4 1 besitzt.
Schnittpunkte von f(x) mit der Asymptote gibt es keine, da

22 +3

=z+1 <= 2°+3=2"-1
z—1

gilt und da diese Gleichung keine Losung besitzt. Auerdem (vgl 3.) ist die Gerade x = 1 eine
Asymptote von f.

7. Berechnung einiger Funktionswerte und Skizze:

2.4.2 Der Zwischenwertsatz

In diesem Satz wird eine besonders niitzliche Eigenschaft stetiger Funktionen festgehalten, die bereits in
unseren Beispielen zur Kurvendiskussion (vgl. Abschnitt 2.4.1) eine Rolle gespielt hat.

Satz 23 (Zwischenwertsatz).

Fiir eine reelle Funktion f sei [a, b] ein Intervall, auf dem f definiert und stetig ist. Es gelte f(a) # f(b)
und y sei ein beliebiger Wert zwischen f(a) und f(b), d.h. f(a) <y < f(b) oder f(b) < y < f(a).
Dann gibt es ein ¢ mit a < ¢ < b, fiir dass f(c) = y gilt.

Mustration des Zwischenwertsatzes fiir den Fall f(a) < f(b):

Da der Zwischenwertsatz anschaulich einleuchtend ist, verzichten wir auf einen Beweis.

Ein fiir die Anwendungen besonders wichtiger Spezialfall des Zwischenwertsatzes liegt fiir y = 0 vor. In
diesem Fall besagt der Zwischenwertsatz Folgendes.
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Satz 23’ (Zwischenwertsatz fiir den Spezialfall y = 0).

Die reelle Funktion f sei auf [a,b] definiert und stetig. Es gelte f(a) < 0 < f(b) oder f(b) <0 < f(a).
Dann gibt es ein ¢ mit a < ¢ < b, fiir das f(c) = 0 gilt, d.h., f besitzt eine Nullstelle in (a,b).

Anwendungen hiervon kamen bereits in den Beispielen zur Kurvendiskussion (vgl. Abschnitt 2.4.1) vor.
Wir erldutern dies anhand des ersten Beispiels: Dort galt f(z) = 23 — 622 + 92. Unter Punkt 2 hatten
wir festgestellt, dass 0 und 3 die einzigen Nullstellen von f sind. Unter Punkt 4 hatten wir ein z € (0, 3)
gewihlt (ndmlich z = 1) und haben durch Einsetzen von z = 1 getestet, ob f(x) > 0 oder f(z) < 0
fiir alle € (0,3) gilt. Ergebnis: Wir hatten festgestellt, dass f(1) > 0 gilt und daraus gefolgert, dass
f(z) > 0 fir alle x € (0,3) gelten muss. An dieser Stelle wurde der Zwischenwertsatz genutzt: Fiir kein
x € (0,3) kann f(z) < 0 gelten, da es andernfalls aufgrund des Zwischenwertsatzes ein zwischen = und
1 liegendes ¢ geben miisste mit f(¢) = 0, im Widerspruch zur Tatsache, dass im Intervall (0,3) keine
Nullstellen von f vorkommen.

Um Fehlschliisse zu vermeiden, ist es wichtig, vor Anwendung des Zwischenwertsatzes genau zu priifen,
ob die Voraussetzungen zur Anwendung erfillt sind: Die betrachtete Funktion darf im Intervall [a,d]
,keine Spriinge machen®, d.h., sie darf dort weder Definitionsliicken noch Unstetigkeitsstellen haben.

2.5 Trigonometrische Funktionen

2.5.1 Definition der Trigonometrischen Funktionen

Wir betrachten die Menge der Punkte (z,y) € R?, fiir die 22 + y? = 1 gilt. Diese bilden einen Kreis mit
Radius 1 und Mittelpunkt (0,0), den Einheitskreis. Die Zahl 7 definiert man als den halben Umfang
dieses Kreises; der Umfang des Einheitskreises betrigt also 2m. Man kann zeigen, dass m eine irrationale
Zahl ist, d.h. 7 ¢ Q. Die ersten Dezimalstellen von :

7 =3,1415926535 . ...

Es sei P ein beliebiger Punkt auf dem Einheitskreis. Durchlaufen wir ausgehend vom Punkt (1,0) den
Einheitskreis entgegen dem Uhrzeigersinn bis zum Punkt P, so sei mit « die Linge des durchlaufenen
Bogens bezeichnet (siehe Zeichnung unten). Sind  und y die Koordinaten von P (d.h. P = (z,y)), so
bezeichnet man x als cos o und y als sin «, d.h., man definiert:

cosa =2 und sina=vy (fir o€ l0,2n)).

Yy
1
P = (cos o, sin «)
S\ @
R
n
-1 cos o (1,0) =
—1

Hierdurch haben wir also zwei Funktionen cos : [0,27) — R und sin : [0,27) — R definiert. Diese
beiden Funktionen erweitert man zu Funktionen, die auf ganz R definiert sind, indem man sie periodisch
fortsetzt. Man definiert fiir alle n € Z und « € [0, 27):

cos (2mn + «) :=cos, sin(27n + «) ;= sina.
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Aus der Definition von sin und cos folgt:

sin0=0  sinf =1 sinT =0 sin2f =—1  sin2r =0

cos0=1 cos%zO cosm = —1 cos%”:O cos2mt =1

Skizze der Graphen von sin und cos:

cosx sinx 1

Im Folgenden nennen wir die unabhiingige Variable meist nicht mehr «, sondern (wie gewohnt) x; wir
schreiben also sinz und cosx anstelle von sin « bzw. cos . Aus der Definition der Funktionen sin und
cos ergibt sich” (Man mache sich dies am Einheitskreis klar!):

sin?x + cos?z = 1 (2.35)

sin (—z) = —sinz (2.36)

cos (—x) = cosx (2.37)

Funktionen mit der Eigenschaft f(—z) = —f(x) nennt man ungerade Funktionen; Funktionen mit der

Eigenschaft f(—z) = f(z) nennt man gerade Funktionen. In (2.36) und (2.37) wird also festgestellt, dass
sin eine ungerade und cos eine gerade Funktion ist.

Anschaulich einleuchtend ist die folgende Feststellung, auf deren Beweis wir verzichten wollen.

Feststellung.

Die Funktionen sin und cos sind auf ganz R stetig. (2.38)

Ebenfalls ohne Beweis geben wir die folgenden, oft benutzten Eigenschaften von sin und cos an, welche
Additionstheoreme genannt werden:

sin (x1 +x2) = sinxycosxy + cosxy sinzy (2.39)
cos (X1 +3) = c€OSxyCOST2 — Sinxq sin a9 '
Eine Folgerung aus den Additionstheoremen:
. ( + 7T) . ™ + LT
sin (x 4+ — ] =sinx cos — 4 cosxsin — = cos z.
2 2 2
Ahnlich folgt:
. . 7T .
sin(z +7) = —sinz, cos (:1: + 5) = —sinz und cos(r+m) = —cosz.
Als Folgerung aus (2.39) erhilt man die Formeln fiir den doppelten Winkel:
sin (2x) = 2sinz cos (2.40)

" Anstelle von (sinz)? und (cosz)? schreibt man hiufig auch sin? z bzw. cos® z.
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cos (2x) = cos® x — sin® . (2.41)

Beweis. Man setze 1 = 22 = z in (2.39) ein. O
Als trigonometrische Funktionen bezeichnet man die Funktionen sin, cos, tan und cot.
Nachdem wir oben sin und cos am Einheitskreis definiert haben, kommen wir nun zur Definition von tan

und cot.

Definition.

(1) Fiir alle  mit cosz # 0 definieren wir:

sin
tanx := .
COS T
(2) Fiir alle x mit sinz # 0 definieren wir:
cos ¥
cotx := — .
sin x

Die Funktionen tan und cot konnen ebenfalls am Einheitskreis veranschaulicht werden:

Y
1 cot a

sin o
~| tan«

-1 CoS &

-1

Die Funktion tanz ist also fiir alle z # £7, :l:%”, :I:%’T, ... definiert; cot x ist fiir alle z # 0, 7, £2m, ...
definiert. Beide Funktionen sind periodisch mit der Periode 7, d.h., es gilt:

tan (x + ) =tanx  bzw. cot(x + m) = cot . (2.42)
Beweis. tan (z + 1) = Zg; ((”;:?) = =8I% — tang. Der Beweis fiir cot 2 geht analog. [J

Die Schaubilder fiir tan und cot:

2.5.2 Die Ableitungen der Trigonometrischen Funktionen

Grundlegend fiir die Bestimmung der Ableitung von sin z ist die folgende Grenzwertbeziehung:

lim (Smx> ~ 1. (2.43)

x—0 x
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Beweisskizze. Fiir 0 <z < 7 gilt:

. sin x
sine < r < tanx = .
Ccos T
Y
1
8
5 g
gl x\|+
‘0
-1 1 x

Dividiert man durch sinz und geht anschliefend zu den Kehrwerten {iber, so ergibt sich:

sin x

1> > CcosT

sin x
— lzlim( )211m(cosac)=cosO=1
x—0 xT x—0

(Wir haben benutzt, dass cos eine stetige Funktion ist.) Also gilt® (2.43). O

Satz 1.
Die Funktionen sin x, cos x, tan  und cot x sind an jeder Stelle ihres Definitionsbereichs differenzierbar;
es gilt:

(sinz) = cosx

(cosz) = —sinw
1
tanz) = —— =1+ tan’z
( ) cos? x
1
(cotz) = ——5— = —1—cot’z
sin® z

Beweis. Wir zeigen (sinz)’ = cosz. Hierzu sei (x,) eine Folge mit z,, # z und x,, — 2. Wir haben

nachzuweisen, dass die Folge der Differenzenquotienten **2="2% gegen cos z konvergiert. Dies folgt so:
n

sinz,, — sinx sin(z, —x + ) —sinzx

Ty — Ty — X

(2.39)  sin (2, —x) - cosx 4 cos (x, — ) -sinx —sinx

Ty — T

in (z,, — —x) -1
_ sin (xn —) cosz 4 & (X — )
Tp — T Tp — T

-sinx

(cos (@, —x) — 1) - (cos (z, — ) + 1)

= ——— = -cosx + -sinx
Ty — T (an — .TJ) . (cos (xn — ) + 1)
. _ 2 _ _ 1
_ sin (an —) cosz 4 cos® (z,, — x) sing
Ty — T (xn—x)-(cos(xn—x)—l-l)
8Wegen % = =sine — ST yygs man fiir den Beweis von (2.43) den Fall < 0 nicht beachten. Auf den

Beweis von sinz < z < tana wollen wir hier nicht weiter eingehen. Man mache sich jedoch am Einheits-
kreis klar, dass die Aussage sinz < = < tanz anschaulich einleuchtend ist (vgl. Figur). Wer eine einfache,
elementargeometrische Begriindung der Ungleichung sinz < x < tanx kennenlernen mdchte, findet diese
beispielsweise in W. Schifer, K. Georgi, G. Trippler, Mathematik-Vorkurs, Teubner.
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(2.35)  sin (xn —x) oS — sin? (z,, — x)

Tp — T (zn — ) - (cos (z,, — x) + 1) PR

= sin (@ = 2) Cosx_51n(mn—x)~81nx — cosz (fiir n — 00).
cos (xp, —x) + 1

Der letzte Schritt gilt wegen S2E2=2) s 1 (wegen (2.43)) und S2&2=0)sine o (weoen der Stetigkeit

Tp—T cos (xp—x)+1
von sinz und cos ). Damit ist (sinx)’ = cosz gezeigt.

Die tibrigen Formeln folgen nun leicht:

T™\\’ us
(cosz) = (sin (:c + 5)) = cos (x + 5) = —sinz
. !/ 2 .2
sin & cos®x +sin“x (2.35) 1
(tanz)" = = ¢ =1+tan’2
cosx cos? cos? x
cosz\’ —sin’x —cos’x (2.3 1
(cotm)’:(, ) = — (:)—#:—1—00‘523} O
sin sin” z sin® x

2.5.3 Die Umkehrfunktionen der Trigonometrischen Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen lassen sich auf bestimmten Intervallen umkehren. (Eine Umkehrung
von sin, cos, tan und cot auf ihrem gesamten Definitionsbereich ist natiirlich nicht méglich, da diese
Funktionen nicht injektiv sind.)

1) Die Funktion f(z) = sina ist im Intervall [—%, 2] streng monoton wachsend. Es existiert also fiir
dieses Intervall die Umkehrfunktion f~!. Die Funktion f~! nennt man Arcussinus (Bezeichnung:
arcsin). Da die Funktion f(z) = sinz das Intervall [—%, Z| auf das Intervall [—1, 1] abbildet, gilt:

T
in:[-1,1 — [—f,f}.
arcsin : | ] 5

Da sinz auf [—g, 5] streng monoton wachsend und stetig ist, ist auch arcsinx streng monoton
wachsend und stetig (siehe Satz 6, Abschnitt 2.2).

Skizze des Graphen von arcsin x:

MIE]

NI
1
T

2) Die Funktion f(z) = cosz ist im Intervall [0, 7] stetig und streng monoton fallend. Analog zu arcsin
definiert man:
arccosz : [—1,1] — [0, 7].

<

Skizze des Graphen von arccos x:

Wl

N
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3) Die Funktion f(z) = tan ist im Intervall (—%, %) stetig und streng monoton wachsend. Analog zu
arcsin z und arccos x definiert man:

™ T
tan : R — <—f,f).
arctan 99

Skizze des Graphen von arctan z:

IVIE]

INE

4) Die Funktion f(z) = cot z ist im Intervall (0, 7) stetig und streng monoton fallend. Analog zu arctan x
definiert man:

arccot z : R — (0, ).

Skizze des Graphen von arccot x:

x

Die Funktionen arcsin und arccos sind auf (—1, 1) differenzierbar, die Funktionen arctan und arccot
sind auf ganz R differenzierbar. Es gilt:

ME Jﬁ

Satz 2.

1
. ’
arcsinz)’ = ——
( )=
-1
(arccosz) = ———
V1—2?
1
tanz) = ——
(arctan z) 22
-1
(arccot 1’)/ = 1_’_71:2

Beweis. Wir benutzen die Umkehrregel (Satz 6(d), Abschnitt 2.2):

1. Fir z € (fg, g) gilt: Die Ableitung von sinz an der Stelle x ist ungleich Null; es gilt genauer
(sinz)’ = cosx # 0 fir z € (fg, g) Also folgt fiir die Ableitung der Umkehrfunktion arcsin an

der Stelle y = sinz (z € (—%,%)):

1 1 (@35 1 1
(arcsiny)’ = = 2

~ (sinx)’  cosw V1—sin?z - \/l—yQ'

Dies beweist die Behauptung”. Analog zeigt man die Formel fiir (arccosz)’.

"Wir haben (arcsiny)’ = 11 = gezeigt. Da wir in dieser Formel die unabhiingige Variable auch mit = (oder «;
-y
&, u, ¢, 2, usw.) bezeichnen kénnen, gilt also - wie in Satz 2 behauptet - (arcsinz)’ = ﬁ
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2. Fir z € (—%,%) gilt: (tanz)’ = 1+ tan? z # 0. Also gilt nach der Umkehrregel fiir y = tan z:

11
(tanz)’  1+tan?z 1+y2

(arctany)’ =

Analog zeigt man die Formel fiir (arccot z)’. O

Man nennt die Funktionen arcsin, arccos, arctan und arccot zyklometrische Funktionen oder auch Ar-
cusfunktionen.

2.6 Das Newtonsche Verfahren

Dieses Verfahren dient zur ndherungsweisen Berechnung von Nullstellen einer Funktion f. Es zeichnet
sich dadurch aus, dass es sehr gut konvergiert und daher meist schon nach wenigen Iterationsschritten
gute Niherungswerte liefert. Wir formulieren zunéchst Voraussetzungen fiir das Newtonsche Verfahren,
danach beschreiben wir die geometrisch sehr anschauliche Vorgehensweise.

Es sei f : [a,b] — R eine Funktion, fiir die Folgendes gilt:

(1) f'(z) # 0 fir alle z € [a, b].

(2) f” ist auf ganz [a, b] vorhanden und stetig.

3) fla)-f(b) <O.

Nach (1) gilt also f/'(z) > 0 fur alle « € [a,b] oder f'(x) < 0 fiir alle x € [a,b], d.h., (1) sorgt dafiir, dass

f streng monoton (steigend oder fallend) ist. Bedingung (3) sichert, dass (nach dem Zwischenwertsatz)
iiberhaupt eine Nullstelle ¢ € [a,b] vorhanden ist.

Dem Newtonschen Verfahren liegt eine einfache geometrische Idee zugrunde. Man geht von einer ersten
N#herung zq fiir die Nullstelle ¢ aus, legt im Punkt (:co, f (xo)) die Tangente an den Graphen von f und
bestimmt den Schnittpunkt z; der Tangente mit der z-Achse (siehe Zeichnung).

Indem man y = 0 setzt, erhélt man aus der Tangentengleichung y = f(zq) + f'(z0)(z — 0):

f(zo)
f'(zo)

1 =Xy —

Man nimmt nun x; als verbesserte Ndherung fiir die Nullstelle ¢. Aus z; berechnet man im n#chsten
Schritt:

2y — 21 — f(z1)
f'(@1)
Allgemein: Man erhélt eine Folge von fortlaufend verbesserten Ndherungswerten xg, x1, x2, ... fiir ¢
durch:

Tntl = Tn — f/(l' )
n
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Satz 28.
Die Funktion f : [a,b] — R erfiille die Bedingungen (1) - (3). Dann existiert ein 6 > 0, fiir das gilt: Ist
der Startwert xg so gewéhlt, dass |zg — ¢| < 4 fiir die (eindeutig bestimmte) Nullstelle ¢ von f in [a, b]
gilt, so wird durch

f(zn)

T = T )
n

eine Folge xg, =1, ... definiert, die gegen ¢ konvergiert.

Wir wollen auf die Wiedergabe eines Beweises verzichten. Die Rolle der Zahl § ldsst sich auch wie folgt
beschreiben: Wihlt man den Startwert zp hinreichend nahe bei der Nullstelle ¢ (némlich nicht weiter
entfernt als §), so konvergiert die Folge xg, x1, ... gegen c. In der Praxis wird man einen geeigneten
Startwert xy einem moglichst guten Schaubild entnehmen.

Beispiel zum Newtonverfahren. Es sollen die Nullstellen von f(x) = 2sina — x berechnet werden.
Da f(z) = 0 gleichbedeutend mit 2sinx = x ist, erkennt man, dass es genau eine positive Nullstelle ¢
gibt und dass —c die einzige weitere Nullstelle aufier 0 ist (siehe Skizze). Es geniigt also, ¢ zu berechnen.

T

2sinx

o————
3

Es gilt f(g) =2—-%>0und f(r) =0—m <0, dh., wenn wir a = § und b = 7 wihlen, so liegt ¢ im
Intervall [a,b]. Fiir € [a,b] = [%, 7] gilt:

f'(x) = 2cosz—1 < 0

f"(x) = —2sinzx.
Es sind also die Bedingungen (1), (2) und (3) erfiillt. Als Startwert xo wihlen wir (ndherungsweise) die

Zahl 7:
ro = 3.141592654,

Man erhalt mit diesem Startwert:

1 = 2.094395102
To = 1.913222955
r3 = 1.895671752
T4 = 1.895494285
r5 = 1.895494267 = x¢

2.7 Die Regeln von de I'Hospital
[ f(=)

kann schwierig sein, wenn Zihler und Nenner beide gegen 0 bzw. beide gegen oo streben (fiir  — x¢). Die
folgenden Siitze liefern eine schlagkriftige Methode zur Bestimmung derartiger Grenzwerte. Man fasst

Die Bestimmung eines Grenzwertes
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diese Sitze unter dem Namen Regeln von de I’Hospital'® zusammen. Wir verzichten in diesem Abschnitt
auf Beweise.

2.7.1 Der Typ §

Satz 24.

Es sei I ein Intervall und zo € I. Die Funktionen f und g seien fiir alle z € I mit x # x( differenzierbar.
Es gelte g(x) # 0 und ¢'(z) # 0 fiir alle x € I, & # x¢. Ferner sei lim f(x) = lim g(z) = 0.
T—x0 T—x0

2, (o) = (5

falls der rechte Grenzwert existiert bzw. gleich 400 oder —oo ist.

Dann gilt

Beispiele:

r_1
1. Es soll lim ( ¢ . > berechnet werden.

z—0

Fiir x — 0 streben sowohl Zéhler als auch Nenner gegen 0, d.h., die Berechnung des Grenzwertes ist
nicht ohne Weiteres moglich. Anwendung von Satz 24 ergibt jedoch:

. e’ —1 . e’ 1
lim =lim|— ) =-.
z—0 3z x—0 3 3

> berechnet werden.

2. Es soll lim

z—0

In(x+1)
x
Auch hier streben Zéhler und Nenner gegen 0. Satz 24 ergibt:

_1
lim (ln(az—&—l)) — lim <M> - 1.
x—0 x x—0 1

-1
3. Es soll lim (x ) berechnet werden.
rx—1 ]_

T —
21 -1 1
lim (x ): lim (W) — lim (:c+1) — 9.
rz—1 xfl r—1 ;Efl rx—1

Zweite Methode (nach Satz 24):

2

Erste Methode:

4. Es soll lim (ﬁ _ 1) berechnet werden.
r—1 vV —1

m
rz—1

1Nach Marquis de I"Hospital (1661-1704) benannt.
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z—0 212

. et +e -2 . et —e 7" . et +e " 1
lm|———)|=lm|(—— ) =lim | ——— | = =.
x—0 2.’1}2 z—0 4 z—0 4 2

Dieses Beispiel zeigt, dass unter Umsténden erst mehrfach wiederholte Anwendung von Satz 24 zum
Erfolg fiihrt.

5. Es soll lim (M> berechnet werden.

1
z

6. Es soll lin% (1 + x) * berechnet werden.
T—

1
z

lim (1 I {E) * _ lim (6(% In (1+a:))) % S:tetig 6<}1§10 (%111 (1+a:))> 2: 61 —
x—0 x—0 ’

Durch Beispiel 6 haben wir die Beziehung (2.23) in Abschnitt 2.3 im Nachhinein bestétigt.

Ein Satz 24 entsprechender Satz gilt auch fiir x — oo anstelle von x — x.

Satz 24°.

Die Funktionen f und g seien fiir alle x € T = (a, 00) differenzierbar. Es gelte g(z) # 0 und ¢'(z) # 0
fiir alle x € I sowie 1i_>m flx) = 1i_>m g(xz) = 0.
x oo x oo

i (5) = 2 (7).

falls der rechte Grenzwert existiert bzw. gleich 400 oder —oo ist.

Dann gilt

2.7.2 Der Typ =

Satz 25.

Es sei I ein Intervall und z(y € I. Die Funktionen f und g seien fiir alle z € I,  # z¢, differenzierbar.
Es gelte g(z) # 0 und ¢'(z) # 0 fiir alle x € I, & # xo. Ferner gelte lim |f(x)| = lim |g(z)| = oo.
T—xTg T—To

2, (o) =2 (o)

falls der rechte Grenzwert existiert bzw. gleich 400 oder —oo ist.

Dann gilt

Zusatz. Ein Satz 25 entsprechender Satz gilt auch fiir x — oo anstelle von x — x.
Beispiele:
1. Essoll lim (m -In ac) berechnet werden.

z—0

Um Satz 25 anwenden zu koénnen, schreiben wir x - In z zunéchst um. Wir erhalten:
. . Inz . 1 .
lim (z . 1nz) = lim | —4— ) = lim - | = lim (fx> =0.
x—0 z—0 = z—0 -2z z—0
. 27
2. Es soll lim () berechnet werden.

z—00 \ X
. 27 . 27 . In2
lim ({ — ) = lim =00
z—o0o \ T T—00 1
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3. Es soll lim (a:%) berechnet werden.

T—r00

lim (;ﬁ) — lim (e(%.lnx)) _ e(JLﬂ;Q(flngg))

Tr—r00

Wegen

folgt also:

Insbesondere folgt lim ({"/ﬁ) =1.
n—oo

Satz 24 nebst Zusatz (Satz 24’) nennt man die Regel von de I’Hospital fiir den Fall %;

Satz 25 nebst Zusatz nennt man die Regel von de I’Hospital fiir den Fall 2.

e(l)
lim [ — ) = oc.
z—oo \ 1"

Fiir r < 0 ist die Aussage von Satz 26 klarerweise richtig, da =" — 0 fiir r < 0 und =" = 1 fiir r = 0 gilt.
Fiir r > 0 kann Satz 26 leicht durch mehrfache Anwendung der Regel von de ’'Hospital beweisen.

Satz 26.
Fiir jedes r € R gilt:

Wir schauen uns exemplarisch den Fall » = 4 an: Weshalb gilt lim <64> = 007
T—00 \ T

>

Man erhélt das Ergebnis durch 4-maliges Anwenden der Regel von de I’'Hospital fiir :

im () = tim () = tim (<) = tim () = m (S ) =

Definition.

Es gelte 1i_>m f(z) = lim g(z) = oco. Man sagt, f(x) wdichst fir x — oo schneller als g(x), falls
xT (o)

Tr—r00

Jim <f(w)) _
Im Fall » > 0 besagt Satz 26 also, dass die Exponentialfunktion e® fiir x — oo schneller wéchst als jede
Potenzfunktion " (r > 0).

Folgendes gilt:

Satz 27.

Jede Potenzfunktion =" (r > 0) wéchst schneller als Inz (fir © — o0).

Beweis. Es ist wlgrgo (%) = oo zu zeigen. Mit r > 0 und der Regel von de I'Hospital fiir == folgt:

r r—1
lim <x ) = lim (mcl ) = lim (ra") =r- lim (z") = oco. O

Tr—00 Tr—00

Eng verwandte Sprechweise. Es gelte lim f(z) = lim g(xz) = 0. Man sagt, f(z) strebt fir x — xg

T—x0 r—x0

schneller gegen Null als g(x), falls Folgendes gilt:
lim (f(as)) =
a0 \ g(x)
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Ahnlich definiert man: f(x) strebt fir x — oo schneller gegen Null als g(x).

Wir haben bisher Grenzwerte vom Typ % und 22 behandelt. In der Praxis treten aber noch andere
(dhnliche) Fille auf, in denen der Grenzwert nicht ohne Weiteres berechnet werden kann. Diese Ty-
pen lassen sich auf die bereits behandelten Typen % und 22 zuriickfiihren und werden im Folgenden
besprochen werden.

2.7.3 Der Typ 0- ¢

Durch die symbolische Schreibweise 0 - co wird nur angedeutet, um welchen Typ es sich handelt. Wir
geben deshalb noch eine genaue Festlegung. Wir sprechen vom Typ 0 - oo, wenn ein Grenzwert

lim ( f(z) - g(x)) (2.44)

T—To

berechnet werden soll, fiir den f(z) — 0 und |g(z)| — oo fir z — ¢ gilt.
Losung. Anstelle von f(x) - g(z) schreibt man:
f(x)

1
g(x)

(z
(z)

<

~

oder

h
o

Dadurch wird die Berechnung des Grenzwertes (2.44) auf den Typ % oder 22 zuriickgefiihrt. (Siehe
Berechnung von lin}J (z-1Inz).)
T—

2.7.4 Der Typ oo — 0

Wir geben zunichst wieder eine prézise Festlegung, wann wir vom Typ oo — oo sprechen wollen. Der Typ
00 — oo liegt vor, wenn ein Grenzwert

lim ( flz) - g(x)) (2.45)

Tr—To

berechnet werden soll, fiir den |f(z)| — oo und |g(z)| — oo fiir z — z¢ gilt.

Lésung. Man formt f(z) — g(x) wie folgt um:

1 1
f(@) — gla) = L2 IO (2.46)
g(@)-f(z) f(w)

Dadurch wird die Berechnung des Grenzwertes (2.45) auf den Typ % zuriickgefiihrt.

1 1
_ berechnet werden.
In(z+1) =

. 1 1 (2.46) . r—In(z+1)
lim { ——— — — =" lim|————-~
e—=0\In(z+1) =« a—0 \ zln(z+1)

1— L
= lim +
z—0 \ In (SC + 1 +

= hm( z+1)2 )
=0 \ 741 (ac+1)2

Beispiel. Es soll hm (
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2.7.5 Die Typen 0% 1 und oo’

Diese Typen entsprechen einem Grenzwert vom folgenden Typ:

Jim (f@)7@) (it f(2) > 0), (2.47)
wobei fiir x — x¢ gilt:

e Typ 0°: f(z) — 0 und g(x) — 0

e Typ 1°°: f(x) — 1 und |g(z)| — oo

e Typ ®: f(x) = oo und g(z) — 0

L6sung. Diese drei Typen 16st man dadurch, dass man (2.47) wie folgt umformt:

i (FP) = i (e 07) 2, (11060)

T—rT0o Tr—T0o

Hierdurch wird die Berechnung von (2.47) auf die Berechnung von le (g(a:) “ln f (x)) zuriickgefiihrt,
x o

d.h. auf den bereits behandelten Typ 0 - cc.

Beispiele:

1. Es soll lin}) (xm) berechnet werden. Es liegt hier also der Typ 0° vor. Zeigen Sie:
T—r

lim (aj’“) =1.
x—0

1
z

2. Es soll lim (1 + x) ~ berechnet werden. Es liegt hier also der Typ 1°° vor.

0
Dieser Grenzwert wurde bereits in Beispiel 6 (Abschnitt 2.7.1) berechnet.
3. Es soll Tli_}nolo (x%) berechnet werden. Es liegt hier also der Typ oo? vor.
Dieser Grenzwert wurde bereits in Beispiel 3 (Abschnitt 2.7.2) berechnet.
Bemerkung. In (2.44), (2.45) und (2.47) ist auch zyp = +o00 und xy = —oo zugelassen. Ferner gelten

alle Ergebnisse des Abschnitts 2.7 entsprechend sowohl fiir x — —oo als auch fiir einseitige Grenzwerte
T — ro+ und x — xp—.

Allgemeinere Version von Satz 26. Jede Exponentialfunktion a® (mit a > 1) wéchst fir £ — oo
schneller als jede Potenzfunktion z” (mit r > 0) und auch schneller als jedes Polynom P(x) = an,2™ +
an_12" 1+ ...+ a1z + ap (mit a, > 0).
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3 Integralrechnung

In der Integralrechnung geht es um die folgenden beiden Grundfragen:

(a) Das Flicheninhaltsproblem.
Wie bestimmt man den Inhalt einer Fldche, die krummlinig berandet ist?

(b) Das Stammfunktionsproblem.
Wie findet man zu einer gegebenen Funktion f eine Stammfunktion, d.h. eine Funktion F', fiir die
F' = [ gilt?

Wir werden sehen, dass es sich bei (a) und (b) im Wesentlichen um ein und dasselbe Problem han-
delt. Als Einstieg in die Integralrechnung wahlen wir das Flicheninhaltsproblem, #hnlich wie wir als
Ausgangspunkt fiir die Differentialrechnung das Tangentenproblem gewéhlt haben. Es sei jedoch darauf
hingewiesen, dass die inner- und aulermathematischen Anwendungen von Differential- und Integralrech-
nung weit iiber diese geometrischen Probleme hinausgehen; so findet beispielsweise die Integralrechnung
auf vielfaltige Weise Anwendung in den Natur- und Wirtschaftswissenschaften, in der Wahrscheinlich-
keitstheorie und in der Statistik.

3.1 Berechnung der Flache unter einer Kurve

In diesem Abschnitt sei f : [a,b] — R immer eine monoton steigende, nichtnegative Funktion. Mit A
bezeichnen wir den Inhalt der Fliche, die durch den Graphen von f, die z-Achse und die beiden Geraden
x = a und x = b eingeschlossen wird.

Y

Zur Berechnung von A teilen wir das Intervall [a, b] in n gleiche Teile, wobei wir die Teilungspunkte mit

g, T1, ..., T bezeichnen wollen. Dabei gelte a =z < 1 <22 < ... < T, =b.
a b
} } } } } } } } } }
Xo xr1 Tn—1 Tn
Der Abstand zweier Punkte ;1 und z; ist also immer derselbe (genauer: z; —x;—1 = b_Ta) Wir nennen

eine solche Zerlegung des Intervalls [a, b] auch eine dquidistante Zerlegung von [a,b]. Wir zeichnen nun
Strecken parallel zur y-Achse von den Punkten x; bis zum Graphen von f und teilen dadurch die Flache
unterhalb der Kurve in Streifen auf. Sodann bilden wir zu diesen Streifen einbeschriebene Rechtecke, bei
denen jeweils ein Eckpunkt auf dem Graphen von f liegt:
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a=2x9 T1 T2 I3 T4 =0 T

Den Flacheninhalt der entstehenden treppenformigen Figur nennt man Untersumme bei Zerlegung von
[a,b] in n gleiche Teile. Oder kurz: n-te Untersumme (Bezeichnung: U,,). Es gilt:

Un = Z f(.’L‘lfl)(JJz — 31‘1;1) = " Zf(xl,l) (31)
i=1 i=1
(Man beachte: z; — x;_1 = b’T“ gilt fiir allei =1,...,n.)

Ganz entsprechend bildet man die n-te Obersumme O,,:

On :Zf(xi)(xi*xi—l) = biaZf(Ii)- (3.2)

n

Darstellung der Obersumme:

a=2x9 X1 T2 I3 T4=0 T
Fiir die Differenz zwischen der n-ten Obersumme und der n-ten Untersumme gilt:

On—Un=""10 (Zﬂm - Zm_l)) O (o) - p(an)) = LW ZI@)

n

Da (b—a)(f(b) — f(a)) konstant ist, folgt, dass die Differenz O,, — U, gegen Null strebt (fiir n — co).

Man kann ferner zeigen, dass die Grenzwerte lim U, und lim O, immer existieren. (Auf den Beweis
n—oo

n—oQ
dieser Tatsache wollen wir hier verzichten.) Es folgt:

0= lim (O, -U,)= lim O, — lim U,
n—oo n—oo n—oo

= lim O, = lim U, (3.4)

n—oo n— oo

Die Folgen (O,,) und (U,,) konvergieren gegen einen gemeinsamen Grenzwert. Diesen gemeinsamen Grenz-
b

wert bezeichnen wir mit [ f(z) dx; wir definieren:
a

b
/f(w) dr := lim O, = lim U,. (3.5)

n—oo n—oo
a
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b
[ f(z) dx heiBt bestimmtes Integral von f iiber [a,b].

Die Funktion f(z) heifit Integrand. Die Bezeichnung der Variablen mit z ist willkiirlich; man kann in
b b

(3.5) ebenso gut [ f(t) dt oder [ f(s) ds schreiben.
a a

Wir kehren nun zuriick zum Ausgangsproblem, den Inhalt A der Flidche zu berechnen, die durch den
Graphen von f, die z-Achse und die beiden Geraden x = a und x = b eingeschlossen wird. Genauge-
nommen haben wir noch gar nicht definiert, was unter dem Inhalt A dieser Fliche verstanden werden
soll. Unsere Anschauung legt uns aber nahe, dass fiir einen verniinftig definierten Fliacheninhalt A gel-

b
ten muss: U, < A < O, fiir alle n € N. Da lim O,, = lim U, = ff(x) dx gilt, definieren wir den
n—oo n—oo a
b
Flicheninhalt A als den Wert von [ f(z) d.
Beispiel. Wir wollen die Fliche berechnen, die von der Parabel f(z) = 22, der 2-Achse und der Geraden

x = 1 eingeschlossen wird. Klar ist, dass der gesuchte Flidcheninhalt zwischen 0 und % liegen muss (siehe
Skizze).

Wir berechnen lim O,,. Es gilt:
n—oo

1 nn+1)(2n+1) 2n°+3n+1

n3 6 612

m?+3n+1
6n2

1 1
Also gilt lim O, = lim < =3 Der gesuchte Flacheninhalt hat den Wert 3"
n—oo

n—oo

Anstelle der bisher betrachteten Unter- und Obersummen werden wir im néchsten Abschnitt sog. Zwi-
schensummen behandeln. Als Vorbereitung wollen wir diesen Begriff hier fiir den Spezialfall einer mo-
noton steigenden, nichtnegativen Funktion f betrachten.

Es sei also (wie bisher) f : [a,b] — R eine monoton steigende, nichtnegative Funktion. Zwischensummen
sind in zweierlei Hinsicht allgemeiner als die oben betrachteten Summen U,, und O,,:

1) Wir betrachten eine Zerlegung Z von [a,b] der folgender Form:

Z: a=xg<r1<x2<...<xTp=0.

Diese Zerlegung braucht nicht dquidistant zu sein.

b

0 x1 X2 X3 Tga Ts

B+o

Als Feinheitsmafl |Z| von Z bezeichnen wir den groten auftretenden Abstand |z; — x;—1], d.h.:

\Z|:max{|mi—xi,1|:izl,...,n}. (3.6)
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2) Zu jedem Teilintervall [x;_1,x;] der Zerlegung Z wihlen wir einen beliebigen Zwischenpunkt & €
[xi—lyxi]-
& b

o xT1 T2 T3 T4 Ts5

)
[ i
oy
[ V]
oy
w
o
'

Als Zwischensumme Sz bezeichnen wir die folgende Summe':

Sz = Z (&) (xi — xi-1). (3.7)

Natiirlich ist es auch erlaubt, dass §; = z;_1 oder §; = z; gilt; das war bei den oben betrachteten Summen
U, und O, ja gerade der Fall. (U, und O, sind also spezielle Zwischensummen.)

Man kann eine Zwischensumme Sz dhnlich wie eine Untersumme U,, bzw. eine Obersumme O,, als einen
Naherungswert fiir die Flache unter dem Graphen von f auffassen. Wir illustrieren dies anhand der
folgenden Zeichnung;:

f

/
d
|

e
—1

____\\

| l |
a=x0 &x1&x283 wT3=b T

Wir wihlen nun immer feinere Zerlegungen, d.h., wir lassen |Z| — 0 streben. Bei jeweils beliebiger Wahl
b
der Punkte &; streben dann die zugehérigen Zwischensummen Sz gegen das Integral [ f(z) dz, d.h.

gegen den Inhalt der Flidche, die vom Graphen von f, der z-Achse und den beiden Geraden x = a und
x = b eingeschlossen wird. (Auf den Beweis dieser Tatsache wollen wir hier verzichten.)

Als Ergebnis halten wir fest: Ist f eine monoton steigende, nichtnegative Funktion, so gilt bei jeweils
beliebiger Wahl der Zwischenpunkte &;:

b
|Z] -0 = Szﬁ/f(x) dx. (3.8)

3.2 Das bestimmte Integral

Im letzten Abschnitt haben wir den Spezialfall betrachtet, dass f eine monoton steigende, nichtnegative
Funktion ist. Jetzt wollen wir den allgemeinen Fall behandeln. Von der Funktion f : [a,b] — R wird
jetzt nichts weiter vorausgesetzt, als dass f beschrinkt ist, d.h., es gibt ein S € R mit |f(x)| < S fiir alle
x € [a,b].

Wie im letzten Abschnitt definieren wir, was eine Zerlegung

Z:ia=x9g<r1<...<xp=0>

von [a, b] ist, was das Feinheitsmaf |Z| von Z ist und was man unter einer Zwischensumme Sz versteht
(fiir eine bestimmte Wahl von Zwischenpunkten &; € [x;_1, 2;]). Wenn wir zum Ausdruck bringen wollen,

! Anstelle von Zwischensumme sagt man auch Riemannsche Summe.
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auf welche Funktion f und welche Wahl der Zwischenpunkte wir uns beziehen, so schreiben wir fiir eine
Zwischensumme anstelle von Sz auch

SZ(f;fla"'vfn)

Definition.

Es sei @ < b und f sei eine in [a,b] beschrinkte Funktion. Wir betrachten Folgen Z;, Zs, ... von
Zerlegungen von [a,b], firr die |Z,| — 0 gilt. Streben fiir alle derartigen Folgen (Z,) und fiir jede
mogliche Wahl der Zwischenpunkte ¢; die Zwischensummen S, immer gegen denselben Grenzwert A,
so heifit f integrierbar auf [a,b] und der Grenzwert A heifit bestimmtes Integral von f iiber [a,b].

Den in dieser Definition A genannten Grenzwert bezeichnet man mit:

b
/ (@) da.

f heilit Integrand, a und b heiflen Integrationsgrenzen und x heifit Integrationsvariable.

Es stellt sich die Frage, welche Funktionen integrierbar sind.

Definition.

Eine Funktion f : [a,b] — R heifit stickweise monoton, wenn sich das Intervall [a, b] derart in endlich
viele Teilintervalle zerlegen ldsst, dass f auf jedem Teilintervall monoton ist.

Analog definiert man den Begriff stickweise stetig. (Namlich wie?)

Die Funktion f, deren Graph oben skizziert ist, ist beispielsweise stiickweise monoton, da f auf [a, b;]
und [by, b3] monoton steigend und auf [by, by] und [b3, b] monoton fallend ist.

Satz 1.

Ist f auf [a, ] stiickweise monoton, so ist f auf [a, b] integrierbar.

Beweisidee (grobe Skizze). Man iiberlegt sich zunéchst, dass jede monoton steigende, nichtnegative
Funktion f : [a,b] — R integrierbar ist. Dies haben wir (ohne auf alle Details des Beweises einzugehen)
bereits in (3.8) festgestellt. Dieses Ergebnis ldsst sich auf stiickweise monotone Funktionen iibertragen,
indem man [a, b] in Teilintervalle zerlegt, auf denen f monoton und entweder nichtnegativ oder nichtpo-
sitiv ist. OJ

Satz 2.

Ist f auf [a,b] stiickweise stetig, so ist f auf [a,b] integrierbar.

Auf den Beweis von Satz 2 wollen wir verzichten.

In den Sétzen 1 und 2 ist festgestellt worden, dass umfangreiche Klassen von Funktionen zu den inte-
grierbaren Funktionen gehoren. Insbesondere ist also jede stetige Funktion integrierbar.
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Beispiel einer nichtintegrierbaren Funktion.

1 ,fallsz € Q

f:]0,1] — R sei definiert durch f(z) = {0 falls 2 ¢ ©

Man nennt diese Funktion die Dirichletsche Sprungfunktion. Wir zeigen, dass die Dirichletsche Sprung-
funktion nicht integrierbar ist.

Z, sei die dquidistante Zerlegung von [0,1] in n Teilintervalle [iil, %] (i=1,...,n). Zu jedem dieser
Teilintervalle wéhle man Punkte & ,,, 7, € [%, ﬂ mit

§in€Q und nin ¢Q,

L und n;, = M; f bezeichne die Dirichletsche Sprungfunktion. Dann gilt:

beispielsweise §; ,, = =
SZn(f;gl,’ﬂ?"')f’ﬂ,n) =1 und SZn(f;nl,nv"'vnn,n) =0.

Fiir n — oo gilt also:
Sz,(f1&ins - &an) =1 und Sz, (fimin, .. 0nn) = 0.
Also ist f nicht integrierbar.

b
Wir haben bei unserer Definition von | f(z) da bisher vorausgesetzt, dass die untere Integrationsgrenze

kleiner ist als die obere. Dariiber hinags definiert man fiir a < b:
a b a
/f(m) dx = —/f(x) dr und auBerdem /f(a:) dx = 0. (3.9)
b a a

In den folgenden beiden Satzen werden grundlegende Eigenschaften des bestimmten Integrals aufgefiihrt,
die man beim Rechnen immer wieder benutzt.

Satz 3.

f:a,b) = Rund g : [a,b] — R seien integrierbare Funktionen und es sei o € R. Dann sind auch f+g
und af auf [a,b] integrierbar und es gilt:

b

/b(f(x)—Fg(x)) dr = /f(a:) dsc—!—/bg(x) dz (3.10)

a

/baf(x) dzx = a/bf(:r) dx (3.11)

n

Beweis. Es sei Sz = > (f 4+ ¢)(&)(x; — x;—1) eine beliebige Zwischensumme fiir f + g. Es gilt:
=1

Sz =Y (f+9) &)@ — xi1)

=1

[
NE

(£(6) +9(6)) @i — ima)

1

-
Il

|
NE

(f(fi)(fﬁi —zi—1) + 9(&) (@i — xi,1))

1

.
Il
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= e @i —wia) + > g(&) (@i — wi1)
i=1 i=1
=5z +5z,

Da S’ eine Zwischensumme fiir f und S7% eine Zwischensumme fiir ¢ ist, folgt mit |Z| — O:

b b
S’Z—>/f(x) dr und Sg—>/g(x) dx

Wegen Sz = S, + S gilt fiir |Z] — 0 also Sz — ff dr + fbg dr. Man beachte, dass Sz
eine beheblge Zw1schensumme fiir f + ¢ ist und dass wir gezeigt haben Aus |Z] — 0 folgt immer
Sy — f f(z) de+ fg(a;) dz. Das bedeutet, dass f + g integrierbar ist und dass (3.10) gilt. Analog zeigt
man (;11) O ’

Satz 4.
Es sei ¢ € [a,b]. Ist f auf [a, b] integrierbar, so ist f auch auf [a, ] und [c, b] integrierbar. Es gilt:

/bf(x) dxz/cf(x) da:—i—/bf(a:) dx. (3.12)

Umgekehrt gilt auch: Ist f auf [a,c] und [c,b] integrierbar, so ist f auf [a,b] integrierbar und es gilt
(3.12).

Auf den Beweis dieses Satzes wollen wir verzichten. Wir begniigen uns damit, uns die Aussage von Satz
4 anhand einer Skizze plausibel zu machen.

a c b

Es soll bei dieser Gelegenheit noch einmal ausdriicklich auf die geometrische Bedeutung des bestimmten
Integrals hingewiesen werden, die sich aus der Definition des bestimmten Integrals ergibt.

b
Fiir a < b gibt das Integral | f(z) dz den Flicheninhalt zwischen der z-Achse, dem Graphen von f und

den Geraden x = a und x = b an, wobei Inhalte von Fliachen oberhalb der xz-Achse positiv, unterhalb
der x-Achse negativ gerechnet werden.

75



Zusatz. Die beiden Formeln (3.10) und (3.11) bleiben auch richtig, wenn b < a gilt. Ebenso bleibt
b

die Formel (3.12) fiir jede beliebige Lage von a, b und ¢ auf der Zahlengeraden richtig. [ f(z) do =
a

c b
[ f(z) dz+ [ f(z) dz gilt also beispielsweise auch fiir a < b < ¢ oder b < ¢ < a.
a c

Weitere beim Rechnen mit Integralen haufig benutzte Eigenschaften liefert der folgende Satz.

Satz 5.

Es sei a < b und die Funktionen f und g seien auf [a, b] integrierbar.

b
(a) Gilt f(z) < g(x) fiir alle x € [a, b], so folgt /f(x) do < /g(x) dx.

b
(b) Mit f(x) ist auch |f(x)| integrierbar und es gilt /f(x) dx| < / ‘f(x)’ dx.

a

b

© | [ (#@)+ 9(a)) do| < / #(@)] da + / 9(a)| do

a

Beweis.
(a) Dies folgt dhnlich wie Satz 3 aus der Definition der Integrierbarkeit.

(b) Auf den Beweis, dass | f(z)| integrierbar ist, sei verzichtet. Die Formel folgt so: Es gilt f(z) < |f(z)|
und —f(z) < |f(z)| fiir alle « € [a,b]. Nach (a) und Satz 3 folgt:

/bf( dx</’f dx und /bf(x)dx(“i”/ dx(i)/’f

Also gilt (b).
(c) Dies folgt aus (b) und Satz 3, indem die Dreiecksungleichung fiir den Betrag benutzt wird.
b b b

/(f(x)—i—g(m)) do| = /f(m) d:c+/g(x) da

a

b

/bf(m) dz| + /g(x) dz

a

b b
< [ ar+ [ o) e

Bemerkung. Das in diesem Abschnitt eingefithrte bestimmte Integral nennt man das Riemannsche
Integral.

IN

Wir schliefien eine Bemerkung zum Durchschnittswert einer Funktion auf einem Intervall [a,b] an.

Gegeben sei eine integrierbare Funktion f : [a,b] — R. In vielen Situationen mochte man den Durch-
schnittswert von f im Intervall [a,b] bestimmen. Aber wie ist dieser Durchschnittswert ¢ iiberhaupt
definiert? Orientiert man sich an der geometrischen Anschauung, so ist unmittelbar einleuchtend, dass

fiir ¢ gelten sollte:
b

cb—a)= /f(:c) dz. (*)

a
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Die Gleichung () bedeutet, wenn man sie sich anhand einer nichtnegativen Funktion klar macht: Das
Rechteck mit den Seitenldngen ¢ und b — a hat dieselbe Fliche wie das Fliachenstiick, dass durch den
Graphen von f begrenzt wird:

N

a b

Aus () erhélt man als Definition des Durchschnittswerts von f im Intervall [a,b]:

b
C:bia/f(x) dx.

Anstelle von ,,Durchschnittswert“ sagt man auch ,,Mittelwert“. Wir schlieen den Abschnitt mit dem
folgenden Satz.

Satz 6 (Mittelwertsatz der Integralrechnung).
Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig. Dann gibt es ein £ € [a, b] mit:

b
[ #@) da = )0~ o). (3.13)

Fiir den Beweis dieses Satzes verweisen wir auf die im Literaturverzeichnis aufgefithrten Standard-
lehrbiicher der Analysis.

Veranschaulichung fiir eine auf [a, b] nichtnegative Funktion f: Die Fliche unter dem Graphen von f ist
fiir ein geeignetes £ € [a, b] gleich dem Inhalt des Rechtecks mit den Seitenldngen b — a und f(£).

Y

3.3 Der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

Die Funktion f sei integrierbar auf [a,b]. Nach Satz 4 ist sie dann auch fiir jedes x € [a,b] auf dem
Intervall [a,z] integrierbar. Wir kénnen also die folgende neue Funktion F': [a,b] — R bilden:

Plz) = / (1) dt. (3.14)

Diese Funktion F(z) nennt man auch Integral von f als Funktion der oberen Grenze. Anschauliche
Deutung (fiir nichtnegatives f): F(x) gibt zwischen a und = den Flicheninhalt der Fliche unter dem
Graphen von f an.
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Klarerweise gilt F((a) =0 und F(b) = [ f(t) dt.

a

Satz 7 (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung).
Die Funktion f : [a,b] — R sei auf [a, b] stetig. Dann ist die Funktion F'(z), die durch

F(x) := /f(t) dt

definiert ist, differenzierbar auf [a,b] und es gilt:

F'(x) = f(x). (3.15)

Beweis. Zum Beweis dieses Satzes miissen wir fiir € [a,b] und fiir eine beliebige Folge (z,) mit
Xy € la,b], x, # x und z,, = x zeigen:

F(xp) —F

Flan) = F@) g, (3.16)
Tp — T

Wir wollen uns hier damit begniigen, die Beweisidee anhand des speziellen Falles vorzufiihren, dass f

nichtnegativ und monoton steigend ist und dass = < x,, fiir alle n gilt.

Tn

Da Flen)—F(@) = | £t) de—J 1) dt 2 T gty ae+ J pey at = J pey aes |y ae 2T ey ae

gilt?, ldsst sich der Zihler F(z,) — F(x) von (3.16) als Flicheninhalt veranschaulichen.

Y

Da f monoton steigend ist und da = < z,, gilt, folgt fiir diesen Flidcheninhalt (siehe auch die Zeichnung):
J(@)(@n — 7) < F(o) — F(2) < f(@n)(@n - 2).

Es folgt:
< f(zn)- (3.17)

2Man beachte den Zusatz in Abschnitt 3.2.
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Da wir f als stetig vorausgesetzt haben, folgt aus x,, — x, dass f(xz,) — f(z) gilt. Also gilt wegen (3.17)
Plen)=P@) _, ¢(z), was zu zeigen war. O

Ty —T
Der Fundamentalsatz® stellt die Verbindung zwischen Differential- und Integralrechnung her. Wir werden
b

ihn in erster Linie dazu benutzen, bestimmte Integrale f f(x) dx zu berechnen.
a

Definition.

Gegeben sei eine Funktion f : X — R (fir X C R). Ist F' : X — R eine auf X differenzierbare
Funktion, fiir die F'(z) = f(z) fiir alle 2 € X gilt, so nennt man F eine Stammfunktion von f.

Wir koénnen den Fundamentalsatz also auch so formulieren:

Ist f: [a,b] — R stetig, so ist die Funktion F(z) = [ f(¢) dt eine Stammfunktion von f.
a

Satz 8.

Sind F; und F5 im Intervall I Stammfunktionen von f, so unterscheiden sich F; und F» nur um eine
additive Konstante, d.h., es gibt eine Konstante ¢ € R, so dass fiir alle x € I gilt:

Fi(x) = Fy(z) + ¢

Beweis. Da F} und F; differenzierbar sind, ist auch F; — Fy differenzierbar und es gilt fiir alle x:
(F1 — F») () = Fi(2) — F3(z) = f(z) — f(z) = 0.

Die Ableitung der Funktion F; — F; ist also iiberall gleich Null. Folglich* muss F; — F» eine konstante
Funktion sein, d.h.:

(Fl — Fg)(aﬁ) = Fl(l') — FQ(.T) = C.
Es folgt Satz 8. O

Als wichtige Folgerung aus dem Fundamentalsatz erhalten wir den folgenden Satz®.

Satz 9.

Die Funktion f sei stetig in [a,b] und F sei irgendeine Stammfunktion zu f. Dann gilt:

b
/f(x) dx = F(b) — F(a). (3.18)

x
Beweis. Aus dem Fundamentalsatz wissen wir, dass die Funktion [ f(¢) d¢ eine Stammfunktion von f

ist. Ist also F'(z) irgendeine Stammfunktion von f, so muss nach Satz 8 gelten (fiir ein ¢ € R):
F(x) = /f(t) dt + c. (3.19)
Aus (3.19) ergibt sich:

b a b
F(b)—F(a):/f(t) dt +c— /f(t) dt +c :/f(t) dt. O

3Statt Fundamentalsatz sagt man auch Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

“Siehe Satz 14, Abschnitt 2.4.

50ft wird auch diese Folgerung als Fundamental- oder Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung be-
zeichnet.
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3.4 Berechnung von Integralen

Durch Satz 9 haben wir eine Methode gewonnen, um ein bestimmtes Integral

b
/ f(z) dz

zu berechnen (fiir stetiges f): Man beschaffe sich eine Stammfunktion F', berechne F'(a) und F'(b) und
bilde F(b) — F(a).

Wir werden auf das Problem gefiihrt, zu einer gegebenen stetigen Funktion f eine Stammfunktion F
zu ermitteln. Wihrend das Ableiten einer Funktion i.A. unproblematisch ist, kann das Auffinden einer
Stammfunktion gréfite Schwierigkeiten bereiten. Bevor wir uns mit etwas schwierigeren Féllen ausein-
andersetzen, wollen wir zunéchst einfache Beispiele betrachten, in denen Satz 9 zur Berechnung von
bestimmten Integralen eingesetzt wird.

Beispiele:

1. Es soll die Fliche berechnet werden, die von der Parabel f(z) = 22, der x-Achse und der Geraden
x = 1 eingeschlossen wird (siehe Beispiel in Abschnitt 3.1): Eine Stammfunktion von f(z) = 22 ist
F(z) = 2. Folglich gilt:

2. Es soll die Flache zwischen der Sinuskurve und der z-Achse zwischen 0 und 7 berechnet werden.

Fine Stammfunktion von sinz ist — cos x. Folglich gilt:
/sinx dx = —cosm — (—cos0) = 2.
0

3. Analog:
27

/sinx dx = —cos2m — (—cos0) = 0.
0

4. Es soll die Fliche zwischen dem Graphen von f(x) = %, der z-Achse sowie den Geraden z = 1 und
x = 2 berechnet werden.
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Eine Stammfunktion von f(z) = < ist Inx. Folglich gilt:

2
/l dr =1n2 —In1 ~ 0.693.
X
1

Zwei Schreibweisen.

b
1. Ist F(z) eine Stammfunktion der stetigen Funktion f(z) und ist | f(z) dx zu berechnen, so schreiben

6

wir’: ,
/ F@) do = [F(x)]: — F(b) - Fla).
3 3
Beispiel. /3373 dx = [ix‘l] = Z 3t - Z (=)t = Z (3" — 4% = —131.25.
—4

4
2. Ist F eine Stammfunktion von f, so wird F auch unbestimmtes Integral genannt und mit [ f(z) da

bezeichnet. Ublich ist folgende Schreibweise: [ f(x) do = F(z). Dies ist keine Gleichung im iiblichen
Sinne, sondern nur eine kompakte Schreibweise fiir die Aussage: ,, F ist eine Stammfunktion von f.“

Beispiele:

° /sinz dx = —cosx

1
° /a:5dx:6x6

b
Wie wir gesehen haben, ist es zur praktischen Berechnung eines Integrals [ f(z) dx wichtig, eine Stamm-

a
funktion F' von f zu kennen. Die folgende Tabelle gibt die Stammfunktionen einiger elementarer Funk-
tionen an. (Durch Ableiten von F' lisst sich deren Richtigkeit nachpriifen.)

Funktion f Stammfunktion F
1
" (fir r e Ryr # —1 't
( 7 ) r+1
1
- In |x|
T
! t
arctan
1+ 22
1 .
e arcsin x
V1—22
e’ er
sin x —Ccosx
cosT sinx
5 =1+tan’x tanx
cos? x
— =1+cot’x —cotx
sin“ x

b b b
6 [F(z)] ist eine abkiirzende Schreibweise fiir F'(b) — F'(a). Statt [F(z)] schreibt man hiufig auch F(x)
“ b b “ r=b x=b “
Gebriuchlich sind auch die Schreibweisen [F(:c)] und F(z) sowie [F(ac)] und F(z)

81



Bemerkung zur zweiten Zeile der obigen Tabelle.

Die Funktion f(z) = In|z| ist fir alle z € R mit # # 0 definiert. Priifen wir nach, ob in der Tat
(In|z]) = L fiir alle z # 0 gilt:

1. Fall: © > 0
Dann gilt In|z| = Inz. Man erhélt also (siehe Satz 11, Abschnitt 2.3.3):

(ln|x|)l = (lna:)/ = %

2. Fall: x <0
Dann gilt In|z| = In (—z). Man erhélt unter Verwendung der Kettenregel:

(ln|x|>l _ (ln(—x))/ -1 y=1

Damit haben wir die Richtigkeit der Formel (ln |x\) = in beiden Fillen bestétigt. Empfehlung: Fertigen
Sie eine Skizze der fiir alle z € R\{0} definierten Funktion f(z) =1Inlz| an.

Tabellen, in denen man Stammfunktionen nachschlagen kann, findet man beispielsweise in folgendem
Buch:

e J. N. Bronstein, K. A. Semendjajew. G. Musiol, H. Miihlig: Taschenbuch der Mathematik, Frank-
furt (Main), 2000.

In zahlreichen anderen Biichern finden sich ebenfalls Tabellen der wichtigen Grundintegrale.

b
Hat man ein bestimmtes Integral [ f(z) dz zu berechnen, so steht man vor der Aufgabe, eine Stamm-

a
funktion F'(z) von f(z) zu finden; ist diese Aufgabe gelost, kann man das bestimmte Integral sofort
ausrechnen, indem man die Grenzen a und b einsetzt:

b
/f(x) dx = F(b) — F(a).

b
Anders gesagt: Die Aufgabe, das bestimmte Integral [ f(x) da zu berechnen, ist im Wesentlichen erledigt,

wenn es einem gelingt, das unbestimmte Integral

/ f(z) do

zu ermitteln. Wir beschéftigen uns daher im Folgenden meist mit der Berechnung unbestimmter Integrale.

Zwei haufig benutzte Methoden zur Integration sind partielle Integration und Integration durch Substi-
tution. Bevor wir diese im Folgenden besprechen, halten wir zunéchst drei grundlegende Rechenregeln
fiir unbestimmte Integrale fest:

O [ (f@) +9@) do = [ fia) dz+ [ gla) da
W [ (f@) - 9@)) do = [ f(a) dz - [ g(a) da
(1) / ¢ f(@) do=c / (@) do
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Diese Regeln sind nichts weiter als Umkehrungen der entsprechenden Ableitungsregeln:
O F+9) =f+d

an (f-g9)=f-¢

MI) (c-f) =c-f
In Worten ausgedriickt besagt beispielsweise die Integrationsregel (I): Man erhilt eine Stammfunktion
von f + g, indem man eine Stammfunktion von f und eine Stammfunktion von g addiert.

li

Auch die Produktregel (f-¢g) = f'-g+ f- ¢’ und die Kettenregel [f (g(a:))} = f'(9(z)) - ¢'(x) kann man

durch Umkehrung in Integrationsregeln verwandeln, was zu den bereits erwéhnten Regeln der partiellen
Integration und zur Substitutionsregel fiihrt.

3.4.1 Partielle Integration

Satz 10 (Partielle Integration).

Die Funktionen f und g seien differenzierbar mit (auf einem Intervall) stetigen Ableitungen f’ und ¢'.
Dann gilt:

/f’(x)g(fc) dr = f(z)g(x) — /f(l‘)g’(w) dz. (3.20)

Beweis. Es wird in (3.20) behauptet, dass f(z)g(z) — [ f(z)¢'(x) dz eine Stammfunktion von f’(z)g(z)
ist. Durch Differenzieren iiberzeugt man sich leicht von der Richtigkeit dieser Behauptung. Die Ableitung
von

f@(@) - [ f@)g'(z) da
ist nach der Produktregel namlich gerade

f(@)g(x) + f(2)g'(z) = f(x)g'(x) = f'(z)g(x). D

Beispiel. /33 - cosx dx ist zu berechnen.

Der Term cosz wird durch Ubergang zur Stammfunktion nicht komplizierter, der Term z wird durch
Ableiten einfacher. Daher ldsst sich partielle Integration erfolgreich einsetzen, wenn man f/(z) = cosx
und g(z) = z setzt. Dann ist f(z) = sinz und ¢’(x) = 1. Nach der Regel der partiellen Integration ergibt

sich somit
/a:-cosxda:::usinxf/sinm dx
=z -sinx — (—cosx)
=x-sinx +cosx
Probe:

. / . .
(z-sinz+cosz) =1-sinx+x-cosz —sinx

=X -COST

Bei der partiellen Integration wird die Aufgabe, f’-g zu integrieren, im Wesentlichen durch die Aufgabe,
f - ¢’ zu integrieren, ersetzt, was (wie im obigen Beispiel) vorteilhaft sein kann, wenn f - ¢’ ein weniger
komplizierter Ausdruck als f’ - g ist.
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Weitere Beispiele:

1. Es soll / e 22 dx berechnet werden.

/e”m2 dx (8.20) z2e® — /237630 dx
z2e® — 2/3669” dx
(5:20) x%e® — 2 <xe$ - /em d:r)

= 22e® — 2xe® + 26

= e’""(:zc2 —2$+2)

Probe:
!
(ez(z2 — 2z + 2)) =e” <2x - 2) +ée” (:c2 — 2z + 2)
261'

X

2. Es soll / Inz dz berechnet werden.

Hier hilft ein kleiner Trick: Statt Inx schreibt man 1-Inz und wihlt f/(z) = 1 und g(z) = Inz. Es

folgt:
/lnxdx = /l-lnmda:

3. 1
(a:zo) xlnx—/x~f dx
x

= rlnx —x
= z(nz-1)

Machen Sie die Probe!

Wir erwéhnen abschlieflend, dass die partielle Integration héufig auch Produktintegration genannt wird.

3.4.2 Integration durch Substitution

Wir beginnen mit einem besonders einfachen Fall. Es soll ein Integral der folgenden Art berechnet werden,
wobei vorausgesetzt wird, dass f stetig und ¢ differenzierbar mit stetiger Ableitung ¢’ ist:

[ #(o@) @) da.

Der Integrand hat also eine besondere Bauart: Es werden zwei Funktionen nacheinander ausgefiihrt, was
zum Term f(g(z)) fithrt. AuBerdem wird dieser Term mit der Ableitung ¢'(z) der inneren Funktion g
multipliziert.

Liegt ein Integrand dieser speziellen Bauart vor und ist F' eine Stammfunktion von f, so gilt die folgende
Regel, die eine Umkehrung der Kettenregel ist:

[ #(o@) () dz = P (g(a)). (3:21)

Probe: Anwendung der Kettenregel ergibt:
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Beispiele:
1. Es soll /3sin (3x + 1) dzx berechnet werden.

Der Integrand hat offenbar die spezielle Bauart f(g(x)) - ¢'(z). Es folgt:

/3sin Bz +1) de = —cos (3z + 1).

2. Es soll / cos (3xz + 1) dx berechnet werden.

Hier hat der Integrand nicht die verlangte spezielle Bauart. Durch eine leichte Umformung lésst sich
jedoch die Bauart f(g(x)) - ¢'(z) herstellen und das Integral berechnen:

1
/cos(?;erl) dzx = 5/3005(3x+1) dz

1
= gsin(Ba:—i- 1)

3. Es soll / 2736 dx berechnet werden.
2 +5

Auch in diesem Beispiel hat der Integrand die spezielle Bauart f (g(:r)) -¢'(x), was man erkennt, wenn
man g(z) = 2? + 5 und f(z) = 1 wihlt. Es folgt:

2

Machen Sie die Probe!

Im letzten Beispiel hatte der Integrand die Form gg/((f)), d.h, im Zdhler stand die Ableitung des Nenners.

Analog zu diesem Beispiel gilt:

/ ‘(;/((xx)) dx =1In ‘g(x)‘ (3.22)

Bestétigen Sie diese Integrationsregel, indem Sie die Probe machen!

Die Regel(3.22) ist ein hiufig auftretender Spezialfall der Regel (3.21). Zum Einiiben des Umgangs mit
der Regel (3.22) berechne man die folgenden Integrale und mache jeweils die Probe:

0 [
(i) [ 5 do
w 22
(iv) / tanz dz

Bei der zuvor besprochenen Regel (3.21) handelt es sich um eine Formel, die eng verwandt mit der Sub-
stitutionsregel ist. Bei der nun zu besprechenden Substitutionsregel geht es um Folgendes: Zu berechnen
ist das Integral [ f(z) dz. In manchen Féllen gelingt das, indem man eine Ersetzung vornimmt (substi-
tuieren bedeutet ersetzen bzw. einsetzen): Man setzt = ¢(¢), d.h., man ersetzt = durch eine Funktion
g(t), wobeil man einen neuen Buchstaben fiir die Integrationsvariable wihlt (hier ¢ statt ). Das ist aber
noch nicht alles. Auch das Symbol dx muss ersetzt werden. Wir werden sehen, dass dz = ¢'(t) dt die
richtige Ersetzung ist. Hat man die Funktion g(¢) geeignet gewiihlt (Darauf kommt es an!), so kann man
das Integral berechnen, das nun wie folgt lautet:

[ #(s0) g0 a.
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Zum Schluss muss man dann im Ergebnis noch eine Resubstitution vornehmen, d.h., man muss die
Variable ¢ wieder ersetzen, ndmlich durch g=!(z).

Im folgenden Satz wird all dies zusammengefasst und es werden die genauen Voraussetzungen genannt,
unter denen die Vorgehensweise korrekt ist.

Satz 11 (Substitutionsregel).

Es sei f eine auf dem Intervall I stetige Funktion und es soll dort [ f(z) dz berechnet werden. Fiir
ein Intervall I" sei g : I’ — I eine bijektive Funktion mit stetiger Ableitung. Dann ldsst sich [ f(z) dx
berechnen, indem man

L [ f(g@®)-g'(t) dt ermittelt;
2. im Ergebnis t = g~ (x) substituiert (, Resubstitution®).
FormelméBig driickt man dies hiufig auch durch die folgende Schreibweise aus:

[ ae= [ 1(s0) 50 ] (3.23)

t=g~' (@)

Beweis. Es sei [ f(g(t))-¢/(t) dt = H(t).

Mit anderen Worten: H(t) sei irgendeine Stammfunktion von f(g(t)) - ¢’(¢). In (3.23) wird behauptet,
dass H(g~*(x)) eine Stammfunktion von f(z) ist. Dies folgt so: Ist F(x) eine Stammfunktion von f(z),
so ist nach der Kettenregel F'(g(t)) eine Stammfunktion von f(g(t)) - ¢'(t). Da sowohl H(t) als auch
F(g(t)) eine Stammfunktion von f(g(t)) - ¢'(t) ist, gilt nach Satz 8:

H(t) = F(g(t)) +ec.

Es folgt:
H(g '(z)) = F(z) +c.

H(g~!(z)) ist also (wie behauptet) eine Stammfunktion von f(z). O

Wir erldutern den Satz an einem Beispiel. Es sei f(z) = eV?. Die Funktion f ist auf dem Intervall
I = [0,00) definiert und es soll dort [ f(z) dz = [ eV® dx berechnet werden. Um die Substitutionsregel
anwenden zu konnen, ist eine bijektive Funktion g : I’ — I zu wihlen. Wir wihlen g(t) = * mit

I' = [0,00) und setzen x = g(t) = t>. Es gilt ¢'(t) = 2t und f(g(t)) = eV = et sowie t = g~ (2) = /7.
Nach der Substitutionsregel erhalten wir:

/eﬁdx:[/et-%dt] .
t=yz

Es gilt:

/et-2tdt = 2/et~tdt
© 2 (et~t—/et dt)
2(et -t — et)
2 (1 1)
An der Stelle (*) wurde partielle Integration verwendet. Nach der Resubstitution erhélt man:

/e\/5 dx = 26\/5(\/5— 1).
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Machen Sie die Probe fiir # > 0, indem Sie die erhaltene Funktion 2eV#(/z — 1) ableiten!

In Rechnungen ldsst man auch hiufig die eckigen Klammern weg. Man darf natiirlich nicht

[' : ']t:g*l(x)
vergessen, dass am Ende trotzdem die Resubstitution ¢ = g=!(z) durchzufiihren ist!

Wir haben bisher die Substitutionsregel eher aus dem Blickwinkel der Theorie besprochen. In der Praxis
verwendet man die Substitutionsregel auf eine etwas andere Art, die inhaltlich gleichwertig ist, aber an-
dere Schreibweisen benutzt. Vorteil: Dies ermdglicht eine flexiblere Handhabung der Substitutionsregel.
In diesem Zusammenhang sei auf die folgende Notation fiir Ableitungen hingewiesen: Ist eine Funktion
x = g(t) gegeben, so schreibt man anstelle von ¢'(t) auch ‘fi—f. (Man nennt dies die ,,Leibnizsche Schreib-
weise®; diese wird im nachfolgenden Beispiel noch ausfiihrlich erklirt werden.) Ist nun f f(z) dx das
Integral, das unter Verwendung der Substitutionsregel zu bestimmen ist, so geht man in zwei Schritten
vor:

1. Man schreibt auf, welche Funktion gleich ¢ sein soll. In unserem Beispiel schreibt man also t = /z.
Allgemein wiirde man (mit den obigen Bezeichnungen) t = g~!(z) aufschreiben.

2. Im zweiten Schritt ermittelt man, wodurch dx zu ersetzen ist. Hierzu l6st man zunéchst die Glei-
chung ¢t = g~ !(x) nach z auf und erhilt z = g(t). Danach leitet man die Funktion g(¢) ab und
erhélt unter Benutzung der Leibnizschen Schreibweise:

dx ,

— =4 ).

=9t

Rechnet man mit den Symbolen dz und dt so, als seien sie Zahlen, so erhélt man:

dr = g'(t) dt.

Man nennt diese Vorgehensweise formales Rechnen mit dr und dt. Die erhaltene Gleichung gibt
an, wodurch dx zu ersetzen ist.

Kurze Zusammenfassung.
1. Man legt fest, was t sein soll: im Beispiel t = y/z bzw. allgemein t = g~ *(x).

2. Man ,rechnet“:

d
t=glz) = z=gt) = d—fzg’(t) —  dr=g(t) dt
Beispiel:
t=vz = z=t! = Z—f:% —  dx =2t dt.

Hiufig wird anstelle von 2) auch ein abgekiirztes Verfahren verwendet, das auf der Umkehrregel basiert:
Die Abkiirzung besteht darin, dass man die Gleichung ¢ = g~!(z) gar nicht erst nach x auflost, sondern
stattdessen gleich ableitet. Genauer: Man leitet die Funktion ¢ = g~!(x) nach der Variablen x ab. Wir
demonstrieren dies anhand unseres Beispiels:

dt 1 1
Ve dr 2z 2t v
Wir erldutern nun alles noch einmal ausfithrlich anhand eines weiteren Beispiels.

Beispiel. Das Integral [ eV37+1l dgx soll mithilfe der Substitutionsregel so umgeformt werden, dass wir
in der Lage sind, es zu 16sen. Dies geschieht in zwei Schritten.

1. Schritt: Man setzt t = /3x + 1.

In diesem Schritt ist nichts weiter geschehen, als dass man festgelegt hat, dass der relativ komplizierte
(und deshalb stérende) Ausdruck +/3z + 1 durch ¢ ersetzt werden soll.
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Im zweiten Schritt muss nun noch dx ersetzt werden, aber natiirlich nicht irgendwie, sondern die Erset-
zung von dx muss geméfl der Substitutionsregel erfolgen. In unserem Beispiel wird sich herausstellen,
dass die richtige Ersetzung

dr = gt dt
3

ist. Es stellt sich die Frage, wie man darauf kommt. Oder, etwas anders gefragt:
Wie findet man die richtige Ersetzung von dx?

Weiter unten im Schritt 2 werden wir rezeptartig angeben, wie man die richtige Ersetzung von dx findet.
Der folgende Einschub bereitet dies vor.

Einschub.

Es liege eine Funktion in Form einer Gleichung vor, beispielsweise (fiir z,y € R):
y=a%+1. (3.24)

Um zum Ausdruck zu bringen, dass y abhiingig von x ist, kann man auch y(z) anstelle von y schreiben.
In dieser Schreibweise ist y = y(z) eine Funktion, die man ableiten kann:

y'(z) = 2. (3.25)

Wie Sie vermutlich wissen, sagt man: Die Funktion y wird nach x abgeleitet.
Fiir die Ableitung einer Funktion gibt es etliche Schreibweisen. NEWTON (1643 - 1727) benutzte
beispielsweise die Schreibweise g(x), die heutzutage in der Physik noch vielfach verwendet wird. Auf
LEIBNIZ (1646 - 1716) geht die Schreibweise % (lies: dy nach dzx) zuriick, die besonders praktisch ist,
beispielsweise im Zusammenhang mit der Substitutionsregel. Benutzt man die Leibnizsche Schreibwei-
se, so geht (3.25) tiber in:
dy
doe
Das Symbol Z—'Z ist also nur eine andere Schreibweise fiir die Ableitung ¢’ (x) und die Sprechweise ,,dy
nach dx“ spiegelt wider, dass die Funktion y nach x abgeleitet wird.

2.

Alles in diesem Einschub Gesagte gilt natiirlich ganz entsprechend, wenn man anstelle von y und x andere
Buchstaben benutzt; liegt beispielsweise die Gleichung

r=t4+2-5

vor, so ist = z(t) eine Funktion, die man nach ¢ ableiten kann und man erhélt:

dz

— =3t +2.

dt +
Zuriick zur Aufgabe, das Integral / eV3 1 dx zu bestimmen. Den 1. Schritt haben wir bereits oben
beschrieben.
2. Schritt: Ersetzen von dx

Man 16st zunéchst die Gleichung t = v/3z + 1 nach z auf und erhélt x = %tz - % Ableiten nach ¢ ergibt:

dz _ 2,
dt 37

Man rechnet jetzt mit den Symbolen dz und dt so, als wéren es Zahlen (,,formales Rechnen®) und erhalt:

2
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Nun weifl man, wodurch dz zu ersetzen ist; man erhélt:

2 2
/emdx:/etgtdt:§/ettdt.

Das Integral f e't dt kann man leicht durch partielle Integration 16sen:

/&tﬁ:e%—/&dt

=elt—éf

=e'(t-1)

/Q%dt
3g(t71>

Resubstitution %e\/W(m _ ]_)

Es folgt:

/ e\/3w+1 dx

Do Wl o

Empfehlung: Machen Sie die Probe!

Wie bereits erwiahnt, verwendet man im 2. Schritt hiufig auch eine abgekiirzte Variante, die auf der
Umkehrregel basiert.

Abgekiirztes Verfahren.
1. Schritt: Man setzt t = /3z + 1.
2. Schritt: Ersetzen von dx (abgekirzte Variante).

Man 16st die Gleichung ¢ = +/3z + 1 gar nicht erst nach z auf, sondern man leitet gleich ab (nimlich

nach z); man erhélt:
it 3

dr~ 23z +1

Durch formales Rechnen folgt:
dx::§V3x4—1dt§3§tdt

Danach geht es weiter wie zuvor:

WV 2 Kok
/e 3z+1 d$=§/ettdt(:)....

Wichtig: Damit es an der mit (**) gekennzeichneten Stelle wirklich weiter geht, muss man darauf achten,
dass im Integranden die Variable x nicht mehr vorkommt, sondern nur noch ¢. In der obigen Rechnung
wurde an der Stelle (*) dafiir gesorgt. Auch beim nicht abgekiirzten Verfahren muss auf Entsprechendes
geachtet werden.

Abschlielend stellen wir die besprochenen Regeln zur Berechnung von Stammfunktionen noch einmal in
Kurzform zusammen.
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Allgemeine Integrationsregeln.

O [ (1@ +9) do= [ @) do+ [ (o) do
W [ (1)~ 9t0)) dz = [ @) do~ [ (o) do

(I11) /c f(z) dx = c/f(a:) dx

(Iv) /f’(x)g(m) dx = f(x)g(z) — /f(x)g’(x) dx  (Regel der partiellen Integration)
(V) /f(g(a:))g’(x) dx = F(g(sc)) (fiir jede Stammfunktion F von f)

(VI) / i;((f; dx =In |g(z)] (Spezialfall von (V))

(VII) /f(m) dx = [/f(g(t))g’(t) dt} S (Substitutionsregel)

3.4.3 Weitere Beispiele zur Substitutionsregel

Wir wollen die Anwendung der Substitutionsregel anhand zusétzlicher Beispiele studieren.

Beispiel 1. Zu berechnen sei z2eV® d.

Wir setzen t = /z. Man erhilt » = 2, ’Zl—f = 2t und folglich dx = 2t dt. Nimmt man in unserem
Integranden die Ersetzungen /x = ¢ und dx = 2¢ dt vor, so erhélt man:

x%eﬁ dr = /x%et% dt.

Damit ist der Ersetzungsprozess aber noch nicht abgeschlossen, denn die Variable x darf ja nicht mehr
1 3
vorkommen. Aus t = \/z = 27 erhilt man x2 = t3, also:

x%eﬁ dr = /x%etZt dt = 2/t4et dt.

Das rechtsstehende Integral kann (mit etwas Rechenaufwand) ohne Weiteres ausgerechnet werden. (Nam-
lich wie?) Am Schluss hat man dann noch die Resubstitution vorzunehmen. (Die Details seien dem Leser
iiberlassen.)

£+2 a1
—— e dx.
vr+1

Beispiel 2. Zu berechnen sei /sin (\/5) dx.

Zur Ubung: Berechnen Sie

Wir setzen t = /z. Es ergibt sich x = ¢2, ‘é—f = 2t sowie dx = 2t dt. Also:

/Sin(\/E) d:v:/sintoQt dt:2/t~sint dt.
Das Integral / t-sint dt erledigt man mit partieller Integration:

/t~sint dt:t-(—cost)—/—costdt

= —t-cost+sint
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Es folgt (Resubstitution):

/sin (V) do = Q(Sin (V&) =z - cos (\/5))

Beispiel 3. Zu berechnen sei /sin (Inz) dx.

Wir setzen t = Inz. Es ergibt sich z = €f, % = e* und dz = e* dt. Also:

/Sin(lnx) dz:/sintwﬂt dt

Dieses Integral lasst sich mit zweifacher partieller Integration erledigen, namlich so:

/Sint-et dt:sint-et—/cost-et dt

=gint- et — (cost-et—i-/sint-et dt)
/sint~et dt =

Es folgt:

<sint el — cost - et)

N = N =

et (sin t — cos t)

Der , Trick“ dieser zweifachen partiellen Integration besteht darin, dass auf der rechten Seite nach zwei-
maliger Anwendung der partiellen Integration das zu berechnende Integral / sint - e! dt wieder auftaucht
(und zwar mit negativem Vorzeichen), wodurch man die Gleichung nach [sint - e’ dt auflosen kann.

Es folgt nach Resubstitution (¢ = Inz):
1
/ sin (lnz) de = 2% (sin (Inz) — cos (In x)) .

Machen Sie die Probe!

Bei Integranden, die aus sinx und cosx zusammengesetzt sind, kann man hiufig mit Erfolg eine der

Substitutionen ¢ = tan z bzw. ¢t = tan (%) anwenden. Wir illustrieren dies anhand des folgenden Beispiels.

Beispiel 4. Zu berechnen sei” / T d.
cost x
Wegen @ =1+ tan®x gilt:
1 5 \2
/ 1 dxz/(l—i—tan x) dx.
costx
Wir substituieren ¢ = tan z. Es ergibt sich x = arctant, % = H% und somit dx = ﬁ dt. Es folgt

2 r 2 1
/ (1 + tan? a:) dr = / (1 + t2> 5 dt}
L 1 +t t=tanx

- /<1+t2) dt}

[ 1
= |t+ t3]
3 t=tanx

t=tanx

1 3
=tanzx + gtan x

1 dx .
“Statt /74 dz kann man auch /74 schreiben.
costx costx
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Also gilt:

1 1 3
7 dr = tanx + — tan’ x.
cos* x 3

Beispiel 5. Zu berechnen sei / arcsinz dx.

Substitution: ¢ = arcsinz. Es folgt = sint sowie dx = cost dt. Also gilt:

/arcsina: dr = /t -cost dt.

Das Integral / t - cost dt behandelt man mit partieller Integration und findet:

/t-costdt:t-sint—/sintdt

=1t-sint + cost
=t-sint+ V1 —sin’t
Es folgt durch Einsetzen von t = arcsin x:
/arcsinx dx =z -arcsinz + /1 — 22.

Ebenso wie in Beispiel 5 kann man allgemein in folgender Situation vorgehen: Fiir eine injektive Funktion
[ mit stetiger Ableitung sei [ f(z) dx bekannt. Gesucht ist [ f~!(x) dz.

Losung. Man substituiert ¢t = f~(z); also z = f(t), % = f'(t) und dz = f'(t) dt. Es folgt:

/f*l(x) dx = [/tf’(t) dt} A

/ tf'(t) dt 16st man mit partieller Integration:

/t-f’(t) dt =t f(t) — /f(t) dt.

Man beachte, dass wir oben [ f(t) dt als bekannt angenommen haben; es sei etwa [ f(¢) dt = F(t).
Insgesamt ergibt sich also (nach Einsetzen von ¢ = f~1(z)):

/f—l(x) dr = [~ (@) - F(/7 (@), (3.26)

Besonders einfache Substitutionen sind lineare Substitutionen, d.h. Substitutionen vom Typ ¢t = az + b.
Hierzu ein Beispiel.

Beispiel 6. Zu berechnen sei /cos (3x + 1) dx.

Wir hatten dieses Integral bereits in Abschnitt 3.4.2 durch Anwendung von Regel (3.21) berechnet.
Alternativ wére es auch mit der linearen Substitution ¢ = 3x + 1 gegangen. Aus ¢t = 3x + 1 erhélt man
dr = % dt. Es folgt:

1
/cos(3x+1) dx:/gcostdt
:gsint
1.
:§sm(3x+1)
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Wir haben gesehen, dass Substitution (eventuell mit anschliefender partieller Integration) in gewissen
Fallen weiterhelfen kann - haufig hilft dieses Verfahren aber leider auch nicht. Damit nicht der (falsche)
Eindruck entsteht, Substitution mit anschliefender partieller Integration sei ein ,, Allheilmittel “, betrach-
ten wir noch das folgende Beispiel.

Beispiel 7. Zu berechnen sei /612 dx.

dz 1 _ 1 .
t, G = Vi und dx = Vi dt. Es folgt:

2 1
T dr = b — dt.
/e T /e W

Mit partieller Integration kommt man hier nicht weiter. (Es konnte nicht klappen, da man beweisen
kann, dass das vorliegende Integral ,,nicht elementar integrierbar“ ist (vgl. auch Abschnitt 3.6)).

Als einen Spezialfall der Regel (V) haben wir die Regel

/i’/((;)) dx = ln‘g(x)‘

Wir versuchen die Substitution ¢ = 22 und erhalten x =

erhalten (vgl. Ubersicht am Ende von Abschnitt 3.4.2). Tm nichsten Beispiel betrachten wir das folgende
Integral:

[o@)- (@) s

Wir werden sehen, dass auch hier ein Spezialfall von (V) vorliegt.
Beispiel 8. Integriert werden soll ein Produkt g(z) - ¢'(x).

Beispiele hierfiir sind:

. Inz 1 arctan x
sinz - cos z, — =lnz- - oder ——— =arctanz- — .
T T ¢ +1 = +1

Ldsung. Man wéhlt f als die identische Abbildung (d.h. f(x) = z) und wendet (V) an:

[ (o) @) do = F(g(a)).

Da F(z) = 122 gilt, haben wir also folgende Formel erhalten (die man leicht durch Ableiten bestétigt):

[ota)g'@) do= 5 (o6a)) " (3.27)

Von der Regel der partiellen Integration und der Substitutionsregel gibt es auch Varianten fir bestimmte
Integrale, auf die hier noch kurz eingegangen werden soll.

Satz 10’ (Partielle Integration fiir bestimmte Integrale).

f und g seien differenzierbar mit stetigen Ableitungen f’ und ¢’ (auf [a, b]). Dann gilt:
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Beweis. Dies ergibt sich aus der Produktregel fiir Ableitungen. Es gilt:
(f - 9)(z) = f'(z) - g(x) + f(z) - g ()

b b
— [ 9@~ [(£@ g0)+i@) g@)
— [ 1@ g@) ot [ 10)-(a) ds

Auflerdem gilt:
Also insgesamt;:

Daraus folgt Satz 10°. O

™
Beispiel 9. Zu berechnen sei /x -cosx dz.
0

™
Hat man das bestimmte Integral [« - cosz dx zu berechnen, gibt es 2 Mdglichkeiten.
0

(i) Man bestimmt zunéchst eine Stammfunktion mithilfe von Satz 10. Das hatten wir in Anschluss an
Satz 10 bereits durchgefiihrt, wobei wir

/x~cosx dr =z -sinx + cosx

gefunden hatten. Anschliefendes Einsetzen der Grenzen ergibt:

T
T
r-cosx dr = [x-31nx+cosm
0

=7 -sinm + cosm — (0-sin 0 + cos0)
—0-1—(0+1)
=-2

(ii) Die zweite Moglichkeit ist, anstelle von Satz 10 den Satz 10’ zu verwenden, was im Wesentlichen
auf dieselbe Rechnung hinauslauft:

s ™

T
/m~cosx dr = [w~sin;v} —/sinac dx
0

0 0
= [m~sinxr — [—Cosa:}7r
0 0
=qm-sinm—0-sin0+ cosm™ — cos 0
=0—-0-1-1
=-2
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Satz 11’ (Substitutionsregel fiir bestimmte Integrale).

Es sei g : [a,b] — R differenzierbar und ¢’ sei auf [a, b] stetig; f sei auf dem Bild g ([a, b]) von g definiert
und stetig. Dann gilt:

b g(b)
[#(o0)-g@ = [ 1o s (3.28)
a g(a)

Beweis. Dies ergibt sich direkt aus der Kettenregel. Ist ndmlich F auf g([a,b]) eine Stammfunktion von
f, soist F(g(t)) nach der Kettenregel eine Stammfunktion von f(g(t)) - ¢'(t). Es folgt:

und
g(b)
[ 1w dr=[F@)]"" = P(s0) - Fs@). ©
g(a)

Man kann die Regel (3.28) ,von links nach rechts“ sowie ,von rechts nach links“ anwenden. Die An-
wendung ,,von links nach rechts* unterscheidet sich nur unwesentlich von der Verwendung der Regel
(3.21) fiir unbestimmte Integrale, weshalb wir nicht néher darauf eingehen wollen. Wir beschreiben im
Folgenden die Anwendung ,,von rechts nach links*“ anhand eines Beispiels.

3

Beispiel 10. Zu berechnen sei /ev‘m+1 dx.

2
Analog zu Beispiel 9 hat man auch hier 2 Moglichkeiten:

(i) Man geht wie bisher vor und berechnet zunéichst [ eV4**! dz mit der Substitutionsregel fiir unbe-
stimmte Integrale (Satz 11). Man erhélt ¢ = 4z + 1, x = 3t* — 1, fl—f = L und dx = it dt. Es folgt
unter Verwendung von partieller Integration:

1
/ev4x+1 dr = /et-§tdt

1

= §/et-tdt
1

= 3¢(t-1)

¥ 1
2 e I (VIp 1)

An der Stelle (*) wurde resubstituiert. (Man hat jetzt Gelegenheit, durch Ableiten eine Probe zu
machen!) Einsetzen der Grenzen in die erhaltene Stammfunktion ergibt

3 3
/ev‘*w“ dx = Bem“ (\/4x +1-— 1)}
2

= % (e\/ﬁ<\/ﬁ_ 1) — 263)

~ 27.86
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(ii) Man verwendet Satz 11, wobei die Substitution ¢ = v/4z +1, dz = 3t dt dieselbe ist wie bei
Mboglichkeit (i). Es folgt nach Satz 11°, indem man (3.28) von rechts nach links anwendet:

3 V13 .
/e““”rl dx = /et~§tdt
2 3

Die neuen Grenzen 3 und /13 ergeben sich durch Einsetzen der alten Grenzen 2 und 3 in die
Substitutionsgleichung ¢t = v/4x + 1:

e Fir z = 2 erhélt man ¢t = 3.
e Fiir x = 3 erhilt man ¢t = v/13.

Unter Verwendung von Satz 10° erhélt man

a

et -t dt

—

3
1
/e““”r1 dx = 3
2

V13
—/etdt
3
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Bei beiden Moglichkeiten hat man sehr &hnliche Rechnungen durchzufiihren.

FEinziger Unterschied: Bei der Moglichkeit (ii) wird keine Resubstitution vorgenommen, sondern eine
Anpassung der Integrationsgrenzen.

Ein Vorteil von Mdglichkeit (i): Nach der Resubstitution ergibt sich die Gelegenheit, durch Ableiten eine
Probe zu machen.
3.4.4 Integration rationaler Funktionen

Wir beschreiben in diesem Abschnitt eine Methode, mit der man rationale Funktionen R(x) systematisch
integrieren kann. Zur Erinnerung: Eine rationale Funktion ist ein Quotient zweier Polynome:

R(z) = gég. (3.29)

(Beispielsweise R(z) = ””;ffjll oder R(z) = —+—).

Schauen wir in unsere Tabelle der Grundintegrale, so stellen wir fest, dass wir die beiden rationalen
Funktionen % und w%ﬂ bereits integrieren konnen. Fiir diese Funktionen gelten die grundlegenden und
besonders wichtigen Formeln:

1 1
/f dx =1In|z| und /27 dx = arctan z.
x ¢+ 1
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Mithilfe der Formel [ dr = arctanz kann man weitere Integrale berechnen, wie beispielsweise

1 1
| 255 du oder [ foirs
1

Grundintegral [ 54 dv zuriickfiihrt.

1
241
dx. Wir schauen uns im Folgenden an, wie man derartige Integrale auf das

(i) Zu berechnen: / 5 dx (fiir a # 0).

2 +a
1 1
2 +a a? (2—2 + 1)
1 1
-2 / oz o
(5)+1
Wir verwenden die Substitution ¢ = £. Also gilt j—; = % und dz = a dt. Es folgt:

1 [1 1

——dzx=|— | 5>——adt

/z2—|—a2 v _a2/t2—|—1a L_z

1 1
_ 7/7&
la ) 241 =

Es gilt:

1
= | —arctant
a

1 T
= —arctan (—)
a a

t=2

- d

2 tartb o

Auch dieses Integral ldasst sich auf bereits bekannte Integrale zuriickfithren. Hierzu formen wir den
Nenner nach der Methode der quadratischen Ergdnzung um:

(ii) Zu berechnen/

a? a?
x2+ax+b=x2+aa:+Z—|—b—Z
a\ 2 b a?
=(e+3) +0-7F

Wir setzen ¢ = b — %. Substitution: t = x + 3, % =1 und dz = dt. Also gilt:
1 1
Ry S S
2 4+axr+b (z+2)" +c

1
= —a
/t2+c

Wir unterscheiden die Fille ¢ > 0, ¢ = 0 und ¢ < 0. (Man beachte: ¢ > 0 gilt genau dann, wenn
das Nennerpolynom x2 + az + b keine reelle Nullstelle hat. Entsprechend gilt: c =0 < 22 +az +b
hat genau eine reelle Nullstelle (,doppelte Nullstelle“); ¢ < 0 < x? + ax + b hat zwei verschiedene
reelle Nullstellen.)
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1. Fall: ¢ >0
Wir setzen r = y/c. Dann ist ¢ = r2. Es ergibt sich nach (i):

1 1
—_——dx = | —— dt
/x2—|—am+b . /t2+r2

1 (t)
= — -arctan | —

r r

1 ¢ t
= — -arctan [ —

Ve Ve

Wir haben nun noch ¢ = x + § einzusetzen (Resubstitution). Es folgt:

/ 1 dx 1 arctan x—i—%
- - — ar
22 +axr+0b Ve Ve

1 1 -1
/—dt:/t”dt:ffl = / dz = .
12 2 +ax+0b T+ g
3. Fall c <0

In diesem Fall hat t> + ¢ zwei reelle Nullstellen. Wir werden ihn in Kiirze erledigen.

2. Fall: c=0

Wir besprechen nun ein systematisches Verfahren zur Integration rationaler Funktionen. Gegeben sei
eine rationale Funktion wie in (3.29), d.h R(z) = L=)

— og(x)”
1. Schritt: Division mit Rest

Hat das Nennerpolynom g(x) einen hoheren Grad als f(x), so entféllt der erste Schritt. Andernfalls fithre
man die Polynomdivision f(x) : g(x) durch (Beispiel s.u.). Man erhélt dann Polynome Q(x), r(z), fiir

die gilt:
r(@)

R(z) =05 = Q@)+ . (3.30)

Der Grad von r(x) ist dabei kleiner als der Grad von g(x). Es folgt:

/R(x) dx = /Q(:z:) da:Jr/;Eg dx. (3.31)

J Q(x) dx ist leicht zu bestimmen, da Q(z) ein Polynom ist. In dem zweiten Integral steht im Zéhler
des Integranden ein Polynom (ndmlich 7(z)), dessen Grad kleiner ist als der Grad des Polynoms g(x)
im Nenner. Wir haben das urspriingliche Integral also so umgeformt, dass wir uns nur noch um die
Integration einer rationalen Funktion zu kiimmern brauchen, bei der der Grad des Nenners grofler ist als
der Grad des Zéahler.

Beispiel zur Polynomdivision.

2 —20+1  f(x)

R(z) = 224+z+1  g(x)
(23 - 2r + 1) :(@*+z+1)=2—-1 Rest: —2z+2
—(2® + 2 + 1)
27 — 3z + 1
- (-2* - x — 1)
—2r + 2
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Es folgt:

R(z) = Q)+
—2x+2
et

—2x+2

Es gilt:

Das Integral [ ng;fl bleibt zu bestimmen.

2. Schritt: Faktorzerlegung des Nenners

Es sei g(z) ein Polynom n-ten Grades (mit reellen Koeffizienten). Ein a € R heifit reelle Nullstelle
von g(x), falls g(a) = 0 gilt. Mit ay,...,a, seien (sofern vorhanden) die reellen Nullstellen von g(x)
bezeichnet, «; bezeichne die Vielfachheit der Nullstelle a; (¢ = 1,...,7). Dann lisst sich g(z) wie folgt
als Produkt von Linearfaktoren und quadratischen Polynomen darstellen:

g(z)=c- (ac — a1>a1 . (ac —a2>a2 (m—ar)ar : (Ql(x)>ﬁl N, (Qs(m))ﬂs. (3.32)

Hierin sind Q1(x),...,Qs(x) verschiedene quadratische Polynome mit reellen Koeffizienten, aber ohne
reelle Nullstellen; j3; ist die Vielfachheit, mit der @), (x) als Faktor von g(x) auftritt. (Dass eine solche
Darstellung von g(z) immer méglich ist, wird in einem spéteren Kapitel besprochen werden, nachdem
wir komplexe Zahlen und den Fundamentalsatz der Algebra kennengelernt haben.)
Beispiele:

e glx)=a3 -2 —ax+1l=(@—-1-D+1)=(x—-1)*(x+1)

o g(x) =2(x —3)%(x+ 1)(x —5)Ha® + x + 1)3(2? — x + 2)

Wir werden im Folgenden der Einfachheit halber annehmen, dass

(x—a)* - (x—a9)*2-...- (x —a,)* oder

(:L‘ — al)oq . (Jj — a2)a2 A (x _ CL,-)O‘T . Q(x) (3.33)

c-
c-
gilt, d.h., es kommen nur lineare Faktoren oder nur genau ein quadratischer Faktor vor; dies sind die
beiden wichtigsten Félle. Wir betonen jedoch, dass die beschriebenen Methoden in dhnlicher Weise auch
in dem Fall funktionieren, dass mehr als ein quadratischer Faktor vorkommt; Néheres findet man in den
einschliagigen Lehrbiichern der Analysis, z.B. in H. Heuser, Analysis 1.

Beispiel. g(r) = 2% — 1.

Eine reelle Nullstelle von g(z) ist 1. Also ist 3 — 1 durch z — 1 teilbar. Durch Polynomdivision erhalten
wir:

gx) =23 -1=(z—1)(@® +2+1).
Der quadratische Faktor #2 + x 4 1 hat keine reellen Nullstellen; er kann im Reellen nicht weiter zerlegt
werden.

3. Schritt: Partialbruchzerlegung

Fiir R(x) = % gelte: Der Grad von f(x) ist kleiner als der Grad von g(z). Das Nennerpolynom liege
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in der Darstellung (3.33) vor. Dann ldsst sich R(z) folgendermaflen darstellen (Partialbruchzerlegung):

f(z) _ Ar Aqo Ala,
= a1 a1ttt
g(x) (x_al) (:L’—al) b (37—@1)
Aoy Az Azq,
= + 2
(x — ag) (z —az)** ! (x — ag)
Arl Ar2 Arozr
o ettt/
(x —ay) (x —a,)" (z —ay)
pT +q
_|_
Q(z)

Der Partialbruch ]g&? tritt nur dann auf, wenn in (3.33) ein quadratischer Faktor Q(x) vorkommt®.
(Dabei sind die Koeffizienten A;; sowie p und ¢ reelle Zahlen.)

Es gibt zahlreiche Methoden zur Berechnung der Koeffizienten A;;, p und ¢ der Partialbruchzerlegung.
Wir stellen hier anhand von Beispielen die Methode des Koeffizientenvergleichs vor.

1
Beispiel 1. Zu berechnen sei /L dx.
22 —5x+6

Der 1. Schritt entfillt, da das Zéahlerpolynom einen kleineren Grad als das das Nennerpolynom besitzt. Die
Nullstellen des Nenners sind a; = 2 und as = 3; den Integranden kénnen wir also wie folgt aufschreiben:

z+1 z+1 A B

22—bx+6 (z—2)(z—3) c—2  z-3

Der rechts stehende Ausdruck gibt an, wie die gesuchte Partialbruchzerlegung auszusehen hat. (A und
B sind noch zu bestimmen; oben hatten wir eine etwas andere Bezeichnung benutzt: Was hier A und B
heift, wurde oben A;; und As; genannt.)

Bei der Bestimmung von A und B nach der Methode des Koeffizientenvergleichs geht man wie folgt vor:

Die rechte Seite der Gleichung

r+1 A n B
22—-5x4+6 x—-2 -3

,bringt man auf den Nenner 22 — 5z + 6 und erhilt somit:

r+1  Al—-3)+Bx—-2) (A+B)r—3A-2B

22 —5x+6 22 —bx +6 o 22 —bx +6

Vergleicht man nun die Koeffizienten der Zihlerpolynome, so erhilt man die beiden Gleichungen:

A+B =1
—-34A-2B =1

Als Losung dieser beiden Gleichungen erhilt man:

A=-3 und B =4.

Wir haben somit die gesuchte Partialbruchzerlegung erhalten:

z+1 -3 + 4
22—-5x4+6 =x—-2 x-—3

8Im allgemeinen Fall (3.32) sieht die Partialbruchzerlegung ganz dhnlich aus; dann kommen noch Partialbriiche

% hinzu (pi;, qi; € R). Beweise, dass eine Partialbruchzerlegung wie angegeben tatséchlich
i\

immer existiert, kann man in den im Literaturverzeichnis aufgefiihrten Lehrbiichern der Analysis finden.

der Form
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Nun kénnen wir das gesucht Integral berechnen (vgl. Abschnitt 3.4, Formel (3.22) bzw. (VI)):

z+1
/332—5364—6 /7dx—|—/7dx

=(=3)In|z —2|+4ln|z — 3

Im obigen Beispiel 1 konnte man das Integral nach Herstellung der Partialbruchzerlegung ohne Weiteres
berechnen. Wir befassen uns nun im 4. Schritt unseres Verfahrens mit der Integration nach erfolgter
Partialbruchzerlegung und werden sehen, dass die Integration immer ausfithrbar ist.

4. Schritt: Integration

Hat man eine rationale Funktion R(x) in Partialbriiche zerlegt, so kann man diese einzeln integrieren.
Die Partialbriiche haben eine der folgenden drei Formen:
c c . . pr+4q

— oder (2) m (firjeN, j>2) oder (3) Q)

(1)

Die Typen (1) und (2) konnen wir sofort integrieren (siehe Abschnitt 3.4, Formel (3.22) bzw. (VI)):

/ © dr=ch |z — al (3.34)
T—a

(z — a)—j+1
-Jj+1

/ o —a) dz = c (3.35)

Zu (3): Es gelte Q(x) = 22 + ax + b. Wir schreiben (quadratische Ergiinzung)

_ 2 A
Q(z)==x +ax+b7(x—|—2) +b 1

und setzen ¢ = b— “72. Man erinnere sich, dass Q(x) keine reellen Nullstellen hat (nur solche quadratischen
Faktoren kommen in der Zerlegung (3.32) vor). Es gilt also ¢ > 0. Den speziellen Fall, dass pz + ¢ =1
gilt, haben wir schon zu Beginn des Abschnitts 3.4.4 erledigt; dort haben wir unter (ii) gefunden, dass

Folgendes gilt:
1 1 T+ 3
————— dx = — arct Z . 3.36
/m2—|—aa:—|—b x \/Earcan( \/E> (3.36)

Einen anderen speziellen Fall konnen wir ebenfalls sofort erledigen: Ist px+q = 2z +a, so steht im Zdhler
die Ableitung des Nenners und es gilt nach (3.22) bzw. (VI) im Abschnitt 3.4:

2
/#Zib dlen‘:c2+ax+b‘. (3.37)

Wir zeigen nun, wie man durch eine einfache Umformung den allgemeinen Fall
/ pr+9q
- dx
22 +axr+b

auf die beiden Spezialfille (3.36) und (3.37) zuriickfithrt. Wir formen hierzu px + ¢ so um, dass die
Ableitung 2z + a des Nenners auftritt:
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j4 2q
/ pr+q dx:/2(2x+p) o
x2+ax+b 22 +ax+0b
2q _
:p/2x+a—|—p ada:
2 22 +ax+b
p 2x +a P 1
[ e ) ey
2/x2+ax+b S 2 2 4+ax+b .

1 r+ 5
:gln|x2+ax—|—b|—|—( %>% rctan( \/52>

Wir betrachten nun zwei weitere Beispiele.

3 5
Beispiel 2. Zu bestimmen sei /L dz.
-2+ —1

Eine Nullstelle des Nenners ist 1; Polynomdivision ergibt z3 — 2% + 2 — 1 = (z — 1)(2? + 1).

Partialbruchzerlegung:
3z +5 A pT +q

B—x24+zx—-1 x—-1 2241

Wir bestimmen A, p und ¢ mit der Methode des Koeffizientenvergleichs. Es ergibt sich:
345 A+ 1)+ (pr+q)(z—1)
B—z2+z—-1 (x—1)(22+41)
_(A+pa®+(g-—pr+A—g
B (z —1)(22 + 1)

Koeflizientenvergleich ergibt:

A+p=0
q—p=3
A—qg=5

Losung dieses Gleichungssystems:

A=4, p=-4 und ¢=-1.

Es folgt:
3xr+5 —4xr —1
_— = 7d d
/x3fx2+x71 = / w—l—/ 221
2x 1
=4In|z — 1| — 2In|2? + 1| — arctan x
3 — 22 —6x+1
Beispiel 3. Zu besti i dx.
eispie u bestimmen sel/ 2 6540 T

Zunichst ist eine Polynomdivision auszufiihren:

(2% — 22 — 6r + 1) :(22—6x+9)=2+5 Rest: 150 —44
—(z3 — 622 + 92)
502 — 15z + 1
— (bz? — 30z + 45)
15z — 44
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Es folgt:

3 — 2?2 —6x+1 a5 15x — 44
22—6x4+9 2 —6x+9

15x—44 .
22 —62+9"

Bestimmung der Partialbruchzerlegung der Funktion

150 —44 152 —44
2—6x+9  (z-—3)°

B A n B
(z— 3)2 x—3
A+ B(z—-3)
(z - 3)°
_ Bx+A-3B
(x—3)°
Es resultiert das folgende Gleichungssystem:
B=15
A—-3B=—-44
Losung dieses Gleichungssystems: A =1, B = 15.
Integration von ;25_””6; ‘fg ergibt:
152 — 44 1 1
[t g [ [ B
72— 61 +9 (z —3) -3

1
=—m+15ln\x—3|

Insgesamt erhélt man also:

3 — a2 —6x+1 1 1
de = =22 4+ 52 — —— + 15In |z — 3.
/ oy E A LA e Sl

Wir haben oben im 4. Schritt vorgefiihrt, wie man ein Integral

/ pr+4q

- dz

22+ar+b

berechnet, wenn der Nenner 22 + ax + b keine reellen Nullstellen besitzt (vgl. (3.36) - (3.38)). Es ist
niitzlich, sich hierzu noch konkrete Beispiele anzuschauen.

xz+3
2 +1

z+3 T 3
dr= [ -2 d 2 4
/x2+1 * /x2—|—1 x+/x2+1 .
1 2x 1
= a3 ————d
2/x2+1 T /x2—|—1 v

1 2
= 51n|x + 1| + 3arctan z

Beispiel 4. Zu bestimmen sei / dx.
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Beispiel 5. Zu bestimmen sei /i
2 +2x+5
/ z+3 d 1/ 2046 d
S s R . E R
z2+2x+5 2) 2242245
_1/2x+2+4
T 2) 22422 +5
1 2x+ 2 1
S O P, N S
2/x2+2z+5 v /x2+2z+5 v

1 1
3 In |22 + 22 + 5| + arctan (x;—)

Der letzte Schritt gilt, da:

1
—_—d dz
/x2+2x+5 v /x2+2x+1+4

/ da

x—l—l

= - | ———dx
4/@) -1

1 1
= 2 dt
4/t2+1

1
—arctant

1 ; z+1
= —arctan (| ——
2 2

An der mit (*) bezeichneten Stelle wurde die Substitutionsregel benutzt; und zwar folgendermafien:

—~
*
~

r+1 dt 1
t= = —=- = dx=2dt.
2 dx 2 v

3.5 Interpolation und Interpolationsfehler

Unter einer Interpolationsaufgabe versteht man die folgende Fragestellung.

Gegeben: n + 1 verschiedene reelle Zahlen zg, x1, ... , x, (genannt Stitzstellen) und dazugehorige,
nicht notwendigerweise verschiedene reelle Zahlen yo, y1, ..., yn (genannt Stitzwerte).

Gesucht: Ein Polynom P vom Grad < n mit P(z;) =y; fir i =0,1,...,n

3.5.1 Lagrange-Interpolation

Wir zeigen, dass ein solches Polynom immer vorhanden ist: Hierzu betrachten wir zunéchst den Spe-
zialfall, dass fiir ein festes k € {O,l,...,n} yr = 1 und y; = O fiir alle j # k gilt. Dann wird die
Interpolationsaufgabe offenbar durch folgendes Polynom Ly (z) gelost (Man iiberpriife dies durch Einset-
zen!):

(x—x0) .. (@ —xp1) (T — Tpg1) .- (& —2p)

Li(@) = (xr —w0) oo (g —2p—1) - (T — Tpg1) oo (T — )

(3.39)

Man nennt Ly (z) das k-te Lagrangesche Polynom n-ten Grades.
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Mithilfe der Polynome Ly (z), k = 0,1,...,n lisst sich jetzt auf ganz einfache Art auch die Losung L(x)
der Interpolationsaufgabe fiir den allgemeinen Fall beliebiger Stiitzwerte vy, ..., y, angeben. Offenbar
leistet némlich das folgende Polynom L(z) das Gewiinschte:

L(*T) = yoLo($) + ylLl(x) + ..+ y7LLn(17)- (340)

Nach Konstruktion der Polynome Lg(x) gilt ja gerade:

Loy = {1 Tallsi =k
€T;) =
k 0, fallsi #k

Beispiel. zg =1, 21 =2, 29 =4, yo =4, y1 = 1 und y, = 3.

Gesucht ist ein Polynom P(x) hochstens 2-ten Grades, fiir das P(1) = 4, P(2) = 1 und P(4) = 3 gilt.
Gesucht ist also eine Gerade oder eine Parabel, die durch die Punkte (1,4), (2,1) und (4, 3) geht:

)

Lésung:
Lo(w) = S22 -9 -a)
L) = S - - e
Lo(@) = Eﬁiiiﬁi:jﬁ = é@c—l)(x—z)
L(z) =4 Lo(x) +1- Li(x) + 3 La(x)
e fe DN+ LD
= %ﬁ — Tz + ?

Frage: Kann es zwei verschiedene Polynome P und Q vom Grad < n geben, die eine vorgelegte Inter-
polationsaufgabe losen, d.h., fiir die P(xzg) = Q(x0) = vo,.-., P(xn) = Q(x,) = y, gilt? Die Antwort
lautet: Nein! Dies beschreibt der nichste Satz.

Satz 12.

Sind zg,x1, ..., T, n+ 1 Stitzstellen und yq, y1,- - ., yn die n+ 1 dazugehorigen Stiitzwerte, so gibt es
genau ein Polynom P(z) vom Grad < n, fiir das P(x;) =y; (i =0,...,n) gilt.

9Man nennt L(z) Interpolationspolynom in Lagrange-Form oder auch einfach Lagrangesches Interpolationspoly-
nom.
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Beweis. Dass ein solches Polynom immer existiert, haben wir oben bereits gezeigt; L(x) leistet ja das
Gewiinschte. Wir zeigen, dass es nur ein solches Polynom geben kann. Angenommen, P(z) und Q(z)
seien zwei verschiedene Polynome vom Grad < n mit P(z;) = Q(z;) = v:(i = 0,...,n). Es gelte etwa:

P(x) = a’n,'rn + an—]xn_l + . + a1x —|— ap,
Q(l’) =byx" + bn71.’IJn_1 + ...+ bix + by.

Da P(z) und Q(x) verschieden sein sollen, muss es eine grofite Zahl m < n geben, fiir die a,, # b, gilt.
Fiir das Polynom D(x) = P(z) — Q(z) gilt dann
1. D(x) hat den Grad m < n+1 und D(z) ist nicht das Nullpolynom'" (da P(z) und Q(z) verschieden
sind).
2. D(z) hat n+1 verschiedenen Nullstellen z; (i = 0,1,...,n) (da D(z;) = P(z;)—Q(z;) = yi—y;i =0
gilt).
Dies ist aber ein Widerspruch, da andererseits allgemein gilt:

Jedes Polynom vom Grad m, das nicht das Nullpolynom ist, hat hochstens m (3.41)
verschiedene Nullstellen. '

Damit ist Satz 12 bewiesen. O

Bemerkung zu (3.41). (3.41) ergibt sich aus der Tatsache, dass ein Polynom p(x) durch (x — a) teilbar
ist, wenn a eine Nullstelle von p(x) ist (,Man kann (z — a) abspalten.); teilt man némlich p(x) durch
(x — a), so sinkt der Grad von p(x) um 1. Ist der Grad von p(x) anfangs gleich m, so kann héchstens m
mal ein Linearfaktor ,,abspalten“ werden, d.h., es kann héchstens m verschiedene Nullstellen geben.

Es sei f(z) eine Funktion, von der wir an n + 1 Stiitzstellen xg,...,z, die Funktionswerte f(z¢) =
vo, f(x1) = y1,..., f(xn) = yn kennen. Wir wollen f(z) nun durch ein Polynom P(z) ersetzen, das
mit f(z) an den Stiitzstellen iibereinstimmt. An anderen Stellen x brauchen f(x) und P(z) natiirlich
nicht iibereinstimmen, d.h., fiir diese Stellen nehmen wir einen gewissen Fehler in Kauf. Ist f (n + 1)-
mal differenzierbar, so ist es moglich, mithilfe der (n + 1)-ten Ableitung f("+1) eine Abschitzung dieses
Fehlers anzugeben. Dies ist der Inhalt des niichsten Satzes, den wir ohne Beweis angeben'!.

Satz 13.

Es sei f auf [a, b] (n+1)-mal differenzierbar und f("*+1) sei stetig. Fiir die n+ 1 Stiitzstellen zo, ..., z,

gelte f(x;) = y; und P sei das eindeutig bestimmte Polynom vom Grad < n, fiir das P(x;) = f(x;) = y;

gilt (i =0,...,n). Dann gilt fiir jedes = € [a, b]:

|z — x| - |z — 21| - ... - |2 — Xy
(n+1)!

mit M1 = max{‘f(”ﬂ)(f)’ €€ [cub]}.

J(@) = P@)] < Masa (3.42)

3.5.2 Newton-Interpolation

In vielen Fillen ist es zweckméflig, das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom nicht wie oben in
der Lagrangeschen Form (3.40) zu berechnen, sondern das folgende rekursive Verfahren, das auf Newton
zuriickgeht, zu verwenden. Man setzt das Interpolationspolynom vom Grad < n dabei in der folgenden
Form (,,Interpolationspolynom in Newton-Form“ oder auch einfach ,,Newtonsches Interpolationspoly-
nom*) an:

N@)=ap+a1(z —2) +as(x —xo)(x —21) + ... +an(z —z0)(x —21) ... (. — TY—1). (3.43)

%Das Nullpolynom ist das Polynom, bei dem alle Koeffizienten gleich Null sind. D(z) ist nicht das Nullpolynom,
da der Koeffizient a,, — b, verschieden von Null ist.
UEinen Beweis findet man in den géngigen Lehrbiichern der Analysis, etwa H. Heuser: Lehrbuch der Analysis 1.
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Die Zahlen ay, ..., a, sind dabei zunichst noch unbestimmt. Die Forderung N (z;) = y; fir i =0,...,n
fithrt zu folgendem Gleichungssystem, aus dem man die Zahlen «v, . . ., a;, (in dieser Reihenfolge) rekursiv
berechnen kann:

Yo = o
y1 = ao + ai(x — xo)
Y2 = o + a1 (22 — xo) + aa(x2 — 20)(z2 — 1)

Yn = o + a1 (zy — o) + 2(xp — x0)(Xp —x1) + ... + ap(xn — x0) (T — 1) ... (T — Tp—1)

Beispiel. Wie oben sei zg = 1, 1 = 2, 22 = 4, yg = 4, y1 = 1 und yo = 3. Die Gleichungen fiir o, a;
und as lauten:

42050
l=ap+ a1
3=ap4+a1:-34+as-3-2

Es folgt ap =4, a1 = —3 und g = %; also gilt:

4 4 29
N@x)=4-3x—-1)+-(z—1)(z—2)=-a® —To+ =
3 3 3
Der Newtonsche Ansatz (3.43) hat gegeniiber dem Lagrangeschen Ansatz (3.40) den Vorteil, dass man
nicht wieder ganz von vorne anfangen muss, wenn eine weitere Stiitzstelle z,, 1 und ein weiterer Stiitzwert
Yn+1 hinzugenommen werden.

Beispiel. Es seien zg =1, 1 =2, 2 =4, yo = 4, y1 = 1 und yo = 3 wie oben. Als weitere Stiitzstelle
komme z3 = 3 zusammen mit y3 = 0 hinzu.

Gesucht: Ein Polynom @ héchstens 3-ten Grades, das Q(z;) = y; (¢ =0,...,3) erfiillt. Die Gleichungen
fiir ag, ;7 und ap bleiben dieselben wie oben; wir kénnen also die Werte ag = 4, a3 = —3 und ay = %
iibernehmen und brauchen nur noch ag zu berechnen. Als Gleichung fiir g ergibt sich:

0:a0+041‘2+042'2'14’043‘2'1'(71).

Es folgt durch Einsetzen von «q, a; und as : ag = % Also ist:

Q) = 222 — T+ 24 La— 1)@ —2)(@ - 1)
3 3 3
1
:§x3—x2—§x+7

Wir behandeln nun einen Spezialfall, den wir im néchsten Abschnitt iiber Numerische Integration ver-
wenden werden.

3.5.3 Lineare Interpolation
Es sei f auf [a,b] definiert und 2-mal differenzierbar mit stetiger 2-ter Ableitung f”. Wir ersetzen f auf

dem Intervall [a,b] durch die Gerade P, die durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) geht. Was kénnen
wir iiber den Fehler aussagen, den wir dabei machen?

107



Antwort: Wir betrachten das (sehr einfache) Interpolationsproblem mit zwei Stiitzstellen o = a und
x1 = b sowie den Stiitzwerten yg = f(a) und y; = f(b). Als Losung ergibt sich die folgende Gerade:

P(z) = f(a) + W(m‘ —a). (3.44)

Fiir den Fehler |f(z) — P(x)| erhalten wir nach (3.42):
[#(2) - P@)| < 2, T =207
(3.45)

mit My = max{|f”(§)| (€€ [a,b]}.
3.6 Numerische Integration (Trapezregel)

b
Bisher haben wir bestimmte Integrale [ f(z) dz in der Regel dadurch berechnet, dass wir uns eine

Stammfunktion F(z) von f(z) verschafft und F(b) — F(a) bestimmt haben. Diese Methode lisst sich
allerdings in vielen Fillen nicht in der gewohnten Art durchfithren. Das liegt daran, dass man einerseits
zwar von sidmtlichen stetigen Funktionen f(x) weil, dass eine Stammfunktion F(z) existiert und dass

man diese Stammfunktion in der Form [ f(z) dz darstellen kann'?; andererseits kann man aber fiir viele

a
stetige Funktionen f(z) beweisen, dass sie ,nicht elementar integrierbar® sind. Das soll heiflen: Es ist
unmoglich, F'(x) aus den geldufigen sog. elementaren Funktionen (wie z.B. den rationalen Funktionen,
e®, sinx, cosx sowie deren Umkehrfunktionen) durch endlich viele Additionen, Subtraktionen, Multipli-
kationen, Divisionen oder Hintereinanderausfithrungen zu gewinnen. (Man kann also F'(x) beispielsweise
) 2
nicht auf die folgenden Arten darstellen: €2* - sinx + /x oder 2241 gin 2 oder (1nx + ﬁ) .) Nicht

x—1
elementar integrierbar sind schon so einfache Funktionen wie:

. .
e sinx 1 6952 e_’”z oder 1
z’ x Inz’ ’ V1424

Bei komplizierteren Funktionen kann es geradezu als die Regel angesehen werden, dass sie nicht elementar
integrierbar sind.

b
Zur Berechnung von bestimmten Integralen [ f(x) dz nicht elementar integrierbarer Funktionen f(z)

a
kann man in vielen Fillen Potenzreihenentwicklungen von F'(z) heranziehen (siehe Abschnitt 4.2); man
kann aber auch Methoden verwenden, die unmittelbar an die geometrische Deutung des Integrals als
Flacheninhalt ankniipfen.

Zwei derartige Verfahren sind die Trapezregel und die Simpsonregel. Bei beiden Verfahren wird
das Integral ndherungsweise berechnet. Wir besprechen in dieser Vorlesung nur die Trapezregel; fiir die
Simpsonregel verweisen wir auf die géngigen Lehrbiicher der Analysis.

2Djes gilt aufgrund des Fundamentalsatzes der Differential- und Integralrechnung,.
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Grundidee der Trapezregel.

Man ersetzt f(z) auf dem Intervall [a,b] durch die Gerade P(x), die durch die Punkte (a, f(a)) und
b b
(b, £(b)) geht und nimmt als Naherungswert fiir [ f(z) da das leicht zu berechnende Integral [ P(z) da.

Es gilt:

b

h—

[ P@) do =232 (5@ + ). (3.46)
a

Man kann (3.46) durch elementargeometrische Uberlegungen erhalten oder auch dadurch, dass man fiir

P(z) die rechte Seite von (3.44) einsetzt und integriert. Sind f(a) und f(b) nicht negativ, so gibt (3.46)

den Flicheninhalt des Trapez an, das durch die Punkte (a,0), (a, f(a)), (b,0) und (b, f(b)) gebildet wird.

b
Welchen Fehler macht man, wenn man [ f(z) dz durch (3.46) ersetzt? Hierauf gibt der folgende Satz,

der auf der Fehlerabschétzung (3.45) beruht, eine Antwort.

Satz 14.

Es sei f auf [a,b] zweimal differenzierbar mit stetiger zweiter Ableitung f”. Dann gilt:

b
_ _ )3
[rw =" (1@ +sw)| < B -
a 3.47
mit My = max{|f”(§)| €€ [a,b]}.
Beweis. Es gilt:
b ) o b b
[t@ de =25 (s sw)| ) s do - [P do
b
(3.10) / (f(:z:) — P(x)) dz
Satz 5(b) LZ
Y e - p) do
(3.49) !
S,; %/(x—a)(xfb) dx
3
= % . (b ;a) (nach eifrigem Ausrechnen) O
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Verfeinerung der Grundidee.

Man zerlegt das Intervall [a, b] dquidistant in n Teilintervalle:

a=zr9o<x1<...<xp =0

Auf jedem der Teilintervalle [x;_1,2;] ersetzt man f durch die Gerade P;, die durch die Punkte

(xi,l,f(xi,l)) und (xl,f(;vl)) geht.

Als Néherung fiir [ f(z) dz nimmt man:

x
n i

2 /Pi(:c> de | CL9

i=1 i
Ti—1

M:

1( _m’l xlﬁ+ﬂ@0)
> (P

b—a

= (o) p2f@) 2 ) + ) (348)

I
M:

Flwi) + f(xl)))

Es ergibt sich:

Trapezregel

[ @) dom P () + 2 (00) 4+ 2 ) + S )

a

b
Hierbei bedeutet das Zeichen ~, dass die rechts stehende Summe als Niherungswert fiir [ f(z) dz an-

zusehen ist. (Hinweis: Die Terminologie ist nicht ganz einheitlich. Ublich ist beispielsweise auch, die
Formel (3.46) als Trapezregel zu bezeichnen und die im Kasten aufgefithrte Regel zusammengesetzte
(oder summierte) Trapezregel zu nennen.

Satz 15 (Fehlerabschiitzung bei der Trapezregel).

Es sei f auf [a,b] zweimal differenzierbar mit stetiger zweiter Ableitung f”. Dann gilt:

(b—a)’

b—a
/ F(@) do = 22 (Flwo) + 2 (@1) + -+ 2f (wn1) + F) )| < Mo (3.49)

mit My = max{|f”(§)| €€ [a,b]}.
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Beweis. Es gilt:

b

f(x) dz — %(f(xo) £ 2f (1) 4ot 2f () + f(xn))

Se—

n

(@) do | = 3 (B (i) + )

i=1

(3.12), (3.48)

NE
s
~

S
Il
-

— Zn: / fla) do — ZL0L (f(iﬂifl) + f(xi))

2
i=1 Zi1
Dreiecks-
ungleichung n o " -
< X / Flo) da = B () + f)
i=1

Il
INGERD
—
5

(b—a)
S 12n2

Beispiel. Es sei f(x) = sinz. Wir testen die summierte Trapezregel am folgenden Integral:

1
/sinx dz.
0

n=1

Dies ist der Fall der ,einfachen“ Trapezregel 252 ( fla)+f (b)) (vgl. (3.46)). In unserem Beispiel erhlt

man als Naherungswert:
1
1
/ sina do ~ (sin (0) + sin (1)) ~ 0.4207354924.
0

n=2

Man erhélt als Ndherungswert:
i 1 1
/sinx dzx =~ 1 (Sin (0) + 2sin <2> + sin (1)) ~ 0.4500805155.
0

n=3

Man erhélt als Naherungswert:

1

1 1 2
/sinx dx ~ 6 (sin (0) + 2sin <3> + 2sin (3) + sin(l)) ~ 0.4554333307.
0
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Wir vergleichen unseren Néherungswert mit dem exakten Wert:

1
1
sinz dx = [— cos x}
0
0

= —cos (1) + cos (0)
=1—cos(l)

~ (0.4596976941

Fiirn = 4,5, ... werden die Naherungswerte allméhlich immer besser und konvergieren gegen den exakten
Wert. Im Allgemeinen néhern sich die mit der summierten Trapezregel berechneten Werte allerdings nur
recht langsam dem exakten Wert des Integrals. Schneller geht es mit der Simpsonregel, deren Grundidee
es ist, anstelle von Geraden (wie bei der Trapezregel) Parabelbégen zur Anndiherung der Funktion zu
verwenden. Die Simpsonregel wird, wie bereits erwéhnt, in diesem Skript jedoch nicht ndher behandelt.

3.7 Uneigentliche Integrale

b
Wir haben bisher bei der Betrachtung von Integralen [ f(z) dz stets vorausgesetzt, dass das Intervall
a

[a,b] endlich und f beschrinkt ist. Solche Integrale nennt man eigentliche Integrale. Entsprechend sagt
man auch, dass f in [a,b] eigentlich integrierbar sei. Wir werden im Folgenden durch die Definition von
sog. uneigentlichen Integralen den Integralbegriff auf unbeschrinkte Funktionen und unendliche Intervalle
ausdehnen.

Beispiele:
1. Wir betrachten die Funktion f(z) = % in [1,00). Welchen Flicheninhalt hat die Fléiche, die von

der x-Achse, dem Graphen von f(z) und der Geraden x = 1 eingeschlossen wird? Ist es iiberhaupt
moglich, dieser Fliche einen endlichen Fliacheninhalt in sinnvoller Weise zuzuordnen?

b 1
/—dmz{—x_l}lz—g—&—l—)l fir b— o0

b
1
= lim —dr=1

b— oo 22
1

o0

b
1 1
Der gesuchte Fliacheninhalt ist also 1. Anstelle von lim | — dz schreibt man auch [ — dx und
b—o0 x2 x?
1

1
nennt dies ein uneigentliches Integral.
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2. Dieselbe Frage wie in Beispiel 1 fir f(x) = % Es gilt:

b
b
/ldxzhm}zhw—m1:mb
X 1
1

b
1
= lim [ — dzr= lim (Inb) =0
b—o0 x b—o0
1
Die entsprechende Flédche hat also keinen endlichen Fliacheninhalt.

Diese Beispiele fiithren zur folgenden Definition.

Definition.

Fiir ein festes a € R gelte: Die Funktion f sei (eigentlich) integrierbar in jedem Intervall [a,b] mit
b > a. Existiert der Grenzwert

b
lim /f(m) dz,
b—oo

so heifit f uneigentlich integrierbar in [a,c0) und man definiert:

b

/f(x) dx = bli}lgo f(z) du.

a

oo b
Man nennt [ f(z) dz ein uneigentliches Integral. Analog definiert man [ f(z) dz. Falls f fiir ein

¢ € R sowohl in (—oo, ¢] als auch in [¢, 00) uneigentlich integrierbar ist, so definiert man:

7ﬂ@miﬂ@m+7ﬂ@m

In der Wahrscheinlichkeitstheorie und der Statistik spielt das folgende uneigentliche Integral eine wichtige
Rolle:

oo

2
/ e " dzx.

— 00
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Wir erwihnen (Beweis siche W. Luh oder andere Lehrbiicher der Analysis):

oo

/ e do = /7.

— 00

Bisher haben wir uneigentliche Integrale betrachtet, bei denen iiber einem unendlichen Intervall (d.h.
einem Intervall der Form [a, 00), (—00, b] oder (—o0, 00)) integriert wurde. Dariiber hinaus gibt es auch
uneigentliche Integrale, bei denen das Integrationsintervall [a, b] endlich ist, aber der Integrand f nicht
beschrankt ist.

Definition.

Es seien a und b reelle Zahlen, fiir die a < b gilt. Die Funktion f : [a,b) — R sei auf dem halboffenen
Intervall [a, b) definiert; auBBerdem sei f eigentlich integrierbar in jedem Teilintervall [a, 8] mit a < 8 <
b. Falls der Grenzwert

B—b

B
lim/f(:c) dx

existiert, so nennt man f uneigentlich integrierbar in [a,b]. Wir definieren

b B
/f(;r,) dz = lim/f(af) dz

B—b

b
und bezeichnen / f(z) dzx als uneigentliches Integral.

Analog definiert man: Ist f : (a,b] — R eigentlich integrierbar in jedem Intervall [a, b] mit a < o < b, so

b
wird das uneigentliche Integral [ f(z) dz durch

b b

/f(:z:) de = lim | f(x) dx

a—a
a [e3%

definiert, falls dieser Grenzwert existiert.

1
Beispiel. Wir betrachten [Inxz dz und fragen uns, ob dieses uneigentliche Integral existiert (siehe Zeich-
0

nung).
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1
Zu berechnen ist also lin}) JInz dz. Eine Stammfunktion zu Inz ist z - Ina — z. Es folgt:
a— a

1 1
/lnxda: = lim [ Inz dx

a—0
0 [

1
= lim {xlnx—m}
a—0 «
= lim(l-lnl—-1—-alha+a)

a—0

0—1—-lim (alna)+0
a—0

—

*

= -1

~

An der Stelle (*) wurde benutzt, dass lir%a Ina = 0 (siehe Beispiel 1 in Abschnitt 2.7.2).
a—
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4 Reihen

4.1 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Grundlegendes iiber Reihen haben wir bereits in Abschnitt 1.3 gesagt. Dort haben wir auch drei wichtige
Beispiele fiir Reihen behandelt:

&)
1) 3" ¢" (geometrische Reihe)
=0

K2

o0

2) 1 (harmonische Reihe)

3

@
Il
—

o

3)

1
2

N
Il
-

o0 (o]
Es seien Y a; und Y b; konvergente Reihen und ¢ € R. Dann sind auch die Reihen
i=0 i=0

I

s
I
o

(ai + bi> und ;C -a;

konvergent und es gilt:

o

I
o

=0 =0
ic-ai:ciai (4.2)
=0 1=0

?

Die Regeln (4.1) und (4.2) folgen unmittelbar aus den Rechenregeln (a) und (c) (Satz 8, Abschnitt 1.3)
fiir Grenzwerte von Folgen.

Satz 1.

o0
Konvergiert die Reihe > a;, so gilt lim a; = 0.
i=0 1—00

o n
Beweis. Y a; sei konvergent, d.h., fiir die Folge s,, = _ a; der Partialsummen gilt lim s, = s fiir ein
’L:0 74:0 n— o0

s € R. Fiir n > 1 gilt:
n n—1
an = Zai - Zai = Sn — Sp—1-
=0 =0

Es folgt:

lim a, = lim (s, —sp—1) = lim s, — lim s,_1=s5s—s=0. O

o0

Nach Satz 1 ist es notwendig fiir die Konvergenz einer Reihe > a;, dass die Folge ihrer Glieder gegen Null
i=0

strebt. Umgekehrt ist diese Bedingung aber keineswegs hinreichend fiir die Konvergenz einer Reihe, wie
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o0
das Beispiel der harmonischen Reihe ) % zeigt: Diese Reihe ist nicht konvergent, obwohl ihre Glieder
i=1

1, %, %, %7 ... eine Nullfolge bilden.

0 .
Satz 1 liefert auch eine Begriindung, weshalb die geometrische Reihe »_ ¢* nicht konvergiert, falls |¢| > 1

1=0
gilt: In diesem Fall bilden die Glieder a; = ¢* keine Nullfolge.
[ee] (oo}
Wir haben bereits gesehen, dass die Reihe ) %2 konvergiert, wihrend die Reihe ) % divergiert. Als
i=1 i=1

Verallgemeinerung dieser Beobachtung erwihnen wir den folgenden Satz' (Beweis siehe Lehrbiicher der
Analysis).

Satz 2.
o0

Die Reihe Y Z% konvergiert fiir & > 1 und divergiert fiir o < 1.
i=1

Wir behandeln im Folgenden vier Kriterien fiir die Konvergenz von Reihen:

e das Majorantenkriterium

das Quotientenkriterium

das Wurzelkriterium

das Leibnizsche Kriterium

4.1.1 Das Majorantenkriterium

Satz 3 (Majorantenkriterium).

Es sei Y b; eine konvergente Reihe mit nichtnegativen Gliedern (d.h. b; > 0 fiir ¢ = 0,1, ...). Ist dann

=0
o0 (o]
> a; eine Reihe, fiir die |a;| < b; fiir alle i = 0,1, ... gilt, so konvergiert auch die Reihe > a;.
i=0 i=0
Bemerkungen.

o0
(a) Unter den Voraussetzungen von Satz 3 nennt man die Reihe > b; eine konvergente Majorante von

=0
o0
Z ;.
i=0
(b) Das Majorantenkriterium wird manchmal auch Vergleichskriterium genannt.

&)
(c) Ist in Satz 3 auch die Reihe Y a; eine Reihe mit nichtnegativen Gliedern, so folgt Satz 3 aus dem
i=0

n
Satz iiber monotone, beschriinkte Folgen (Satz 5, Abschnitt 1.1), ndmlich so: Die Folge s, = >_ a;
i=0
n
der Partialsummen Y a; ist wegen
i=0

n n

<D lail <Y 0b SK::ibi
=0

=0 =0

n
D a
i=0

beschrankt; sind die a; nichtnegativ, so gilt s, < s, + ap41 = Sp+1, d.h., die Folge der s,, ist auch
monoton und somit konvergent.

'Auch die in Satz 2 betrachteten Reihen > - werden oft als harmonische Reihen bezeichnet.

=1
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Beweis von Satz 3. Es sei ) a; eine Reihe mit |a;| < b; (fiir ¢ = 0,1,...). Wir bilden aus der Reihe

=0
> a; zwei neue Reihen
i=0
Z a; und Z a’* (4.3)
=0 =0
indem wir setzen:
«._ | a; fallsa; >0 o 0, fallsa; >0
@i = 0, fallsa; <0 @ = —a;, fallsa; <0

Diese neuen Reihen haben ausschlielich nichtnegative Glieder und es gilt (wegen |a;| < b;) a < b; und
ar* < b;. Nach der obigen Bemerkung (c) sind die Reihen (4.3) konvergent. Es gilt ferner a; = af — a

.). Also (siehe (4.1) und (4.2))

(fiir i = 0, 1, ..
oo oo o0 o0
E a; = E (af—af*): E a; — E a;™.
=0 =0 =0

=0

D.h., > a; ist ebenfalls konvergent. [
Oft vorkommender Spezialfall des Majorantenkriteriums.

i=0
Es sei > a; eine Reihe und fiir Konstanten M > 0 und ¢ mit 0 < ¢ < 1 gelte:
i=0
la;| < Mq" (i=0,1,...). (4.4)

=0 =0

00 00 ) 0o
Dann ist Y a; konvergent, da Y Mq¢"* = M 3 ¢* eine konvergente Majorante ist

=0
q" ist eine geometrische Reihe mit 0 < ¢ < 1.)

(Man beachte: >
i=0

i=

Definition.
o0
Eine Reihe > a; heifit absolut konvergent, falls die Reihe ) |a;| konvergiert.

=0
o0 o0 o0

Ist > a; absolut konvergent, so ist Y |a;| eine konvergente Majorante von »_ a;. Aus Satz 3 ergibt sich
i i=0 i=0
(4.5)

=0
Ist eine Reihe absolut konvergent, so ist sie auch konvergent.

somit:
Die Umkehrung hiervon gilt nicht, wie wir an einem spéteren Beispiel noch sehen werden.
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4.1.2 Das Quotientenkriterium

Satz 4 (Quotientenkriterium).

Gegeben sei eine Reihe Y a; mit a; # 0 fiir alle bis auf hochstens endlich viele 4.
i=0
(a) Die Reihe konvergiert (und zwar sogar absolut), falls es ein ig > 0 und ein ¢ mit 0 < ¢ < 1 gibt,
so dass fiir alle ¢ > i gilt:
Qi1
a;

<g<l1

(b) Die Reihe divergiert, falls es ein ig > 0 gibt, so dass fiir alle i > i¢ gilt:

Qi1
a;

> 1.

Beweis.

(a) Wir setzen M = |a;,|. Aus < g folgt |a;11] < |as|q (fiir ¢ > ip). Also erhélt man:

Q41
a;

laig+1l < lai,|lg = Mgq
laigrel < laigpilg < Mg?
lai+sl < laigq2lqg < Mg?

Allgemein gilt: ‘
@il < Mg’

Folglich ist die Reihe Y. M¢’ eine konvergente Majorante der Reihe ) |a;,+;|, d.h, die Reihe
: =

7=0
o0 oo}
> |@ig+j] ist konvergent. Da sich diese Reihe von der Reihe ) |a;| nur um endlich viele Glieder
i=0 i=0
j | . i
unterscheidet?, ist auch > |a;| konvergent.
i=0
(b) Aus |2t > 1 folgt [a;41] > |ai] (fiir i > 4p). Also gilt:

0 <laip| < laig+1| < laig42] < ...

Die a; bilden also keine Nullfolge. Damit kann die Reihe nicht konvergent sein. [J
Wir geben noch eine haufig benutzte Folgerung aus dem Quotientenkriterium an, die wir die Limes-

Version des Quotientenkriteriums nennen:

(o]
Gegeben sei eine Reihe > a; mit a; # 0 fiir alle bis auf hochstens endlich viele i. Dann gilt:
i=0

Ist lim |2+ <1, so konvergiert die Reihe absolut.
1— 00

Ist lim |%*| > 1, so divergiert die Reihe.
11— 00

2Klarerweise gilt die folgende Feststellung, die wir oft benutzen werden ohne sie ausdriicklich zu erw#hnen:
Ist > a; konvergent, so ist auch jede Reihe konvergent, die aus Y a; durch Hinzufiigen, Weglassen oder

=0 i=0
Abéandern endlich vieler Glieder entsteht.
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Der Deutlichkeit halber sei angemerkt, dass die zweite Bedingung den Fall einschlieflt, dass der genannte
Limes gleich oo ist.

Aufgabe: Zeigen Sie, dass die Limes-Version aus Satz 4 folgt.

4.1.3 Das Wurzelkriterium

Satz 5 (Wurzelkriterium).

(oo}
(a) Die Reihe Y a; konvergiert (und zwar sogar absolut), falls es ein ig > 0 und ein ¢ mit 0 < ¢ < 1

Vel <g<1.
(b) Die Reihe divergiert, falls es ein ig > 0 gibt, so dass fiir alle i > i¢ gilt:
\i/ ai| 2 1.

Der Beweis von Satz 5 ist dhnlich dem Beweis von Satz 4. Empfehlung: Fiihren Sie diesen Beweis selbst
aus. Orientieren Sie sich dabei am Beweis des Quotientenkriteriums.

=0
gibt, so dass fiir alle ¢ > i( gilt:

Aus dem Wurzelkriterium lésst sich eine analoge Folgerung ziehen wie die aus dem Quotientenkriterium

(Limes-Version des Wurzelkriteriums®). Fiir jede Reihe Y a; gilt:
=0

Ist lim +v/|a;| <1, so konvergiert die Reihe absolut.
71— 00

Ist lim +/|a;| > 1, so divergiert die Reihe.
71— 00

Die zweite Bedingung schliet wiederum den Fall ein, dass der genannte Limes gleich oo ist.

4.1.4 Das Leibnizsche Kriterium

o0 .
Fiir Reihen der Form Y (—1)"a; mit a; > 0 gibt es ein weiteres, oft verwendetes Konvergenzkriterium.
i=0

Derartige Reihen, die abwechselnd positives und negatives Vorzeichen haben, nennt man alternierende
Reihen.

Satz 6 (Leibnizsches Kriterium).

Eine Reihe Y. (—1)'a; mit a; > 0 ist konvergent, wenn (a;) eine monotone Nullfolge ist (d.h., wenn
i=0

ap > ay > az > ... und a; — 0 gilt).

Beweis. Wir betrachten zunéchst nur die Partialsummen mit einer geraden Gliederzahl, d.h.
S1 = ap — a1

s3 = (ap — a1) + (a2 — as)

Son41 = (ao — al) + (ag — ag) + (a4 — a5) + ...+ (agn — a2n+1)

Wegen (a; — a;4+1) > 0 gilt: Die Folge s1, s3, S5, ... ist monoton wachsend. Sie ist auch beschrénkt; um
dies einzusehen, brauchen wir die Summe 5,1 nur anders geklammert aufzuschreiben:

Sopt1 = ao — (a1 —az) — (a3 —ag) — ... — (agn—1 — G2p) — A2n41 < Go.

3Hiufig wird in der Literatur statt ,, Limes-Version des Wurzelkriteriums“ auch einfach wieder ,, Wurzelkriterium “
gesagt; eine analoge Bemerkung gilt auch fiir das Quotientenkriterium.

120



Also ist die Folge s1, s3, S5, ... konvergent (nach Satz 5, Abschnitt 1.3). Es sei s der Grenzwert dieser
Folge mit s = lim sgy,41. Wir miissen jetzt nur noch zeigen, dass auch die Folge der Partialsummen s,
n—oo

S2, S4, ... gegen denselben Grenzwert s strebt. Es gilt so,12 = Sont1 + d2nt2. Also:
lim Son42 = lim Sop+1 + lim Aopt+2 =5+ 0 =s. (]
n—oo n—00 n—0o0

Wir wissen, dass jede absolut konvergente Reihe auch konvergent ist (vgl. (4.5)). Mithilfe des Leibniz-
Kriteriums kénnen wir nun leicht Beispiele fiir Reihen finden, die konvergent, aber nicht absolut konver-
gent sind: Die Reihe

o0

; 1 11 1 1
B S I 4.6
pt (=1) i 2 + 3 4 + 5 (4.6)
ist konvergent nach dem Leibniz-Kriterium; sie ist aber nicht absolut konvergent, da die Harmonische

o0
Reihe 7 1 divergent ist.
i=1

4.2 Potenzreihen

Unter einem Polynom versteht man bekanntlich einen Ausdruck der Form

n
g a;x' = ag+ a1z + ax® + ...+ apx”,
i=0

wobei x eine reelle Variable ist; die reellen Zahlen a; heiflen Koeffizienten des Polynoms. Zu jedem
Polynom gehort auf natiirliche Art und Weise eine auf ganz R definierte Funktion f, die jedem x € R
als Wert die reelle Zahl f(z) = ag + a1z + asx® + ... + a,z" zuordnet.

Unter einer Potenzreihe versteht man das ,,unendliche Analogon*“ zu einem Polynom. Eine Potenzreihe
ist ein Ausdruck der Form

> .
Zaimz =ap+ a1z +asx®+....
i=0
Dabei ist = wie bei einem Polynom eine reelle Variable. Die Folge (a;) von reellen Zahlen heifit die

oS} .
Koeffizientenfolge der Potenzreihe. Auch zu jeder Potenzreihe gehért eine Funktion f(z) = Y a;z", die
i=0
o0 .
allerdings nur fiir diejenigen = € R definiert ist, fiir die die Reihe Y a;z" konvergiert.
i=0
Ein wichtiges Problem bei der Untersuchung von Potenzreihen ist die Bestimmung derjenigen = € R,

fiir die die Reihe Y a;2% konvergiert, d.h. derjenigen z, fiir die die zugehorige Funktion f definiert ist.

i=0
Zunichst betrachten wir einige Beispiele:

S .
1. Wir betrachten die Potenzreihe > z*, d.h., die Koeffizientenfolge dieser Potenzreihe ist konstant 1.
i=0
Es handelt sich hierbei natiirlich um die geometrische Reihe. Diese divergiert bekanntlich fiir |z| > 1;
sie konvergiert fiir x € (—1,1) und es gilt:

1—2z

> at= ! (fiir z € (—1,1)).
1=0

5.5 .
Mit anderen Worten: Durch die Potenzreihe Y 2’ wird die Funktion f : (—=1,1) — R mit f(z) = =
i=0

dargestellt. (Empfehlung: Uberlegen Sie sich zur Veranschaulichung, wie der Graph dieser Funktion
aussieht und fertigen Sie eine Skizze an!)
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o0 .
2. Wir betrachten die Potenzreihe ) %. Die Koeffizientenfolge ist also in diesem Beispiel die Folge %,
i=0
d.h. 1,1, %, 5 214, 150, .... Wir bestimmen mit der Limes-Version des Quotientenkriteriums diejenigen
x € R, fiir die diese Potenzreihe konvergiert. Es gilt fiir  # 0O:

1
:|x-lim<, ):0.
1—00 Z+].

Das heifit (nach der Limes-Version des Quotientenkriteriums): Die Potenzreihe konvergiert fiir alle
x # 0. Da jede Potenzreihe natiirlich fiir = 0 konvergiert, haben wir also gefunden: Die Potenzreihe

.’Ei+1 ’L"
lim |—

3y ”;i' (4.7)

=0

konvergiert fiir alle z € R. Mit anderen Worten: Durch die Potenzreihe (4.7) ist eine Funktion f :
R — R dargestellt’. Im Gegensatz zum ersten Beispiel stellt die hier betrachtete Potenzreihe also
eine Funktion dar, die auf der gesamten Menge R definiert ist.

3. Wir betrachten die Potenzreihe Z i‘z". Die Koeffizientenfolge ist also hier die Folge (i*) (fiir i =
=0

0,1,...),d.h. 1,1, 4, 27, 256, 55, 66 . Wir bestimmen mit dem Wurzelkriterium (genauer: mit der
Limes-Version des Wurzelkrlterlums) diejenigen z € R, fiir die diese Potenzreihe konvergiert. Es gilt

fiir x # 0:
lim +/|i*zt = |z| - lim i = oo.
11— 00 11— 00

Das heifit: Diese Potenzreihe ist nur fiir £ = 0 konvergent; die zugehorige Funktion f ist also nur fiir
x = 0 definiert (und deshalb uninteressant).

Satz 7

Gegeben sei die Potenzreihe > a;z'. Konvergiert diese Potenzreihe fiir ein zy # 0 (d.h. Y a;xf
=0 1=0
konvergiert), so konvergiert diese Potenzreihe auch fiir jedes « mit |x| < |zo|. Sie konvergiert fiir jedes

x mit |x| < |zo| dann sogar absolut (d.h., E |a;x?| konvergiert).

=0

Beweis. Es sei Z a;x} konvergent (zo # 0). Dann ist (a;z)) eine Nullfolge (Satz 1) und deshalb gibt es
eine Konstante M mit |a;zf| < M fiir alle i > 0. Fiir 2] < |zo| folgt hieraus:

4
xT

Zo

—| <M

o] = e | 2 <
Zo

i oo .
eine konvergente Majorante von > |a;x*| (siehe

Wegen |z| < |zo] ist |;=| < 1. Daher ist Z M| ‘

Abschnitt 4.1.1, ,,Spezialfall des Majorante;k()lrlterlums 9. d =

Als Folgerung aus Satz 7 erhalten wir den folgenden Satz.
Satz 8.
Zu jeder Potenzreihe io: a;x" gibt es ein R mit R € {7" eR:r> 0} U {oo}7 so dass die Potenzreihe
fiir alle « mit |z] < Rzl?(())nvergiert (sogar absolut) und fiir alle £ mit || > R divergiert.

4Es handelt sich (wie wir spéter noch zeigen werden) um die Exponentialfunktion e”.
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Beweis. Wir definieren R durch

o0
R =sup {x eR: Z a;x’ konvergiert},
i=0

falls die Menge {9: ER: Y aat konvergiert} beschrénkt ist. Andernfalls definieren wir R durch:
i=0

R = .

Die Behauptung von Satz 8 folgt dann unmittelbar aus Satz 7. O

Man nennt R Konvergenzradius der Potenzreihe, das Intervall (—R, R) heifit Konvergenzintervall der
Potenzreihe. Nach Satz 8 konvergiert eine Potenzreihe also fiir alle x, die innerhalb des Konvergenzin-
tervalls liegen und sie divergiert fiir alle z, deren Abstand vom Nullpunkt grofler als R ist. Fiir z = R
bzw. ¢ = —R wird in Satz 8 keine Aussage gemacht. Es kann vorkommen, dass die Potenzreihe in
beiden Randpunkten des Konvergenzintervalls (— R, R) konvergiert; sie kann aber ebenso gut in beiden
Randpunkten divergieren bzw. in einem Randpunkt konvergieren und im anderen divergieren.

-R 0 R
| | |

T
Divergenz absolute Konvergenz Divergenz

An den Randpunkten R und —R ist keine allgemeine Konvergenzaussage moglich.

Beispiele. Wir betrachten zunéchst die obigen Beispiel 1, 2 und 3:

o0 .
1. Die geometrische Reihe > 2* hat den Konvergenzradius R = 1. An den Randpunkten x = 1 und
i=0
x = —1 des Konvergenzintervalls liegt Divergenz vor.

&) .
2. Die Reihe )7 % hat den Konvergenzradius R = co.
i=0

3. Die Reihe Y iz’ hat den Konvergenzradius R = 0.
i=0

0 .
4. Die Reihe H%lx’ konvergiert fiir x = —1 und divergiert fiir z = 1. Also hat sie den Konvergenzradius

1=
R = 1. An den Randpunkten liegt einmal Konvergenz und einmal Divergenz vor.

In vielen Féllen l&sst sich der Konvergenzradius einer Potenzreihe mithilfe der Limes-Version des Quotienten-
bzw. Wurzelkriteriums berechnen. Beispiele hierfiir stellen die obigen Beispiele 2 und 3 vor Satz 7 dar.
Hier nun ein weiteres Beispiel zur Berechnung des Konvergenzradius R einer Potenzreihe.

oS} . .
Beispiel. Fiir ) i5"z" soll der Konvergenzradius ermittelt werden.

i=0
Wir verwenden die Limes- Version des Quotientenkriteriums und betrachten dementsprechend (fiir z € R)
den folgenden Grenzwert: 4 .
(i + 1)57,4-13.:1-&-1

lim A
ibtat

i—00

Ist fiir ein * € R dieser Grenzwert < 1, so liegt Konvergenz vor; ist dieser Grenzwert > 1, so liegt
Divergenz vor. (Ist dieser Grenzwert = 1 oder existiert er gar nicht, so hat der Test kein Ergebnis
geliefert.) Wir wéhlen ein beliebges « € R; in der nachfolgenden Grenzwertbestimmung ist x also fest
gewahlt. Dann gilt:

(2 + 1)5i+1xi+1

1+ 1
it )

lim

i—00

= lim -bx

1—00

7

‘z’—l—l

1
i ’~|5m|) @5z lim
11— 00

i

~ Jim ( ’ — 5[a].
11— 00

=1
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An der mit (x) gekennzeichneten Stelle wurde benutzt, dass x fest gewéhlt wurde und der Term |5x| = 5|x|
somit konstant ist.

Des Weiteren gilt:

1
Sl <1 «— \x|<g
1
Slz| >1 < \x|>g

Folglich liegt Konvergenz vor, falls |z| < & gilt; Divergenz liegt vor, falls |z| > £ gilt. Also gilt R = 1.
Nach diesem Beispiel betrachten wir nun wieder den allgemeinen Fall einer Potenzreihe > a;z® mit
i=0

S} .
Konvergenzradius R > 0. Durch > a;2* mit R > 0 wird (wie zuvor bereits ausgefiihrt) eine Funktion f

=0
mit Definitionsbereich D(f) = (—R, R) definiert, némlich durch die folgende Festsetzung:

Der folgende wichtige Satz, den wir ohne Beweis angeben, beschreibt, wie man eine solche Funktion f
differenziert bzw. integriert. Etwas grob gesagt: Man differenziert bzw. integriert f auf dieselbe Art, wie
man ein Polynom differenziert bzw. integriert, ndmlich durch , gliedweise Anwendung“ der bekannten
Regeln:

N . - . 1 .
(aixl) = ja;xt ! und /a,;xl dr = ?aix”l.
i

Genauer gilt der folgende Satz.

Satz 9.

Die Potenzreihe f(z) = 3 a;x* habe den Konvergenzradius R > 0. Dann gilt:
i=0

a) Die Funktion f ist in (—R, R) differenzierbar. Thre Ableitung f’ erhilt man durch:
g
f(x) = Ziaixi_l. (4.8)
i=1
(b) Eine Stammfunktion von f erhdlt man durch:

/f(x) dx = Z ; jl: 1 AR (4.9)
i=0

Ferner gilt: Die Potenzreihen (4.8) und (/.9) haben ebenfalls den Konvergenzradius R.

Fiir den Beweis von Satz 9 verweisen wir auf die Lehrbiicher der Analysis.

Durch gliedweise Differentiation bzw. Integration kann man aus gegebenen Potenzreihendarstellungen
von Funktionen Potenzreihendarstellungen anderer Funktionen finden.

Beispiel. Aus der geometrischen Reihe

1

T =yt firte(-1,1)
=0

erhilt man, wenn man —z fiir ¢ einsetzt, eine Darstellung der Funktion H% als Potenzreihe (fiir z €
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1 (oo} [ee]
l+z 1- (-2 =D (o) =2 (-

=0 =0

Also:

= i (—l)iwi fir x € (—1,1). (4.10)

=0

Durch gliedweise Integration erhéilt man wegen (ln 1+ m))l =

Tfz*
) i oo i—1 ) i+1
(-1) S 4 (-1) ; (=1) i
n(l+z)= Zz—i—l CZZTZ‘ +C:Z . z' + c.
1=0 =1 =1

mit einer Integrationskonstanten c. Setzt man hierin = 0 ein, so ergibt sich ¢ = 0. Als Ergebnis haben
wir also die folgende Potenzreihendarstellung von In (1 + x) erhalten:

] H—l ) xQ 563 CC4
n(l+ ) Z =r——4+———+4... (firze(-1,1)). (4.11)

=1

Wie wir wissen, konvergiert die Reihe x — %2 + %3 - %4 +... auch noch fiir z = 1 (nach dem Leibnizschen
Kriterium). Man kann zeigen, dass auch fiir x = 1 die Formel (4.11) noch giiltig ist. Es gilt also:

1 1 1
n2=1--+-—-—-+.... 417
n 2+3 4+ ( )
Fiir x = —1 divergiert die Reihe z — 952—2 + I—; — %4 +...,da —-1— % — % — i — ... bis auf das Vorzeichen

die harmonische Reihe ist.

Ein weiteres Beispiel: In &hnlicher Weise, in der wir (4.11) gefunden haben, erhilt man die Potenzrei-
hendarstellung fiir arctan z (im Intervall (—1,1)):

1 oo oo
1+x2:1—— =X (=)' =3 (-

=0 =0

1

Durch gliedweise Integration erhélt man wegen (arctan x)/ = 7.7

o) (_1)1'
arctanx = E - i +c.
P 21+ 1

Durch Einsetzen von z = 0 folgt ¢ = 0. (Man beachte, dass arctan0 = 0 gilt.) Also:

(1) i 3 x® 2T .
t = T=r——+4+ = - = f -1,1)). 4.12
arctan ;22'—&—1 Tt -t (fir z € (—1,1)) (4.12)
Nach dem Leibnizschen Kriterium konvergiert die Reihe z — “"—; + 50 —7 + ... auch fiir x = 1 und
x = —1. Man kann zeigen, dass auch fiir t = 1 und = —1 die Formel (4 12) gultlg ist. Insbesondere
folgt im Fall z = 1 (wegen arctan1 = 7):
0 1 1 1 1 1
142 _Z4°= 4.12
4 3 + 5 7 + 9 11 - ( )

Mithilfe der Formeln (4.11%) und (4.12°) ist es im Prinzip moglich, N&herungswerte fiir In2 und 7 zu
berechnen. (Nachteil: Die Konvergenz ist nur sehr langsam.)
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Zusammenfassung der letzten beiden Beispiele.

OO gyit1l .
1. Die Potenzreihe > % Tt = x — %2 + x—; — % + ... konvergiert fiir —1 < x < 1, ansonsten
i=1
divergiert sie. Im Intervall (—1, 1] stellt diese Reihe die Funktion f(z) = In (1 + x) dar’. Man nennt
daher diese Reihe die Logarithmusreihe.
oo i ) 5
2. Die Potenzreihe ‘Zo % p2tl = — % + & - % + ... konvergiert fiir —1 < x < 1, ansonsten
i=
divergiert sie’. Im Intervall [—1, 1] stellt diese Reihe die Funktion f(x) = arctanz dar. Man nennt
daher diese Reihe die Arcustangensreihe.

Aus Satz 9 ergibt sich, dass die Funktion f(z) = Y a;z° in (—R, R) beliebig oft differenziert werden
i=0

1S54 .
kann, denn die Ableitung f’(z) = Y ia;z*"! ist wieder eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R und
i=1

kann deshalb wiederum gliedweise differenziert werden. Es ergibt sich:

flz) = Z a;r’
=0

o0

fle)=> i-aa""
i=1
o0

f(x) = Zz (i —1) - ax?

=2

(@) (= 1) (i — 2) - et

Lbﬂg

@
Il
w

allgemein : f*)(z) = Zz (i—1)-...-(i—k+1)-auzF (4.13)
i=k

Setzt man in (4.13) speziell z = 0 ein, so erhdlt man:

fRO)=k-(k—=1)-...-2-1-ap = k! - ax.

Fiir die Koeffizienten a;, (mit k& = 0,1,2,...) einer Potenzreihe Y ajz* mit R > 0 haben wir somit die
k=0
folgende Darstellung erhalten:

ap = w (fir k =0,1,2,...). (4.14)

®Der Graph von In (1 + z) ist der um eine Einheit nach links verschobene Graph von In z:

In(l+x)

SFiir |z| > 1 bilden die Glieder dieser Reihe keine Nullfolge - daher liegt Divergenz vor.
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Als Folgerung aus (4.14) erhalten wir einen wichtigen Satz, den sogenannten Identititssatz fiir Potenz-
reihen (auch Eindeutigkeitssatz fiir Potenzreihen oder Satz vom Koeffizientenvergleich genannt).

Satz 10 (Identitéitssatz fiir Potenzreihen).

Sind 3 a;x* und Y b;at zwei Potenzreihen, die beide in einem den Nullpunkt enthaltenden Intervall
i=0 i=0

(a, b) konvergieren und dort dieselbe Funktion f(x) darstellen, so sind die beiden Potenzreihendarstel-

lungen identisch, d.h., fiir die Koeffizienten gilt a; = b; (fiir i = 0,1,2,...).

00 X > .
Beweis. Es gelte auf dem Intervall (a,b) sowohl f(z) = > a;a" als auch f(z) = > b;a*. Nach (4.14)

i=0 i=0
folgt a; = m =b; (firi=0,1,2,...). O
Mit anderen Worten bebagt Satz 10 albo Es ist nicht moglich, eine Funktion f : (a,b) — R durch zwei
verschiedene Potenzreihen Z a;r' und Z b;x' darzustellen.

=0 =0
Wir haben hier nur Potenzreihen der folgenden Form betrachtet:

i .
g a;x". (4.15)
i=0

Dariiber hinaus bezeichnet man auch Reihen der folgenden Form als Potenzreihen:
o0 .
a;(z — z0)". (4.16)
i=0

(Erlduterung: In (4.16) ist xo fest und = variabel. (4.15) ist also der spezielle Fall, dass 2o = 0 gilt.)
Potenzreihen der Form (4.16) lassen sich durch die einfache Substitution y = z — z¢ in Potenzreihen der

Form (4.15) iiberfiihren:
o0 . (o) )
Zai(ﬂf — )" = Zaiyl-
i=0 i=0

Hieraus ergibt sich, dass die Graphen der durch (4.15) und (4.16) dargestellten Funktionen bis auf
eine Parallelverschiebung gleich sind: Ist R der Konvergenzradius von (4.15) und ist f die durch (4.15)
dargestellte Funktion, so konvergiert die Reihe (4.16) fiir alle  mit |z —xz¢| < R; fiir alle  mit |z —z¢| > R
divergiert sie. Ferner ist f(x—x¢) die durch (4.16) bestimmte Funktion”. Das bedeutet also: Die Graphen
der durch (4.15) und (4.16) dargestellten Funktionen lassen sich durch eine Parallelverschiebung in
Richtung der x-Achse ineinander iiberfithren (siehe Zeichnung).

/\ f(x) f(ZE _1'0)

-R R zo — R ) o+ R

"Denn setzen wir wie oben y = = — z, so gilt:

lz—wo| <R = [y<R = > ay'=f@y) = > alz—w) =f(z—o)
i=0 1=0

|t —x0| >R = J|y|>R = Zaiyi divergiert — Zai(x — x0)" divergiert.
i=0 =0
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o0 .
Man nennt xo den Mittelpunkt (oder auch Entwicklungspunkt) der Potenzreihe > a;(x — x¢)". Unsere
i=0
obigen Uberlegungen haben gezeigt, dass Potenzreihen mit beliebigem Mittelpunkt z( ,,nicht wesentlich
verschieden“ von Potenzreihen mit Mittelpunkt zg = 0 sind. Daher konnten wir uns auf das Studium
von Potenzreihen mit Mittelpunkt x¢g = 0 beschrinken. Fiir Potenzreihen mit beliebigem Mittelpunkt

x( gelten entsprechende Satze wie fiir Potenzreihen mit Mittelpunkt zy = 0.

4.3 Der Satz von Taylor

Ist die Funktion f an der Stelle zy differenzierbar, so erhilt man die Gleichung der Tangente T'(x) im
Punkt (wo, f (330)) durch (vgl. Abschnitt 2.1, Bemerkung zur geometrischen Interpretation der Ableitung):

T(x) = f(x0) + f'(z0)(z — 20).
Unsere Anschauung legt nahe, dass T'(x) in der Nihe von xy eine gute Anniherung an f(x) darstellt.

Diese Aussage lisst sich folgendermafien prézisieren: Wir fragen uns, welchen Fehler man begeht, wenn
man f(z) durch T'(z) ersetzt. Fiir den Fehler |f(z) — T'(z)]| gilt:

|F(@) = T(@)| = |£(@) = f(a0) = £'(20) (@ = x0)].

Es folgt (fiir = # x):

_T _
@) =T@] _ (£ =) o 0 e e

|z — o] T — o
Das bedeutet, der Fehler |f(x) — T'(x)| strebt schneller gegen Null als der Abstand |z — xq|. Diese Eigen-
schaft unterscheidet die Tangente T'(z) von jeder anderen Geraden durch den Punkt (gco, f (mo)). Dies
ist die prézise Bedeutung der Feststellung, dass T'(z) in der Néhe von xq eine gute Annéherung an f(x)
darstellt.

~Af () = T(z)|

o x

Ferner gilt fiir die Funktion f und die Tangente 7' im Punkt (zo, f(z0)):
T(zo) = f(zo) und  T'(x0) = f'(x0). (4.17)

Mit anderen Worten: T und f stimmen an der Stelle g in Funktionswert und erster Ableitung {iberein.

Fiir viele Anwendungen reicht die Anndherung von f durch eine Gerade nicht aus. Um noch bessere
Anndherungen von f in einer Umgebung von xy zu erhalten, kann man f beispielsweise durch ein
Polynom hochstens zweiten Grades anndhern:

Ty (x) = ax® + bz + c.

Unsere obigen Uberlegungen legen uns nahe, dass T»(z) in der Umgebung von zy eine gute Annéherung
an f(z) darstellt, falls To(x) so gewéhlt wird, dass (wie in (4.17)) Ta(zo) = f(z0), To(xo) = f'(x0)
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und zusétzlich noch T" (z) = f"(xz¢) gilt. Allgemein: Man néhert f durch ein Polynom héchstens n-ten
Grades T, (x) an, fiir das gilt:

Tu(z0) = f(20), Th(wo) = f'(z0), .. T\ (xo) = ") (xo). (4.177)

Mit anderen Worten: (4.17") besagt, dass T;, und f an der Stelle zy in Funktionswert und den ersten n
Ableitungen iibereinstimmen (n € NU {0}). Dies setzt natiirlich voraus, dass f n-mal differenzierbar ist.
Es stellt sich nun die Frage, ob ein solches Polynom iiberhaupt immer existiert. Die Antwort lautet ja.

Das folgende Polynom erfiillt offenbar diese Bedingungen®:

Zf

(k) (
(Z0) ( _ 4o)k. (4.18)

Beispiel. Fiir n = 3 lautet dieses Polynom:

f"(z0)
2!

f/// (xo)

3l (z — z0)°.

(z — x0)

8 f (0 (p
S L) () = o) + FGeo) - a0) +

k!
k=0

Man mache sich klar, dass der Funktionswert dieses Polynoms an der Stelle zy gerade f(z() ist und
dass die ersten drei Ableitungen dieses Polynoms an der Stelle 2o die Werte f'(xzo), f”(x0) und f"'(zo)
besitzen!

Man nennt das Polynom (4.18) n-tes Taylorpolynom von f an der Stelle xg. Wir bezeichnen es mit T, ()
oder (wenn wir die Abhéingigkeit von der Stelle o ausdriicken wollen) mit 7T}, (x, zg).

Um unsere Uberlegungen moglichst iibersichtlich zu halten, wollen wir ab jetzt 2y = 0 voraussetzen. Dies
bedeutet keine wesentliche Einschrinkung, da man den allgemeinen Fall eines beliebigen xy ebenso wie
den Fall ¢y = 0 behandeln kann. Das n-te Taylorpolynom von f an der Stelle zg = 0 lautet also:

T (z) = zn: IP0) k) s e s Q2 y PO (4.19)

k! 2! n!
k=0

Welchen Fehler begeht man, wenn man f(z) durch T, (x) ersetzt? Wir setzen f(z) = T,,(z) + Rn(x).
Man nennt R, (x) n-tes Restglied. |Ry,(z)| = |f(x) — T,,(z)| ist der Fehler, den man begeht, wenn man
f(z) durch T,,(z) ersetzt. Grundlage fiir die Abschiitzung des Fehlers |R,,(z)| ist der folgende Satz von
Taylor.

Satz 11 (Satz von Taylor).

Die Funktion f sei im Intervall [a,b] (n+ 1)-mal differenzierbar und die (n + 1)-te Ableitung sei stetig
auf [a,b]. Es gelte 0 € (a,b). Fiir alle x € [a,b] gilt dann:

f(z) = Th(z) + Ru(x), (4.20)

n
wobei T,,(z) = kZ:O % o* das n-te Taylorpolynom (an der Stelle zyp = 0) ist und das Restglied
R, (x) die folgende Darstellung besitzt:

l' / LD (1) dt.

n:
0

8Es lésst sich zeigen, dass dies das eindeutig bestimmte Polynom héchstens n-ten Grades ist, das die Bedingungen
(4.177) erfullt.

129



Beweis. (Induktion nach n)
(I) Fiir n =0 gilt T,,(z) = f(0) sowie

%/(x—t)”f“’“)(t) dt:/f’(t) dt = f(x) — f(0).

0 0

Die Behauptung (4.20) lautet fiir n = 0 demnach: f(z) = f(0)+ f(z) — f(0), was zweifellos richtig
ist.

(IT) Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir ein festes n > 0 gelte, d.h.:

o " £ (0) 1 o
)_kZ:O o / () dt. (4.21)

Mittels partieller Integration folgt hieraus:
xr

(z— )" f () at

n!

0
1 (@@= (n+1) 1 g+ pnt2)
= — |-t 7 t — (n t) dt
n! [ n+1 ! ( ) n / ®)
0
f(n+1)(0> n+ j n+1 (TL+2)
_ dt
CEE (n+1) R
0

Hieraus erhélt man durch Einsetzen in (4.21), dass die Behauptung auch fir n + 1 gilt. O
Es sei angemerkt, dass es auch andere Darstellungen des Restglieds gibt; die hier gewéhlte Darstellung

x

Rola) = o [ =077 0(0) de

n!
0

nennt man die Integralform des Restglieds.
Abschitzung des Restglieds R, (x).

Da die Funktion f*1) in [a,b] stetig ist, gibt es eine Konstante M, 1, so dass |tV (t)| < M, fiir
alle ¢ € [a,b] gilt”. Es sei x € [a, b]. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass = > 0 gilt. Dann folgt:

xT

‘Rn(l')‘ < %/(w—t)”

0
< M1 /(x —t)" dt = My [— (z—t) -
n!
0

f(nJrl)(t)‘ dt

MYL-‘rl xn+1
(n+1)!

n! n+1

(Die erste Ungleichung folgt nach Satz 5 (b) in Abschnitt 3.2, man beachte auch x > t; die zweite
Ungleichung folgt nach Satz 5 (a) in Abschnitt 3.2.)

Gilt & < 0, so erhélt man durch eine dhnliche Rechnung:

[ (@) < % (—z)"L.

9Ein bekannter Satz iiber stetige Funktionen besagt namlich: Jede stetige Funktion f : [a, ] — R ist beschriinkt.
(Hierbei ist die Voraussetzung wichtig, dass das betrachtete Intervall [a, b] abgeschlossen ist.)
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Insgesamt haben wir also folgendes Ergebnis erhalten (fiir alle = € [a, b]):

Abschitzung des Restglieds R, ()

M (4.22)
o n+1 n+1
£(@) = Ta(a)| = |Ruta)| < (7 1o
Insbesondere folgt aus (4.22) (fiir x — 0):
o< M@ - T@| _ Myr-lal
|| (n+1)!

Daraus folgt:

Fiir x — 0 strebt der Fehler |R,, (x)| = | f(z) — T,(x)| sogar noch schneller gegen Null (4.23)

als |z|". :
Man kann zeigen, dass unter allen Polynomen P,(z) vom Grad hochstens n, fiir die P,(0) = f(0)

gilt, das Taylorpolynom T, (x) das einzige ist, das die Eigenschaft (4.23) besitzt. In diesem Sinne ist
das Taylorpolynom unter allen Polynomen P,(z) am besten zur nidherungsweisen Berechnung von f
in der Nihe von zy = 0 geeignet. (Entsprechendes gilt fiir jedes beliebige xg und das Taylorpolynom
T, (x,20).) Man beachte, dass durch diese Feststellungen die Uberlegungen vom Anfang dieses Abschnitts
verallgemeinert werden.

Beispiele:
1. Es sei f(z) = e¢®. Die Taylorpolynome von f an der Stelle g = 0 lauten dann:
To(l‘) =1

1
To(z)=14z+ ixz

1 1
Ts(z)=1+x+ —2? + a3

2 6

no_k

x

Tn(z) = Z Tl

k=0

Nach (4.22) gilt fiir z € [-1, 1]:
o e ntl e 3
[Fn(e)| = [ = Tafa)] < R Far s TR o V1

Approximieren wir die Exponentialfunktion e” im Intervall [—1, 1] durch die Gerade Ti(z) = 1+«
(siehe Zeichnung), so betrégt der Fehler |e” — T} ()| also hochstens 2 = 1.5.

2 T1(x)
1
L"E—/
‘ | |
\ 1 1 1 1
-3 —2 -1 1 2
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Approximieren wir e” in [—1, 1] durch die quadratische Funktion (Parabel) T5(z) = 14z + £2? (siehe
Zeichnung), so betréigt der Fehler [e” — Ty(z)| héchstens 3 = 0.5.

1 2
Fiir die nichsten Taylorpolynome erhélt man:
e’ —Ts(x) <3*0125
A=
3
*—T. < =0.02
e 1(z)| < 120 0.025
3
=T < — ~0.0042
e 5(2)] < 0 0.00
3
- T < —— =~ 0.0006
e 6(x) < 5040 0.00
2. Es sei f(z) = sinz.
Es gilt:
f'(x) =cosz, f'(z)=—sinz, [O(z)=—cosz, [fH(z)=sinz
Ferner: sin (0) = 0 und cos (0) = 1.
Hieraus ergibt sich:
To(z) =0
T (z) =Ts(z) ==
23
Ts(x) = Ty(x) = — 37
3 b
T5(z) = To(z) =« ETR
3 25 2T
Tr(z) = Ts(z) = ETIRTI

n k
-1
GO

Tont1(x) = Tongo(z) = 2k +1)!

k=0

Es gilt | o) (x)‘ <1, da sémtliche Ableitungen von f(z) = sinx entweder Sinus- oder Cosinusfunk-
tionen sind. Also folgt nach (4.22) fiir alle z € R:

|x|n+1

(n+ 1)

IN

sinz — T, ()
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Wir konnen also abschitzen:

mnx—T(x)‘ = smx—x‘ @ @
i = 3l 6

% 2l
sine — Ty(x)| = sinx(:cg!) < 5 T T

Hieraus ergeben sich beispielsweise die folgenden Fehlerabschéitzungen:

sine —z| <

(fir [z < 1)

. . 1

sine —z| < — fir |z|] < —
6.000 10

i s py Gk
SIN T — —_ - — r
ET\TT ) = 120 =

. 2\ 1 fir [z] < 1
sinx — - = —_ r —
SETAT TS ) = 12000000 U0

In der folgenden Zeichnung sind die Taylorpolynome T} bis Tos fiir sin x dargestellt:

= O =

, ,
7 To1 I Ths
i

g

7
N
N
\

\ - \ \
VT3 Ty RN AT (WA \‘T19 \‘T23

Der Vollsténdigkeit halber formulieren wir noch den Satz von Taylor fiir ein beliebiges xg. (Der Beweis
dieses Satzes geht analog zum Beweis von Satz 11.)

Satz 12 (Satz von Taylor in allgemeiner Form).

Die Funktion f sei im Intervall [a,b] (n+ 1)-mal differenzierbar und die (n + 1)-te Ableitung sei stetig
auf [a,b]. Es gelte zg € (a,b). Dann folgt fiir alle = € [a, b]:

f(z) =T,(z) + Ry (x).

Dabei ist T, (x) =
k

n s
(f(k;(!wo) (x — mo)k) das n-te Taylorpolynom (an der Stelle o) und fiir das
=0

Restglied gilt:

Ro(z) =

Tl

/ (@ — )" () dt.

zo

Die Formel fiir die Abschitzung des Restglieds lautet fiir ein beliebiges xg:

Mn+1
(n+1)!

|z — zo|™ 1. (4.227)

f(m) - Tn(x)‘ = ‘Rn(x)‘ <

M, 11 ist wie zuvor eine Konstante, fiir die M, 1 > |1 ()] fiir alle ¢ € [a, b] gilt.
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4.4 Taylorreihen

Definition.
Die Funktion f sei im Intervall [a,b] beliebig oft differenzierbar. Es gelte 0 € (a,b). Dann heifit die

Potenzreihe *
© ek
Zf k|(0) " (4.24)

k=0

die Taylorreihe von f. (Genauer miisste man sagen: Taylorreihe mit Entwicklungspunkt xg = 0. Statt
» Taylorreihe“ sagt man auch , Taylor-Entwicklung*.)

Die Partialsummen der Taylorreihe sind also gerade die Taylorpolynome:

Z

f(k)

Da die Taylorreihe eine Potenzreihe ist, konvergiert sie in einem Intervall (—R, R) fiir eine reelle Zahl
R > 0 oder R = oo und divergiert fiir alle x mit |z| > R (siehe Satz 8, Abschnitt 4.2). Konvergiert die
Taylorreihe (4.24) fiir ein x, so braucht sie nicht notwendig gegen f(z) zu konvergieren, d.h., die folgende
Gleichheit muss nicht unbedingt gelten:

©  £(k)
Z ! k!(O) a* = f(x). (4.25)

k=0

(o]

Man kann Beispiele konstruieren, in denen % x® # f(x) gilt (siehe Bemerkung (1) weiter unten).
k=0

Der néchste Satz gibt dariiber Auskunft, wann (4.25) gilt.

Satz 13.
Die Funktion f sei in [a, b] beliebig oft differenzierbar und es gelte 0 € (a,b). Wir betrachten ein festes

x € [a,b]. Dann gilt
_y 120
B k

k=0

genau dann, wenn fiir das Restglied R,, aus dem Satz von Taylor gilt:

lim R,(x)=0.

Beweis. Es gilt R, (z) = f(z) — T.(z). Also ist R,,(z) — 0 gleichbedeutend mit T, (z) — f(z). O

Um nachzuweisen, dass fiir eine Funktion f innerhalb eines bestimmten Intervalls die Gleichheit (4.25)
gilt, muss man also zeigen, dass das Restglied R, (x) der Taylorschen Formel'’ gegen Null strebt. Dies
erfordert in manchen Féllen komplizierte Rechnungen, in anderen Fillen ist der Nachweis jedoch einfach.

Die Taylorreihen einiger Funktionen

1. f(z)=¢€"
Es gilt f(*)(0) = 1. Also lautet die Taylor-Reihe

LE2 IE3 I4
an— + = Gttt

Wir zeigen, dass diese Reihe fiir jedes 2 € R gegen f(z) = e® konvergiert (vgl. auch (4.7)).

Unter der Taylorschen Formel versteht man die Identitét (4.20) bzw. die entsprechende Formel aus Satz 12.
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Es sei z € R fest. Wir wéhlen das Intervall [a, b] so, dass es x enthilt und dass 0 € (a,b) gilt. Es gilt
fiir alle n = 0,1,... und fiir alle ¢ € [a, b]:

‘f(n+l)(t)‘ — o < e,

Nach (4.22) gilt (fir alle n =0,1,...):

Also:

0 < lim ’R (x)‘ < lim L |x|n+1 —¢b . lim |1'|"+1 .

(Vgl. auch Beispiel (e), Abschnitt 1.3). Also gilt lim ‘Rn(x)‘ = 0 und somit nach Satz 13:

n—oo
> .Tk x x2 .1'3 .T4
eng E:1+i+§+§+j+ (fﬁrallewER). (426)
o : : ' .

Wir haben als Resultat die Potenzreihendarstellung von e” gewonnen. Man nennt die Reihe (4.26)
die Exponentialreihe. Wir erinnern daran, dass nach Satz 10 (Identitéitssatz fiir Potenzreihen) diese
Darstellung eindeutig ist''.

2. f(z) =sinz:
Es gilt £%)(0) = 0 und f@*+D(0) = (=1)* (mit k = 0,1,2,...). Also lautet die Taylor-Reihe:

00 k
Z (=1) x2k+1:$_£3+£5_£7+_“_
£ (2k + 1)) 357

Wir zeigen, dass diese Reihe fiir jedes « € R gegen f(x) = sina konvergiert: Es sei z € R fest und das
Intervall [a,b] sei wie in 1. gewiihlt. Es gilt fiir alle n = 0,1, ... und fiir alle ¢ € [a, b]:

)| < 1.

Nach (4.22) gilt also (fiir alle n =0,1,...):

< . n+1.
[Rnte)]| < e
Wie in 1. folgt lim ‘Rn(z)‘ — 0. Also gilt nach Satz 13:
n— oo
oo k 3 5 7
1
sinz = E (2(k+)1)' L2k :x—%—&-%—%—i—... (fiir alle z € R). (4.27)

k=0

Man nennt die Reihe (4.27) die Sinusreihe.
3. f(x)=cosa:

Durch eine dhnliche Uberlegung wie in 2. oder (etwas eleganter) durch gliedweise Differentiation von
(4.27) erhélt man:

2 4 6

0 k

-1 x x x .

cosxT = kg ((2k;! =1 o + 6 +... (fir alle z € R). (4.28)
=0

Man nennt die Reihe (4.28) die Cosinusreihe.

HDasselbe gilt natiirlich auch fiir die im Folgenden behandelten Reihendarstellungen von sin z, cos , etc.
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4. f(x)=In(1+x):
Diese Reihe wurde bereits mit der Methode der Reihenintegration gefunden (vgl. (4.11)):

o 3+1 ) 2 3 4
ln(l—i—w):z( 12,) xlzw—%—l—%—%—i—... (fiir € (~1,1]). (4.29)
=1

Man nennt die Reihe (4.29) die Logarithmusreihe (vgl. Abschnitt 4.2).
5. f(x) = arctanx:

Diese Reihe wurde bereits mit der Methode der Reihenintegration gefunden (vgl. (4.12)):
)i 3 5 7

x2i+1:x7%+%f%+... (fiir = € [1,1]). (4.30)

arctanz =

[~
[gJ./—\
7z
—_

Man nennt die Reihe (4.30) die Arcustangensreihe (vgl. Abschnitt 4.2).

Potenzreihendarstellungen von weiteren Funktionen findet man in den Lehrbiichern der Analysis.

Zwei Bemerkungen zum Zusammenhang der Begriffe ,,Potenzreihe‘ und ,,Taylorreihe*

o0

(1) Die Taylor-Reihe kzo ! (’“k)!(o) 2% einer im Nullpunkt beliebig oft differenzierbaren Funktion f ist ei-
ne Potenzreihe; als solche stellt die Taylorreihe auf einem Intervall (—R, R) eine Funktion dar. In
vielen Fillen ist diese Funktion gerade wieder die Ausgangsfunktion f(z) (siehe etwa die obigen

Beispiele f(z) = e®, f(x) =sinz oder f(x) = cosxz). Es ist aber auch méglich, dass die Taylorreihe
> % x¥ auf ihrem Konvergenzintervall eine von f(z) verschiedene Funktion darstellt; hierfiir
k=0

geben wir nun ein Beispiel.

Beispiel. Die Funktion f : R — R sei definiert durch

.
flz) = e ™, fallsz #0
0, falls x =0

Der Graph dieser Funktion:

1,,

\ —

Fiir diese Funktion gilt'? f(k)(O) =0 fir alle kK =0,1,2,.... Fiir die Taylorreihe von f gilt also:

(0
!

8
w"‘

zF =0 (fiir alle z € R).

(]

k=0

Dies bedeutet: Die Taylorreihe von f konvergiert auf ganz R; sie stellt dort aber keineswegs die
Ausgangsfunktion f(x) dar, sondern die konstante Funktion, die iiberall den Wert Null annimmt.

(2) Es sei nun f eine Funktion, die in Form einer Potenzreihe vorliegt:

f(z) = Zakxk fir z € (—R, R) mit R > 0.
k=0

12 Auf den Beweis dieser Aussage, der nicht schwierig ist, aber etwas lingere Rechnungen erfordert, wollen wir
verzichten.
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Wie sieht dann die Taylorreihe von f aus?

Antwort: Nach (4.14) gilt a = f““k)!(o) (fir k = 0,1,2,...). Fiir die Taylorreihe > % z* von f
k=0
gilt also:

Z / k,|(0) ok = Zakmk — f(.’L‘)
k=0 ’ k=0

Das bedeutet, dass die Taylorreihe gleich der Potenzreihe ist, die f darstellt.

Beispiele hierzu: Wir haben die Potenzreihendarstellungen von In (1 + z) und arctanz fiir z €
(—1,1) durch gliedweise Integration aus der geometrischen Reihe gewonnen; nach obiger Bemerkung
(2) konnen wir sicher sein, dass diese Potenzreihen gerade die Taylorreihen von In (1 4+ z) und arctan
sind.

Zur Ubung: Man priife dies fiir In (1 4 z) direkt nach! Anleitung: Man berechne fiir f(z) = In (1 4 z)
die Werte f*)(0) (fiir & = 0,1,2,...) und stelle die Taylorreihe auf. Danach vergleiche man das
Ergebnis mit (4.29).
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5 Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer
Variablen

5.1 Partielle Ableitungen

Zuniichst betrachten wir nur Funktionen mit 2 Variablen. Fiir D(f) C R? sei eine Funktion
f:D(f) - R
(y) = flz,y)==2
gegeben und (xg,yo) € D(f) sei ein fester Punkt.
Wir definieren eine Funktion ¢ durch

 ist eine Funktion der einen Variablen x, der Definitionsbereich von ¢ ist
D(g) = {x: (,90) € D(f)}.

Wir konnen die Funktion ¢ auf Differenzierbarkeit an der Stelle zy untersuchen, d.h., wir fragen nach
der Existenz des folgenden Grenzwerts:

<<P($o+h})L<P($0)) ~ im (f(‘IoJrh,yosz(lEo,yo)).

dp
/ _ 9 1
©'(xo) = de (o) %{)%

h—0

Wenn der Grenzwert existiert, sagt man, die Funktion f(x,y) ist an der Stelle (xq,yo) partiell differen-
zierbar nach der Variablen x.

Analog: Die Funktion ¢(y) = f(xo,y) mit D(¢p) = {y : (zo,y) € D(f)} ist eine Funktion der einen

Variablen y. Wenn der Grenzwert

aw
dy

(yo) = ilﬂ%

V' (yo) =

h h—0

(d}(yo +h) — ¢(yo)) ~ lim (f(l"myo + h})L - f(:co,yo)>

existiert, sagt man, die Funktion f ist an der Stelle (zg, yo) partiell differenzierbar nach der Variablen y.
Wir fassen zusammen:

Definition.

Die Funktion f heifit an der Stelle (z¢,yo) € D(f)

exis-

(a) partiell differenzierbar nach der Variablen z, wenn der Grenzwert }llm%)
=

(f(:coJrh,yo]sz(mmyO))

tiert; man bezeichnet ihn mit

%(xo,yo) oder  fi(2o,¥o0)-
(b) partiell differenzierbar nach der Variablen y, wenn der Grenzwert }llin%) (f (m"’yﬁh,);f (mo’y")) exis-
—

tiert; man bezeichnet ihn mit

0
8—£<xo,yo> oder £, (20, 0)-
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Man nennt %(mo,yo) die partielle Ableitung von f nach x an der Stelle (xq,yo); analog heifit %(xo,yo)
die partielle Ableitung von f nach y an der Stelle (xq,yo)-

Beispiele:

1. Essei f(z,y) = 23y — 22%y* mit D(f) = R2.
An einer Stelle (z,y) € R? erhalten wir:

2. Essei f(z,y) =x- "+ it D(f) =R

of

ox
of

dy

(z,9)

(z,9)

An einer Stelle (z,y) € R? erhalten wir:

3. Essel f(z,y) = In(zy) mit D(f) = {(x,y) tay > 0}.
An einer Stelle (z,y) € D(f) erhalten wir:
of

Ox
of

0y

af B
%(xay) -
aof

Dy (z,y) =

fa(,y)

fy(xa Y)

(z,9)

(z,9)

folz,y) = 3a?y—dxy?
fy(z,y) = o —8a?y?
= etV 4.t = et (2 41)
= em+y2.2xy
1 1
felv,y) = —-y = =
Ty T
1 1
fyxy) = —-x = -
(T, y) w ;

Die bisher betrachteten partiellen Ableitungen werden auch als partielle Ableitungen 1. Ordnung bezeich-
net. Wenn man diese Funktionen erneut partiell differenziert, gewinnt man die partiellen Ableitungen
héherer Ordnung.

Bezeichnungen fiir die partiellen Ableitungen 2. Ordnung:

of
Ox?
>
Oyox
0 f
0xdy
of
Oy?

Joz = (f2)a
foy = (fo)y
fye = (fy)a
foy = (fy)y

Analoge Bezeichnungen verwendet man fiir die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung (k > 3).

Beispiel. Fiir f(z,y) = 23y + ze¥ mit D(f) = R? gilt:

fa

foz
f:z:y

fmcy
fmym
fxyy

3x2y + e

6zy
322 4 ¥

6y
6x
6x

ey

fy

fyz
fyy

f’ya:a;
fyzy
fyyz
fyyy

23 + ze¥

3x2 + e¥

xey

6x
eV
ey
xey
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In diesem Beispiel kann die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen vorgenommen werden, ver-
tauscht werden; es gilt beispielsweise f,, = fzy. In vielen anderen Beispielen ist dies ebenso, aber immer
gilt es nicht, wie folgendes Beispiel zeigt:

- N TR N | 8 0,0
Beispiel. Fiir f (x’y):{ o T ol Eig;fgoo)

~

und D(f) = R? gilt:

£2(0,0) = lim (W) .

h—0 h
. 0,h) — f(0,0
Fiir (z,y) # (0,0) gilt:
B x4+ 4:E2y2 — y4
falz,y) =y 22 1 47)?
ot — 4x2y? —
fy(z,y) = (@2 + y2)2

Hieraus erhélt man:

Definition.
(a) Es sei (20,90) € R? und 6 € R, § > 0. Dann nennen wir die Menge
Us(wo,yo) := { (,9) : lo = ol < &, |y — ol < 3}

eine (offene) §-Umgebung von (xq,yo)-

(b) Es sei (zg,y0) € D € R%. Man nennt (x¢,%o) einen inneren Punkt von D, falls es ein § > 0 gibt,
so dass Us(xo,y0) C D gilt.

Ohne Beweis geben wir den folgenden Satz an.

Satz 1 (Schwarz).

Fiir D C R% sei f : D — R eine Funktion und (¢, yo) ein innerer Punkt von D. Existieren fiir ein k > 2
auf einer 6-Umgebung Us(xo, o) sdmtliche partiellen Ableitungen der Ordnung < k und sind diese auf
Us(xo,yo) stetig, so ist auf Us(zo, yo) fiir die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung die Reihenfolge der
Differentiation vertauschbar.

Zum Begriff der Stetigkeit fiir Funktionen zweier Variablen: sieche Abschnitt 5.2.

Fiir Funktionen f(x1,xs,...,x,) mit n Variablen definiert man die partiellen Ableitungen analog zum
Fall zweier Variablen.

140



Definition.

Fir D(f) € R™ sei eine Funktion f : D(f) — R gegeben und (xgo),xgo),...,x,(lo)) € D(f) sei ein
fester Punkt. Die Funktion f heiffit an der Stelle (xgo),x§0)7 . ,xS?)) partiell nach der Variablen xj

differenzierbar, wenn der Grenzwert

i f(zgo), . ,xéo_)l,xéo) + h, z,(co_i)_l e ,x%o)) — f(:z:go), e ,xio_)l,xio),:cgzl . ,9:%0))
im

h—0 h

rn

existiert. Man bezeichnet ihn mit ;Tf (Igo), Igo)’ - x(o)) oder fo, (Igo)’ zgo)’ - ,chlo)).
k

Der Satz von Schwarz gilt entsprechend auch fiir Funktionen mit n Variablen (siehe Satz I’ am Ende von
Abschnitt 5.2).

5.2 Extremstellen, Gradient und Hessesche Matrix

Im Folgenden sei mit D = D(f) immer der Definitionsbereich der betrachteten Funktion f bezeichnet
und es gelte stets D C R™.

Definition.
Eine Funktion f : D — R hat an einem Punkt (x§0>,...,x£°)) € D ein absolutes Mazimum, falls
f(:rgo), e ,xﬁf’)) > f(z1,...,z,) fir alle (z1,...,2,) € D gilt. Analog definiert man den Begriff

des absoluten Minimums. Statt absolutes Maximum (Minimum) sagt man auch globales Mazimum
(Minimum).

Bevor wir mit der Definition der Begriffe ,,lokales Maximum “ und ,,strenges lokales Maximum “ fortfahren,
wollen wir einige Begriffsbildungen einfiihren, die in der gesamten Analysis von grundlegender Bedeutung
sind.

(1) Es sei (9 = (xgo)’ e ,xglo)) € R™ und § € R, 6 > 0. Dann nennt man die Menge
U(;(x(o)) = {(xl, ceyXp) ER™: ’xz — xz(-o)‘ <6(@i=1,... 7n)}

eine (offene) §-Umgebung von x(©).
(2) Es sei 20 = (acgo), e ’%(10)) € D C R™ . Man nennt z(9) einen inneren Punkt von D, falls es ein
§ > 0 gibt, fiir das Us (x(o)) C D gilt.

(3) Eine Menge D C R™ heifit offen, wenn es zu jedem z(®) € D ein § > 0 gibt, so dass Us (.T(O)> cD
gilt.
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Man hiitte ebenso gut sagen kénnen: Eine Menge D C R™ heiit offen, wenn jedes (9 € D ein
innerer Punkt von D ist.

(4) Es sei M, 2 eine unendliche Folge von Punkten des R”; es gelte z(9) = (xgi), e ,x&?). Die
Folge (M), () ... heiBt konvergent gegen z(®) = (cho), . ,x&o)) € R™, falls fiir alle j = 1,...,n

gilt: lim my) = f;o). Wir schreiben dann:
11— 00

lim 2 = 2(©
1—00

(5) Essei f: D — R, D C R” und (9 € D. f heift stetig an der Stelle £(?), wenn fiir jede Folge
W, 2@ . von Punkten aus D gilt:

S == p (o) = 7(),

f heifit stetig auf X C D, falls f stetig an jeder Stelle (9 € X ist.
(6) Essei f: D — R, D C R" f heiit C'-Funktion auf X (fir X C D), falls auf X sémtliche
partiellen Ableitungen erster Ordnung existieren und stetige Funktionen sind. Allgemeiner spricht

man von einer C*-Funktion auf X (fiir k > 1), wenn Entsprechendes fiir alle partiellen Ableitungen
der Ordnung < k gilt.

Definition.

Die Funktion f hat am Punkt z(®) € D C R”" ein lokales Mazimum, wenn es ein § > 0 gibt, so dass
f(x(o)) > f(z) fir alle z € Us (x(o)) N D gilt.

Analog definiert man die Begriffe lokales Minimum, strenges lokales Mazimum und strenges lokales
Minimum.

Liegt ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum vor, so spricht man von einem lokalen Extremum.

Satz 2.
Die Funktion f : D — R sei an dem inneren Punkt (x?”, R 13(10)> € D partiell differenzierbar nach
jeder Variablen. Hat f bei (Igo)’ e ,xslo)) ein lokales Extremum, so gilt f,, (x(lo), . ,x%o)) = 0 fiir

allei=1,...,n.

Beweis. Da f an der Stelle ($§0), e ,xﬁf))) ein lokales Extremum hat, hat fiir 1 < ¢ < n jede der
Funktionen

wilx;) = f(acgo)7 .. ,xgo_)pxi,xgg_)l, .. 7:r£LO))
ein lokales Extremum an der Stelle x§0>. Es gilt also nach Satz 17 (Abschnitt 2.4): ¢/ (ngo)) =0 =
1,...,n). Wegen ¢} (x§0)> = fa, (:1750), e ,x%o)) folgt die Behauptung. [J

Ist die in Satz 2 angegebene notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums erfiillt,

so nennt man (xgo)’ e ,x%o)) eine stationdre (oder kritische) Stelle von f. Mit anderen Worten: z(*) =
(x§°>, e J:%O)) ist eine stationédre (oder kritische) Stelle von f, wenn sdmtliche partiellen Ableitungen

erster Ordnung von f an der Stelle z(°) gleich Null sind.

Die in Satz 2 angegebene notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums ist nicht
hinreichend, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel. Die Funktion f : R?> — R sei definiert durch f(x,y) = xy. Dann gilt f.(x,y) = y und
fylz,y) = z. Also: f;(0,0) = 0 und f,(0,0) = 0. In (0,0) hat f aber kein lokales Extremum, da es in
beliebiger Nihe von (0, 0) sowohl positive als auch negative Funktionswerte gibt.
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Eine stationére Stelle, in der kein lokales Extremum vorliegt, nennt man einen Sattelpunkt. Die Funktion
f:R?2 = R mit f(z,y) = ry hat also in (0, 0) einen Sattelpunkt.

Der néichste Satz liefert ein hinreichendes Kriterium fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums an einem
inneren Punkt von D C R2.

Satz 3.

Fiir D C R? sei eine Funktion f : D — R gegeben und (zg,0) € D sei ein innerer Punkt von D. In
einer Umgebung Us(zo, yo) seien simtliche partiellen Ableitungen der Ordnung < 2 von f vorhanden
und stetig (d.h., f sei eine C%-Funktion auf Us(zo,%0)) und es gelte fi(zo,y0) = fy(x0,y0) = 0. Wir
setzen

Ao, y0) = faa(20,90) * fyy(@0,90) — (fwy($07yo))2-
Dann gilt:
(a) Ist A(zg,y0) > 0, so hat f an (zg, o) ein lokales Extremum; und zwar:
e ecin strenges lokales Maximum, falls f,.(zo,y0) < 0;

e ein strenges lokales Minimum, falls f,,(zq, yo) > 0.

(b) Ist A(xo,y0) < 0, so hat f an (xg,yo) kein lokales Extremum.

Bemerkung. Ist A(zg,y9) = 0, so lidsst sich mithilfe von Satz 3 nicht entscheiden, ob ein lokales
Extremum vorliegt.

Verallgemeinerung von Satz 3 auf Funktionen f: D — R mit D C R".

Wir benétigen einige Vorbereitungen; hierbei, ebenso wie in den folgenden Abschnitten, setzen wir
Kenntnisse iiber Matrizen voraus (in dem Umfang, wie im ersten Semester behandelt). Dariiber hin-
aus benotigen wir einige einfache Tatsachen aus der Linearen Algebra. Alle betrachteten Matrizen seien
reell, d.h., die Eintriage seien stets reelle Zahlen.

Es sei A = (a;;) eine n x n - Matrix. Wir definieren eine Abbildung Q4, die jedem n-Tupel x =
(z1,...,2,) € R™ eine reelle Zahl Q 4 () zuordnet:

Qa:R" SR
(aijxixj)
1

Man beachte, dass die auftretende Summe aus n? Summanden besteht. Man nennt die Abbildung Q 4
die zu A gehorige quadratische Form. Zur Illustration betrachten wir ein Beispiel.

x— Qalx) = z::

n
7 =

1j

Beispiel. Es sei n = 3 und A sei die folgende 3 x 3 - Matrix:

7T 2 3
A=14 5 6
0 -1 -2

Ferner sei ¢ = (1,—2,3). Man erhilt
Qa(x)=7-1-142-1-(-2) + 3-1-3
+4:(=2)1 +5:(=2)(-2) +6:(-2)3
=-30
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Definition.

Eine symmetrische n x n - Matrix A heif}t:
e positiv definit, falls Q 4(x) > 0 fiir alle x € R™ mit x # 0 gilt.
o negativ definit, falls Q4(z) < 0 fiir alle z € R™ mit = # 0 gilt.
e positiv semidefinit, falls Q 4(xz) > 0 fiir alle x € R™ gilt.
o negativ semidefinit, falls Qa(x) < 0 fir alle z € R™ gilt.
o indefinit, falls es z,y € R™ gibt mit Q4(x) <0< Qa(y).

Dabei sei Q4 die zu A gehorige quadratische Form.

Um festzustellen, ob positive oder negative Definitheit vorliegt, ist folgendes Kriterium niitzlich, das wir
ohne Beweis angeben.

Satz 4 (Definitheitskriterium).

A = (ai;) sei eine symmetrische n x n - Matrix. Fir k = 1,...,n sei Ay die folgende Determinante,
die man die k-te Abschnittsdeterminante von A nennt:

aiy - Ak
Ak =
g1 vt Qkk
Dann gilt:
1) A ist positiv definit < alle Ay sind positiv

2) A ist negativ definit < die Vorzeichen der Ay alternieren, beginnend mit negativem A;, d.h.,
A <0,A5>0,A3<0, ...

Ferner gilt fiir 2 x 2 - Matrizen das folgende Definitheits- und Indefinitheitskriterium. Fiir symmetrische

2 x 2 - Matrizen A = (z g) mit A := det A = ac — b? gilt:

1) A ist positiv definit < a > 0 und A >0
2) A ist negativ definit < a <0 und A >0
3) A ist indefinit & A <0

Beispiele:
1 0 0
1. A=(0 2 -1
0o -1 2
A ist positiv definit, da A1 =1 >0, A =2>0und A3 =3 >0
-1 0 0
2. A= 0 -2 2
0o 2 =3
A ist negativ definit, da A; = -1 <0, Ao =2>0und A3 =-2<0
1 0 0
3. A=[(0 1 4
0 4 3

A ist indefinit, da es z, y gibt, so dass gilt: Qa(z) < 0 < Qa(y). Beispielsweise gilt dies fiir x =
(I,-1,1) und y = (1,1, 1).

Fir D CR™ sei f: D — R eine Funktion und 20 = (xgo), ey mﬁ?)) e D.
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Ist f in 2(°) partiell nach allen Variablen differenzierbar, so nennt man den Vektor

ad f(9) i= (5 (2. 7L ()

den Gradienten von f an der Stelle z(?). Eine andere Schreibweise fiir gradf(w(o)) ist Vf (m(o)). Das
Zeichen V wird Nabla-Operator genannt. Es ist iiblich, den Gradienten als Zeilenvektor anzusehen.

Die notwendige Bedingung aus Satz 2 kénnen wir also auch so formulieren: Hat f an dem inneren Punkt
2 von D ein lokales Extremum und existieren alle partiellen Ableitungen an (%), so gilt grad f (x(o)) =

0, d.h., der Gradient ist der Nullvektor.

Um die angekiindigte hinreichende Bedingung zu formulieren, betrachten wir die partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung und bilden die sogenannte Hessesche Matrix. Wir setzen voraus, dass fiir f alle partiellen

Ableitungen zweiter Ordnung an der Stelle (%) existieren. Dann nennt man die folgende Matrix H [ (z(o))

die Hessesche Matriz von f an der Stelle z(0):

02f 0*f 0% f
aixf (x(O)) Ox2011 (x(O)) Tt Oxn0xq (x(O))
o2 f 0 0%f (.0 o2 f 0
Hf <I(O)> — 0x10x2 (J?( )) 8:5% (l‘( )) R F (aj‘( ))
o2 f 0 0% f 0 02f (0
O0x10x, (.’E( )> 0x20xy, (1'( )) T m (.’E( ))

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f : R? — R, die durch f(x,y) = 222 + %yz —zy+x+2y+3
gegeben ist und berechnen zunéchst die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung von f:

0 0
a%(lﬂy):‘lx—zﬂrl aijc(w,y)=y—x+2
2r 2f 2 2r

Hieraus erhélt man den Gradienten und die Hessesche Matrix von f an der Stelle (z,y):

grad f(z,y) = (4x—y+17—w+y+2),
4 -1
mea = (4 7).

Satz 1’ (Schwarz, allgemeine Fassung).
Fir D CR™ sei f: D — R eine Funktion und 29 ein innerer Punkt von D. Existieren fiir ein k > 2

auf einer 6-Umgebung Us (x(o)) sdmtliche partiellen Ableitungen der Ordnung < k und sind diese

auf Us (x(0)> stetig (d.h, f ist auf Us (a:(o)) eine C*-Funktion), so ist auf Us (x(o)) fiir die partiellen

Ableitungen k-ter Ordnung die Reihenfolge der Differentiation vertauschbar. Insbesondere folgt, dass
unter entsprechenden Voraussetzungen die Hessesche Matrix symmetrisch ist.
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Satz 5 (Extremwertkriterium).
Fiir D C R” sei eine Funktion f : D — R gegeben und z(0) = (xgo), ce z%0)> sei ein innerer Punkt

von D. Auf einer Umgebung Us (x(o)) von z(® sei f eine C?-Funktion. Es gelte gradf(x(o)> = 0.
Dann gilt:

(a) Ist Hy (w(o)) positiv definit, so hat f an der Stelle 2(?) ein strenges lokales Minimum.

(b) Ist Hy (x(o)) negativ definit, so hat f an der Stelle z(°) ein strenges lokales Maximum.

(c) Ist Hy (az(o)) indefinit, so hat f an der Stelle (®) mit Sicherheit kein lokales Extremum.

Beweis. Siehe z.B.: Heuser, Analysis II.

Zur Erlduterung behandeln wir das folgende Beispiel. Die Funktion f : R® — R sei gegeben durch:
flx,y,2) =2 +y* + 222 — 202 — .
Wir untersuchen f auf Extrema. Hierzu bilden wir zunéchst den Gradienten. Es ergibt sich:
grad f(z,y,2) = (22 — 2z, 2y — 1, —2z 4 4z2).
Um die stationédren Stellen von f zu finden (mégliche Extremal), setzen wir

grad f(z,y,2) = (0,0,0).

Dies ist dquivalent zum folgenden Gleichungssystem:

20 — 22 =0
2y —1=0
—2x+4+4z=0

Einzige Losung dieses Gleichungssystems (und damit einzige stationére Stelle von f) ist:

(2,1, 2) = (oéo)

Wir testen nun mithilfe von Satz 5, ob ein lokales Extremum an dieser Stelle vorliegt und welcher Art
es ggf. ist. Hierzu haben wir die Hessesche Matrix Hy von f an der Stelle 20 = (0, %,0) zu bilden. Es
ergibt sich:

2 0 —2
Hi=(0 2 0
-2 0 4

Diese Matrix ist positiv definit, da die drei Abschnittsdeterminanten positiv sind (Satz 4). Es folgt (nach
Satz 5): f hat bei (O, %, O) ein strenges lokales Minimum. Weitere lokale Extrema gibt es nicht.

Aufgabe. Weiter oben (vor Satz 1°) haben wir die Funktion f(z,y) = 222 + 2y? —zy+ 2+ 2y + 3
betrachtet. Bestimmen Sie die kritischen Stellen dieser Funktion und entscheiden Sie fiir jede dieser

Stellen, ob ein lokales Minimum oder Maximum vorliegt.

5.3 Die geometrische Bedeutung der partiellen Ableitungen und des
Gradienten

Fiir D C R” sei f : D — R eine C*-Funktion und z(®) sei ein innerer Punkt von D. Wir wollen uns die
anschauliche Bedeutung der partiellen Ableitungen vor Augen fithren und uns mit der Frage nach der
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geometrischen Bedeutung des Gradienten

gradf(df(o)) = (;Efl(x(o)>, e ;Tf (x(o)))

beschéftigen.

Wir betrachten hier nur den anschaulichen Fall n = 2, erwiihnen aber, dass sich alle Uberlegungen auf
den allgemeinen Fall {ibertragen lassen.

Bis zum Ende des Abschnitts 5.3 sei also n = 2. Wir betrachten den Graphen von f, d.h. die Menge aller
Punkte (z,y,2) € R® mit (z,y) € D und 2z = f(z,y). Man kann sich den Graphen von f als ein Gebirge
oder, wie man auch sagt, als eine Fliche vorstellen. Diese Vorstellung wird durch die folgenden Skizzen
illustriert:

Der Graph einer Funktion von zwei Variablen.

0
Y

o)
SRR
R
XX
"

5
5
&
K
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Die folgende Abbildung veranschaulicht die geometrische Bedeutung der partiellen Ableitung %(x, L

Tangente in P

Man erkennt, dass g—g(x,y) die Steigung des Graphen von f in Richtung der y-Achse angibt (und zwar
im Punkt (z,y,z) mit z = f(x,y)).
Entsprechend gibt %(x, y) die Steigung in Richtung der x-Achse an (im Punkt (z,y, z) mit z = f(z,y)).

Damit haben wir die anschauliche Bedeutung der partiellen Ableitungen %(x, y) und g—g(x, y) beschrie-
ben. Wir kommen nun zur Frage, welche geometrische Bedeutung dem Vektor

0 0
wad f(a,) = (L ). 5 o) )

zukommt.

Unter einer Richtung im R? wollen wir einen Vektor @ = (ai,az) mit ||@|| = 1 (,Einheitsvektor*)
verstehen'.

1

/ @ = (a1, a2) mit ||d]| = 1
_1\J1

-1

Es sei P = (x,y,2) mit z = f(x,y) ein Punkt auf dem Graphen von f. Wir fragen nach dem Anstieg des
Graphen in diesem Punkt in der Richtung @ = (a1,a2). (Wir wollen hier nicht im Detail angeben, wie
der Begriff ,, Anstieg des Graphen in Richtung @* mathematisch definiert wird, anschaulich sollte jedoch
klar sein, was gemeint ist. Ahnlich, wie wir weiter oben in einer Zeichnung die Steigung in Richtung
der y-Achse betrachtet haben, kénnten wir auch die Steigung in einer beliebigen anderen Richtung a

betrachten.)

Fiir u = (u1,u2) und v = (v1,v2) sei mit (u,v) das gewdhnliche Skalarprodukt bezeichnet, d.h.

(U, v) = uqv1 + ugVs.

'Mit ||@|| sei die Liange des Vektors @ = (a1, az2) bezeichnet, also ||@|| = v/a? + a3
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Es gilt (vgl. Lehrbiicher der Analysis, etwa E. Behrends, Analysis Band 2, Vieweg): Der Anstieg des
Graphen von [ an der Stelle (x,y,z) (mit z = f(x,y)) in Richtung @ = (a1,a2) ist gleich

(@, rad fla,) = ar - 5 (o) + a2+ 5 (22, 6.1)

Gilt grad f(z,y) = (0,0) an einer Stelle (z,y,z), so ist der Anstieg in alle Richtungen gleich 0. Wir
fragen fiir eine feste Stelle (x,y, z) auf dem Graphen von f, fiir die grad f(x,y) # (0,0) gilt: Fiir welche
Richtung @ ist der Anstieg des Graphen von f am gréfiten?

Antwort: ¢ € [0, 7] sei die Grofle des von @ und grad f(z,y) gebildeten Winkels (im Bogenmaf). Dann
gilt (man beachte ||d|| = 1):
(@ grad f(z,y)) = |lal|-|lgrad f(z,y)|| - cos¢

(5.2)
= |lgrad f(z,y)|| - cosp
Das Skalarprodukt (@, grad f(z,y)) ist also am gréfiten, wenn cos ¢ moglichst grof ist, d.h., wenn cos ¢ =
1 gilt. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn ¢ = 0 ist, d.h., wenn @ und grad f(z, y) in dieselbe Richtung
zeigen. Wir halten fest:

Der Gradient grad f(x,y) zeigt in die Richtung des gréfiten Anstiegs des Graphen von f im Punkt
(xa Y, f($7 y)) .

AuBerdem gilt (In (5.2) setze man ¢ = 0 ein!):

Die Liinge des Gradienten grad f(z,y) gibt die Grofe des mazimalen Anstiegs im Punkt (z,y, f(z,y))
an.

Entsprechend gilt: Der negative Gradient — grad f(x,y) zeigt in die Richtung des steilsten Abstiegs. (Man
beachte: Fiir ¢ € [0, 7] wird cos ¢ am kleinsten, nimlich —1, wenn ¢ = 7 gilt.)

Beispiel (nach E. Behrends, Analysis Band 2). Eine rechteckige Platte sei aufgeheizt, die Temperatur
bei (x,y) sei durch T'(z,y) = 50 — 22y gegeben. Eine Maus befinde sich an der Stelle (1,2). Sie fiihlt sich
dort wegen T'(1,2) = 48 nicht sehr wohl. In welche Richtung empfehlen Sie der Maus wegzulaufen?

Losung: T fillt am schnellsten in Richtung des negativen Gradienten:

- grad T(l’, y) = _(_mev _x2)
= (2zy,2%)

Fiir (z,y) = (1,2) gilt —grad T'(1,2) = (4, 1).
Empfehlung: Die Maus sollte sich in Richtung des Vektors (4, 1) entfernen.
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5.4 Extrema mit Nebenbedingungen und Lagrangesche
Multiplikatorenregel

In der Praxis stellt sich héufig die Aufgabe, lokale Extrema einer Funktion f : D — R, D C R" unter
Nebenbedingungen zu finden, die in der Form von m Gleichungen

g1(x) =0,...,gm(x) =0 (*)
vorliegen, wobei g; : D = R (i = 1,...m) gilt.

Definition.

Es seien f, g1, ..., gm wie oben; wir setzen
M = {xED:gl(aj):...:gm(x)zO}.

Die Funktion f hat an dem Punkt z(9) ein lokales Mazimum unter den Nebenbedingungen (*), wenn
z(© € M gilt und ein § > 0 existiert, so dass

f(x(o)) > f(z) fiir alle z € Us (x(0)> A M.

Analog definiert man die Begriffe lokales Minimum, strenges lokales Maximum, strenges lokales Minimum
sowie Extremum unter der Nebenbedingung (*).

Héaufig 16st man Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen mit der Lagrangeschen Multiplikatorenre-
gel.(Man spricht in diesem Zusammenhang auch von Lagrange-Optimierung oder Losung mithilfe des
Lagrange-Ansatzes.) Im Folgenden stellen wir zunéichst den zugrundeliegenden Satz vor und zeigen dann
anhand eines Beispiels, wie der Satz zur Losung konkreter Aufgaben eingesetzt werden kann.

Satz 6 (Lagrangesche Multiplikatorenregel).
Fir D CR"selen f: D - Rund g; : D —» R (i = 1,...,m) Funktionen, wobei m < n gelte. Es
sei (0 ein innerer Punkt von D und auf einer 6-Umgebung Us (J;(O)) seien die Funktionen f und

gi (i=1,...,m) C*-Funktionen. Der Rang der m x n - Matrix

o (o) m(a@) . G (3)

G (p@) G (o) .. Gom(50)

sei m. Hat unter diesen Voraussetzungen die Funktion f an der Stelle (%) ein lokales Extremum unter
der Nebenbedingung (*), so gibt es Zahlen A1,..., A, (genannt: Lagrangesche Multiplikatoren), fiir
die gilt:

gxfj (m(O)) + Algi (x(0)> +...4+ A ggx? (:1:(0)> =0(j=1,...,n). (5.3)

Fiir den Beweis dieses Satzes sei auf die Lehrbiicher der Analysis verwiesen, etwa:
e H. Heuser: Lehrbuch der Analysis, Teil 2
e K. Endl, W. Luh: Analysis II

Die in Satz 6 gemachte Voraussetzung, dass die dort angegebene Matrix den Rang m hat, nennt man
auch Regularitdtsbedingung. Die obige Funktion f wird haufig als Zielfunktion bezeichnet. In der Praxis

ist es iiblich, wie folgt vorzugehen: Zu den Unbestimmten z1,...,x, nimmt man weitere (zunichst)
unbestimmte Zahlen A1, ..., A, hinzu und stellt die Lagrange-Funktion L auf. Dies ist die Funktion
L:R"™™ 5 R,
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die gegeben ist durch:
Lz, ooy @ny Ay ooy dm) = f@1, oy zn) F 0g1(21, - Zn) + oo+ A (21,00, ). (5.4)

Anschlieflend bildet man die n+m partiellen Ableitungen von L und setzt diese gleich Null. Man erhélt:

%(z1,...,xm)\1"__7>\m) _ 9
%(m,...,xm)\l’._.?)\m) _ 9
aLn (5.5)
87)\1(:171,...,xn7)\1"__’>\m) _ 9

%(m,...,xn,/\h_”,/\m) — 0

Man beachte, dass Folgendes gilt (fiir j =1,...,nund i =1,...,m):

%(m,...,xm)\h...,)\m) zg(xl,...,xn) +/\1%(x1,...,xn> —|—...—|—)\m%<m1,_.,’xn)
J ] ; ;

oL

T&(xl,...,xn,)\l,...,Am) :gi<x1,...,xn>

Die n + m Gleichungen (5.5) sind also gerade die folgenden Gleichungen:

887’;(3617...,xn)+)\1%(m1,...,xn>+...—|—)\m%977<x1,...7xn> =0 (j=1,...,n)
(5.6)
gi(ml,...,xn) =0 (i=1,...,m)

Aufgrund von Satz 6 gilt: Hat (unter den Voraussetzungen von Satz 6) die Funktion f an der Stelle z(9) =
(x1,...,x,) ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung (*), so erfiillt £(®) = (x1,. .., z,) zusammen
mit gewissen Zahlen Ay, ..., A, das Gleichungssystem (5.6) bzw. (was dasselbe ist) das Gleichungssystem
(5.5). Um herauszufinden, welche z(®) = (zy,...,z,) diese notwendige Bedingung fiir das Vorliegen
eines lokalen Extremums erfiillen, hat man also das Gleichungssystem (5.5) zu lésen. Man beachte,
dass es sich bei (5.5) um ein Gleichungssystem mit n + m Gleichungen fir die n + m Unbestimmten
T1y.eeyTny A, - - -, Ay handelt.

Man nennt die Lésungen dieses Gleichungssystems stationdre (oder kritische) Stellen von f unter der
Nebenbedingung (*). (Auch bei Extremwertaufgaben ohne Nebenbedingungen spricht man ja, wie bereits
erwihnt, von stationdren bzw. kritischen Stellen, nédmlich genau dann, wenn die notwendige Bedingung
aus Satz 2 erfiillt ist.)

Beispiel.
Essei K = {(m,y,z) ER3: 22 4y%+22 = 1} (, Kugeloberfliche“) und E = {(amy,z) ER?:xtytz= 0}

(,Ebene durch den Nullpunkt“). Gesucht ist derjenige Punkt (z,y,z) € K N E, dessen Abstand zum
Punkt (1,1,0) minimal ist.

Anstelle des Abstands \/ (z —1)* 4 (y — 1)* + 22 konnen wir ebenso gut das Abstandsquadrat minimie-
ren. Unsere Aufgabe lautet also: Finde das Minimum der Funktion

fay,2)=(e—1)"+(y—1)"+2
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unter den folgenden Nebenbedingungen:

gi(r,y,2) = x+y+z2=0
g2(z,y,2) = 2*+y*+22-1=0

Es gilt:

e Bl Rexd) 01

% () L(os) (n)) N w2

Man erkennt, dass der Rang dieser Matrix gleich 2 ist fiir alle (z,y,2) € K N E, d.h., die Regu-
laritdtsbedingung ist erfiillt. Losung mithilfe der Lagrangeschen Multiplikatorenregel: Die Lagrange-
Funktion lautet:

Lia,y, 2 p) = (@ = 1"+ (y = 1)° + 2° + Az +y +2) + ula® +y° + 2° — 1),
Partielles Ableiten und gleich Null Setzen ergibt folgendes Gleichungssystem:

2@ —-1)+X+2uz = 0
2y—1)+A+2py = 0
224+ A4+2uz = 0 (5.7)
z+y+z = 0
22+y?+22-1 = 0
Losung von (5.7): Addiert man die ersten drei Gleichungen und beriicksichtigt die vierte, so erhilt man
—443X=0; also A = %. Nach Einsetzen von A erhéilt man aus den ersten drei Gleichungen (1+ p)z = 3,

1+ py= % und (1+ p)z = —%. Hieraus ergibt sich, dass fiir eine Losung unseres Gleichungssystems
nicht 1 4+ g = 0 gelten kann. Es folgt

1 1 d —2
r=——, =— und z=—"—,
30+ YT 30+p) 31+ p)
also y = x und z = —2z. Wegen 2% + y? + 22 — 1 = 0 folgt 622 — 1 = 0. Also 2% = %; es folgt = = %
oder x = —% und man erhiilt, dass (x,y, z) gleich
( 1 1 2 ) q ( 1 1 2 ) (5.8)
7’7’_7 O er _7’_7’7 -
V6 V6 V6 V6 V6 V6

ist. Wir wissen somit aufgrund von Satz 6: Der gesuchte Punkt (z,y, 2) muss einer der beiden Punkte
(5.8) sein. Welcher es ist, erhélt man durch Einsetzen in f. Es gilt:

f(1 1 2)_2<1 1)2+

V6 V6 V6 V6

f(l 12)_2<1+02+
V6T V6 Ve, T\VE

%7 %7 —%) der gesuchte Punkt auf K N F, dessen Abstand

zum Punkt (1,1,0) minimal ist. (Der Punkt (—%, —%, %) ist derjenige Punkt auf K N F, dessen

Abstand von (1,1, 0) maximal ist.)

2
3
2
3

Da der erste Wert der kleinere ist, ist (
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Hinweise.

1) Das Gleichungssystem (5.5) stellt nur eine notwendige Bedingung fiir das Vorhandensein eines Extre-
mums dar. Das bedeutet: Nachdem man die stationédren Stellen bestimmt hat, muss man sich noch
iiberlegen, ob an diesen Stellen ein Minimum, ein Maximum oder tiberhaupt kein Extremum vorliegt.
Bei vielen in der Praxis auftretenden Fragestellungen ist es moglich, dies (wie in obigem Beispiel)
mit einfachen Mitteln zu entscheiden. Wer sich iiber hinreichende Bedingungen informieren mochte,
findet eine detaillierte Beschreibung beispielsweise in

e Alessandro Tomazic, Wirtschaftsmathematik 2, Folien zur gleichnamigen Vorlesung im Sommer-
semester 2009 an der Universitdt Wien.

2) Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen treten hiufig in den Wirtschaftswissenschaften auf (,, Er-
tragsmaximierung unter gegebenen Produktionsbedingungen®).

3) Gelegentlich kann man Extremwertaufgaben auf wesentlich einfachere Art ohne Lagrangesche Multi-
plikatorenregel 16sen, ndmlich durch geeignetes Auflésen der Nebenbedingungen und anschlieflendes
Einsetzen in die Zielfunktion. Dies lduft dann auf eine Extremwertaufgabe ohne Nebenbedingungen
hinaus.

Beispiel. Gesucht sind die Extrema der Funktion f : R — R, f(x,y,2) = 2% + 3yz — 222 unter den
Nebenbedingungen 3z — z = 1 und y + 2z = 2. Zur Eintibung des Umgangs mit Satz 6 ist es sinnvoll,
dies mithilfe des Lagrange-Ansatzes zu losen. Dies lduft auf die Losung eines linearen Gleichungssystems
von 5 Gleichungen mit 5 Unbestimmten hinaus. Einfacher ist es jedoch, die Nebenbedingungen nach z
bzw. y aufzulésen und das Ergebnis in die Zielfunktion f(x,y, z) einzusetzen; man erhilt x = %(z +1),
y = —2z + 2 und durch Einsetzen:

59 50 1
f(z,y,2) = —322 T9f Ty

Dies ist eine Funktion, die nur noch von der einen Unbestimmten z abhingt. Wir bezeichnen der Ein-
fachheit halber die Funktion wieder mit f, schreiben also:

59 5 1
2’2 .

Man hat somit eine Extremwertaufgabe ohne Nebenbedingungen mit nur einer Unbestimmten erhalten.
118 L 50 0o 25 N 28 68
_2Z _——= = — xr= — = —.
9 ° "9 59 59" ¥ 7 59

Folglich ist %(28,68,25) die einzige stationire Stelle und wegen f” (%5) < 0 handelt es sich um ein
Maximum.

Liosung: f'(z) =
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6 Integration von Funktionen mehrerer
Variablen

Wir folgen in diesem Abschnitt der Darstellung in W. Luh: Mathematik fiir Naturwissenschaftler II;
in diesem und anderen Lehrbiichern der Analysis findet man Ergéinzungen (z.B. weitere Beispiele,
Ubungsaufgaben und Beweise). Wir beschrinken uns hier auf zweidimensionale Integrale; drei- und
mehrdimensionale Integrale werden &hnlich definiert und berechnet.

6.1 Definition zweidimensionaler Integrale
Unter einem abgeschlossenen Intervall im R? verstehen wir hier immer eine Punktmenge:
I:{(m,y)eRg:angb, cgygd} mit a,b,c,d €R, a <bund ¢ < d.

Y
d+

Anstelle von abgeschlossenes Intervall im R? sagen wir auch achsenparalleles Rechteck oder einfach nur
Rechteck oder Intervall. Wir definieren zweidimensionale Integrale zunéchst nur iiber Intervallen I. Es sei
f(z,y) eine im Intervall I beschrinkte Funktion, d.h., es gelte |f(z,y)| < K fiir eine Konstante K € R
und fir alle (z,y) € I. Um zur Definition des Integrals

//f(%y) d(z,y)

zu gelangen, betrachten wir Zerlegungen von I in achsenparallele Rechtecke und zugehorige Riemannsche
Summen; wir gehen dabei dhnlich vor wie bei der Definition des Riemannschen Integrals im eindimen-
sionalen Fall (siche Abschnitt 3.2).

1. Zj sei eine Zerlegung von [a, b] in n Teilintervalle und Zs sei eine Zerlegung von [c, d] in m Teilin-

tervalle:
Zica=x9g<r1<T9<...<Tp=0">
Zyic=yo<y <yY2<...<ym=4d
Hierdurch wird I in n - m Teilintervalle unterteilt (mit ¢ =1,...,nund j =1,...,m):

I;; = {(%y) w1 S < Ty, Y1 Sy < yj}~
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Y2 = d~ !
I Ioo I32
yit
I 121 I3
yO = C4
o I: a Ill .CUIQ T3 I: b x

2. Zu jedem Teilintervall I;; wihlen wir einen Punkt (&;;,7;;) € I;; und multiplizieren den Funkti-
onswert f(&;,n:;) mit dem Flicheninhalt (x; — x;-1)(y; — y;—1) von I;; :

F(igymig) (@i — 2im1)(y; — yj-1)

Unter der Riemannschen Summe von f beziiglich der Zerlegungen Z; und Z; sowie der Wahl der
Zwischenpunkte (&;;,7;;) versteht man die Summe:

DO FEmig) @i — w0y — y50)- (6.1)

i=1 j=1

Zur Abkiirzung schreiben wir Sz(f) fiir die Summe (6.1), wobei Z = {Iij 1<i<n, 1<5< m}
die zugehorige Zerlegung von I sein soll.

Geometrische Bedeutung fiir den Fall, dass f nichtnegativ ist: Die Punktmenge {(x,y,z) tz =
flz,y), (x,y) €T } bildet ein ,,Flichenstiick“ im Raum R3, das iiber dem Rechteck I ,,aufgespannt “

ist. Sz(f) ist ein Ndherungswert fiir das Volumen des Raumes zwischen diesem Flidchenstiick und
dem Intervall I.

3. Unter dem Feinheitsmafl |Z| von Z verstehen wir den grofiten Abstand, der unter den n + m
Absténden |z; — z;—1] (¢ =1,...,n) und |y; —y;—1| ( = 1,...,m) vorkommt.

Wir gehen nun zu immer feineren Zerlegungen Z von [ iiber, d.h., wir lassen |Z| — 0 streben. Dies fiihrt
zur folgenden Definition (vgl. die entsprechende Definition in Abschnitt 3.2).

155



Definition.

Wir betrachten Folgen Z1, Zs, ... von Zerlegungen von I in achsenparallele Rechtecke, fiir die |Z;| — 0
mit k — oo gilt. Streben fiir alle derartigen Folgen (Z;) und fiir jede mogliche Wahl der Zwischen-
punkte (&;;,7;;) die Riemannschen Summen Sz, (f) immer gegen denselben Grenzwert A, so heifit f
integrierbar auf I und der Grenzwert A heifit bestimmtes Integral von f iiber I. Man bezeichnet A mit

/ f(z,y) d(z,y).
I

Es sei nun G C R? eine beschréinkte Menge, d.h., es gibt ein abgeschlossenes Intervall I C R?, in dem G
enthalten ist.

<=
Definition.
Ist f: G — R eine Funktion und gilt G C I fiir ein Intervall I C R?, so bezeichnen wir mit f; : [ — R
diejenige Funktion, die wie folgt definiert wird:

_ Sy falls (2,y) €G
f1(z,y) = {0 falls (2,y) € G

Wir haben bisher zweidimensionale Integrale nur {iber sehr speziellen Mengen, ndmlich iiber Intervallen
I definiert. Mithilfe von f7(x,y) koénnen wir nun Integrale iiber beliebigen beschrinkten Mengen G
definieren.

Definition.

Es sei G C R? eine beschrinkte Menge und I sei ein abgeschlossenes Intervall mit G C I. Die Funktion
f + G — R sei beschriinkt. Existiert das Integral

/ fr(z,y) d(z,y),
I

so nennt man f integrierbar auf G und definiert:

/fxy (z,y) /ffxy (z,9).

Man kann zeigen, dass das so definierte Integral unabhéngig von der Wahl des umgebenden Intervalls I
ist. Ferner gilt:

// (Flz:) + gle9)) da.o) ://f(x’y) d(%y)+//g(:v,y) d(z,y) (6.2)
G A g

und (fir a € R):
/ / af(z,y) d(zy) = o / f(y) d(z,y). (6.3)
G G

Geometrische Veranschaulichung: Ist f(z,y) auf G nichtnegativ, so gibt das Integral

[ s

156



das Volumen des Raumstiicks an, das zwischen G und dem durch f definierten , Fléchenstiick® F' =
{@9.2): @) €G, 2= flo,y)} liegt.

6.2 Berechnung zweidimensionaler Integrale

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass der Integrationsbereich G durch die Graphen zweier Funktionen
1 und @9 berandet wird.

Es seien ¢; und ¢ stetige Funktionen [a,b] — R und es gelte o1 (x) < @o(z) fiir alle = € [a, b]. Es sei

¢={@y:a<e<h @) <y<m@)}. (6.4)

w2(x)

f: G — R sei eine stetige Funktion'. Es sei nun = € [a, ] fest. Dann kénnen wir fiir dieses feste x das
Integral
#2(x)

/f@wﬂw
w1(x)

bilden, wobei die Integrationsvariable y das Intervall zwischen o1 (z) und @2 (z) durchlduft (siche Zeich-
nung).

(2, 01(2))

a x b

Das Integral 50?[(73) f(z,y) dy ist also ein gewdhnliches eindimensionales Integral; der Wert dieses Integrals
ist davon abhgr(lgig, welches & wir gewahlt haben. Auf diese Art haben wir also eine Funktion erhalten, die
jedem z € [a,b] den Wert des Integrals wif(x) f(z,y) dy zuordnet. Man kann zeigen, dass diese Funktion
iiber [a, b] integrierbar ist. Man erhilt sgﬁ(ﬁ ein sogenanntes iteriertes Integral:

b LP2(30)
/ /f@wﬁw dz.
a w1 ()

!Man definiert die Stetigkeit einer Funktion f mit zwei Variablen analog zum eindimensionalen Fall; siche
Abschnitt 5.2.
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Durch den folgenden Satz wird die Berechnung eines zweidimensionalen Integrals auf die Berechnung
eines iterierten Integrals (d.h. auf die Ausfithrung zweier eindimensionaler Integrationen) zuriickgefiihrt:

Satz 1.
1 : [a,b] = R und ¢s : [a,b] — R seien stetige Funktionen, fiir die ¢ (z) < po(x) fir alle z € [a, b]
gilt. Es sei G = {(m,y) ca<z<b p(r) <y< <p2(x)}. Ist f: G — R stetig, so gilt:

[ 1w dtev) - /b m/(m)f(%y) dy | de. (6.5)
G a p1(x)

Fiir den Beweis verweisen wir auf das Buch von W. Luh.

Man nennt eine Menge G, die wie oben durch zwei Funktionen ¢;(z) und @o(x) berandet ist, eine
y-projizierbare Menge. Analog definiert man mittels zweier Funktionen ¢1(y) und ¢s(y), was eine -
projizierbare Menge G C R? ist (siehe Zeichnung).

Fiir z-projizierbare Mengen gilt ein Satz 1 entsprechender Satz; die (6.5) entsprechende Formel lautet:

[ 1w i) = /d wjy)ﬂx,y) dz | dy. (6.6)
G c »1(y)

Eine Menge G, die sowohl z- als auch y-projizierbar ist, nennt man auch eine Standardmenge. Ein
einfacher, aber wichtiger Spezialfall einer Standardmenge G ist ein Rechteck:

GzIz{(m,y):angb, cgygd}.

In diesem Fall folgt aus (6.5) und (6.6):

b

] 1w ) - /b /d f(oy) dy | dz= /d [ ) iz dy. (6.7)
G a c c

a
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Beispiele:
1. Essei [ = {(x,y):0§x§3, 0§y§2} mit f(z,y) = vy + >

3 /2
// (zy +v?) d(z,y) / /(:ﬂy—i—yQ) dy | dx.
T o \0

Fiir das innere Integral gilt:

Dann gilt nach (6.7):

o,
H
<
+
@
Il
| —
| =
8
<
o
+
<
w
—_
N
|
[\
8
+
|

Es folgt:

Ebenso gut hiitten wir (wegen (6.7)) erst nach z und dann nach y integrieren konnen:

2 /3
// (zy +v*) d(z,y) = / / (zy +9?) da | dy.
I 0o \0
Fiir das innere Integral ergibt sich:
3 3
/ xy—i—y dgc— { iy + xy ]
2 0
0
9
=32+
Yo+ 23/

Es folgt:

2. Es sei G das Dreieck, das durch die Punkte (0,0), (3,0) und (0,2) gebildet wird.
2 —

1,,
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Gesucht ist [ (z + y) d(z,y). Die Gleichung der Geraden durch (3,0) und (0,2) lautet y = —Zz +2.
G

=

Fiir 1(z) = 0 und @a(z) = —2x + 2 kénnen wir (6.5) anwenden und erhalten:

—§x+2

//x—i—y (z,y) /3 / z+y)dy| dz.

Fiir das innere Integral gilt:
—%m+2

(z+y) dy = {fcy + yz]

(e}

Es folgt:

//(:E+y) d(%y):/(—ng—i—gx—i-Q) dx
G 0

4 3
- 2
[ 2795 —&—330 + a:]o

—4+3+6
=5

3. Es sei G das Dreieck (0,0), (a,0) und (0,a). Gesucht ist [[ e**¥ d(z,y). Die Gleichung der Geraden
G

durch (a,0) und (0,a) lautet y = —z + a. Anwendung von (6.5) ergibt:

// etV d(x,y) = // e’e? d(x,y)
G G
:/ /ewey dy | dx
0 \o

a a—x

:/ eI/eydy dx
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7 Komplexe Zahlen

Fiir viele Anwendungen (z.B. in der Elektrotechnik) reichen die reellen Zahlen nicht aus; man macht von
einem groferen Zahlenbereich, der Menge C der komplexen Zahlen, Gebrauch. Ein innermathematischer
Grund fiir die Einfiihrung komplexer Zahlen ist, dass schon so einfache Gleichungen wie 22 + 1 = 0 in
R keine Losung besitzen; um hier Abhilfe zu schaffen, erweitert man R zum Koérper C der komplexen
Zahlen. (Vergleichbare Erweiterungen von Zahlenbereichen hatten wir frither schon bei den Ubergingen
von N zu Z, von Z zu Q oder von Q zu R kennengelernt.)

7.1 Definition der komplexen Zahlen

Mit C wollen wir in diesem Abschnitt die Menge R? (also die Menge aller geordneten Paare reeller
Zahlen) bezeichnen, d.h.,

C= {(a,b):a,beR} =R

Wir definieren auf der Menge C' eine Addition und eine Multiplikation.

Definition.

Fir (a,b), (c,d) € C definieren wir:

(a,b) + (c,d) := (a + ¢,b+d), (7.1)
(a,b) - (¢,d) == (ac — bd, ad + bc). (7.2)

Satz 1.

Die Menge C' bildet beziiglich der in (7.1) und (7.2) definierten Addition und Multiplikation einen
Korper.

Beweis. Assoziativgesetze, Kommutativgesetze und Distributivgesetz lassen sich leicht nachrechnen; wir
wollen hier darauf verzichten und empfehlen den Nachweis dieser Gesetze als Ubungsaufgabe.

Existenz neutraler Elemente: Das neutrale Element beziiglich + ist (0, 0), das neutrale Element beziiglich -
ist (1,0), denn es gilt fiir alle (a,b) € C:

(a,b) + (0,0) "= (a4 0,6+ 0) = (a,b),

=~
LY

(@,0)-(1,0) = (a-1-b-0,a-04b-1) = (a,b).

Existenz inverser Elemente: Es sei (a,b) € C. Dann ist (—a,—b) das zu (a,b) inverse Element der
Addition, denn es gilt:

(a,b) + (—a,—b) "= (a+ (=a),b+ (b)) = (0,0).

Ist (a,b) # (0,0), so ist (ﬁ, ﬁ) das zu (a,b) inverse Element der Multiplikation, denn es gilt:

a —b (7.2) a =b =b a
ol ————— ) = . —b- a- b-——— | =(1,0). O
(a,b) <a2+b2 a2+62> <a aZ + b2 a2 + b2 a a2 + b2 + a2+b2> (1,0)
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Wir kénnen die Menge C zusammen mit den in (7.1) und (7.2) definierten Operationen + und -
als eine vorldufige Definition der komplexen Zahlen ansehen. ,,Vorlaufig“ deshalb, weil C' noch einen
Schonheitsfehler hat, der allerdings nur sehr klein ist und sich leicht beheben ldsst: Die Menge R
ist offensichtlich nicht in C' enthalten. Um hier Abhilfe zu schaffen, betrachten wir die Teilmenge
R ={(a,0):a € R} von C und beweisen den folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz 1.
Fiir alle (a1,0), (a2,0) € R gilt:

(a1,0) + (a2,0) = (a1 + a2,0) und
(a1,0) - (az2,0) = (a; - az,0).

Beweis.

(a1,0) + (a2, 0) (D (a1 +a2,0+0) = (a1 + a2,0) und

(a1,0) - (az,0) =

~

(al-az—O-O,a1~0+O~a2):(a1~a2,0). O

Durch die Zuordnung a +— (a,0) wird R bijektiv auf R abgebildet, wobei wegen Hilfssatz 1 gilt: Die
Addition und Multiplikation in R entspricht genau der Addition und Multiplikation in R. Man sagt:
R und R sind isomorph (strukturgleich). Wir kommen nun zur endgiiltigen Definition der Menge der
komplexen Zahlen.

Definition.

Die Menge C der komplexen Zahlen entsteht aus C' dadurch, dass man R aus C' entfernt und durch
R ersetzt. Dabei wird nur die Schreibweise geéindert: Anstelle von (a,0) schreibt man a und ldsst
ansonsten alles beim Alten. Das Element (0,1) wird imagindre Finheit genannt; als Abkiirzung fiir
(0,1) schreibt man i.

Mit diesen neuen Schreibweisen gilt Folgendes:

Hilfssatz 2.
Jedem Element (a,b) € C entspricht in C das Element a + ib. Ferner gilt i2 = —1.

Beweis. Fiir (a,b) € C gilt aufgrund von (7.1) und (7.2):
(1) (7.2)
(a,b) =" (a,0) + (0,b) =" (a,0)+ (0,1)(b,0).
Ersetzt man hierin (geméfl der Definition von C) (a,0) durch a und (b,0) durch b und schreibt i statt
(0,1), so erhiilt man die gewiinschte Darstellung a + ib. Ferner gilt

= (0,1)(0.1) = (0-0-1-1,0-1+1-0) = (~1,0)
Ersetzt man hierin (gem#f der Definition von C) (—1,0) durch —1, so folgt i = —1. O

Damit haben wir die komplexen Zahlen in ihrer diblichen Darstellung z = a + ib vorliegen. In dieser
Schreibweise lassen sich Addition und Multiplikation zweier komplexer Zahlen z; = a+ib und 2o = c+id
so darstellen:

(a+1b) + (c+id) = (a+c)+i(b+d) (7.3)
(a+ib) - (¢ +id) = ac + iad + ibc + i2bd = (ac — bd) + i(ad + be).

(Die erste Gleichheit in (7.4) folgt durch ,, Ausmultiplizieren“ nach dem Distributivgesetz, das ja wegen
Satz 1 gilt; die zweite Gleichheit gilt wegen i2 = —1.)

162



Definition.

Es sei z = a+ib € C. Dann heifit

(1) a Realteil von z (Bezeichnung: a = Re z oder a = Rz);

(2) b Imagindgrteil von z (Bezeichnung: b = Im z oder b = 32);
(3) |z| = Va® + b2 absoluter Betrag von z;

(1)

Z = a — ib konjugiert komplexe Zahl zu z.

7.2 Veranschaulichung der komplexen Zahlen als Punkte der
GauBBschen Zahlenebene

Die reellen Zahlen haben wir als Punkte einer Geraden veranschaulicht (,,Zahlengerade“). Entsprechend
lassen sich die komplexen Zahlen als Punkte einer Ebene veranschaulichen. (Man spricht von der ,, Gauf3-
schen Zahlenebene“.) Hierzu legt man auf die iibliche Art ein rechtwinkliges kartesisches’ Koordinaten-
system in der Zeichenebene zugrunde. Komplexe Zahlen z = a + ¢b und Punkte mit den Koordinaten
(a,b) entsprechen sich dann umkehrbar eindeutig. Man stellt eine komplexe Zahl a +ib oft auch als einen
Ortsvektor dar, d.h., als einen Pfeil vom Punkt (0,0) zum Punkt (a, b); siche Zeichnung. Man nennt die
a-Achse reelle Achse und die y-Achse imagindre Achse. Der Betrag |z| einer komplexen Zahl ldsst sich
(,Lehrsatz des Pythagoras“) als Abstand von z = a + ib zum Punkt (0,0) veranschaulichen.

Q)
|z| = Va? + b2
0 a R

Die konjugiert komplexe Zahl Z zu z erhilt man durch Spiegelung von z an der z-Achse:

S
b+ - z=a+1ib
0 a R
b4  Z=ua—1b

Die Addition komplexer Zahlen lisst sich als Vektoraddition (,,Parallelogramm der Krifte“) veranschau-
lichen:

1 Kartesisch“ bedeutet, dass auf beiden Achsen dieselbe Lingeneinheit gewihlt ist, d.h., der Punkt (1,0) hat
denselben Abstand zum Ursprung wie der Punkt (0, 1).
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z1+2z2=(a+c)+i(b+d)
z1=a-+1ib .
bt §
d+ "z =cH+id
0 a c R
Veranschaulichung des Negativen —z von z:
R
bt : z=a+ b
—a
ﬁ 0 a R
ey g —ih T 1

Zur Veranschaulichung der Differenz z; — z5 zweier komplexer Zahlen betrachten wir zunéchst die kom-
plexe Zahl —z5 und addieren dann die Zahlen z; und —zs:

o
N z9 =c+id
d__
b+ z1:a+2b
1 0 1 1
i G ¥ »
iz — 20 = (a—¢) +i(b—d)
e
—29 = —c—1d

Definition.

Es seien 21, 20 € C. Unter dem Abstand von z; und zo versteht man die Zahl |z — zo].

Diese Definition ist im Einklang mit der gewohnten Definition des Abstands zweier Punkte in der Ebene;
es gilt ndmlich fiir z; = z1 4+ iy; und 25 = T3 + iys:

‘21 - Zz’ = ‘331 — @2+ iy — y2)‘ = \/(361 —2)” + (1 — y2)”.

Dies ist gerade die iibliche Definition des Abstands zweier Punkte (z1,y1) und (x2,y2) in der Ebene
(,Lehrsatz des Pythagoras*).
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22

Y2 — Y1

0 T T R

Als Néchstes zeigen wir die folgende niitzliche Identitét, die einen Zusammenhang zwischen dem Betrag
|z| und dem Produkt z - Z herstellt:

2 z=a’+ 0> =|z]* (fir 2 =a+ib). (7.5)
Beweis.
2.z = (a+ib)(a—ib) = a® —iab + iba+ b* = a®> + b* = |z|>. O
Insbesondere gilt also: z - Z ist immer eine reelle Zahl.
Fiir den Quotienten zweier komplexer Zahlen z; = a + ib und 23 = ¢ + id (mit ¢ + id # 0) gilt:

21 _a+ib _ (a+ib)(c—id) _ (ac+bd)+i(bc—ad) ac+bd . bc—ad

2o c+id (c+id)(c—id) 2+ d? _02+d2+202+d2'

(7.6)

Hinweis. Anstatt die Formel % = % +1i ’;g;fg auswendig zu lernen, ist es besser, sich den ersten

Schritt ihrer Herleitung zu merken: Man erweitert ZL’Z mit der konjugiert komplexen Zahl des Nenners.
Wegen (7.5) steht dann eine reelle Zahl im Nenner — nimlich ¢ + d? — und man muss nur noch den
Zahler ausmultiplizieren.

Beispiel. z = 3¥2 5oll in die Form z = a + ib gebracht werden. Wir erweitern mit 2 — 3i:
p 2+3i

(3+4i)(2-3)) 6-9i+8 +12 18 1

(2 +30)(2 - 31) 149 “13 13"

z =

Im néchsten Satz stellen wir einige Rechenregeln fiir das Rechnen mit konjugiert komplexen Zahlen
zusammen.

Satz 2.

Es seien z1, 2z € C. Dann gilt:

(@) 21tzn=2Z1+7%

(b) zi—20=7Z1— %

(c) i zZ2=7%1"%

@ (3)-2

Beweis. Als Ubungsaufgabe empfohlen.

Im folgenden Satz werden die wichtigsten Eigenschaften des absoluten Betrags |z| einer komplexen Zahl
zusammengestellt.
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Satz 3.
Fiir alle z1, 29 € C gilt:

(a) |z1] > 0; |2z1] = 0 gilt genau dann, wenn z; =0

(b) [z122| = |21] - |22]

21 |Z1| ..
¢c) |—| = — (fur z 0
( ) 29 |22| ( 2 7& )

(d) |#1 + 22| < |z1] + |22| (Dreiecksungleichung)

(e) |21 — 22| > |21] — |22

Beweis. Es seien z1 = a1 + ib1 und 29 = as + ibs.
(a) Dies folgt unmittelbar aus der Definition |z1| = y/a? + b3.
(b) Es gilt:
2 . N
|2122| = ‘(al + Zbl)<(l2 + Zbg)‘

2
= ‘GIUQ —b1by +i(a1bs + azb1)‘
= (ajag — byby)® + (arby + aghy)?
= ala3 + b33 + a?b3 + adb?
= (af +b})(a3 + b3)

= |z [* - |2/
Zieht man die Quadratwurzel, so folgt die Behauptung.
(c) Wegen (b) gilt |z1| =
(d) Es gilt:

. 22’ = | 21| |z2| woraus (c) folgt.

|Zl + 2’2‘2 = (a1 + a2)2 + (bl + 62)2 = |Zl|2 + |22|2 =+ 2((11&2 + blbg) sowie

(1] + [220)” = |21 * + [22f” + 2lz1llz2] = |21 | + |22 + 24/ 0} + b3y /a3 + B3,
Ferner gilt (siehe unten):
aras + b1by < \/a% + b%\/a% —|—b%

Insgesamt haben wir also |21 + 22> < (|21] + |22])?, woraus durch Ziehen der Quadratwurzel die
Behauptung folgt.

Es bleibt also ajas + b1by < v/a? + b3+/a3 + b3 nachzuweisen. Falls ajas 4 b1by < 0 gilt, so ist dies
gewiss richtig. Falls ajas + b1bs > 0 gilt, folgt die Aussage durch dquivalente Umformungen:

ajas + biby < /a3 +b3\/ad + b3
& (araz +biba)? < (af +b3)(a3 + b3)
& alal +bib3 4 2a1a2b1by < alal + aibs + a3bi + bib3
& 0 < a?bl — 2a1a9b1by + a3b? = (arby — a2b1)2.
(e) Wegen (d) gilt |z1] = |21 — 22 + 22| < |21 — 22| + |22|, woraus (e) folgt. O

Geometrische Interpretation von (d): In einem Dreieck ist die Summe der Lingen zweier Seiten immer
mindestens so gro§ wie die Linge der dritten Seite (siehe Zeichnung).
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Es folgen noch einige Beispiele fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen:

1. Aufgabe:

Man zerlege die folgenden komplexen Zahlen in Real- und Imaginérteil, d.h., man stelle die folgenden
komplexen Zahlen in der Form a + ¢b dar.

3+ 1
N2 9
a) (3+ 7i)( i) b) Sy c) 5
Losung:
a) Man muss nur ausmultiplizieren und dabei 72 = —1 beriicksichtigen:

(3+ 7i)(2 — 2i) = 6 — 6i + 14i + 14 = 20 + &i.

b) Man erweitert mit dem konjugiert komplexen Wert des Nenners:

3+7i (34 7i)(2+ 29) _6+6it+14-14 5,
2-2i  (2—20)(2+2i) 8 B 2"

¢) Man erweitert mit dem konjugiert komplexen Wert des Nenners:

1 2414 241 2 .
= = = - 1.

1
2—i  (2—-)(2+1) 5 55

2. Aufgabe:
Man bestimme die Losung z der folgenden Gleichung:
3+3t 8—3¢
zZ=2 .
( 51 + 2% > z + 67
Lésung:

Zunichst wird die Gleichung nach Z umgestellt:
(3+3i)2i + (8 —3i)(2+1)_

= 2461
2+ )2 o
6i—6+1 | — 61
( + 6.+82 6Z+3E:2+6i
49— 2
13 + 8¢ )
1o 2+61
_ (2+60)(4i—2)
Rt =
‘ 13 + 8i
Anschlieffend wird Zz in die Form a + ib gebracht:
_ (2460)(4i—2)  8i—4-24-12  —28—4
N 13 + 8¢ B 13+ 8: 1348
. —(28+444)(13 - 8)  —364 +224i — 52 — 32 7@+BZ_
(13480 (13 -8i) 13% + 82 233 233
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396 172

Hi ibt sich sofort 2 = —— — — 7.
ieraus ergibt sich sofort z 933 233

7.3 Polarkoordinaten

Es sei z = a + ib eine komplexe Zahl # 0; r = |z| sei der Betrag von z (d.h. der Abstand von z zum
Nullpunkt des Koordinatensystems); mit ¢ € [0, 27) sei der Winkel (im Bogenmaf}) bezeichnet, der von
der positiven z-Achse und der Verbindungsstrecke zwischen dem Nullpunkt und z gebildet wird. Anders
gesagt: ¢ ist der Winkel, um den man die positive z-Achse entgegen dem Uhrzeigersinn drehen muss,
bis sie z enthalt:

R
b=rsin@ oy = g b
T
¢ |
0 a =Tcosyp R
Dann gilt cos = = und sincp:%;es folgt:

a=rcose und b=rsing.

Hieraus erhélt man die Polarkoordinatendarstellung von z:

Polarkoordinatendarstellung von z

z =r(cosp + isingp)

Da cos und sin 2w-periodisch sind, gilt fiir alle k& € Z:
z= r(cos (¢ + 2km) + isin (¢ + 2k77)). (7.7)

Man nennt ¢ das Argument von z. Auch Darstellungen der Form (7.7) werden als Polarkoordinatendar-
stellungen von z bezeichnet; einen Winkel ¢ + 2k7 (der sich von ¢ ja nur um ein ganzzahliges Vielfaches
des ,,vollen Winkels“ 27 unterscheidet), bezeichnet man ebenfalls als Argument von z. Als Abkiirzung
benutzt man arg z.

Berechnung von Betrag und Argument einer komplexen Zahl

Die komplexe Zahl z # 0 sei in der Form z = a + ib gegeben. Um 2z in Polarkoordinatendarstellung
anzugeben, sind der Betrag r = |z| und das Argument ¢ von z zu berechnen. Wie man r = |z| berechnet,

ist klar:

r=|z| = Va?+ b2
Die Berechnung des Arguments von z kann (wegen cos ¢ = %) mithilfe der Arcuscosinus-Funktion erfol-
gen:

arccos (%) , falls b > 0,
p= a
27 — arccos (;) , falls b < 0.
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N
i
D N z=a+1b
¢ :
1 0 1 a R

Geometrische Interpretation der Multiplikation komplexer Zahlen

Satz 4.

Es seien z1 = r1(cos ¢y + ising) und zo = ro(cos o + isin ¢o). Fiir das Produkt z1 25 gilt dann:

2122 = T1T3 (cos (p1 + @2) +isin(p; + <p2)). (7.8)

Beweis.

2129 = T1 (cos (1 +isin cpl) - Ty (cos 2 + i sin g@)

1T (cos 1 COS (g — sin 1 sin s + i(cos @1 sin @y + sin p; cos <p2)>

= 7172 (COS (1 + p2) +isin (p1 + 902))

Die letzte Gleichheit gilt aufgrund der Additionstheoreme fiir sin und cos. [

Formuliert man das Ergebnis (7.8) in Worten, so erhilt man die geometrische Interpretation der Multipli-
kation komplexer Zahlen: Bei der Multiplikation komplexer Zahlen werden die Betridge multipliziert und
die Argumente addiert. (Siehe Zeichnung: Dort ist |z1| = 3, |22| = 2, also |z122| = 6. Sind die Argumente
von z; und z3 mit ¢1 und @9 bezeichnet, so ist @1 + w2 das Argument von z;23.)

S
z1 1
Z122
L.
1 | | | | | | \ | | | | |
7 6 -5 -4 -3 -2 1 1 2 3 4 5 6 X

Wie im Reellen werden in C die Potenzen mit ganzzahligen Exponenten definiert. Es seien n € N und
z € C; man definiert:
V= zeze0 2
—

n Faktoren

e i (fiir z # 0)
Zfl

w
I

z0 =1

169



Satz 5.
Es seien z € C, z # 0, und m € Z. Es gelte z = r(cos ¢ + isin ). Dann folgt:

2™ = 1™ cos(myp) + isin(my) ). (7.9)
( )

Beweis. Fiir m = 0 und m = 1 gilt (7.9) klarerweise, fiir m > 2 folgt (7.9) durch Anwendung von Satz 4.

Es sei nun m < 0. Wir setzen n = —m. Dann gilt n € N und es folgt (da wir (7.9) ja schon fiir natiirliche
Zahlen gezeigt haben) 2" = r™(cos (ngp) + isin (ng)). Also:

m —n 1
A = Z = —
Z’n,
1
o (cos (ng) + isin (ny))
n cos (ny) — isin (ny)
=7

(cos (ng) + isin (ng)) (cos (ng) — isin (ny))
_,, cos (np) —isin (ny)
cos? (nyp) + sin? (ny)

r" (cos (np) —isin (mp))
=" (cos (—mp) — isin (fmgo))

=" (cos (mep) + isin (m(p)) . O
Ist in (7.9) speziell r = |z| = 1, so erhilt man die Moivresche Formel:

(cos © + isin cp)m = cos (myp) +isin(my) (fur m € Z). (7.10)

7.4 Quadratische Gleichungen

In diesem Abschnitt geht es um die Losung von quadratischen Gleichungen mit reellen Koeffizienten.
Zunichst einige Beispiele:

1. 22-5=0
Umstellen der Gleichung ergibt 22 = 5, die beiden Lisungen lauten also z1 = v/5 und o = —/5.
2. 224+5=0

Umstellen der Gleichung ergibt z? = —5, gesucht ist also eine Zahl, deren Quadrat gleich —5 ist. In
R gibt es keine derartige Zahl z, in C hingegen schon, némlich z; = iv/5 und zo = —iv/5.
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3. 2243x+1=0

Wir verwenden die Methode der quadratischen Erginzung:

22 +3z+1 =0

Wurzelziehen ergibt x—l—% = \/g bzw. m—l—% = —\/g; die beiden Losungen lauten also xy /5 = —%i
4. > +42x+9=0
Quadratische Ergénzung ergibt:

5
1

224449 = 0

4\? 4\?
2
& 4 = 9—-| = =0
2ot (3) +9-(3)
& (242°+5 =0
& (x+2)° = -5
Wurzelziehen ergibt (Man vergleiche auch Beispiel 2!) z + 2 = iV/5 baw. z + 2 = —iy/5; die beiden

Losungen lauten also xy/o = =2+ iV5.

Nach diesen Beispielen betrachten wir den allgemeinen Fall: Zu losen ist (fiir beliebige p,q € R) die
quadratische Gleichung

2 +pr+q = 0.
Quadratische Ergénzung ergibt:
P 4prt+q =0

2 2
& w2+px+(£) +q—<£) =0

2 2
2
p>2 p
& = -— =0
<x+2 ta-
2
2)2221_
=1 <x+2 1 q

2
1. Fall: pz—qu:

Wie in Beispiel 3 erhilt man durch Wurzelziehen 4% = 4/ % —qbzw. x+5 = —/ % — ¢. Die Losungen
lauten also:

2
2. Fall: pz —q<O0:

Wie in Beispiel 4 erhélt man durch Wurzelziehen die beiden Losungen:

P, . p?
Tijp = fij:z 9=
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Bemerkungen:
2
(a) Im ersten Fall ist der Sonderfall pZ — ¢ = 0 enthalten; in diesem Fall gilt z; = x5 (,doppelte

Nullstelle“).
(b) Im 2. Fall liegt ein Paar von konjugiert komplexen Losungen vor.

(¢) Hiufig findet man die Losungsformeln auch in der folgenden Form:

VE—14
—’23 + % (im 1. Fall)

Ti/2 =

4qg — 2
7”’21’ (im 2. Fall).

bzw. x1,5 = —gii

7.5 Der Fundamentalsatz der Algebra

Essei P(2) = ag+a1z+a22?+...+a,z" (an # 0) ein Polynom vom Grad n, wobei a; € C (i = 0,...,n)
gelte und z eine komplexe Unbestimmte sei. Man nennt zy € C eine Nullstelle von P, falls P(zy) = 0
gilt. Ist zo eine Nullstelle von P, so kann man den Linearfaktor (z — zg) ,abdividieren®, d.h., man kann
P(z) zerlegen in P(z) = Py(2)(z — zp), wobei P (z) ein Polynom vom Grad n — 1 ist. Moglicherweise ist
zo auch eine Nullstelle von Pj(z); in diesem Falle kann man (z — zp) ein weiteres Mal ,,abdividieren“ und
erhilt so eine Darstellung P(z) = Py(2)(z — 20)°, wobei Py(z) ein Polynom vom Grad n — 2 ist. Setzt
man diese Uberlegung fort, so wird man zu folgender Definition gefiihrt.

Definition.
Die Vielfachheit einer Nullstelle zy von P(z) ist die grofite Zahl k, fiir die

P(2) = Pu(2)(z = 20)"

gilt, wobei Py (z) ein Polynom vom Grad n — k ist.

Mit anderen Worten: zo hat die Vielfachheit k, wenn man (z — 2z) k-mal ,,abdividieren* kann, aber nicht
(k + 1)-mal.

Satz 6 (Nullstellensatz fiir Polynome).

Es sei P(2) = ag + a1z + a22® + ... + a,2" (a, # 0) ein Polynom vom Grad n > 1 mit a; € C
(i = 0,...,n). Dann existiert ein zg € C, fiir das P(z9) = 0 gilt. (Mit anderen Worten: P besitzt
mindestens eine Nullstelle zg € C.)

Satz 6 wird auch Fundamentalsatz der Algebra genannt. Der Beweis dieses Satzes erfordert weiter-
gehende Hilfsmittel — wir miissen ihn daher weglassen.

Als Folgerung aus Satz 6 erhilt man?:

Satz 7 (Zerlegungssatz fiir Polynome).

Es sei P(z) = ag + a1z + a2z? + ... + anz™ (a, # 0) ein Polynom vom Grad n > 0 mit a; € C
(¢=0,...,n). Dann besitzt P(z) die Darstellung

P(z)=an-(z—20)" (z—20)" ... (2 = 2)", (7.11)

wobel zp, ...,z die verschiedenen Nullstellen von P sind und k; (j = 0,...,r) die Vielfachheit der
Nullstelle z; ist.

Beweis. Hat P den Grad n = 0, so gilt P(z) = ag # 0; P hat also keine Nullstellen und die Darstellung
(7.11) lautet einfach P(z) = ao.

2Hsufig wird auch diese Folgerung als ,, Fundamentalsatz der Algebra“ bezeichnet.
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Hat P den Grad n > 1, so besitzt P nach Satz 6 eine Nullstelle zg. Es sei kg die Vielfachheit von zg.
Dann gilt also P(z) = Q(2) - (z — 20)"™, wobei Q(z) ein Polynom vom Grad n — kg ist. Ist ko = n, so gilt
Q(z) = a,, und wir sind fertig, da wir P(z) wie in (7.11) dargestellt haben.

Ist kg < n, so ist Q(z) ein Polynom vom Grad > 1. Wegen Satz 6 hat Q(z) also eine Nullstelle 2,
deren Vielfachheit mit k; bezeichnet sei. Hieraus ergibt sich Q(z) = Q1(2)(z — z1)"", woraus man P(z) =
Q1(2)-(z — 21)" (2 = 20)™ erhiilt. Hierbei ist Q1 (z) ein Polynom vom Grad n— (ki +kq). Falls n = ki +ko
gilt, so folgt Q1(z) = a,, und wir sind fertig.

Andernfalls ldsst sich von Q1 (z) ein Faktor (2 — Zg)kz abspalten und man kann wie oben weiter verfahren.
Nach endlich vielen Schritten erreicht man auf diese Art die Darstellung (7.11). O

Da P den Grad n hat, gilt in (7.11) ko + k1 +... + k. = n.
Es sei noch auf Folgendes hingewiesen: Ist P ein Polynom mit reellen Koeffizienten (d.h., a; € R,
1=0,...,n), so gilt: Ist 2o eine Nullstelle von P, so ist immer auch Zj eine Nullstelle von P.

Der Grund hierfiir ist einfach: Es gelte P(z) = 0, d.h., ag + a120 + a223 + ... + anzy = 0. Geht man
in dieser Gleichung auf beiden Seiten zur konjugiert komplexen Zahl {iber, so ergibt sich (wegen Satz 2
und da 7 = r fiir alle r € R gilt):

0=20

= a0+alzo+agz(2)—|—...—|—anzg

= G+ a7+ a2 + ... +anzy

= o+ T+ asd ... a2l

= ag+ a5 + (%)’ + ...+ an ()"
= P(%x).

Wie behauptet folgt P(zp) = 0.

7.6 Die n-ten Wurzeln einer komplexen Zahl

Definition.

Es seien eine komplexe Zahl a = |a|(cosp + ising) und n € N gegeben. Jede Losung z € C der
Gleichung 2™ = a heifit n-te Wurzel von a.

Satz 8.

Fiir a = |al(cos ¢ +ising), a # 0, und n € N hat die Gleichung z™ = a genau n verschiedene Lésungen
20, 21, - - -, Zn—1; diese sind gegeben durch:

ok ok
a|(cos(“’+”>+ism<‘p+”)> (fiir k= 0,1,...,n—1). (7.12)
n n n n

n

Rk —

Beweis. Fiir k € {0,...,n — 1} sei z; wie in (7.12). Aus Satz 5 erhiilt man

2= |al (cos (p + 2km) +isin (p + 2k77)>

= |a’ (cosgo + ¢sin go)

= a.

Bei den in (7.12) angegebenen komplexen Zahlen z,...,z,—1 handelt es sich also um Loésungen der
Gleichung 2™ = a. Diese sind alle verschieden, da sie unterschiedliche Argumente besitzen. (Man beachte:
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Bei den Zahlen %T’T (k=0,...,n—1), die jeweils zum festen Wert £ addiert werden, handelt es sich um
n unterschiedliche Zahlen aus dem Intervall [0,27).) Da es in C nicht mehr als n verschiedene Losungen
von z" = a geben kann (Wieso néamlich?), folgt die Behauptung. O

Durch (7.12) haben wir die n-ten Wurzeln zg, z1, ..., z,—1 von a € C bestimmt. Insbesondere hat sich
ergeben, dass 2g, 21, ..., 2n—1 in gleichen Abstéinden auf einem Kreis mit Radius {/|a| liegen.

Skizze fiir den Fall n = 12:

a= |a|(cosap +ising0)

Spezialfall: a=1

Man bezeichnet die Losungen der Gleichung z" = 1 als n-te Einheitswurzeln und bezeichnet sie mit wy,
Wi, ..., wp—1. Nach (7.12) gilt:

ok ok
Wi, = COS <7r)+isin (W) (fiir k= 0,1,...,n—1). (7.13)

n n

Die n-ten Einheitswurzeln bilden ein regelméfliges n-Eck, dessen Eckpunkte auf dem Einheitskreis liegen.

7.7 Die komplexe Exponentialfunktion
Diese Funktion wird folgendermaflen definiert: Fiir 2 = z + iy € C (z,y € R) definiert man
e = Tt = " (cosy + isin y) (7.14)

Die komplexe Exponentialfunktion ordnet also jeder komplexen Zahl x + iy diejenige komplexe Zahl zu,
deren Betrag gleich e* und deren Argument gleich y ist:

rH+iy — Y = ez(coserisiny).

Es gilt:

1) Fiir reelle Zahlen stimmen die komplexe und die reelle Exponentialfunktion iiberein, denn fiir y = 0
gilt:
e’ (cosy +isiny) = e‘”(eos() +iSin0) = e‘”(l +- O) =e”.

2) Es sei nun ¢ = 0, d.h., z + iy = iy liegt auf der imaginiren Achse. (Man spricht in diesem Fall von
einer rein imagindren Zahl.) Es gilt dann:

e = cosy+isiny. (7.15)
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Das heif3t: Die imagindre Achse wird auf den Einheitskreis abgebildet.

Insbesondere gilt: Der Abschnitt der Zahlen iy, y € [0,27) wird umkehrbar eindeutig auf den Ein-
heitskreis abgebildet.

R

1

e =cosy +isiny

Sl
&
3

e2’ = —1
R
Insbesondere gilt also:
eV =™ =1, et =1, e =—1 und e =i (7.16)
3) Es gilt fiir alle z € C: ‘
e = eF (7.17)

Beweis. Es sei z = x + ¢y. Dann ist z + 27 =  + i(y + 27). Es folgt:
e H2ml — grtily+2m) _ oo (cos (y + 2m) +isin(y + 277))

=e" (cos Yy + i sin y)
. 6x+iy

= e O

(7.17) besagt, dass die komplexe Exponentialfunktion periodisch ist: Komplexen Zahlen, deren Diffe-
renz 2mi betragt, wird durch die Exponentialfunktion dasselbe Bild zugeordnet.

175



& o2 4+ 4mi

671 1
oz + 271

41
oz

2mi 1
oz — 271
oz —4m R

—2mi+ :
4) Fiir 21, 29 € C gilt:
el . e® = ef1 A2, (7.18)

Beweis. Es sei z; = z1 + iy; und 29 = 22 + iy2. Dann gilt:

21

el .2 =Mt (COS Y1 + ¢sin yl) -2 (cos Yo + 7 sin y2>

— %1 . T2 (COS (yl + yz) + 2sin (y1 + yZ))

= g¥1te2 (cos (y1 + y2) + isin (y1 + y2)>

— Ttz +i(y1+y2)

— 621+22 O

Aus (7.15) ergibt sich eine weitere oft benutzte Art, eine komplexe Zahl darzustellen. Ist r der Betrag
und ¢ das Argument von z (mit ¢ € [0,27)), so gilt z = r(cosp + isinp). Nach (7.15) kénnen wir
fiir cos ¢ + isin ¢ auch e*® schreiben, so dass sich die folgende Darstellung von z ergibt:

z=r¢"%. (7.19)

s

In der folgenden Zeichnung ist (7.19) fiir den Fall r = 1.5 und ¢ = 7 dargestellt.

R
. i
i re

ip

o)

sin ¢

-1 cos ¢ 1 R
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8 Vektorraume iiber einem Korper K

8.1 Vorbemerkungen

In den Abschnitten 8 und 9 wird die Lineare Algebra, deren Behandlung unter Zugrundelegung des
Lehrbuchs von Gramlich begonnen wurde, weiter ausgebaut. Dabei wird die Kenntnis der bislang be-
handelten Teile der Linearen Algebra vorausgesetzt - einiges wird aber auch wiederholt werden. Diese
Wiederholung dient zum einen der Festigung der Kenntnisse, zum anderen aber auch der Vertiefung des
Bisherigen, da wir einen allgemeineren Standpunkt einnehmen werden:

e Wihrend im Gramlich ausschliefllich die Rédume R™ (und deren Unterrdume) behandelt wurden,
werden wir nun allgemeine Vektorrdume V studieren, d.h., wenn von einem Vektorraum V die Rede
ist, so brauchen die Elemente von V nicht unbedingt n-Tupel zu sein, sondern kénnen beispielsweise
auch Matrizen, Polynome, unendliche Folgen oder Funktionen sein.

e Auflerdem wird das meiste iber einem beliebigen Kdorper K behandelt. Anders gesagt: Im Gramlich
lag immer der Korper K = R zugrunde, jetzt kann K beispielsweise auch C, Zs oder Zg sein.

Wir werden auch neue Themen behandeln, die im 1. Semester gar nicht zur Sprache kamen, insbeson-
dere trifft dies zu auf die Abschnitte iiber:

e Lineare Abbildungen
e Eigenwerte'
Wiederholungsfragen:
a) Welche Beispiele fiir die algebraische Struktur eines Korpers kennen Sie?
b) Richtig oder falsch: In einem Kérper besitzt jedes Element ein Inverses der Multiplikation.

¢) Richtig oder falsch: Die Menge M*(n x n,R) der invertierbaren n x n - Matrizen iiber R bilden einen
Korper bzgl. der iiblichen Addition und Multiplikation von Matrizen.

8.2 Der Begriff des Vektorraums iiber einem Korper

Wir beginnen mit einigen Beispielen.

1. Fiir ein n € N betrachten wir die Menge R", d.h. die Menge aller n-Tupel reeller Zahlen. Auf der
Menge R™ konnen wir auf naheliegende Art eine Addition definieren:

Fiir zwei n-Tupel © = (z1,...,2,) und y = (y1, - . .,Yn) definieren wir deren Summe durch
xt+y=(T1,...,2n)+ W1, -, Un) = (@1 + Y1, Tny + Yn)-
Die Summe zweier n-Tupel ist wieder ein n-Tupel; bei der Addition handelt es sich also um eine
Abbildung vom Typ
+:R" x R" — R".

Beispiel. n = 4,2 = (3,4,7,—-1),y = (4,0,2,4). Dann gilt « + y = (7,4,9, 3).

'Den Abschnitten 8 und 9 liegt zum Teil das bekannten Lehrbuch von Jinich zugrunde (K. Janich, Lineare
Algebra, Springer).
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Man sagt, die Addition zweier n-Tupel erfolgt komponentenweise, d.h., man addiert die erste Kom-
ponente von x zur ersten Komponente von y, die zweite Komponente von z zur zweiten Komponente
von y usw.

Ahnlich (d.h. ebenfalls komponentenweise) definiert man, wie ein n-Tupel z = (z1,...,x,) mit einer
reellen Zahl A\ multipliziert wird:

Ar = Ay, ... x0) = (Az1, ..., Azy).

D.h., jede Komponente wird mit A multipliziert.

Das Ergebnis (Az1,..., Az, ) ist wieder ein n-Tupel, es liegt also eine Abbildung vom Typ
R xR™ — R"”.

vor.
Beispiel. n = 4,2 = (3,4,7,—1), A = 3. Dann gilt Az = (9,12, 21, —3).

Fiir die soeben definierte Addition und Multiplikation gelten gewisse Rechenregeln, die alle direkt aus
der Definition folgen (sowie aus der Tatsache, dass dhnliche Rechenregeln fiir R gelten):

(1) (x+y)+z=z+ (y+ 2) fir alle z,y, z € R".

(2) x4+ y=y+« fiir alle z,y € R".

(3) Schreiben wir (wie iiblich) kurz 0 statt (0,...,0) € R, so gilt z + 0 = z fur alle z € R™.
(4)

4) Ist © = (x1,...,2,) und schreiben wir —z fir (—z1,...,—x,), so gilt « + (—x) = 0 fiir alle

x € R™
(5) A(px) = (Ap)z fur alle A, p € R,z € R™.
(6) lx =z fiir alle x € R™.
(7) Mz +y) = Az + My fiir alle A € R, z,y € R".
(8) (A4 p)x = Az + pa fir alle A, p € R,z € R™.

Die Regeln (1) - (4) bezichen sich ausschlieBlich auf die Addition; wir kénnen diese ersten vier Regeln
auch so zusammenfassen:

(R™, +) ist eine abelsche Gruppe”.

2. Mit [—1,1] bezeichnen wir das Intervall I = {x eER: -1 <z < 1}; wir betrachten die Menge M
aller Funktionen f : [—1,1] — R. Es sei also

M= {f : f ist eine Funktion [—1,1] — R}.

Beispiele:

e Die Funktion f, die durch f(z) = z fiir alle € [-1, 1] gegeben ist.

e Die Funktion g, die durch g(z) = 22 fiir alle € [—1, 1] gegeben ist.

e Die konstante Funktion h, fiir die h(z) = 5 fiir alle z € [—1, 1] gilt.
Man kann fiir 2 Funktionen f,g € M auf naheliegende Art eine Funktion f + ¢ definieren, die man
die Summe von f und g nennt

(f+9)(x) := f(z) + g(z) fir alle z € [-1,1].

Die Funktion f + ¢ ordnet also jedem x € [—1,1] die Summe von f(x) und g(z) zu. Die so definierte
Funktion f + g ist wieder in M; bei der Addition handelt es sich also um eine Abbildung vom Typ

+:MxM— M.

2Zur Erinnerung: Abelsche Gruppe bedeutet dasselbe wir kommutative Gruppe.
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Ahnlich definiert man zu einer reellen Zahl A und einer Funktion f : [~1,1] — R eine Funktion \f:
(Af)(x) := Af(x) fiir alle z € [-1,1].

Die so definierte Funktion Af ist wieder in M; die Abbildung, die jedem A € R und jedem f € M die
neue Funktion Af zuordnet, ist also vom Typ

-t Rx M — M.

Mit 0 wollen wir die konstante Funktion aus M bezeichnen, die jedes Element = € [—1, 1] auf die Zahl
0 € R abbildet®. Fiir jedes f € M sei mit —f die Abbildung aus M bezeichnet, fiir die (—f)(z) =
—f(z) gilt. Mit diesen Bezeichnungen gelten genau die Rechenregeln, denen wir schon im ersten
Beispiel begegnet sind: Fiir alle f,g,h € M, A, € R gilt:

(1) (f+g)+h=f+(g+h)
(2) f+g=g+f

(3) f+o=f

4) f+(=f)=

(5) Auf) =) f

6) 1f=f

() Mg+ f)=Af+Xg

8) A+ f=A+uf

Die Regeln (1) - (4) lassen sich wieder zusammenfassen zu der Feststellung, dass (M, +) eine abelsche
Gruppe ist.

Obwohl in den beiden obigen Beispielen die auftretenden Objekte recht unterschiedlich
sind, wird doch mit diesen Objekten nach den gleichen formalen Regeln gerechnet.

Wir wollen anstelle des ersten Beispiels nun ein etwas allgemeineres Beispiel betrachten. Es ist ohne
Weiteres moglich, den Korper R der reellen Zahlen durch einen beliebigen Koérper K zu ersetzen.

3.

Gegeben sei der Korper K. Fiir ein n € N betrachten wir die Menge K™ aller n-Tupel x = (21, ..., 2,)
mit Komponenten z; € K (i =1,...,n).

Fiir zwei n-Tupel © = (z1,...,2,),y = (y1,---,yn) kann man dann wieder deren Summe definieren
durch:

x+y:(xla"'vxn)+(yla“'7yn) = (xl +y177xn+yn)
Beispiele zur soeben definierten Addition:
(i) K =Zy,2=(1,0,0,1),y = (0,1,1,1) =z +y = (1,1,1,0).
(i) K=C,z=(1,2+14,3,7),y = (0,1 4+ 44,24,0) = . +y = (1,3 + 57,3 + 2i,1).

Das Produkt eines Koérperelements A € K mit x = (21, ..., 2,) wird durch
Ar = Mx1,. . xn) = Az, ..o, Axy)

definiert.

Beispiele hierzu:
(i) K =29,z =(1,0,0,1) = 0z = (0,0,0,0), 1z = (1,0,0,1).
(i) K =Zs,x=(2,0,1,2),A=2= \x =2z =(1,0,2,1).

3Derartige Doppelbezeichnungen sind nicht uniiblich in der Mathematik; wichtig ist, dass aus dem Zusammen-

hang immer eindeutig hervorgeht, was mit dem Zeichen 0 in einer bestimmten Situation gemeint ist.
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(iii) K=C,xz = (1,24+4,3 —4i,i),\=i= e =iz = (i,—1 +2i,4 + 3i,—1).
Analog zum ersten Beispiel ist dann die Addition eine Abbildung vom Typ

+:K"x K" - K"

und die Multiplikation (die man iibrigens skalare Multiplikation nennt) ist eine Abbildung vom Typ
K x K — K™,

Auch gelten dieselben Rechenregeln wie im ersten Beispiel: Man hat in den Regeln (1) bis (8) des

Beispiels 1 nur das Symbol R gegen K auszutauschen.

4. Ebenfalls kann man das zweite Beispiel verallgemeinern: Man kann ohne weiteres den Korper R der
reellen Zahlen durch einen beliebigen Korper K ersetzen und dariiber hinaus an die Stelle der etwas
speziellen Menge I = [—1, 1] eine beliebige Menge A setzen (,wobei noch nicht einmal A C K gelten
muss, sondern A véllig beliebig sein kann).

Man definiert dann ebenso wie zuvor fir M = { f : [ ist eine Funktion A — K ; eine Addition

+: M x M — M und eine skalare Multiplikation - : K x M — M, fiir die dann die Rechenregeln (1) -
(8) gelten.

Diese und viele weitere Beispiele fithren zum Begriff des Vektorraums iiber einem Koérper K, der wie
folgt definiert wird.

Definition.

Gegeben sei ein Korper K. Ein Tripel (V, +, -), bestehend aus einer Menge V', einer Abbildung (genannt
Addition)

+: VXV =V,
(,y) =2 +y

und einer Abbildung (genannt skalare Multiplikation)

KXV =V,
(A z) = Az

heifit ein Vektorraum dber K, wenn fiir die Abbildungen + und - Folgendes gilt:

(I) Beziiglich der Addition + ist V eine abelsche Gruppe. Im Einzelnen bedeutet dies, dass die
folgenden Axiome gelten:

1) (x4+y)+z=x+ (y+2) fir alle z,y,z € V.
(2) +y=y+uafirallez,y € V.

(3) Es gibt ein neutrales Element 0 € V' (genannt ,,Null“ oder ,Nullvektor“) mit = + 0 = « fiir
allex € V.

(4) Zu jedem z € V gibt es ein Element —x € V mit z + (—x) = 0.

(II) Dariiber hinaus sollen vier weitere Axiome gelten:
(5) AMpx) = (Ap)z fir alle \,p e K,z € V.
(6) lz =z fur allez € V.
() Mx+y)=dx+ My firalle e K,z,y € V.
(8) A+ p)z=Ar+ px firalle \,p € K,z €V.

Die Elemente von V heiflen Vektoren und die Elemente von K werden Kdrperelemente oder Skalare
genannt. Den Korper K nennt man auch den zugrundeliegenden Kdérper.

Ist der zugrundeliegende Korper R oder C, so spricht man von einem reellen bzw. komplexen Vektorraum.
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Durch die obigen Beispiele ist bereits angedeutet worden, dass es Vektorrdume ganz unterschiedlicher
Art gibt. Hier einige weitere Beispiele, die zeigen, dass Vektorrdume in den unterschiedlichsten Zusam-
menhingen auftreten.

5. Die Menge K[x] der Polynome iiber einem Kérper K bilden einen Vektorraum iiber K, wenn man
die Addition zweier Polynome auf die iibliche Art definiert und die skalare Multiplikation auf die
naheliegende Art wie folgt erklart: Fiir a(z) € Klz] mit a(z) = ap+ a1z + ... + ap2™ und X € K sei

Aa(z) = Aaog + da1z + ... + daya”.

6. Die Menge M(m x n, K) der m x n - Matrizen iiber einem Kérper K bilden einen Vektorraum iiber
K, wenn Addition und skalare Multiplikation auf die iibliche Art erklirt werden.

7. Es sei U(K) die Menge der unendlichen Folgen

U, U1, U2y - -«
wobei die Folgenglieder u; aus K stammen (i = 0, 1,...). Besonders wichtig ist fiir uns dabei der Fall,

dass K = R gilt, dass es sich also um unendliche Folgen reeller Zahlen handelt.

Als eine kompakte Schreibweise fiir Folgen wg,u1,us,... aus U(K) wihlen wir die Schreibweise
(u;)i=o0,1,... oder (noch kiirzer) (u;). Fiir (u;), (u;) € U(K) und A € K definiert man Addition und
skalare Multiplikation gliedweise durch:

(i) + () := (ui +u;) € U(K),
Dadurch wird U(K) zu einem Vektorraum tiber K.

Wir haben bislang eine Reihe unterschiedlichster Vektorrdaume kennengelernt, u.a.
e K" den Vektorraum aller n-Tupel iiber K,
e die Menge M aller Funktionen f:[—1,1] —» R,

die Menge K|[x] aller Polynome iiber K,

die Menge M (m x n, K) aller m x n-Matrizen iiber K und

die Menge U(R) aller reellen unendlichen Folgen,

wobei die Addition und skalare Multiplikation jeweils wie zuvor beschrieben definiert sind. Oft interessiert
man sich allerdings gar nicht so sehr fiir die Menge aller Vektoren eines Vektorraums V', sondern viel
mehr fiir interessante Teilmengen von V| die fiir sich genommen bereits einen Vektorraum bilden; man
spricht in diesem Zusammenhang von Untervektorrdumen.

Beispiele fiir derartige Untervektorrdume:
e die Menge aller stetigen Funktionen f:[—1,1] = R
e die Menge aller differenzierbaren Funktionen f :[—1,1] = R

e die Menge aller (x1,...,2,) € K", die Losung eines gegebenen homogenen linearen Gleichungs-
systems sind.

e die Menge der konvergenten Folgen aus U(R).

8.3 Einige Folgerungen aus den Axiomen

In jedem Vektorraum V iiber einem Korper K gelten neben den Axiomen (1) - (8) noch weitere Rechen-
regeln, die nicht mit in die Liste der Axiome aufgenommen wurden, weil sie aus den Axiomen ableitbar
sind. Beispielsweise finden sich nirgends die Regeln 0z = 0 und (—1)x = —z. Diese Regeln sind dennoch
giiltig, da man sie (wie wir gleich besprechen werden) als Folgerungen aus den Axiomen erhalten kann.
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Zunéchst erinnern wir an einige einfache Tatsachen, die sich daraus ergeben, dass (V,+) eine abelsche
Gruppe ist: Wie in jeder Gruppe, ist in (V,4) das neutrale Element 0 eindeutig bestimmt; ebenfalls
eindeutig bestimmt ist fiir jedes x € V das Inverse bzgl. +: Es ist das Element —z, das das Negative
von z genannt wird; aufgrund der Kommutativitéit von + gilt nicht nur z + 0 = z (wie in (3) gefordert),
sondern auch 0 + x = z; da in jeder Gruppe das Inverse des neutralen Elements immer das neutrale
Element selber ist, gilt —0 = 0.

Abkiirzung. Wie iiblich schreiben wir  — y anstelle von z + (—y).

Nun zu einigen Folgerungen aus den Axiomen (1) - (8), die sich auch auf die skalare Multiplikation
beziehen.

Feststellung 1.
In jedem Vektorraum V iiber einem Korper K gilt fiir alle x € V und alle A € K:

(a) A0=0

(b) 0z =0

() (Dz=-=

(d) A@=0= A =0 oder z =0.

Beweis. Wir beweisen nur (a) und (d). Die Beweise von (b) und (c) gehen &hnlich; man findet sie im
Ubrigen auch im Buch von Jénich (Seite 31f).

(a) Zunéchst halten wir fest, dass aufgrund von (3) und (7) gilt:

20 = A(0 4 0) = X0 + 0. (*)

Addiert man zur linken und rechten Seite von (*) das Element —(A0), so erhélt man die Behauptung
0 = A0. Unter genauer Angabe der benutzten Axiome sieht die Durchfiihrung dieses Beweises so aus:

0220+ (=(10)) € (20+20) + (-(:0)) £ 20+ ()\0 + (—(AO))) D x0+02 0.

(b) Es gelte Ax = 0 und wir nehmen X\ # 0 an. Zu zeigen ist dann x = 0.
Wegen \ # 0 existiert im Korper K das Inverse A~! bzgl. der Multiplikation in K. Es folgt

ach in K gilt

0 (é) /\_10 Voraus;etzung /\_1(>\ ) (5) ()\ A) )\_1:/\:1 1z @ . 0

8.4 Untervektorraume

Definition.

Es sei V ein Vektorraum iiber K. Eine Teilmenge U von V nennt man einen Untervektorraum (oder
Unterraum) von V, falls U in Bezug auf die Addition und skalare Multiplikation von V selber ein
Vektorraum {iber K ist.

Feststellung 2.

Es sei V' ein Vektorraum {iber K. Eine nichtleere Teilmenge U von V ist genau dann ein Untervektor-
raum von V, wenn fiir alle z,y € U und alle A € K gilt:

r+yeUund \x € U.
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Beweis.

(I) Ist U in Bezug auf die Vektorraumoperationen® von V selbst ein Vektorraum, so muss U insbe-

sondere beziiglich + und - abgeschlossen sein, d.h., esmuss x+y € U und Az € U fir alle z,y € U
und alle A € K gelten.

(IT) Es gelte nun umgekehrt fiir alle z,y € U und alle A € K: z+y € U und Az € U. Zu zeigen ist, dass
U in Bezug auf + und - selbst ein Vektorraum iiber K ist, d.h., neben der Abgeschlossenheit bzgl.
+ und - (die wir ja voraussetzen) miissen noch sédmtliche Axiome (1) - (8) gelten. Geht man die
Axiome durch, so stellt man fest, dass sich die Axiome (1), (2), (5) - (8) selbstverstéindlich von V'
auf U iibertragen. Es bleiben also noch (3) und (4) nachzuweisen. Dies geschieht durch Nachweis

von (i) 0 €U und (i) z€e U= —z€U.
(i) Da U # 0 gilt, konnen wir ein x € U wihlen. Wegen Az € U fiir alle A € K folgt insbesondere

0z € U. Nach Feststellung 1(b) gilt 0z = 0. Also folgt 0 € U.

(ii) Es sei « € U. Da dann Az € U fiir alle A € K gilt, folgt insbesondere (—1)z € U. Nach
Feststellung 1(c) gilt (—1)z = —z. Also folgt —x € U. O

Wir halten noch einmal ausdriicklich fest (siehe (i) im Beweis von Feststellung 2): Jeder Untervektorraum
U muss den Nullvektor von V' enthalten.

Besonders einfache Untervektorrdume, die in jedem Vektorraum V' enthalten sind, sind {0} und V.
Ein Beispiel, das die Niitzlichkeit von Feststellung 2 demonstriert:

Fiir I C R und einen inneren Punkt ¢ von I sei W die Menge der Funktionen
f:I—=R,

die an der Stelle z( differenzierbar sind. Wir mochten gerne nachweisen, dass W ein Vektorraum ist (bzgl.
der naheliegenden Operationen). Schauen wir uns die Definition des Begriffs ,, Vektorraum“ in Abschnitt
8.2 an, so stellen wir fest, dass eine ganze Reihe von Eigenschaften nachzuweisen sind: Zun#chst einmal
ist die Abgeschlossenheit von W gegeniiber + nachzuweisen und auerdem die Giiltigkeit der Axiome (1)
- (4) zu priifen; anschlieBend ist die gesamte Prozedur fiir die skalare Multiplikation in &hnlicher Weise
zu wiederholen.

Einfacher geht es allerdings so: Wir halten zundchst Ausschau nach einer geeigneten Obermenge V' von
W, von der wir bereits wissen, dass ste ein Vektorraum ist. Ein solches V ist leicht gefunden: Wir
wahlen V' einfach als die Menge aller Funktionen f : I — R (vgl. Beispiel 4 in Abschnitt 8.2). Nun
koénnen wir Feststellung 2 anwenden: Es gilt W # () und wir wissen aus der Analysis, dass die Summe
zweier differenzierbarer Funktionen wieder differenzierbar ist und dass Af differenzierbar ist, falls f
differenzierbar ist (alles an der Stelle xg). Es folgt, dass W ein Vektorraum ist, da W nimlich (wie wir
gezeigt haben) ein Untervektorraum von V ist.

Kurz zusammengefasst: Wenn von einer Menge W nachzuweisen ist, dass es sich um einen Vektorraum
handelt, so geht das hdufig am besten dadurch, dass man eine geeignete Obermenge von W wahlt, von
der man bereits weif, dass sie ein Vektorraum ist und danach das Unterraumkriterium (Feststellung 2)
anwendet.

8.5 Lineare Unabhangigkeit

Wenn wir im Folgenden Vektorrdume V {iber einem Korper K studieren, so kann K, wenn nichts anderes
gesagt ist, immer ein beliebiger Korper sein. Sie machen aber auch nichts verkehrt, wenn Sie sich vorstel-
len, dass K der Korper der reellen Zahlen ist, dass also K = R gilt; im Hinterkopf sollten Sie allerdings
behalten, dass die Ergebnisse auch fiir jeden anderen Korper K gelten, beispielsweise fiir K = C, aber
auch (was fiir Informatiker besonders wichtig ist) fiir endliche Kdrper K, wie etwa K = Zy oder K = Zs.

4Die Addition und skalare Multiplikation eines Vektorraums V iiber K werden auch die Vektorraumoperationen
von V' genannt.
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Zur Erinnerung: Die Elemente eines Vektorraums werden Vektoren, die Elemente des zugrundeliegen-
den Korpers werden Skalare genannt.

Ist fiir einen Vektorraum V iiber K und ein r € N ein r-Tupel (vq,...,v,) von Vektoren v; € V' gegeben
und ist (A1,...,A.) ein r-Tupel von Skalaren \; € K, so kann man aus diesen Vektoren und Skalaren
einen Vektor v wie folgt bilden:

r
’U:>\1'Ul +...+>\T’UT :Z)\Z'UZ
i=1

Einen auf diese Art gebildeten Vektor v nennt man eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,.
Beispiel. Es seien K = Z7 und V = K*. Die Vektoren vy, vo und v3 seien gegeben durch vy = (2, 1,2, 3),
vy = (6,0,1,0) und v3 = (5,6, 1, 1). Eine Linearkombination der Vektoren ist dann beispielsweise:
v = 3v1 + 2v3 + 6vs
=(6,3,6,2) + (5,0,2,0) + (2,1,6,6)
= (6,4,0,1).

Eine andere Linearkombination dieser Vektoren ist w = vy + vy + vs = (6,0,4,4). Auch der Nullvektor
ist eine Linearkombination dieser Vektoren: 0-wv; +0- vy +0-vs = (0,0,0,0).

Gegeben seien ein Korper K, ein Vektorraum V' iiber K und endlich viele Vektoren vy, ..., v, € V. Dann
bezeichnen wir die Menge aller Linearkombinationen der Vektoren vy, ..., v, mit

Lin (v1,...,v.).
Man nennt Lin (vy,...,v,) die lineare Hiille des r-Tupels (v1,...,v,) von Vektoren. Es gilt also

Lin(ul,...,v,,):{veV: Es gibt )\17...,)\TEKmitv:)\lvl—i—...—l—)\Tvr}.

Die vorausgegangenen Definitionen gelten alle fiir » > 1; wir wollen nun noch zusétzlich den Fall » =0
einbeziehen. Wie Sie sich vielleicht erinnern (vgl. Abschnitt 2.6 des DM-Skripts), gibt es genau ein 0-
Tupel, nimlich die leere Menge (). Fiir das 0-Tupel () definieren wir nun ebenfalls, was dessen lineare
Hiille Lin (@) ist, indem wir festsetzen:

Lin (0) = {0}

Die lineare Hiille des 0-Tupels ) soll also genau ein Element enthalten, nimlich den Nullvektor von V.
Wenn wir im Folgenden von r-Tupeln von Vektoren vy, ..., v, sprechen, so ist der Fall » = 0 mit einbe-
zogen: Fiir r = 0 ist (vy, ..., v,) dann nur eine andere Schreibweise fiir das 0-Tupel @ und Lin (vq, ..., v,)
ist fiir r = 0 eine andere Schreibweise fiir {0}.

Feststellung 3.

Lin (vy,...,v,) ist ein Unterraum von V.

Beweis. Fiir r = 0 ist dies klar. (Wieso ndmlich?) Sei nun » > 1 und v,w € Lin (v1,...,v,). Dann gilt
v=A01+ ...+ Av, und w = pvy + ... + v, fir gewisse A, p; € K. Es folgt

v+w=Mv+ ...+ AU + 101 + ..o+ oy
=M\ Fp)vr+ oA+ (A F ),

womit gezeigt ist, dass v +w € Lin (vy,...,v,) gilt.

Ahnlich: Fiir v = Mv1 + ... 4+ Mo, € Lin (v1,...,v,) und X € K gilt

Av = )\()\11}1 +...+ )\rvr)
= ()\)\1)’[)1 + ...+ ()\)\T)UT
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und deshalb auch Av € Lin (vq,...,v,). O

Beispiel. Es sei V der (reelle) Vektorraum der Funktionen f : R — R (vgl. auch Abschnitt 8.2, Beispiel
4). Die Funktionen sinz und cos z sind Elemente von V; Elemente von U = Lin (cos z,sin z) sind dann
beispielsweise die Funktionen 2 cos x + sin z und 2—25 cosz+ % sin z, aber auch cos x und sin x selbst sowie

alle Vielfachen Acosz und psinz der Funktionen cosx und sinz. Es gilt

Lin (cos z, sinx) = {)\cosx—&—usina: WIS R}.

Wir definieren nun, wann ein r-Tupel (vy,...,v,) von Vektoren linear unabhingig heifit. Fiir den Fall
r = 0, wenn also das Nulltupel @) vorliegt, definieren wir: Das Nulltupel () ist linear unabhingig. Fiir den
Fall » > 1 gilt folgende Festlegung:

Definition.

Esseir > 1 und V sei ein Vektorraum iiber K. Ein r-Tupel (v1,...,v,) von Vektoren in V heifit linear
unabhdingig, falls aus
)\1’01—|—...—|—AT’U7~:0

stets folgt

AM=...=A=0.

Knapp zusammengefasst kann man den Kern dieser Definition auch so festhalten:

A1U1+...+>\r1}r:04))\1:...:ATZO
Dass fiir > 1 ein r-Tupel (vy, ..., v,) linear unabhéngig ist, bedeutet also: Es gibt nur eine Méglichkeit,
den Nullvektor 0 als Linearkombination von v1,...,v, darzustellen, ndmlich nur diejenige, bei der alle

A; gleich Null sind:
0-v740-v94+...40-v,.=0.
Ist ein r-Tupel nicht linear unabhéngig, so heifit es linear abhdingig.

Dass ein r-Tupel (v1, ..., v,) linear abhéingig ist, bedeutet also, dass es aufier der obigen noch mindestens
eine weitere Maoglichkeit gibt, den Nullvektor O als Linearkombination von vy, ..., v, darzustellen, bei der
dann mindestens ein A; von Null verschieden ist:

Av1 + ...+ A = 0 mit A\; # 0 flir mindestens ein i € {1, . ,r}.

Sprechweise: Anstelle von ,das r-Tupel (v1,...,v,) ist linear abhiingig bzw. unabhingig“ sagen wir
auch etwas vereinfacht: ,Die Vektoren vy, ..., v, sind linear abhéingig bzw. unabhéngig.
Beispiele:

1. Es sei V = K3 fiir K = Z; und vy, v9,v3 € V seien gegeben durch v; = (1,2,3), vo = (1,1,1) und
vz = (3,4,5). Die Vektoren v, vy und vs sind linear abhéngig, da

V1 + 2vq + bvg = (1, 2, 3) + 2(1, 1, 1) + 6(3,4, 5)
=(1,2,3) +(2,2,2) + (4,3,2)
— (0,0,0).

2. Im Gramlich werden in erster Linie die Vektorrdume R"™ betrachtet. Vieles von dem, was wir nach
Gramlich (+ Erginzungsskript) behandelt haben, ibertrdgt sich jedoch unmittelbar auf die Vektorrdu-
me K" fiir beliebige Korper K. Ein Beispiel hierzu: Es sei K = Z7 und V = K3. Es soll geklirt werden,
ob die Vektoren v; = (1,2,1), va = (6,2,3) und v3 = (4,4,0) linear abhiingig oder unabhiingig sind.
Mit anderen Worten: Gibt es Skalare A1, Ao und A3, die nicht alle gleich Null sind, so dass

)\11)1 + )\2’02 + )\3'[)3 = (0, 0, 0) ? (81)
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Lisung: ZweckméBigerweise schreiben wir die Vektoren vy, ve und vz in Spaltenform; (8.1) lautet

1 6 4 0
M2 +X 2| +X[4]) =10
1 3 0 0

Wir haben also ein lineares Gleichungssystem mit Koeffizienten (und Unbestimmten) aus Zr zu 13sen:

)\1+6)\2+4)\3:0
2A1 +2X 2 +4X3 =0
A1+ 39 =0

Wir verwenden den Gauf-Algorithmus:

oo RrRloo RFMN~
o Oole s olw o
OO W w RO
ooo‘ooo‘ooo

Es ergibt sich als Losung des Gleichungssystems (¢ € Z7 ist ein frei wihlbarer Parameter):
A3 =t

Ao +6A3=0
*))\2:76>\3:76t:t

A +6A+4X3=0
—)A1:76>\274)\3:/\2+3>\3:4t

Die allgemeine Lisung des Gleichungssystems lautet also

()\17 )\2, )\3) = (4t,t,t) = t<4, 1, 1), t e 2.

Insbesondere erhilt man bei Wahl von ¢ = 1 eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors
4'[)1 + vg9 +v3 = (07 0, 0)

Die Vektoren v;, vo und vs sind also linear abhéngig.
Einige Bemerkungen zum obigen Beispiel:

Als Menge geschrieben lautet die allgemeine Losung (,,Losungsmenge“)

L= {t(4, 1,1):te 27},

wobei £ eine Teilmenge von K3 fiir K = Z ist. In Analogie zum R3 nennt man £ eine Ursprungsgerade
des K3. Man iibernimmt also nicht nur die Methoden des Falls K = R, sondern auch die Sprechweisen,
wodurch (besonders wichtig!) anschauliche Interpretationen ins Spiel gebracht werden.

Fragen:

186



(i) Wie viele Elemente enthilt K3? Wie viele dieser Elemente liegen auf der Geraden £? Tragen

Sie die Antworten ein:
|K? =

£l =

Geben Sie simtliche Elemente von £ (,,Punkte der Geraden*) an!

E:

(i) Was versteht man wohl unter der Ursprungsebene des K3, die von den Vektoren u = (2,1,0)
und v = (1,0, 1) aufgespannt wird? Weshalb ist es angemessen, von einer ,, Ursprungsebene“ zu
sprechen?

Weitere Beispiele:

3. K =173 v =(2,2,0), va = (1,1,1), v3 = (0,1,1). Sind diese Vektoren des K? linear abhiingig? Wir
verwenden wieder den GauB-Algorithmus:

21 0]0 Um eine fithrende 1 zu erhalten
2 110 wird die erste Zeile mit dem In-
01 110 .
— versen von 2 multipliziert.
1 2 010
2 1 110
01 11/0
1 2 0[0
0 0 1|0
01 1|0
1 2 0[0
01 1|0
0 0 1|0

Es folgt, dass Ay = Ao = A3 = 0 die einzige Losung ist, d.h., die Vektoren v, v und vs sind linear
unabhéangig.

4. Essei V der (reelle) Vektorraum der Funktionen f : R — R. Wir betrachten zwei Vektoren vy, v € V,
namlich v; = cosz und vy = sinz.

Behauptung: v1 und vy sind linear unabhéngig.

Bestitigung dieser Behauptung: Es gelte®
Al’l)l + )\2’1)2 = 0,
d.h., Ay cosz + Agsinx = 0 fiir alle z € R.
Da dies fiir alle z € R gilt, muss es insbesondere fiir z = 0 und x = 7 gelten. Es folgt
A1¢cos0+ Aosin0 =0
T .
)\10055 +>\gs1n§ =0,

also Ay = A2 = 0 (Man beachte, dass cos0 = 1, sin0 = 0, cos § = 0 und sin § = 1 gilt!), d.h., die
Vektoren v; und vy sind linear unabhéingig.

Beachten Sie, dass das Symbol ,,0¢ im Folgenden mit wechselnder Bedeutung verwenden wird (,, Doppelbedeu-
tung*).
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Dass Vektoren linear abhéingig sind, kann auch auf eine etwas andere Art formuliert werden. Dies ist der
Inhalt der nachfolgenden Feststellung.

Feststellung 4.

Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Die Vektoren vy, ..., v, sind linear abhingig.

(ii) Es gibt unter den Vektoren vy, ..., v, mindestens einen, der Linearkombination der iibrigen ist.

Beweis. Wir haben zwei Dinge zu zeigen, namlich (i) = (ii) und (ii) = (i).
(i) = (ii): Wir setzen also voraus, dass die Vektoren vy, ..., v, linear abhiingig sind; demnach existieren
A1, .-, A € K, die nicht alle gleich 0 sind und fiir die gilt:

)\11)1 + ...+ )\rvr =0 (82)

Es sei \; # 0. Wir konnen die Gleichung (8.2) also umstellen und erhalten
A1 Ai—1 Ait1 Ar

Vi=——V —...— —Vji—] — —Vjf] — ... — —U
[3 /\Z >\i ) )\z 1+ /\Z Ty
was bedeutet, dass v; eine Linearkombination der iibrigen Vektoren ist.

(ii) = (i): Wir setzen jetzt umgekehrt voraus, dass es unter den Vektoren vy, ..., v, einen gibt, etwa v;,
der Linearkombination der iibrigen ist; es gelte also fiir gewisse fi1, ..., fhi—1, hit1, .-, fr € K:

Vi = 101 F oo+ -1V 1 F fip1 Vi1 oo e Up

Wiéhlen wir nun A; = 1 und A; = —p; fiir alle j mit 1 < j <r und j # 4, so ergibt sich durch Umstellen
der obigen Gleichung
Av1 4+ ..+ Ao =0,
wobei \; = 1 # 0 gilt. Also sind die Vektoren vy, ...,v, linear abhéngig. O]
In Hinblick auf die lineare Unabhéngigkeit konnen wir Feststellung 4 auch so formulieren:

(v1,...,v,) ist genau dann linear unabhingig, wenn keiner dieser Vektoren eine Linearkombination der
iibrigen Vektoren ist.

Definition.

Es sei V ein Vektorraum tiiber K.

(a) Ein r-Tupel (vi,...,v,) von Vektoren in V heiit FErzeugendensystem von V, falls

Lin (v1,...,v,.) = V gilt. (Ist (v1,...,v,) ein Erzeugendensystem von V', so ldsst sich also je-
der Vektor v € V als Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, schreiben, man sagt hierzu auch:
Die Vektoren v1, ..., v, erzeugen V oder spannen V' auf.)
(b) Ein Erzeugendensystem (v1,...,v,.) von V heifit eine Basis von V', wenn es linear unabhéingig ist.
Damit (vy,...,v,) eine Basis von V ist, muss also zweierlei erfiillt sein:
(i) Lin(v1,...,v,) =V.
(ii) Die Vektoren vy, ..., v, sind linear unabhéngig.
Liegt ein Erzeugendensystem (v1,...,v,) von V vor, so kann man jedes v € V' als Linearkombination

V=AU + ...+ A\,

schreiben. Ist (vy,. .., v,) sogar eine Basis von V (es gilt also zusiitzlich (ii)), dann sind in der Darstellung
v = MAv1 + ...+ N\, die Koeffizienten Ay, ..., \,. eindeutig bestimmt. Dies ist der Inhalt der folgenden
Feststellung.
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Feststellung 5.

Ist (v1,...,v,) eine Basis von V), so gibt es zu jedem v € V' genau ein n-Tupel (A1,...,A,) € K™, fiir
welches v = Av1 + ... + A\yv, gilt.

Beweis. Dass es ein solches n-Tupel (Aq, ..., A, ) gibt, folgt aus Lin (vy,...,v,) = V. Wir haben zu zeigen,
dass es kein weiteres derartiges n-Tupel gibt. Wir erschlieflen dies indirekt (Beweis durch Widerspruch):
Angenommen, es giibe noch ein anderes derartiges n-Tupel (p1, ..., u,) € K™. Dann wiirde also

V=AU + ...+ AUy = 101 + .o+ fnUn

gelten und es wére \; # p; fiir mindestens ein ¢ € {1,...,n}.
Es folgt
M —p)vr+ .o+ N —p)vi+ oo+ (A — ), = 0.
———
#0
Damit hitten wir aber eine Darstellung des Nullvektors als Linearkombination von (vy,...,v,), bei der

wegen \; # u; mindestens ein Koeffizient verschieden von 0 wére. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme,
dass (v1,...,v,) linear unabhéingig ist. O

Sprechweise: Anstelle von ,,Basis® findet man gelegentlich auch die Bezeichnung Fundamentalsystem,
insbesondere, wenn Funktionenrdume betrachtet werden.

Beispiel. Es sei K = Z; und V = K3. Weiter oben hatten wir die Ursprungsebene betrachtet, die von
u=(2,1,0) und v = (1,0, 1) aufgespannt wird, also die Menge

Lin (u,v) = {3(2, 1,0) +¢(1,0,1) : s, t € Z7}.

Wie viele Elemente enthilt Lin (u,v)? Begriinden Sie Thre Meinung!
Es sei nun V' = K™. Dann bilden die Vektoren

eine Basis von V. Man nennt (es,...,e,) die kanonische Basis von K.
Der Nachweis, dass es sich bei (eq,...,e,) tatsichlich um eine Basis von K™ handelt, ist einfach:

(i) Es gilt Lin(eq,...,e,) = K™, da man jedes a = (a1,...,a,) € K™ als Linearkombination der
Vektoren ey, ..., e, darstellen kann, ndmlich so:

a=(a1,...,ap) =are1 + ...+ ape,.

(ii) Auflerdem sind die Vektoren eq,. .., e, linear unabhingig: Aus A\je;+Asea+. ..+ e, = (0,0,...,0)
folgt ndmlich (A, A2, ..., An) = (0,0,...,0) und somit \; =0 fiir alle i = 1,...,n.
Statt kanonische Basis von K" sagt man auch Standardbasis von K™ und die Vektoren ey, ..., e, werden
auch Finheitsvektoren genannt.

Zur Ubung beantworten Sie bitte folgende Fragen: V sei ein Vektorraum iiber K und es gelte v € V, v #
0. Ist dann das I-Tupel, das nur aus v besteht, linear abhéngig oder linear unabhéngig? Und wie lautet
die Antwort fiir den Fall v = 07

Noch eine niitzliche Sprechweise: Gegeben sei eine Darstellung des Nullvektors als Linearkombination
der Vektoren vy, ..., v,:
)\1’Ul+...+>\r’0r = 0.
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Sind in dieser Darstellung alle \; gleich 0, so spricht man von einer trivialen Linearkombination oder
von einer trivialen Darstellung des Nullvektors als Linearkombination der Vektoren v, ..., v,.

Ist hingegen mindestens eines der A; von Null verschieden, so spricht man entsprechend von einer nicht-
trivialen Linearkombination oder einer nichttrivialen Darstellung des Nullvektors.

Unter Benutzung dieser Sprechweise konnen wir die Definition der linearen Unabhéngigkeit fiir r > 1
auch so fassen: Fiir r > 1 ist ein r-Tupel (v1,...,v,) genau dann linear unabhéngig, wenn es nur die
triviale Darstellung des Nullvektors als Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, gibt.

Zur Ubung: Es sei (v1,...,v,) ein linear unabhéngiges r-Tupel von Vektoren aus V. Man zeige, dass
dann niemals zwei gleiche Vektoren in (v, ..., v;) vorkommen. (Hinweis: Man fiithre einen Widerspruchs-
beweis durch, der so beginnt: Angenommen, es gibt v; = v; mit i # j ...)

8.6 Die Dimension eines Vektorraums

In diesem und in den folgenden Abschnitten sei mit V' immer ein Vektorraum {iber einem Korper K
bezeichnet.

Ein grundlegendes Hilfsmittel beim Beweis von Sétzen iiber Vektorrdume ist der folgende Satz.

Satz 1 (Basiserginzungssatz).
Es seien vy, ..., v, w1,...,ws Vektoren in V, fiir die gilt:
(i) (v1,...,v,) ist linear unabhéngig.
(ii) Lin (vi,...,0p,w1,...,ws) = V.
Dann gilt: Falls (vy,...,v,) nicht bereits eine Basis von V ist, so kann man (vy, ..., v,) durch Hinzu-
nahme geeigneter Vektoren aus (wq,...,ws) zu einer Basis von V ergéinzen.

Ein Beweis dieses Satzes soll hier nicht gegeben werden, da es fiir unsere Zwecke ausreicht, die Aussage
des Basisergéinzungssatzes zu kennen. (Beweise findet man in Lehrbiichern der Linearen Algebra, z.B.
im Jénich.)

Es sei darauf hingewiesen, dass im Basisergénzungssatz der Fall = 0 keineswegs ausgeschlossen ist: In
diesem Fall ist (v1,...,v,) das ,Nulltupel“ (), das ja definitionsgem&$ linear unabhéngig ist.

Im wichtigen Spezialfall r = 0 besagt der Basisergénzungssatz Folgendes:

Es seien wy, ..., w, Vektoren in V| fiir die Lin (w1, ..., ws) = V gilt, die also ein Erzeugendensystem von
V bilden. Dann kann man durch Auswahl geeigneter Vektoren aus wi, ..., ws eine Basis von V erhalten.

Der folgende grundlegende Satz besagt, dass zwei Basen eines Vektorraums V immer gleich viele Elemente
besitzen (oder, wie man auch sagt, gleiche Lénge haben).

Etwas anders formuliert lasst sich dies auch so ausdriicken:

Liegt ein Erzeugendensystem (ws,...,ws) von V vor, dann gibt es eine Basis von V, deren
Vektoren alle aus (wy, ..., w,) stammen.

Satz 2.

Sind (v1,...,v,) und (w1, ..., w,) Basen von V, so ist n = m.

Auf den Beweis dieses Satzes wollen wir verzichten; wir erwéhnen nur, dass im Beweis in entscheidender
Weise vom Basisergéinzungssatz Gebrauch gemacht wird. (Falls Sie an Details interessiert sind: Im Jénich
und auch in vielen anderen Lehrbiichern der Linearen Algebra kénnen Sie alles finden.)

Satz 2 ermoglicht die folgende Definition. (Beachten Sie: Ohne Satz 2 konnte es sein, dass es in V' Basen
unterschiedlicher Lénge gibt, wodurch die nachfolgende Definition unsinnig werden wiirde.)
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Definition.

Es sei V ein Vektorraum iiber K und (v1,...,v,) sei eine Basis von V. Dann nennt man die Zahl
n die Dimension von V, abgekiirzt dim V. Man schreibt in diesem Fall dimV = n und nennt V
endlichdimensional.

Will man zum Ausdruck bringen, dass V' endlichdimensional ist, so schreibt man auch

dimV < oo oder dimV =n < oo.

Fir V. = K™ gilt dimV = n, da es in K™ beispielsweise die kanonische Basis gibt. Zur Erinnerung: Die
kanonische Basis von K™ besteht aus den n Einheitsvektoren e; (i = 1,...,n); es gilt:

ei= (0,...,0,1,0,...,0)

/]\
i-te Stelle

Beispiel. Fiir V = K3 ist auch ¢; = (0,0,1), é3 = (0,1,1), €5 = (1,1,1) eine Basis. (Weisen Sie dies zur
Ubung nach und geben Sie weitere Beispiele fiir Basen von V = K3 an!)

Stellen wir uns vor, dass von irgendwelchen Vektoren vy,...,v, € V = K" nachzuweisen ist, dass sie
linear abhéngig sind; dann sind also Zahlen Aq,..., A, zu finden, die nicht alle gleich Null sind und fiir
die

AU+ Avg + ...+ N, =0

gilt. In vielen Féllen wird es sich nicht vermeiden lassen, eine Reihe von Rechnungen zur Bestimmung
solcher \; anzustellen; in bestimmten Féllen ist Rechnen allerdings nicht nétig. Dies ergibt sich aus dem
néchsten Satz.

Satz 3.

Fiir V gelte dimV = n und (vy,...,v,) sei ein r-Tupel von Vektoren in V mit » > n. Dann sind die
Vektoren vy, ..., v, linear abhingig.

Beweis. Wegen dim V' = n gibt es eine Basis (w1, ..., w,) von V. Es gilt dann Lin (w1, ...,w,) =V und
somit auch Lin (vq,...,v,,wy ..., w,) = V. Angenommen, (v1,...,v,) wire linear unabhingig. Dann
konnten wir auf die Vektoren vy, ...,v,, wy,...,w, den Basisergdnzungssatz anwenden und erhielten:
Entweder ist (v, ..., v,) bereits eine Basis von V oder aber (vy, ..., v,) lisst sich zu einer Basis ergénzen.
In jedem Fall wiirde es eine Basis von V der Linge > r geben, im Widerspruch zu r >n =dimV.

Satz 4.

Fiir V gelte dim V' = n und (vy,...,v,) sei ein r-Tupel von Vektoren in V mit » < n. Dann bilden die
Vektoren vy, ..., v, kein Erzeugendensystem von V.

Beweis. Wire (vq,...,v,) ein Erzeugendensystem von V, wiirde also Lin (vq,...,v,) = V gelten, so
wiirde es (vgl. Bemerkungen im Anschluss an den Basisergénzungssatz) eine Basis von V' der Linge < r
geben, im Widerspruch zu r <n =dim V. J

In Satz 3 galt » > n und in Satz 4 wurde r < n vorausgesetzt. Bleibt also noch der Fall »r = n zu
betrachten. Gilt dim V' = n, so weifl man, dass es eine Basis (w1,...,w,) von V der Linge n gibt. Nun
sei (v1,...,v,) irgendein anderes n-Tupel von linear unabhéingigen Vektoren von V. Es stellt sich die
folgende Frage: Kann man sicher sein, dass die Vektoren v1,...,v, ebenfalls eine Basis von V bilden?
Die Antwort ist im folgenden Satz enthalten:

Satz 5.

Fiir V gelte dimV = n und (vy,...,v,) sei ein beliebiges n-Tupel von Vektoren aus V. Dann sind die
folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) v1,...,v, sind linear unabhéngig;

(ii) v1,...,v, bilden ein Erzeugendensystem von V.
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Beweis. Vorausgesetzt wird dim V' = n; es existiert also eine Basis (w1, ..., w,) von V. Zu zeigen ist (i)
& (ii). Wir erledigen dies wie iiblich, indem wir die beiden Richtungen (i) = (ii) und (ii) = (i) separat
behandeln.

(I) (i) = (ii): Die Vektoren v1,...,v, seien linear unabhéngig. Da (w1,...,w,) ein Erzeugenden-
system ist, gilt Lin (v1,..., v, w1,...,w,) = V. Anwendung des Basisergiinzungssatzes ergibt,
dass entweder (vy,...,v,) bereits eine Basis ist (In diesem Fall wiren wir fertig!) oder dass man
(v1,...,vy,) zu einer Basis ergéinzen kann. Letzteres ist jedoch unmoglich, da man eine Basis der
Lénge > n + 1 erhielte. Also ist (vy,...,v,) bereits eine Basis, womit (ii) gezeigt ist.

(IT) (i) = (i): Es sei (v1,...,v,) ein Erzeugendensystem von V. Da (v1,...,v,) eine Basis von V
enthiilt (vgl. Bemerkungen im Anschluss an den Basisergénzungssatz) und da (wegen dim V' = n)
jede Basis von V die Linge n hat, muss (vy,...,v,) selbst eine Basis von V sein. Es folgt, dass
die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig sind, was zu zeigen war. [J

Zusammenfassung der Sdtze 3-5.

Voraussetzung: dim V' = n und (v1,...,v,) sei ein -Tupel von Vektoren von V.

1. Falls r > n gilt, so sind die Vektoren vy, ..., v, linear abhéingig.

2. Falls r < n gilt, so ist (v1,...,v,) kein Erzeugendensystem von V.

In den beiden Féllen 1. und 2. ist (v1,...,v,) demnach keine Basis von V.

3. Falls r = n gilt, so ist (vy, ..., v,) moglicherweise eine Basis von V. Um nachzuweisen, dass tatséchlich
eine Basis vorliegt, geniigt es, Eigenschaft (i) oder Eigenschaft (ii) aus Satz 5 nachzuweisen.

Einen Fall haben wir bis jetzt noch nicht besprochen: In manchen Vektorrdumen V kann es beliebig
lange linear unabhéngige r-Tupel (v1,...,v,) geben; anders gesagt: Es gibt in V' fiir jedes r € N ein
linear unabhiingiges r-Tupel (vy, ..., v,). Dann kann nach Satz 3 nicht dim V' = n < oo gelten. Derartige
Vektorrdume V wollen wir unendlichdimensional nennen und wir wollen in einem solchen Fall

dimV = oo
schreiben.
Beispiel. Es sei V' die Menge aller Funktionen f : [-1,1] — R. Dann ist (wie wir in Abschnitt 8.2
besprochen haben) V' ein Vektorraum iiber R. Fiir jedes i € N sei f; : () = 1 und f;(x) = 0 fiir alle
z € [-1,1] mit = # % Dann gilt fiir jedes » € N: Die Funktionen f1,..., f, sind linear unabhingig.
(Nachweis zur Ubung empfohlen!) Es folgt dim V = oo.
In der Mathematik hilft man sich im Fall unendlichdimensionaler Vektorriume damit, dass man den
Basisbegriff erweitert und auch definiert, was eine unendliche Basis sein soll. Das fithrt dazu, dass auch
jeder unendlichdimensionale Vektorraum eine Basis besitzt. Darauf wollen wir aber nicht weiter eingehen;
wir werden im Folgenden in erster Linie endlichdimensionale Vektorraume betrachten.

Die folgende Feststellung enthélt Aussagen iiber die Dimension von Unterrdumen eines endlichdimensio-
nalen Vektorraums.

Feststellung 6.

V sei endlichdimensional und U sei ein Untervektorraum von V. Dann ist U ebenfalls endlichdimen-
sional und es gilt:
dimU < dim V.

Zusatz: dimU = dim V' gilt nur im Fall U = V.

Beweis. Es sei dim V' = n. Dann kann U nicht mehr als n linear unabhéngige Vektoren enthalten. Wir

wihlen ein r-Tupel (ug,...,u,) von linear unabhingigen Vektoren aus U, fiir das r mazimal ist. Dann
gilt r < n.

Behauptung: (u1,...,u,) ist eine Basis von U.

Nachweis dieser Behauptung: Da (ui,...,u,) linear unabhingig ist, bleibt zu zeigen, dass (ui,...,u,)

ein Erzeugendensystem von U ist. Zu diesem Zweck sei u € U. Wegen der Maximalwahl von r ist
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(u1,...,ur,u) linear abhiingig, d.h., es gibt Skalare A1,..., A, und A, die nicht alle gleich Null sind
und fir die Adjug + ... + A\u + Au = 0 gilt. Da (uq,...,u,) linear unabhiingig ist, folgt A # 0 und
somit u = (—%) up + ...+ (—AT) u,. Damit ist gezeigt, dass (uq,...,u,) eine Basis von U ist. Es folgt
dimU =r<n=dimV.

Es bleibt der Zusatz zu beweisen. Hierzu setzen wir dimU = dimV voraus und zeigen, dass daraus
U =V folgt. Es gelte also dimU = dim V. Aus dim V' = n folgt dann dim U = n, d.h., es gibt eine Basis
(u1,...,up) von U der Linge n. Wegen U C V sind die Vektoren wi,...,u, also linear unabhingige
Vektoren von V. Wegen dim V' = n folgt nach Satz 5, dass die Vektoren uq, . . ., u, ein Erzeugendensystem
von V bilden. Es gilt also Lin (u,...,u,) = V. Da (ug,...,u,) eine Basis von U ist, gilt andererseits
auch Lin (uq,...,u,) = U, also U = Lin (uy,...,u,) =V. O

Fiir einen Korper K sei V = K". Es seien s Vektoren vy, ...,vs gegeben. Wir betrachten

U = Lin (vy,...,vs)

und mochten gerne die Dimension und eine Basis von U bestimmen. Wie kann man das machen?

Antwort: Man schreibt die Vektoren vy, ..., v, zeilenweise auf und wendet das Gauf3-Verfahren an: Ist Z
die entstandene Zeilenstufenmatrix, so kann man an Z eine Basis von U (und damit auch dim U) ablesen.
Wie nédmlich? Lesen Sie es im Gramlich in Abschnitt 4.2 nach! Dort wird das Verfahren zwar nur fiir den
Spezialfall K’ = R beschrieben, es iibertriagt sich aber alles auf den Fall eines beliebigen Korpers K.

Der folgende Abschnitt 8.7 dient ausschliellich der Wiederholung und kann iibersprungen werden.

8.7 Vektoren im R? und R?

Unter den Beispielen von Vektorrdumen, die wir bisher betrachtet haben (vgl. Abschnitt 8.2), sind
die Vektorraume R™ fiir n = 1,2, 3 besonders anschaulich: Dem Fall n = 1 entspricht anschaulich die
Zahlengerade, R? stellt ein mathematisches Modell fiir eine Ebene (die Zeichenebene) dar, wihrend R3
als Modell fiir den uns umgebenden Raum (dem Anschauungsraum) dient.

Im Folgenden wird auf die anschauliche Bedeutung eingegangen, die den bisher behandelten Grundbe-
griffen der Linearen Algebra in den Fillen V = R? bzw V = R3 zukommt.

In der Zeichenebene sei wie iiblich ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde gelegt. Die Elemente
von R? entsprechen dann den Punkten in der Zeichenebene; dabei kann man sich, je nach Bedarf, ein
Element v = (a,b) € R? als einen Punkt mit den Koordinaten (a, b) oder als einen Pfeil (,, Vektor“) vom
Ursprung zu diesem Punkt vorstellen. Fiir v = (2, 1) erhélt man beispielsweise:

v=(2,1) v=(2,1)
14 . 1+ .
i i i bzw. i i i
—1 1 2 -1 1 2
1 4 14

8.7.1 Addition fiir V = R?

Der komponentenweisen Addition (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) entspricht anschaulich die aus der Schule
bekannte Addition von Vektoren (,,Parallelogramm der Krifte“, ,man hingt die Pfeile aneinander“):
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8.7.2 Skalare Multiplikation fiir V' = R?

Es sei v = (a,b) # (0,0) € R? und X\ € R. Skalare Multiplikation von v mit X ergibt Av = (Aa, \b).
Der Punkt (Aa, Ab) liegt dann auf der Geraden, die durch (0,0) und (a,b) geht; den Ubergang von v zu
Av kann man sich als eine Streckung bzw. Stauchung um den Faktor A vorstellen, wobei im Fall A < 0
zusitzlich die Orientierung (,Pfeilrichtung®) geéindert wird.

-

M = (Aa, \b)

b

In der obigen Skizze wurde Av fiir A = 3 angegeben. Wo liegen die Punkte Av fiir A =2, A = %, A=0,
A=—-1und A = -27

Durch {)\(a, b): X\ € R} wird die Menge aller Punkte beschrieben, die auf der Geraden liegen, die durch
(a,b) und den Ursprung geht (fiir (a,b) # (0,0)).

8.7.3 Linear abhingige und linear unabhingige Vektoren fiir V = R?
Es seien v,w € R?, etwa v = (a,b), w = (c,d). Wir wissen (vgl. die Bemerkung nach dem Beweis
von Feststellung 4 in Abschnitt 8.5): v und w sind genau dann linear unabhéingig, wenn keiner dieser

Vektoren ein skalares Vielfaches des anderen ist. Geometrisch bedeutet das: v und w sind genau dann
linear unabhéngig, wenn v und w nicht auf derselben Geraden durch den Ursprung liegen.
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v = (a,b) w = (¢,d)

= (¢,d
w = (c,d) o= (a.b)
Zwei linear unabhéngige Zwei linear abhéngige
Vektoren v und w Vektoren v und w

Aufgrund von Satz 5 gilt: Sind v, w € R? linear unabhdingig, so bilden v und w eine Basis des R%2. Man
kann dann also jeden Vektor u € R? als Linearkombination

U= AU+ pw

darstellen, wobei A und p (nach Feststellung 5) eindeutig bestimmt sind.

Durch die folgende Skizze werden die soeben gemachten Feststellungen illustriert:

! U=+ pw
/ :
/

8.7.4 Bestimmung der Unterrdume des R?

Aufgrund von Feststellung 6 muss fiir jeden Unterraum U von R? gelten: dim U < 2. Es kann also nur 3
Typen von Unterrdumen des R? geben, nimlich diejenigen der Dimensionen 0, 1 und 2.

1) dimU = 2.

Aufgrund von Feststellung 6 gibt es nur einen Unterraum U von R?, fiir den dim U = 2 gilt, nimlich
R? selber.

2) dimU = 0.
Der Unterraum U = {0} ist der einzige, fiir den dim U = 0 gilt. (Begriindung: dim U = 0 bedeutet,
dass das Nulltupel () eine Basis von U ist. Da Lin (#) = {0} gilt und da das Nulltupel 0 linear
unabhiingig ist, folgt die Behauptung.)

3) dimU = 1.
In diesem Fall besitzt U eine Basis, die nur aus einem Vektor v # 0 besteht; es folgt U = Lin (v) =
{)\v A E ]R}, d.h., anschaulich handelt es sich bei U um eine Gerade durch den Ursprung.
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—

FEine Bemerkung zu Geraden, die nicht durch den Ursprung gehen: Es liege wie oben eine Gerade Lin (v) =
{)\v HP WS R} durch den Ursprung vor und w € R? sei ein Vektor, fiir den w ¢ Lin (v) gilt. Dann wird

durch
{)\v fw:ihe R}

eine Gerade beschrieben, die nicht durch den Ursprung geht (und dementsprechend kein Unterraum ist).

8.7.5 Vektoren im R3

In shnlicher Weise wie R? kann man sich den Vektorraum R3 veranschaulichen: An die Stelle eines
2-dimensionalen tritt nun ein 3-dimensionales rechtwinkliges Koordinatensystem.

zs3

v T = (x17x27$3)

T2

Die Addition und die skalare Multiplikation veranschaulicht man sich dann analog zu R2; durch
{)\(arl, X9, x3) 1 A E R} (8.3)

wird die Menge aller Punkte beschrieben, die auf der Geraden liegen, die durch (x,z2,z3) und den
Ursprung geht (fiir (z1,z2,x3) # (0,0,0)).

Es seien nun = = (x1, 22, 23), ¥ = (Y1, y2,¥3) € R3 zwei linear unabhingige Vektoren. Wir betrachten die
lineare Hiille von x und y (oder, wie man auch sagt, den von x und y aufgespannten Untervektorraum):

Lin (x,y) = {Ax +py A pE ]R} :{)\(xl,xg,xg) + p(y1,y2,y3) s A\, € R}. (8.4)
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Anschaulich ist dies die Ebene, die durch den Ursprung geht und die beiden Geraden {A(ml,mg,xg) :
A€ ]R} und {u(y1,y2,y3) S E R} enthdlt.

Ahnlich wie fiir R? findet man, dass es folgende Typen von Unterriumen des R3 gibt:
1) {0} ist der einzige Unterraum der Dimension 0 und R? ist der einzige Unterraum der Dimension 3.

2) Unterriume der Dimension 1: Dies sind die Unterrdume vom Typ (8.3) (,Geraden durch den Ur-
sprung*).

3) Unterriume der Dimension 2: Dies sind die Unterrdume vom Typ (8.4) (,Ebenen durch den Ur-
sprung*).

Dass drei Vektoren im R3 linear unabhéngig sind, bedeutet anschaulich, dass sie nicht in einer Ebene

liegen, die durch den Ursprung geht.

Zur Ubung: Es seien vg, v und v, linear unabhingige Vektoren des R®. Man gebe eine geometrische
Beschreibung der folgenden Teilmenge des R3:

{)\11)1 4+ Xovg +vg 1 A1, A9 € R}
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9 Lineare Abbildungen und Matrizen

9.1 Lineare Abbildungen

Es seien V und W Vektorrdume iiber K und
f:V—Ww

sei eine Abbildung. Wir nennen f wvertrdglich mit der Addition von V und W, falls fiir alle z,y € V
Folgendes gilt: Wenn f die Elemente x und y auf 2’ bzw. 3’ abbildet, so soll x + y nicht irgendwohin ab-
gebildet werden, sondern gerade auf 2’ +4’. Dasselbe, nur etwas kompakter formuliert: f heif3t vertriglich
mit der Addition von V und W, falls fiir alle z,y € V gilt:

(i) fle+y) =Fflz)+ f(y)
Analog definiert man: f ist vertrdaglich mit der skalaren Multiplikation von V und W, falls fiir alle x € V
und A € K gilt:

(i) f(Az) =Af(z)
Definition.

Es seien V und W Vektorrdume iiber K. Eine Abbildung f : V' — W heifit eine lineare Abbildung (oder
ein Homomorphismus), falls f sowohl mit der Addition als auch mit der skalaren Multiplikation von
V und W vertréglich ist. Mit anderen Worten: Fiir alle z,y € V und A € K muss Folgendes gelten:

1) flx+y)=fl=)+ f(y)
(i) f(Az) = Af(x)

Man kann (i) auch so aussprechen: Es ist gleichgiiltig, ob man zwei Elemente aus V' zuerst in V' addiert
und dann deren Summe abbildet oder ob man erst die beiden Elemente abbildet und dann deren Bilder
in W addiert. Kurz gesagt: Das Bild einer Summe ist stets die Summe der Bilder.

Entsprechendes gilt fiir (ii): Das Bild des \-fachen eines Vektors ist stets das A-fache seines Bildes.

Beispiele:
1. Die Abbildung f : R?* — R? sei gegeben durch f(z1,22,73) = (221 + 22, 23). Dies ist eine lineare
Abbildung, da fiir alle x = (z1,22,23), ¥ = (y1,%2,93) € R® und X\ € R gilt:
i) flz+y) = flz+y,z2+y2,23+y3)
= (2(x1+y1)+x2+y2,:v3+y3)
= (2z1 + 22, 23) + (201 + 2, ¥3)
= [@)+ 1),
(ii) f()\x) = f()\ajl, Ao, )\ajg)
= (2)\551 + Axg, /\xg)
= ()\(le + xg),)\xg)
= )\(2(E1 + :102,363)
= )\f(x)
2. f:R® — R?mit f(z1,22,73) = (z1-72,23) ist keine lineare Abbildung, da es x,y € R3 mit f(x+y) #
f(@) + f(y) gibt: Wihlt man beispielsweise x = (1,0,0) und y = (0,1,0), so gilt z +y = (1,1,

und man erhilt f(z +y) = f(1,1,0) = (1-1,0) = (1,0), aber f(z) + f(y) = (1-0,0) + (0-1,0) =
(0,0) +(0,0) = (0,0).
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3. Zur Ubung: Die Abbildungen g : R? — R? und h : R? — R seien gegeben durch g(zi,z3) =
(221, 22+ 1) und h(zy,x2) = x1 —x2. Priifen Sie sowohl fiir g als auch fiir h, ob eine lineare Abbildung
vorliegt.

4. Es sei V der (reelle) Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen f : R — R. Wir
betrachten die Abbildung

D:V—V
fr+—=D(f)=f,

die jeder Funktion f € V ihre Ableitung zuordnet. Aufgrund bekannter Ableitungsregeln gilt
(i) D(f+g) =D(f)+ D(g)

sowie
(ii) DAS) = AD(f).
D.h., die Abbildung D ist eine lineare Abbildung. (Da die Elemente von V', also die Vektoren, in diesem

Beispiel selbst Abbildungen sind, wird D (der besseren Unterscheidung wegen) auch als Operator
bezeichnet. Die Feststellungen (i) und (ii) besagen dann, dass D ein linearer Operator ist.)

Feststellung 1.

V, W und Y seien Vektorrdume iiber K; f:V — W, g: W — Y seien lineare Abbildungen. Dann ist
auch die Nacheinanderausfithrung g o f eine lineare Abbildung.

Beweis. Zu zeigen ist, dass fiir alle z,y € V und X € K gilt:
(i) (gof)x+y)=(gof)(x)+ (g0 f)¥),
(i) (g0 f)(Ax) = Alg o f)(x).

Nachweis von (i):

(gof)z+y) = gf(:c+y))

Il Il
Na) Na)
N N N
T
= =
& 8
N— N—
_l’_
I =
=
e
—~
=
N———

(Schauen Sie sich diese Rechnung, die (i) nachweist, genau an und beantworten Sie die folgende Frage:
Welche Voraussetzungen wurden an den mit ,,1“ und ,,2“ gekennzeichneten Stellen benutzt?)

Nachweis von (ii): Diesen Beweis fiithren Sie bitte selbst; er geht dhnlich wie der Nachweis von (i). O

Ist V ein Vektorraum iiber K, so bezeichnen wir mit
Idy

die Identitdt auf V, d.h., Idy ist diejenige Abbildung V' — V', die jedes Element von V auf sich selbst
abbildet. Es gilt also Idy (v) = v fiir alle v € V.

Feststellung 2.
Die Identitét Idy ist eine lineare Abbildung.

Beweis. Es ist also fiir alle z,y € V und A € K zu zeigen:
(i) Idv(z +y) =Idv(z) + 1dv(y),
(ii) Idy(Az) = Aldy(x).

Das ist in beiden Fillen einfach; hier sei es fiir (ii) vorgemacht, (i) erledigen Sie bitte selbst.
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Nachweis von (ii): Da die Abbildung Idy alle Elemente von V auf sich selbst abbildet, gilt Idy (Ax) = Az
und Idy (z) = z; also Idy (Az) = Az = A1dy (z). O

Sind f und g lineare Abbildungen V' — W so wird die Abbildung f + g als diejenige Abbildung V — W
definiert, fiir die gilt:
(f +9)(x) = f(z) + g(x) fir alle z € V.

Ganz entsprechend definiert man fiir jedes A € K die Abbildung Af : V. — W durch

Af)(x) = Af(z) fir alle z € V.

Feststellung 3.

Fiir alle linearen Abbildungen f,g : V — W und alle A € K gilt: f + g und Af sind ebenfalls lineare
Abbildungen.

Beweis. Nachzuweisen ist, dass fiir alle z,y € V und alle p € K gilt:
(i) (f+9)@+y) = +9)(@)+(f+9),

(i) (f + 9)(ux) = p(f + 9)(x),

(i) Af)(@+y) = (A)(x) + (A)),

(iv) (Af)(pz) = p(Af)(z).

Wir fithren nur (i) vor:

(f+9)(x+y)

1=l

|

—~
—
_|_
o
—
E
_|_
—~

An der mit * markierten Stelle wurde die Linearitit sowohl von f als auch von g benutzt. [J

Zusammenfassung der vorangegangenen Feststellungen.

Nacheinanderausfithrung, Summe und skalares Vielfaches von linearen Abbildungen sind wieder lineare
Abbildungen; auflerdem ist die Identitéit eine lineare Abbildung.

Die Menge aller linearen Abbildungen' von V nach W bezeichnet man auch mit

Hom(V, W).

Mit dieser Schreibweise kann man die obigen Feststellungen wie folgt formulieren:

1) f € Hom(V,W), g € Hom(W,Y) = go f € Hom(V,Y)

2) Idy € Hom(V,V)

3) f,g e Hom(V, W), A€ K = f+ g € Hom(V,W) und Af € Hom(V, W)

Ist f: V — W eine lineare Abbildung, so definiert man das Bild von f bekanntlich als

f(v)= {w € W: Es gibt ein v € V mit f(v) = w}.

Auflerdem definiert man den Kern von f als

f_l({O}) = {v eV:fv)= 0}.

1Zur Erinnerung: Statt ,lineare Abbildung® sagt man auch ,, Homomorphismus¥.
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Das Bild von f wollen wir mit
Bild f

und den Kern von f mit
Kern f

bezeichnen.

Feststellung 4.

Fiir jede lineare Abbildung f : V — W ist Bild f ein Untervektorraum von W und Kern f ist ein
Untervektorraum von V.

Beweis. Zur Erinnerung: Um zu zeigen, dass U ein Untervektorraum eines Vektorraums iiber K ist, hat
man drei Dinge nachzuweisen:

1) U#0.
2) z,yeU=2x+4+yeU.
3) ze U e K= M eU.

Der Beweis, dass Bild f ein Untervektorraum ist, sei dem Leser iiberlassen; wir zeigen hier, dass Kern f
ein Untervektorraum von V ist. Dabei werden vor allem die Linearitétseigenschaften

(i) flx+y) = flx)+ f(y) fir allexz,y € V
(ii)) f(Az) = Af(z) firallez € V und A € K
benutzt.
1) Wir wollen Kern f # () nachweisen und zeigen zu diesem Zweck 0 € Kern f: Es gilt f(0) = f(0+40) @
f£(0) + f(0); addiert man auf beiden Seiten — f(0), so folgt f(0) = 0. Also: 0 € Kern f.

2) z,y € Kern f = f(z) =0, f(y):0:>f(x+y)(—i)f(x)-i—f(y):0+0:0:>x+y€Kernf.

3) reKernf, N\e K= f(z) =0= fOa) D Af(z) =A-0=0= Az € Kern f. O

Feststellung 5.

Eine lineare Abbildung f : V — W ist genau dann injektiv, wenn Kern f = {0}.

Beweis. Es sind zwei Dinge zu zeigen:
(a) f ist injektiv = Kern f = {0}:

f sei injektiv. Da Kern f ein Untervektorraum ist, gilt 0 € Kern f, d.h. f(0) = 0. Da f injektiv ist,
kann es kein v # 0 geben mit f(v) = 0. Also gilt Kern f = {0}.

(b) Kern f = {0} = f ist injektiv:
Es gelte nun umgekehrt Kern f = {0}. Nachweis der Injektivitit von f: Sei f(v) = f(w) = f(v —

w) © f(v) — f(w) = 0. Also liegt v — w in Kern f, woraus (wegen Kern f = {0}) v — w = 0 folgt.
Also v = w. Dies zeigt, dass f injektiv ist. O

Die mit (*) gekennzeichnete Stelle leuchtet moglicherweise nicht jedem unmittelbar ein; sie lésst sich wie
folgt rechtfertigen:

fo—w)=f(v+ (D) = f)+(~1)f(w) = f(v) = f(w).
)

Hier wird die Linearitét von f benutzt (sowohl Bedingung (i) als auch (ii)).
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Definition.

Eine lineare Abbildung f : V' — W heif}t ein
e Monomorphismus, falls f injektiv ist.

e FEpimorphismus, falls f surjektiv ist.

Isomorphismus, falls f bijektiv ist.

Endomorphismus, falls V =W gilt.

Automorphismus, falls f bijektiv ist und V = W gilt.

Feststellung 6.

Ist f:V — W ein Isomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung f~! : W — V ein Isomorphismus.

Beweis. Siche Jianich Seite 82. O

Wir kommen nun zum ersten Satz des Abschnitts 9; er bezieht sich auf lineare Abbildungen f: V — W,
fiir die vorausgesetzt wird, dass V' endlichdimensional ist, d.h., V' besitzt eine Basis (vi,...,v,). Der
Satz enthélt zwei Teilaussagen:

(a) Eindeutigkeitsaussage. Diese Teilaussage stellt Folgendes fest: Gibt man fiir jeden der n Basisvek-
toren v; vor, welches Element von W das Bild von v; sein soll (¢ = 1,...,n), so existiert hichstens
eine lineare Abbildung f : V — W, die diese Vorgaben erfiillt.

(b) Existenzaussage. Diese Teilaussage stellt fest: Gibt man fiir jeden der n Basisvektoren v; vor,
welches Element von W das Bild von v; sein soll (i = 1,...,n), so existiert tatséchlich immer eine
lineare Abbildung f : V — W, die diese Vorgaben erfiillt.

Satz 1.

Es seien V und W Vektorrdume iiber K und (vy, ..., v,) sei eine Basis von V. Dann gibt es zu jedem
n-Tupel (w1, ..., w,) von Vektoren in W genau eine lineare Abbildung f : V. — W mit f(v;) = w; (i =
1,...,n).

Beweis.

(a) Beweis der Eindeutigkeit. Fiir die lineare Abbildung f : V — W gelte f(v;) =w; (i =1,...,n).
Wir haben zu zeigen, dass f dadurch schon vollstandig festgelegt ist, dass also fiir jedes v € V schon
feststeht, was das Bild f(v) ist. Das ist aber ganz einfach einzusehen: Da (vy,...,v,) eine Basis von
V ist, kann man v mit eindeutig bestimmten Koeflizienten \; als Linearkombination der v; schreiben:

V=AMV + AU + ...+ A\ Up.
Da f linear ist, folgt:

f) = f(Avr + Aave + ...+ Apop)
= f(Mv1) + f(Qav) + ..+ f(Anvn)
= Af(v1) + Aaf(v2) + ..+ Anf(vn)
= Mwi + Agws + ...+ A\ w,

D.h., das Bild f(v) steht tatséchlich bereits fest.

(b) Beweis der Existenz. Aufgrund von a) ist klar, wie man eine Abbildung f : V' — W definieren
muss, damit f linear ist mit f(v;) =w; (i = 1,...,n); man muss fiir v = A\jv1 +. ..+ A\, v, festlegen:

f0) = Aw1 + ... + Awy,. (*)

Wir zeigen, dass durch diese Festlegung tatséichlich eine Abbildung f : V — W definiert wird, fiir
die gilt:
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1. f ist linear,

2. flu;))=w; (i=1,...,n).
Zu 1: Essei x,y € V mit £ = Mv1 + ...+ A\pvp, und y = p1v1 + ... + ppv,. Es folgt:

flz+y) = f((/\l +p1)vr+ oo+ (A ,un)vn>

= Mwi+ ...+ A\wy + pwr + ..+ ppwn
= f(a) +1(y).

Ahnlich zeigt man f(\x) = Af(z) fiir alle z € V und A € K. Also ist die durch (*) definierte
Abbildung f linear.

Zu 2: Es sei v; ein Element der Basis (vy,...,v,) (firi € {1,...,n}). Dann gilt v; = Mv1+.. .+ A0,
mit \; =1 und A; = 0 fiir alle j # 4. Also folgt aus (*):

Beispiele:

1.

5.

Frage: Wie viele lineare Abbildungen f : R™ — R™ gibt es?
Antwort: unendlich viele.

Begriindung: Es gibt unendlich viele Moglichkeiten, den Vektoren ey, ..., e, der kanonischen Basis
von R"™ irgendwelche Bilder wy, ..., w, aus R™ zuzuordnen. Zu jeder solchen Zuordnung gehort nach
Satz 1 eine lineare Abbildung R™ — R™.

. Essei f:R3 — R? eine lineare Abbildung mit f(1,0,0) = (1,2), £(0,1,0) = (—=1,0) und f(0,0,1) =

(3,1). Damit hat man den Vektoren e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) und e3 = (0,0,1) der kanonischen
Basis also Bilder w; = (1,2), wy = (—1,0) und w3 = (3,1) aus R? zugeordnet. Oben wurde gesagt,
dass dadurch die Bilder simtlicher Vektoren v € R? bereits festgelegt sind. Probieren wir es aus: Was
ist f(v) fir v =(-3,7,5)?

Antwort: Es gilt v = (—3,7,5) = (=3)e1 + Tea + bes; also (aufgrund der Linearitidt von f):

fv) = (=3)f(er) + Tf(e2) +5f(e3)
= (-3)(1,2) + 7(-1,0) + 5(3,1)
= (=3,-6) 4 (=7,0) + (15,5)
= (5,~1).

. Essei f: R? — R? eine lineare Abbildung mit f(1,0) = (3,4,5) und f(0,1) = (4,2,4). Berechnen

Sie f(—2,2).

. Es sei K = Z,; der Kérper K hat also genau p Elemente. Beantworten Sie nacheinander folgende

Fragen:

a) Wie viele Elemente enthélt eine beliebige Basis von K™?

b) Wie viele Elemente enthiilt K™?

c) Wie viele verschiedene lineare Abbildungen f : K™ — K™ gibt es?

Fiir K = Zy: Wie viele Abbildungen f : K2 — K? gibt es und wie viele davon sind linear?

Es sei f: V — W eine lineare Abbildung und (v1,...,v,) sei eine Basis von V. Wie wir wissen, ist f
durch Angabe der Bilder der Basisvektoren vy, ..., v, vollstindig beschrieben, d.h., durch

f(vl):wh f('UQ):U)Q, sy f(Un):wn

ist f eindeutig festgelegt.
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Frage: Kann man an den Bildern f(v;) = wy, ..., f(v,) = w, irgendwie erkennen, ob f injektiv ist?

Antwort: Ja, das geht. Wie es geht, steht in der folgenden Feststellung.

Feststellung 7.

Es seien V und W Vektorrdume tiber K, (vy,...,v,) sei eine Basis von V und f : V — W sei eine
lineare Abbildung. Dann gilt: f ist genau dann injektiv, wenn die Vektoren f(v1),..., f(v,) linear
unabhéngig in W sind.

Beweis. Wir haben zwei Dinge zu zeigen:
(a) f ist injektiv = (f (vl)7 e f(vn)) ist linear unabhéngig:

f sei also injektiv. Es gelte A\ f(v1) +...+ Anf(v,) = 0. Zu zeigen ist: Ay = ... = A, = 0. Aufgrund
der Linearitit von f gilt: f(Av1 +...+ Avn) = A f(v1) + ...+ A\ f(vn) = 0. AuBerdem weifl man:
f(0) = 0. Aufgrund der Injektivitit von f muss also Adjvy + ... + A\yv, = 0 gelten. Da (v, ..., v,)
linear unabhéngig ist, folgt Ay = ... =\, = 0.

(b) (f (v1),---, f(vn)) ist linear unabhingig = f ist injektiv:

Umgekehrt sei also ( f (vl), o f (vn)) linear unabhéngig. Aufgrund von Feststellung 5 haben wir

Kern f = {0} zu zeigen. Wir zeigen dies indirekt und nehmen daher an, dass Kern f # {0} gilt; dann
gibt es ein v # 0 mit f(v) = 0. Da (vy,...,v,) eine Basis von V ist, gibt es A1,..., A, € K mit
Av1 + ...+ Apu, = v. Da v # 0 gilt, sind nicht alle diese A; gleich 0. Es folgt:

0=f(v)=f(1v1+ ...+ Apvn) = A1 f(v1) + ...+ A f(vp).

Dies ist dann aber eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors, im Widerspruch zur Annahme,
dass (f (’Ul), cee f(vn)) linear unabhéngig ist. O

Ein dhnliches Ergebnis gilt auch fiir die Surjektivitit von f.

Feststellung 8.
Es seien V und W Vektorrdume iiber K, (vy,...,v,) sei eine Basis von V und f : V' — W sei eine lineare

Abbildung. Dann gilt: f ist genau dann surjektiv, wenn ( f (vl), e f(vn)) ein Erzeugendensystem

von W ist.

Der Beweis von Feststellung 8 sei als Ubungsaufgabe empfohlen. Aus den Feststellungen 7 und 8 erhélt
man unmittelbar die folgende Feststellung.

Feststellung 9.

Es seien V und W Vektorrdume iiber K, (vy,...,v,) sei eine Basis von V und f : V — W sei eine
lineare Abbildung. Dann gilt: f ist genau dann bijektiv (oder anders gesagt, ein Isomorphismus), wenn

(f(vl), o f(vn)) eine Basis von W ist.

Zusammenfassung der Feststellungen 7 - 9.

Unter den Voraussetzungen dieser Feststellungen gilt:
f ist injektiv = <— f(vl), e f(vn) ist linear unabhéngig
f ist surjektiv <« f (vl), o f (vn) ist ein Erzeugendensystem von W
f ist bijektiv <= f(vl), ey f(vn) ist eine Basis von W

Man nennt Vektorrdume V und W isomorph (Bezeichnung: V' = W), wenn es einen Isomorphismus
f:V — W gibt. Aus Satz 1 und Feststellung 9 ergibt sich der folgende Satz.
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Satz 2.

Es sei V ein Vektorraum iiber K mit dim V = n < oo. Dann ist V' isomorph zu K™.

Beweis. Wegen dim V' = n < oo gibt es eine Basis (v1,...,v,) von V. Es sei (eq,...,e,) die kanonische
Basis von K. Nach Satz 1 gibt es eine lineare Abbildung f: V — K™ mit f(v;) =e¢; (i=1,...,n) und
nach Feststellung 9 ist f ein Isomorphismus. [J

Es sei f:V — W eine lineare Abbildung. Wie wir wissen (vgl. Feststellung 4), ist Bild f ein Untervek-
torraum von W. Ist der Untervektorraum Bild f endlichdimensional, so nennt man die Dimension von
Bild f den Rang von f; man bezeichnet den Rang von f mit rg f. Es gilt also:

rg f = dim Bild f.

Wir kommen zur Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen:

Satz 3 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen).

Es sei V ein Vektorraum iiber K mit dimV =n < oo und f : V — W sei eine lineare Abbildung.
Dann ist Bild f endlichdimensional und es gilt:

dimKern f +rg f = n.

Beweis. Es sei (vi,...,v,) eine Basis von Kern f. Nach dem Basiserginzungssatz kénnen wir (durch
Hinzunahme von Vektoren aus einer beliebigen Basis von V') das r-Tupel (v1,...,v,) zu einer Basis
(U1, Upy Upg1,...,0,) von V ergiinzen. Es seien die Vektoren

W1y vy Wp—r

definiert durch wy := f(vp41), wa := f(Vrt2), ..., Wp—p := f(v,). Wie auf Seite 87 im Jénich kann man
zeigen, dass wy, ..., w,_, eine Basis von Bild f ist. Es gilt also dimKern f = r und rg f = dimBild f =
n — r, woraus die behauptete Dimensionsformel folgt. [J

Folgerung aus Satz 3. Es seien V und W Vektorrdume mit dimV =dimW =n < ocound f: V - W
sei eine lineare Abbildung. Dann gilt: f ist genau dann surjektiv, wenn f injektiv ist.

Beweis.
f ist surjektiv — Bildf=WwW
= dim Bild f = dim W
—= rgf=n
Satz 3 .
= dimKern f =0
= Kern f = {0}

Feststellung 5 e
RESMEY f st injektiv. O

Obige Folgerung wird meist auf folgende Art angewendet werden: Fiir Vektorrdume V., W mit dimV =
dim W < oo soll gezeigt werden, dass eine bestimmte lineare Abbildung f : V' — W bijektiv ist. Dann
braucht man nur eines von beidem zu zeigen: Entweder, dass f surjektiv ist oder dass f injektiv ist. Die
jeweils andere Eigenschaft folgt dann ,,automatisch“ aufgrund der Folgerung aus Satz 3.

9.2 Der Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und
Matrizen
Matrizen spielen in den unterschiedlichsten Zusammenhéngen sowohl innerhalb als auch auflerhalb der

Linearen Algebra eine wichtige Rolle. Hier interessieren wir uns fiir Matrizen, weil es einen sehr engen
Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matrizen gibt. Mit

M(m x n, K)
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sei die Menge aller m x n - Matrizen iiber einem Korper K bezeichnet.

Grundbegriffe iiber Matrizen haben wir bereits im 1. Semester kennengelernt, wo wir insbesondere auch
die Matrizenmultiplikation besprochen haben, an die noch einmal mithilfe einiger Beispiele erinnert
werden soll.

1. Ae M(3x4,R) und B € M(4 x 2,R) seien gegeben durch

1 0 2 1 é g
A=|-1 2 3 0 und B =

1 1 -1 -1 0 -1

1 0

Dann ldsst sich das Produkt AB bilden und es gilt AB € M (3 x 2,R); es ergibt sich

AB =

1-140-04+2-0+1-1
(-1)-14+2-04+3-04+0-1
1-1+1-0+(-1)-0+(-1)-1

1-3+0-2+2-(=1)+1-0
(-1)-34+2-2+3-(-1)+0-0
1-3+1-24(-1)-(-1)+(-1)-0

2 1
= | -1 -2
0 6

Das Produkt AB kann gebildet werden, da die Zeilenldnge von A (= Anzahl der Spalten von A) mit
der Spaltenlidnge von B (= Anzahl der Zeilen von B) {ibereinstimmt:

AeM(3x4,R), BeM(4x2,R)

2. Essei A€ M(3x4,R)und B € M(4 x 1,R) mit A wie im ersten Beispiel und B gegeben durch

N = O W

Dann ist AB eine 3 x 1 - Matrix, die man wie folgt erhélt:

g 1 0 2 1 g 7
A 1= -1 2 3 0 11 = 0
9 1 1 -1 -1 9 0

Dasselbe kénnen wir natiirlich auch mit jeder beliebigen Spalte mit Eintrégen x; € R

Z1
€2
T3
T4
machen:

xr1 Z1

. 1 0 2 1 . x1 + 0xg + 223 + 24

Al =1-1 2 3 o0 2 —21 + 229 + 323 + 024

T3 T3

1 1 -1 1 T1+ X2 — X3 — Ty
T4 T4
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Auf diese Art entsteht also eine Abbildung
f:R* — R3,
die jedem als Spalte geschriebenen 4-Tupel
Ty
x2

zs3
T4

ein als Spalte geschriebenes 3-Tupel

1 x1 + 0xs 4+ 223 + T4

Ar = A ﬁz = | —x1 + 229 + 323 4+ 024 (*)
IL’3 l‘1+1‘271’37$4
4

zuordnet.
Da die Abbildung f mithilfe der Matrix A gebildet wurde, wollen wir sie mit f4 bezeichnen.

Eine weitere Bemerkung zur Bezeichnung: Es wird in manchen Situationen nicht so sehr darauf an-
kommen, ob ein n-Tupel (z1,...,z,) € R™ als Zeile oder als Spalte aufgeschrieben wird; schon aus
Platzgriinden werden wir dann die Zeilenschreibweise bevorzugen. Es gibt aber andererseits auch Situa-
tionen, in denen man ein n-Tupel unbedingt als Spalte schreiben muss: Beispielsweise muss in der obigen
Gleichung (*) das 4-Tupel z als Spalte geschrieben werden. (Wieso ndmlich?)

Mithilfe der 3 x 4 - Matrix A haben wir im obigen Beispiel eine zu A gehorige Abbildung
fa:R* —R?
erhalten, ndmlich die Abbildung, die durch
fa(z, 2o, x3,24) = (21 + O0xo + 223 + T4, —21 + 202 + 33 + 024, 1 + T2 — T3 — 4)

gegeben ist. Verallgemeinert man dies, so gelangt man zur folgenden Definition.

Definition.

Zu jeder m x n - Matrix A iiber K (also A € M(m X n, K)) mit

a11 a2 -+ Gln

a1 QA2 -t A2np
A =

Am1 Am2 Tt Amn

ist die zugehdrige Abbildung
fA K" — K™

gegeben durch (fir z = (z1,...,2,)):

n n n
fa(@) = falzr, .. 2p) = (Zalixhza%xiw-~7Zamixi> .
i=1 i=1 i=1

Fasst man das n-Tupel z = (x1,...,x,) als einen Spaltenvektor auf (fiir den wir der Einfachheit halber
ebenfalls  schreiben wollen), so kann man f4 auch mithilfe des Matrizenprodukts durch die Gleichung

falz) = Ax
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beschreiben; das Ergebnis ist dabei dasselbe wie oben, mit dem einzigen Unterschied, dass man Ax als
einen Spaltenvektor anzusehen hat.

Feststellung 10.
Die Abbildung f4 : K™ — K™ ist eine lineare Abbildung.

Beweis. Es sei x = (z1,...,2,), ¥y = (Y1,...,yn) und A € K; dann gilt:

Falw+y) =D a(@i+u;)s- o Y ami(@; +y;)
j=1 j=1

n n n n
= E aljxj + E aljyj,..., E amjxj + E amjyj
j=1 j=1 j=1 j=1

n n n n
Zaljxﬂ'""’zamj%’ + Zaljij"vzamjyj
j=1 j=1 j=1 J=1
= fa(z) + fa(y);

die Gleichung fa(Az) = Afa(z) zeigt man dhnlich. O

Bemerkung: Man hitte die Linearitdt von f4 auch unter Berufung auf die uns bereits bekannten

Matrixgleichungen
A(By + B3) = AB; + ABs

A(AB) = A(AB)

zeigen konnen; aus diesen Gleichungen folgt die Linearitét von f4 ndmlich unmittelbar, wenn man speziell

X1 Y1 o
Bi=|:]|,B=]": und B =

Tn Yn Tn

wéhlt.
Wir fragen: Wohin bildet f4 die Einheitsvektoren

er = (1,0,...,0)

e;=(0,...,0,1,0,...,0)

4
i — te Stelle
en =(0,...,0,1)

ab?
1 0 2 1

Beispiel. A = [-1 2 3 0 |, fa:R* = R3 ¢ = (1,0,0,0), e; = (0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0),
1 1 -1 -1

€4 = (0,0,0,1).

Dann gilt fa(e;) =(1-14+0-0+2-0+1-0,—1-142-04+3-04+0-0,1-14+1-04+(—1)-0+(—1)-0) = (1, -1,1);
das Bild des ersten Einheitsvektors ist also gerade die erste Spalte von A.

Entsprechend findet man fiir ¢ = 2, 3,4: Das Bild des i-ten Einheitsvektors ist die i-te Spalte. (Priifen
Sie dies zumindest fiir ¢ = 2 nach!)

Allgemein gilt:
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Feststellung 11.

Die Abbildung fa : K™ — K™ bildet den j-ten Einheitsvektor e; auf die j-te Spalte von A ab
(j=1,...,n).

Beweis. Es sei A = (a;5) € M(m x n,K). Dann gilt

fA(I) = fA(fl?l, e ,In) = (Z A1;Tgy vy Zamixi> .
i=1 i=1

Ist nun speziell x = ¢;, d.h., es gilt ; = 1 und x; = 0 fiir alle ¢ # 7, so folgt

n n
E 1T = Ay - -, E AmiTi = Q.
i=1 i=1

Also: fa(ej) = (a1, .., am;), d.h., das Bild von e; ist die j-te Spalte von A. O

Die Bilder fa(ei),..., fa(en) lassen sich also unmittelbar an der Matrix A ablesen, es sind gerade die
Spalten von A. Wir merken uns (vgl. Jénich Seite 92):

Die Spalten sind die Bilder der Einheitsvektoren.

Dass zu jeder Matrix A € M(m x n, K) eine lineare Abbildung f4 : K™ — K™ gehért, haben wir nun
ausfithrlich besprochen.

Wir fragen jetzt umgekehrt: Wenn man irgendeine lineare Abbildung
fK'"—= K™
vorliegen hat, gibt es dann immer eine Matrix A € M (m x n, K), so dass
f(z) = fa(z) fur alle z € K™

gilt?

Die Antwort wird ja sein! Wie miisste eine solche Matriz A aussehen? Um dies zu beantworten, braucht
man nur die Bilder f(e;) der Einheitsvektoren e; zu betrachten: Soll f(x) = fa(x) fir alle x € K™
gelten, so muss insbesondere f(e;) = fa(e;) fiir j = 1,...,n gelten, d.h., die Bilder f(e;) miissen die
Spalten von A sein.

Sei A also die Matrix, deren Spalten gerade die Vektoren f(ei),..., f(e,) sind. Dann gilt also
fale;) = fle;) (G =1,...,n),

d.h., fiir die Basisvektoren ey, ..., e, stimmen die beiden linearen Abbildungen f4 und f iiberein. Nach
Satz 1 (Abschnitt 9.1) stimmen sie dann aber auch ganz und gar iiberein, d.h., es gilt fa(z) = f(z) fir
alle x € K™.

Wir halten unser letztes Ergebnis noch einmal ausdriicklich fest.

Feststellung 12.
Ist f: K™ — K™ eine lineare Abbildung, so gibt es genau eine Matrix A € M (m x n, K), so dass

f(x) = fa(zx) fir alle z € K.

Zwischenbemerkung. Matrizen spielen nicht nur eine Rolle, wenn (wie bisher in diesem Abschnitt)
lineare Abbildungen
f:K'"—= K™
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betrachtet werden, sondern auch, wenn es um lineare Abbildungen
f:V-w

zwischen beliebigen endlichdimensionalen Vektorriumen V und W geht (d.h., es muss sich nicht unbe-
dingt um K™ und K™ handeln). Auch in diesem allgemeineren Fall kann man f mithilfe einer Matrix A
beschreiben. Ein wesentlicher Unterschied zum Bisherigen: Man muss zundchst eine Basis (v, ..., 0,)
von V und eine Basis (w1, ..., wy,) von W fest wihlen. Die zu f gehoérige Matrix A ist dann von dieser
Wahl der Basen abhéngig. Weitere Finzelheiten hierzu findet man im Jdinich auf den Seiten 73f.

Nach dieser Zwischenbemerkung zu linearen Abbildungen zwischen beliebigen endlichdimensionalen Vek-
torrdumen V und W befassen wir uns wieder mit linearen Abbildungen vom Typ K™ — K™.

Zur Erinnerung: Mit M(m x n, K) hatten wir die Menge der m x n - Matrizen iiber K und mit

Hom (K™, K™) die Menge der linearen Abbildungen K™ — K™ bezeichnet. Wir betrachten nun die
Abbildung

M(m xn,K) ~ Hom(K" K™) %

A = fa, ®

die also jeder Matrix A € M (m x n, K) die zugehorige lineare Abbildung f4 € Hom(K"™, K™) zuordnet.
Diese Abbildung von M (m X n, K) nach Hom(K™, K™) ist bijektiv, da Folgendes gilt:

(i) Zu zwei verschiedenen Matrizen A, B € M(m x n,K) gehdren immer zwei verschiedene lineare
Abbildungen f4 und fg. (Wieso eigentlich? Man denke an die Aussage ,Die Spalten sind die
Bilder der Einheitsvektoren“!)

(ii) Es gibt zu jedem f € Hom(K™, K™) eine Matrix A mit f(x) = fa(x) fiir alle z € K™ (siehe
Feststellung 12).

Aussage (i) bedeutet, dass die Abbildung (*) injektiv ist, (ii) bedeutet, dass sie surjektiv ist. Also haben
wir wie behauptet gefunden, dass die durch (*) gegebene Abbildung bijektiv ist.

Wir haben es bei (*) aber nicht nur mit einer Bijektion zwischen M (m x n, K) und Hom(K™, K™) zu
tun, sondern es gilt noch mehr, wie wir im Folgenden ausfiihren.

1) Bekanntlich kann man Matrizen A, B € M (m x n, K) addieren und erhélt als Summe A + B wieder
eine Matrix aus M (m x n, K). Ebenso kann man die beiden Abbildungen f4 und fp addieren und
erhilt als Summe f4 + fp wieder eine Abbildung aus Hom(K™, K™) (vgl. Feststellung 3, Abschnitt
9.1). Es ist nun nicht schwer, sich zu iiberlegen, dass die durch (*) gegebene Bijektion sogar vertrdglich
mit den Additionen in M(m x n, K) und Hom(K™, K™) ist, dass also fiir alle A, B € M(m x n, K)
gilt

farp = fa+ fB. (9.1)

Nachweis von (9.1): Es ist zu zeigen, dass fiir alle x € K™ gilt: fatp(x) = fa(x)+ fp(z). Schreiben
wir z als Spaltenvektor, so gilt fatp(x) = (A+ B)z, fa(r) = Az und fp(x) = Bx. Wir haben also

(A+ B)(z) = Az + Bz

zu zeigen; aufgrund der Rechenregeln fiir Matrizen (vgl. Gramlich oder Jénich) ist das jedoch richtig.
O

2) Auf dhnliche Weise zeigt man, dass
ra=Afa (9.2)
gilt.

3) Esseinun A € M(mxn,K)und B € M(nx{, K); dann gilt AB € M(m x ¢, K). Fiir die zugehérigen
linearen Abbildungen gilt somit f4 € Hom(K", K™), fg € Hom(K*, K™) und fap € Hom(K*, K™).
Fiihrt man fp und f4 nacheinander aus, so erhilt man fa o fp und nach Feststellung 1 (Abschnitt
9.1) gilt fa o fp € Hom(K* K™). Wir haben also auf unterschiedliche Art zwei Abbildungen aus

Hom(K*, K™) erhalten: einerseits f4p und andererseits f4 o fg. Wir iiberlegen uns nun, dass es sich
hierbei um dieselbe Abbildung handelt, dass also gilt:

fap = fao [B. (9.3)
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Nachweis von (9.3): Es ist fap (x) = fa (fB (a:) fiir alle z € K* zu zeigen. Schreiben wir z als

Spaltenvektor, so gilt fap (z) = (AB),ZE und fa (fB (a:)) = A(Bx). Aufgrund der Rechenregeln fiir
Matrizen (vgl. Gramlich oder Jénich) gilt:

(AB)z = A(Bx),

womit (9.3) gezeigt ist. O
Die Gleichung (9.3) beschreibt einen Zusammenhang, den man auf den ersten Blick mdglicherweise nicht

vermutet hétte: In Worten ausgedriickt besagt Gleichung (9.3), dass das Matrizenprodukt gerade der
Nacheinanderausfihrung der zugehdrigen linearen Abbildungen entspricht.

Bemerkung zur Bezeichnung von linearen Abbildungen im J#nich: Wie wir gesehen haben,
besteht ein sehr enger Zusammenhang zwischen den Matrizen aus M (m X n, K) und den linearen Ab-
bildungen aus Hom (K™, K™). Dies hat Jinich in seinem Buch ,Lineare Algebra“ dazu veranlasst, die
Abbildung f4 genauso wie die zugehorige Matrix zu bezeichnen, ndmlich ebenfalls mit A. Jénich schreibt
also immer einfach A, wo wir f4 schreiben wiirden.

9.3 Der Rang einer Matrix

Es sei A eine m x n - Matrix iiber K, also A € M(m x n, K). Es gibt verschiedene Moglichkeiten, auszu-
driicken, was der Rang von A (abgekiirzt: rg A) ist. Diese Moglichkeiten sollen im Folgenden vorgestellt
werden; auf Beweise, dass diese verschiedenen Moglichkeiten tatséichlich alle auf dasselbe hinauslaufen,
soll dabei teilweise verzichtet werden.

(I) Die vielleicht naheliegendste Mdoglichkeit ist die folgende: Wie wir wissen, gehort zu A eine lineare
Abbildung
fa: K" — K™,

fiir die, wenn man = € K" als Spaltenvektor schreibt, fa(z) = Az gilt. Was der Rang der
Abbildung f4 ist, haben wir bereits definiert: Es ist die Dimension des Bildes von f4. In Zeichen:

rg fa = dim Bild f4.

Es ist also naheliegend, den Rang von A als rg f4 zu definieren; in Zeichen:

rgA:=rg fa (= dimBild f4).

Nach dieser Definition ist also der Rang rg A einer Matrix A die Dimension des Bildes der
zugehorigen linearen Abbildung.

(IT) Wir definieren nun, was der Spaltenrang der Matrix A ist: Darunter versteht man die Maximalzahl
linear unabhdngiger Spalten von A.

An einem Beispiel erklirt: A habe n Spalten sq, ..., s,; wenn man unter diesen n Spalten drei
finden kann (etwa so, s3 und ss), die linear unabhéngig sind, es aber unmdoglich ist, vier linear
unabhéingige Spalten zu finden, so ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten von A, also
der Spaltenrang, gleich 3.

Oder (ihnliches Beispiel): Unter den Spalten von A kann man sieben finden, die linear unabhiingig
sind, aber acht linear unabhiingige Spalten von A gibt es nicht. Dann ist der Spaltenrang von A
gleich 7.

Man kann den Spaltenrang von A auch noch unter einem etwas anderen Blickwinkel betrachten:
Die Spalten s1,...,s, der m x n - Matrix A sind Vektoren aus K™ und als solche spannen sie in
K™ den Untervektorraum Lin (s1,...,s,) auf. Es gilt nun

Spaltenrang von A = dimLin (s; ..., sp).

211



Beweis. Da (si,...,$,) ein Erzeugendensystem des Vektorraums Lin (sq, ..., s,) ist, lisst sich
durch Auswahl geeigneter Vektoren aus (s1,. .., s, ) eine Basis von Lin (s1, ..., s,) gewinnen (vgl.
Abschnitt 8.6). Eine solche Basis besteht aus dim Lin (s1, . .., s, ) linear unabhéingigen Spalten von
A und mehr als dim Lin (s1,. .., s, ) linear unabhéngige Spalten von A kann es nicht geben (vgl.
Satz 3 in Abschnitt 8.6). Es folgt die Behauptung. O

(ITI) Analog zum Spaltenrang definiert man den Zeilenrang von A: Dies ist die Mazimalzahl linear
unabhdngiger Zeilen von A.

Fiir den von den Zeilen zy, ..., 2, aufgespannten Untervektorraum Lin (21, ..., z,) von K™ gilt
(analog zu (II)):
Zeilenrang von A = dim Lin (z1,..., 2m).

Wir wollen uns nun zunéchst den Zusammenhang zwischen (I) und (II) anschauen: Sowohl in (I) als
auch in (II) hatten wir es mit einem Untervektorraum von K™ zu tun, ndmlich einerseits mit Bild f4
und andererseits mit dem von den Spalten von A aufgespannten Vektorraum Lin (s1, ..., S, ). Wir zeigen
nun, dass beide Untervektorrdume gleich sind.

Feststellung 13.
Lin (s1,...,8,) = Bild fa.

In Worten ausgedriickt gilt also: Die Spalten von A spannen das Bild von fa auf.

Beweis. Die Spalten selbst sind in Bild f4 enthalten, denn sie sind ja gerade die Bilder der Einheitsvek-
toren; also s; = fa(e;) € Bild fa (j=1,...,n).

Es sei nun y € Bild f4. Dann existiert also ein € K™ mit f4(x) = y. Da die Einheitsvektoren ey, ..., e,
eine Basis von K™ bilden (,,die kanonische Basis“), lisst sich « als Linearkombination x = Aje;+. ..+ A e,
schreiben. Es folgt unter Benutzung der Tatsache, dass f4 linear ist:

y = fa(x) = fa(hier +... + Anen)
e >\1f,4(61) +...+ )\an(en)
=AS1+ ...+ Ansn.

Also: Jedes y € Bild f4 ist eine Linearkombination der Spalten sy, ..., S,.
Dies zeigt: Bild f4 C Lin (s1,...,Sn).
Dass auch umgekehrt Lin (s1,...,s,) C Bild f4 gilt, folgt direkt aus der am Anfang dieses Beweises ge-

machten Feststellung, dass s; € Bild fa gilt (j = 1,...,n). Dann ist ndmlich auch jede Linearkombination
von ($1,...,8,) in Bild f4 enthalten, da Bild f4 ein Untervektorraum von K™ ist. O

Aus Feststellung 13 folgt, dass rg A gleich dem Spaltenrang von A ist, denn es gilt ja
rg A = dim Bild f4
= dim Lin (s1, ..., 8n)

= Spaltenrang von A.

Fiir einen Beweis des folgenden Satzes verweisen wir auf Jénich (oder andere Lehrbiicher der Linearen
Algebra).

Satz 4.
Zeilenrang A = Spaltenrang A.

Zusammenfassung: Es gilt also

rg A = Spaltenrang von A

= Zeilenrang von A
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und deshalb spricht man auch meistens nur von dem Rang von A. Was der Rang von A ist, ldsst sich
aufgrund der Ergebnisse dieses Abschnitts auf vielfaltige Art ausdriicken:

rg A = Dimension des Bildes von f4
= Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten von A
= Maximalzahl linear unabhéingiger Zeilen von A
= Dimension des von den Spalten von A aufgespannten Unterraums von K™

= Dimension des von den Zeilen von A aufgespannten Unterraums von K™

Die Bestimmung des Rangs einer Matrix ist einfach: Ist A eine m x n - Matrix iiber einem Koérper
K und sind z1, ..., 2, € K™ die Zeilen von A, so kénnen wir mit dem Gauf-Verfahren eine Basis des
Zeilenraums von A (so nennt man den von z1, ..., 2, aufgespannten Untervektorraum Lin (21, ..., 2:,)
von K™) bestimmen (vgl. Bemerkungen am Ende von Abschnitt 8.6); die Linge der gefundenen Basis
ist gleich dim Lin (21, ..., 2, ). Wegen

rg A =dimLin (z1,...,2m)

hat man damit rg A bestimmt.

9.4 Einige Beispiele

Die folgenden Beispiele sollen den Begriff der linearen Abbildung etwas lebendiger machen. Wir betrach-

ten zunichst nur lineare Abbildungen f4 : R? — R?, die wir durch Angabe der zugehorigen Matrix A

definieren.

1. A= (1) (1)> Die zugehorige lineare Abbildung ist die Identitdt auf R?: Jeder Vektor (;) € R? wird
auf sich selbst abgebildet.

0 A 0 A/ \y Ay
Ist A > 1, so handelt es sich um eine Streckung mit dem Faktor A. (Man gebe dhnliche Beschreibungen
fir die Falle 0 < A <1, A=0und A <0.)

2. A= (A O). Es gilt = ()\ 0) (a:) = (Ax) Jeder Vektor wird also auf sein A-faches abgebildet.

3. A= <(1) _01> Es gilt = (é _01> (5) = ( xy) Es handelt sich um die Spiegelung an der z-Achse.

cosa —sina
A A_<

sina  cosa
dem Uhrzeigersinn und mit dem Ursprung als Drehzentrum).

> fiir 0 < @ < 27. Es handelt sich um eine Drehung um den Winkel « (entgegen
Um dies einzusehen, verwenden wir Polarkoordinaten: Es sei (siehe Skizze)

x\ _ [rcosep

y) \rsingp)’

~ (w,y) = (rcosp,rsingp)

y=rsing
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Es folgt

q(reose) _ [(cosa —sina) (rcosp
rsin ¢ o sina  cosa rsin ¢
_ (r(cosa-cosp —sina - sin )
~ \r(sina-cosp + cosa-singp)
%) <r cos(p + a))

- rsin(p + )

—~

A bewirkt also eine Drehung der beschriebenen Art um den Winkel a.

Die Gleichheit (*) gilt aufgrund der bekannten Additionstheoreme fiir sin und cos, welche besagen
(vgl. auch Abschnitt 8), dass fiir alle 1, z2 € R gilt:

sin(z1 + x2) = sin 1 cos x9 + cos x1 sin xa,
cos(z1 + x2) = cosxq cosxo — sinxy sin xa.

. Mit s : R? — R? wollen wir die Spiegelung an der Geraden durch die Punkte (0,0) und (cos 3, sin 3)
bezeichnen (siehe Zeichnung). Bei sg handelt es sich um eine lineare Abbildung?.

1

(cos B, sin B)

-1

Wir dndern nun die Matrix A aus Beispiel 4 etwas ab und betrachten stattdessen die Matrix
B_(cF)sa sin a )
sina —cosa

Wihrend A eine Drehung um den Winkel o beschreibt, wird durch B eine Spiegelung beschrieben;
genauver handelt es sich um die Spiegelung sg mit 3 = 5.

Um einzusehen, dass dies tatséchlich so ist, geniigt es nachzuweisen, dass die linearen Abbildungen
5q/2 und fp auf den Einheitsvektoren

o) ()

iibereinstimmen. Es gilt:

fB(e1) = Bey = (COS a) und fgp(ez) = Bey = <_Sicr;§éa> .

sin o

Entsprechendes gilt fiir s = s,/5 (siehe Zeichnung):

cos « sin a
s(er) = (sina) und - s5(ep) = (— cosa) '

2Man mache sich das anhand einer Zeichnung klar!
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sin «
—cos«

-1

Die beiden linearen Abbildungen fp und s, /; stimmen also auf einer Basis des R? iiberein. Nach Satz 1
stimmen fp und s,/» somit auf ganz R? iiberein, d.h., bei fp handelt es sich wie behauptet um die
Spiegelung s, /2.

Aufgaben zu den Beispielen 4 und 5:
1. Berechnen Sie det(A) und det(B).
2. Berechnen Sie das Matrizenprodukt B? = BB. Entspricht das Ergebnis Thren Erwartungen?

Mehr iiber Drehungen und Spiegelungen findet man beispielsweise in Jénich, Lineare Algebra.
Ein weiteres Beispiel:

6. A= <é 8) Es gilt ((1) 8) (g) = (g) Es handelt sich um eine Projektion; genauer: Jeder Punkt

des R? wird in Richtung der y-Achse auf die x-Achse projiziert.

Abschlieflend sei noch eine lineare Abbildung fa : R? — R3 betrachtet:

cosae —sina 0
7. Esseifir0<a<2m A= |sina cosa O
0 0 1

Ahnlich wie in Beispiel 4 erkennt man, dass es sich bei der zugehorigen linearen Abbildung fa :
R3 — R3 um eine Drehung handelt (« ist der Drehwinkel, Drehachse ist die z-Achse).

9.5 Eigenwerte und Eigenvektoren

Eine nxn - Matrix A € M (n xn, K) kann man sich - wie wir wissen - auch als eine Abbildung vorstellen,
die jedem Vektor x € K™ den Vektor Az zuordnet, der ebenfalls im Raum K™ liegt®:

x — Ax.

Dabei ist zu beachten: Az ist ein Matrizenprodukt (,n x n - Matrix mal n x 1 - Matrix*) und deshalb
ist  an dieser Stelle als ein Spaltenvektor aufzufassen, wihrend man ansonsten aus Platzgriinden meist
die Zeilenschreibweise bevorzugt.

3Diese Abbildung hatten wir immer mit f4 bezeichnet. Wir wissen: f4 ist eine lineare Abbildung.
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1 1

Beispiel. Es sei A = (_2 4

) € M(2x2,R)und z = (?) Dann ist

o= (3 ()= 6)

Fiir diese Matrix A berechnen wir auflerdem noch die Bilder der Vektoren <_23>, <;) und (_11>:

)= (G) ()= (0) e ()= (0)

Fiir den Vektor G) lasst sich eine Besonderheit beobachten: <;

sich selbst abgebildet.

) wird auf ein skalares Vielfaches von

N W ke Ot O
|
T

w -+
g
ot -+
o +
- +

Fiir die anderen betrachteten Vektoren (?), (_23) und (_11) gilt Derartiges nicht.

Definition.

Es sei A € (n x n, K). Unter einem Eigenvektor von A zum Eigenwert A € K versteht man einen
Vektor x # 0 auf K™ mit der folgenden Eigenschatft:

Az = \x

9 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A = 3. Es stellt sich

die Frage: Besitzt A noch anderen Figenwerte aufler A = 3¢

In obigem Beispiel ist also der Vektor (1)

Allgemeiner fragen wir: Wie berechnet man Figenwerte und Eigenvektoren?

Wir wollen uns zunichst um die Berechnung der Eigenwerte kiimmern. Ist A ein Eigenwert einer Matrix
A€ M(n xn,K), so gibt es einen Vektor z # 0 aus K", fiir den

Ax = \x

gilt. Um herauszufinden, wie man die Eigenwerte A berechnen kann, formen wir diese Gleichung (etwas
trickreich) um: Zunéchst einmal beobachten wir, dass

(AEp)x = Az

gilt. (E,, bezeichnet die n-reihige Einheitsmatrix.) Setzt man dies in die obige Gleichung ein, so erhilt
man
Az = (A\E,)z.
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Aquivalente Umformung ergibt sodann

(A= A\E,)x =0.

Es folgt: A ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn das homogene lineare Gleichungssystem mit der
Koeffizientenmatrix A — \E,, eine Losung x # 0 (,,nicht triviale Losung®) besitzt. Wir wissen (siehe
Gramlich, Satz 5.9)*: Dies ist genau dann der Fall, wenn

det (A — AE,) =0

gilt. Man nennt diese Gleichung die charakteristische Gleichung wvon A. Der Ausdruck
det (A — AE,,) ist ein Polynom vom Grad n mit der Unbestimmten A\. Man nennt dieses Polynom das
charakteristische Polynom von A. Nun wissen wir, was zu tun ist, um die Eigenwerte A € K der Matrix
A zu bestimmen:

Man muss die Nullstellen A € K des charakteristischen Polynoms von A berechnen.

1 1

Wir greifen unser altes Beispiel wieder auf. Es sei A € M(2 x 2,R) mit A = (2 4

A — \E5 lautet dann:
1-—A 1
A_)\EQ—<2 4/\).

Das charakteristische Polynom lautet folglich:

) . Die Matrix

det (A—AEy) = (1—=AN)(4—=X) —1-(=2) = A2 -5\ +6.

Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

Die Matrix A besitzt also genau zwei Eigenwerte, ndmlich 2 und 3.

1 -4
-2 3
Ein Polynom vom Grad n kann niemals mehr als n verschiedene Nullstellen haben, deshalb gilt: Eine
n X n - Matrix A besitzt hichstens n verschiedene Figenwerte.

Aufgabe: Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix A = < ) € M(2 x2,R).

Hat man die Eigenwerte einer Matrix gefunden, so ist es nicht schwer, zu jedem Eigenwert A\ die zu-
gehorigen Eigenvektoren zu bestimmen: Man muss nur das homogene lineare Gleichungssystem

(A= AXE,)z =0

losen. (Man beachte: Ax = Az ist dquivalent zu (A — AE,)xz = 0.) Die Menge aller nicht trivialen
Liosungen dieses Gleichungssystems ist dann die Menge aller Figenvektoren zum Eigenwert .

1 1
-2 4

1—A 1
(1),
4Satz 5.9 wird im Gramlich nur fiir K = R behandelt; die entsprechende Aussage gilt jedoch auch fiir einen
beliebigen Korper K (siehe beispielsweise Jénich).

Beispiel. Wie zuvor sei A = <
A. Es gilt

>. Wir wissen bereits: Ay = 2 und Ay = 3 sind die Eigenwerte von
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Um die Figenvektoren zum Eigenwert 2 zu bestimmen, setzen wir A = 2 in die Matrix A — AFs ein und
losen das zugehorige homogene lineare Gleichungssystem (A — AEs)x = 0; es lautet in expliziter Form:
—x14+2x2=0
—2x1 4+ 225 = 0.

Diese beiden Gleichungen sind dquivalent zu der einen Gleichung z1; = 5. Die Losungsmenge des Glei-
chungssystem ist demnach eine Ursprungsgerade des R?, nimlich

{,u(l,l) NS ]R}.

Man nennt diese Losungsmenge den FEigenraum zum Eigenwert A\ = 2.

Die Menge aller Eigenvektoren zum Eigenwert 2 ist demnach die Menge aller Vektoren u(1,1) € R? mit
w € Rund p # 0. (Der Nullvektor muss ausgenommen werden, da er laut Definition kein Eigenvektor
ist.)

FEigenvektoren zum Figenwert A = 3: In diesem Fall lautet das Gleichungssystem

—2%1 +x9 = 0
—2x1 + 22 = 0.

Losungsmenge (,, Eigenraum zum Eigenwert 3¢):

1
—1]: Ry.
{r(51) o)
Die Menge aller Eigenvektoren zum Eigenwert 3 ist also die Menge aller Vektoren p (%, 1) € R? mit
€ R\{0}.

Aufgabe: Bestimmen Sie zu jedem Eigenvektor der Matrix A = ( 1 _4> den zugehorigen Eigenraum.

-2 3
Beispiel. Es gelte K = R oder K = C. Wir betrachten die Matrix A € M (2 x 2, K) mit

1 -2
=)
und fragen nach den Eigenwerten von A.
1. Fall: K =R
Berechnung des charakteristischen Polynoms von A:

1-X -2

A_AEQZ' 2 1-2A

‘ =(1-X)°+4=X—2\+5.
Nullstellen von A2 —2XA +5: A\ =1+ 2 und Ay =1 — 2.

Also: Fiir K = R besitzt A keine Eigenwerte.

2. Fall: K =C

Wir sehen A jetzt also als eine Matrix iiber dem Korper C an. Das charakteristische Polynom und seine
Nullstellen &éndern sich dadurch nicht, aber A\; = 1+ 2¢ und Ay = 1 — 2¢ sind nun Eigenwerte von A.

Bestimmung der Eigenvektoren zum Eigenwert A\ = 1+ 2i. Der zu A\; gehorige Eigenraum ist gleich der
Losungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems:

—21’951 — 2.’)3‘2 =0

21’1 - 221’2 =0.
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Man beachte, dass die zweite Gleichung aus der ersten durch Multiplikation mit ¢ hervorgeht. Die beiden
Gleichungen sind somit fiquivalent zu der einen Gleichung x1 — iz = 0. Als Lésungsmenge (,, Eigenraum
zum Eigenwert A; = 1 4 2¢“) erhilt man

{u(i, :pe (C}.
Die Eigenvektoren zum Eigenwert A; sind also genau die Vektoren p(i,1) mit p # 0.

Ahnlich erhiilt man, dass die Eigenvektoren zum Eigenwert Ay = 1 — 2i genau die Vektoren u(—1, 1) mit
7 0 sind.
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charakteristisches Polynom, 217
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eigentliches Integral, 112
Eigenvektor, 215
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Erzeugendensystem, 188
Eulersche Zahl, 16
Existenzaussage, 202
Existenzquantor, 11
Exponentialfunktion zur Basis a, 39
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Bestimmung, 213
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Zeilen-, 212
Rang einer Matrix, 211
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Integration, 96
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Rechenregeln fiir konvergente Folgen, 16
Rechteck, achsenparalleles, 154
rechtsseitig stetig, 27
rechtsseitige Stetigkeit, 27
rechtsseitiger Grenzwert, 27
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reelle Zahlen, Axiome der, 5
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Lagrangesche Multiplikatoren-, 150
Produkt-, 33
Quotienten-, 33
Simpson-, 112
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summierte Trapez-, 110
Trapez-, 108, 110
Umkehr-, 36
zusammengesetzte Trapez-, 110
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Regularitatsbedingung, 150
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Arcustangens-, 126, 136
Cosinus-, 135
Exponential-, 135
geometrische, 20, 117
Glieder a; einer Reihe, 19
harmonische, 19, 117
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Logarithmus-, 126, 136
Potenz-, 121, 136
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Taylor-, 134, 136
Reihen, Konvergenzkriterien fiir, 116
rein imaginédre Zahl, 175
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n-tes, 129
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Abschétzung, 130, 131
Resubstitution, 86
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Anstieg in einer, 148
Richtung des grofiten Anstiegs, 149
Riemannsche Summe, 72, 154
Riemannsches Integral, 76
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Binomischer Lehr-, 12, 18
Eindeutigkeitssatz fiir Potenzreihen, 127
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Mittelwertsatz der Integralrechnung, 77
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Satz vom Koeffizientenvergleich, 127
Satz von Schwarz, 140, 145
Satz von Taylor, 129
Satz von Taylor in allgemeiner Form, 133
Zerlegungssatz fiir Polynome, 172
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Schaubild, 21
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kleinste obere, 13
kleinste untere, 13
obere, 13
untere, 13
Sekante, 29
semidefinit
negativ, 144
positiv, 144
Simpsonregel, 112
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Sinusreihe, 135
Skalar, 180
skalare Multiplikation, 180
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Spezialfall des Majorantenkriteriums, 118
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stiickweise monoton, 73
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Stiitzstellen, 104
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Stammfunktion, 69, 79, 81
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Stammfunktionsproblem, 69
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stationiire Stelle unter Nebenbedingungen, 151
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Tangente, 30
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Tangentengleichung, 62
Taylor-Entwicklung, 134
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summierte, 110
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trigonometrische Funktionen, 58
Ableitungen, 58
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uneigentlich integrierbar, 113
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Dreiecks-, 7, 9, 166
Unstetigkeitsstelle, 24
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Unterraumkriterium, 183
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Vektor, 180
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Null-, 180
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Vektorraum iiber einem Kérper, 177, 180
Vektorraumoperationen, 183
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Wurzelkriterium, 120
Folgerung, 120
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konjugiert komplexe, 163
Zahlen
komplexe, 161
Zahlengerade, 193
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Zeilenrang, 212
Zerlegung, dquidistante, 69
Zerlegungssatz fiir Polynome, 172
Zielfunktion, 150
zugehorige Abbildung, 207
zugrundeliegender Korper, 180
zusammengesetzte Trapezregel, 110
zweidimensionales Integral, 154
Berechnung, 157
Zwischenpunkte, 156
Zwischensumme, 72
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zyklometrische Funktion, 62
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